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Introduccion

Desde los afios noventa, los investigadores en educacion se han interesado en estudiar el
conocimiento que los profesores manifiestan en sus practicas de ensefianza de las asignaturas
del curriculo escolar, siendo una de las propuestas tedricas mas relevantes en esta linea de
estudio la desarrollada por Shulman (1987). El autor define siete categorias de conocimiento
base para la ensefianza: conocimiento del contenido, conocimiento pedagdgico general,
conocimiento pedagodgico del contenido, conocimiento del curriculo, conocimiento de los
alumnos y sus caracteristicas, conocimiento de los contextos educativos y conocimiento de
los fines educativos, propdsitos y valores y sus fundamentos filos6ficos e historicos. Para el
caso de las matematicas, en el periodo comprendido entre 1990 y 2008, se desarrollaron
varios modelos de conocimiento del profesor tomando como referente las categorias de
conocimiento descritas por Shulman. Entre estos modelos podemos mencionar la
conceptualizacion de Fennema y Franke (1992); la topologia de las areas del conocimiento
del profesor de matematicas (Broome, 1994); el cuarteto de conocimiento (KQ, por sus siglas
del inglés Knowledge Quartet) desarrollado por Rowland, Huckstep, y Thwaites (2005); el
modelo de matematicas para la ensefianza (MfT, por sus siglas del inglés Mathematics for
Teaching) propuesto por David y Simmt, 2006); y el modelo del conocimiento matematico
para la ensefianza (MKT, por sus siglas del inglés Mathematical Knowledge for Teaching)
descrito por Ball, Thames y Phelps (2008).

Aunque en los distintos modelos el dominio de conocimiento de la materia recibe
diferentes nombres —como conocimiento de las matemaéticas, conocimiento de la matematica
escolar, fundamentos, conocimientos estables, o conocimiento del contenido— el elemento
comun es la consideracion de que dichos dominios incluyen el conocimiento de conceptos y
procedimientos matematicos. No obstante, en las distintas propuestas también se consideran
elementos adicionales en el conocimiento de la materia, tales como el conocimiento de los
procesos de resolucion de problemas (Fennema y Franke, 1992), el conocimiento de la
matematica como disciplina (Broome, 1994), y el conocimiento especializado del contenido y
en el horizonte matematico (Ball et al., 2008). Adicionalmente, elementos del conocimiento
pedagdgico del contenido (PCK, por sus siglas del inglés, Pedagogical Content Knowledge)
se reflejan en las categorias fundamentos, transformaciones y contingencias del modelo KQ
(Turner, 2012), mientras que en el modelo MfT no se adopta el PCK puesto que Davis (2010)
interpreta esta nocion como una perspectiva cognitiva e individual del conocimiento del
profesor, y su postura es que el conocimiento del profesor de matematicas es, en gran parte
tacito, pero los elementos criticos del mismo pueden aparecer ante cuestionamientos
suscitados en entornos colectivos. También se observa que en el modelo de Broome se
establece una diferencia entre dos tipos de conocimiento pedagdgico: el general y el
especifico de la materia. Esta idea de conocimiento pedagogico especifico de la materia
apunta hacia un PCK particular de la ensefianza de las matematicas, de manera similar a lo
planteado por Ball y sus colegas en el modelo MKT. La idea de PCK desarrollada por Ball et



al. (2008) se construye como una validacién empirica en el campo de la ensefianza de las
matematicas y en el nivel de educacion primaria, de la nocion teorica de PCK descrita por
Shulman. Esta propuesta es probablemente una de las reconceptualizaciones mas influyentes
del PCK en matematicas (Depaepe, Verschaffel y Kelchtermans, 2013).

Por su parte, Flores, Escudero y Carrillo (2013) sefialan, como un aporte teérico del MKT,
la inclusion del subdominio del conocimiento especializado del contenido que identifica un
tipo de conocimiento del profesor en términos que son puramente matematicos y especificos
de su profesion. Adicionalmente, el MKT ha sido adoptado por numerosos investigadores al
punto que podria describirse como uno de los marcos tedricos mas importantes en la
investigacion sobre el conocimiento del profesor de matematicas (Lin y Rowland, 2016). Este
amplio uso del modelo como referente tedrico ha traido consigo el desarrollo de nuevas
conceptualizaciones del conocimiento del profesor de matematicas, muchas de ellas
provenientes de la combinacion del MKT con otros marcos tedricos. Por ejemplo, en el
trabajo de Godino (2009) se fusionan categorias de conocimiento del profesor (principalmente
tomadas del MKT) con el enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instruccion
matematica (Godino, Batanero, y Font, 2007) dando como resultado el modelo del
conocimiento didactico-matematico del profesor. Siguiendo esta idea de extender el MKT,
Cooper (2014) propone utilizar el modelo en compafiia del marco de la comognicion (Sfard,
2008) para estudiar no so6lo el conocimiento sino el aprendizaje de los profesores en un
contexto de desarrollo profesional. De acuerdo con el autor, al estudiar los discursos en torno
a la matematica y su ensefianza también se estd comprendiendo el conocimiento del profesor.
Asimismo, Chapman (2015) sefiala que el trabajo de Ball y sus colegas ofrece una vision
general del conocimiento del profesor en la cual se pueden incluir otros aspectos centrales
para hacer y aprender matematicas tales como la resolucion de problemas. Asi, el autor
describe el modelo Mathematical Problem-Solving Knowledge for Teaching. Por su parte,
Getenet, Beswick y Callingham (2015) utilizan el MKT vy el constructo conocimiento
tecnoldgico pedagdgico del contenido (Mirsha y Kohler, 2006) para construir un modelo de
conocimiento para la ensefianza de la matematica con la aplicacion de la tecnologia
denominado STAMPK (Specialised Technological and Mathematics Pedagogical
Knowledge).

Por otra parte, los mismos autores del MKT expresan algunas dificultades en la
delimitacion de los subdominios del modelo. En el caso del conocimiento en el horizonte
matematico (Horizont Content Knowledge, HCK), este es descrito como el conocimiento del
profesor sobre la trayectoria de un contenido matematico a lo largo de diversas etapas
educativas, asi como las conexiones de los contenidos dentro de las matemaéticas o con otras
ciencias. Sin embargo, Ball y colaboradores (2008) sefialan no estar seguros de cuando el
HCK se cruza con otros subdominios de conocimiento. En respuesta a lo anterior, Fernandez
y Figueiras (2014) proponen repensar el HCK y considerarlo no como otro subdominio del
modelo sino como un conocimiento que da forma al MKT desde el punto de vista de una
educacion matematica continua, pues permite indagar en el rol del conocimiento profesional
del profesor de matematicas durante la transicion de primaria a secundaria. Desde esta
postura, el HCK es independiente de los conocimientos presentes en el MKT que pueden ser
adquiridos aislados de la practica docente y ejerce influencia en los demas subdominios que



son conocimientos que se expresan Unicamente en la practica de ensefianza y en la
observacion de la practica de ensefianza de otros.

Otra dificultad de delimitacién se presenta con los subdominios del conocimiento comdn y
del conocimiento especializado del contenido. EI conocimiento comun del contenido se
describe como aquel que comparten los profesores con otros usuarios de la matematica, como
profesionales o adultos educados. En contraste, el conocimiento especializado del contenido
es un conocimiento especifico del profesor de matematicas, que tiene sentido solo para fines
de ensefianza. Asi, el conocimiento especializado del contenido se comprende como una
extensién del conocimiento comun, y esta definicion puede ser convincente como una
heuristica, pero, en casos particulares, es dificil diferenciar estos conocimientos (Ball et al.,
2008). Por ejemplo, las tareas que se describen en el MKT como un conocimiento matemaético
descomprimido, y por tanto especializado, como dar sentido a las ideas y los razonamientos
presentados por otros, son tareas que se espera que cualquier matematico profesional sea
capaz de realizar en su labor diaria pero que también pueden ser desarrolladas por un profesor
universitario durante una clase o al revisar un examen (Speer, King, y Howell, 2014).
Ademas, temas como el razonamiento sobre procesos y nociones, que habitualmente se
consideran parte del conocimiento especializado de un profesor de matematicas, también
forman parte del conocimiento que se espera que los estudiantes obtengan en el nivel de
educacion superior. En este sentido, al considerar el conocimiento comun del contenido como
el conocimiento que tiene un adulto bien instruido al nivel escolar que se esté analizando, se
presenta una dificultad para especificar qué constituye el conocimiento comdn y el
especializado, respectivamente, en el caso de los profesores universitarios (Carrillo et al.,
2018). Carrillo, Montes, Conteras y Climent (2017) profundizan en la idea de conocimiento
especializado del contenido y proponen la nocion de conocimiento especializado como aquel
que es util para el profesor en contextos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, sin
importar si este conocimiento, o parte de él, es compartido con otros. Esta forma de entender
la especializacion supone un cambio de perspectiva de un punto de vista extrinseco a uno
intrinseco del conocimiento del profesor de matematicas (Scheiner, Montes, Godino, Carrillo
y Pino-Fan, 2019), y es central en la conceptualizacién del modelo del conocimiento
especializado del profesor de mateméticas (MTSK).

El Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK) es un modelo teorico y
analitico para comprender el conocimiento que manifiesta el profesor de matematicas en los
diferentes escenarios en los que actla. EI modelo esta compuesto por tres dominios con sus
respectivos subdominios; un dominio de conocimiento matematico; un dominio de
conocimiento didactico del contenido; y un dominio de creencias del profesor sobre qué es la
matematica, como se ensefia y como los estudiantes la aprenden. ElI dominio de conocimiento
matematico es definido en términos de la matematica misma (temas, conexiones y formas de
proceder en matematicas) y ademas puede ser utilizado para estudiar el conocimiento
matematico del profesor en cualquier nivel educativo. En cuanto al dominio del conocimiento
didactico del contenido, este es un tipo especifico de conocimiento de las matematicas como
un objeto de aprendizaje, un objeto de ensefianza y desde el punto de vista de los estandares de
aprendizaje.

Entre las componentes del dominio de conocimiento matematico, se encuentra el
conocimiento de la practica matematica, el Unico subdominio del modelo MTSK que no



cuenta con categorias de andlisis y el cual abordamos en esta tesis doctoral. Asi, en el primer
capitulo La problematica de la categorizacion del conocimiento de la practica matematica se
presenta una revision de la literatura sobre la nocion de practica matematica y se expone la
idea inicial de practica matematica considerada en la investigacion. Posteriormente, se muestra
en detalle el subdominio KPM; como surge, codmo se describe en el modelo MTSK, cual es su
importancia dentro del conocimiento del profesor de matematicas, qué componentes del
subdominio se han reportado en la literatura y por qué su categorizacion es un tema de
investigacion relevante. Adicionalmente, la ensefianza de las matematicas en la educacion
superior se presenta como un escenario propicio para obtener variadas evidencias del KPM
con el fin de proponer una categorizacion del subdominio en el caso de profesores
universitarios.

En consonancia con la problematica de investigacion, en el segundo capitulo Construccion
de categorias del conocimiento de la practica matematica, se justifica la eleccion del
paradigma de investigacion y se expone la Teoria Fundamentada (Charmaz, 2014) como
perspectiva metodoldgica. Se describe, entonces, como se seleccionaron los profesores
informantes y como se llevé a cabo la recogida de los datos y su posterior codificacion y
categorizacion con la ayuda del software ATLAS.ti (version 8.2.4, 2018). En este punto, es
importante resaltar que la recoleccion y el andlisis de los datos se desarroll6 de manera
simultanea segun lo propuesto en la Teoria Fundamentada.

Por su parte, en el tercer capitulo, El conocimiento de la practica matemética de profesores
universitarios, se expone el andlisis del conocimiento de cada uno de los profesores
considerados en el estudio, asi como las subcategorias y categorias que resultan del analisis
conjunto del conocimiento de los profesores estudiados. De este modo, el capitulo se centra en
presentar las subcategorias y categorias de KPM de profesores de matematica universitarios
gue se obtienen como el principal resultado de esta tesis.

Finalmente, en el cuarto capitulo, Conocimiento de la practica matematica: discusion y
conclusiones, se discuten las categorias de KPM antes expuestas a la luz de lo que reporta la
literatura, en general, sobre el conocimiento del profesor de las practicas matematicas que
hemos descrito, y en particular, sobre lo que se ha considerado como parte del KPM del
profesor de matematicas en distintos niveles educativos en la investigacion con el MTSK. A lo
anterior se afiaden las conclusiones y proyecciones de esta investigacion, incluyendo algunas
preguntas abiertas sobre el KPM.



Capitulo 1. La problemética de la categorizacion del conocimiento de la
préactica matematica

A continuacion, se describe la problematica de investigacion que se aborda en esta tesis
doctoral. En la primera seccion, se presenta una revision teorica de la practica matematica y se
describe la conceptualizacidn de practica matematica que adoptaremos en esta investigacion.
En la siguiente seccion, se expone como los estudios sobre el conocimiento sintactico de una
disciplina y el conocimiento sobre las matematicas sustentan la consideracion del
conocimiento de la practica mateméatica como un subdominio del conocimiento especializado
del profesor de matematicas. Adicionalmente se plantea el problema de la categorizacion del
KPM vy se expone un escenario propicio para profundizar en este subdominio de
conocimiento. Para finalizar, la tercera seccion del capitulo se dedica a la pregunta de
investigacion, los objetivos generales y los objetivos especificos del estudio.

1.1. La préctica matematica

Kitcher (1984), basado en la idea de Kuhn (1971) de que de la historia de una disciplina
cientifica y sus cambios se pueden entender como una sucesion de practicas, propone utilizar
la practica matemética como un concepto importante para comprender el crecimiento del
conocimiento matematico. El autor selecciona como componentes de la practica matematica
las cinco caracteristicas de la actividad matematica que parecen experimentar un cambio
significativo: el lenguaje, el conjunto de afirmaciones o proposiciones aceptadas, el conjunto
de formas de razonamiento aceptadas, el conjunto de preguntas seleccionadas como
importantes (problemas no resueltos) y el conjunto de visiones metamatematicas (incluyendo
estandares para demostrar y definir, y afirmaciones acerca del proposito y la estructura de las
matematicas). En esta linea, el conocimiento matematico se desarrolla a través de la
modificacion racional de la practica matematica.

En relacion con lo anterior, Cafion (1993) examina los componentes de la practica
matematica propuestos por Kitcher (1984) destacando que el avance en los resultados
matematicos se da de la mano con el avance en el lenguaje, siendo este un factor que
mediatiza la comprension de los contenidos. Adicionalmente, los postulados, axiomas,
teoremas o definiciones no son aceptados de manera idéntica en todas las etapas de la
matematica, ni por todas las comunidades matematicas incluso en el mismo tiempo histérico.
De manera similar, hay una diferencia entre los métodos de prueba admisibles en los estadios
de sedimentacion de una teoria y en los de desarrollo inicial de la misma. En cuanto a los
problemas dignos de estudio, estos estdn en dependencia de los otros componentes del
quehacer matematico y del tipo de cuestiones cultivadas por una comunidad en concreto.
Finalmente, los puntos de vista sobre la naturaleza de las matemaéticas, los métodos de prueba
aceptados, el tipo de rigor requerido y en general las posiciones epistemologicas y ontoldgicas
sobre la disciplina también son cuestiones relativas al tiempo, aunque quizas la etapa en la
que se han puesto de manifiesto mas explicitamente haya sido en la busqueda de los
fundamentos de la matematica. En este sentido, la autora afirma que los componentes de la
practica matematica interaccionan, dependen del contexto de las comunidades matematicas



activas en los diversos momentos historicos y convierten el proceso de desarrollo de la
matematica en un proceso historico con caracteristicas propias.

Adicionalmente, Thurston (1994) sefiala que, aunque la matematica en algun sentido tiene
un lenguaje comun de simbolos, definiciones técnicas y ldgica, tanto el lenguaje como la
cultura de las matematicas estan divididos en subcampos 0 grupos de matematicos que
trabajan en un campo especifico y que tienen su propio lenguaje y un conjunto particular de
problemas que consideran relevantes. Desde este punto de vista, los elementos de la practica
matematica deberian variar en relacion con una determinada comunidad de matematicos. En
esta linea, Burton (1999), luego de indagar en la practica de investigadores en matematicas,
concluye que hay diferentes formas de entender las matematicas, pensar acerca de las
matematicas y trabajar en matematicas, asi que no se puede hablar de las préacticas
matematicas como si estas fueran uniformes.

Una idea similar a la anterior es expuesta por Van Bendegem y Van Kerkhove (2004)
quienes proponen una extension del trabajo de Kitcher (1984) sefialando que, para estudiar la
practica matematica en su totalidad, la vasta estructura que se tendria que mirar consiste en
una comunidad de matematicos, un programa de investigacién, un lenguaje formal, un
conjunto de métodos de demostracion, un conjunto de métodos argumentativos y un conjunto
de estrategias de demostracion. La importancia de la comunidad de matematicos también es
resaltada por Ferreiros (2015), que se aleja de la nocion de practica matematica abstracta e
incorporeizada que plantea Kitcher (1984) y enfatiza el papel de los practicantes describiendo
una practica como un tipo de actividad que es hecha por agentes humanos, la cual puede ser
ensefiada y aprendida. De este modo, para el autor, una practica matematica es lo que la
comunidad de matematicos hace cuando emplea recursos (marcos de referencia simbolicos o
conceptuales) y habilidades cognitivas para resolver problemas, demostrar teoremas, dar
forma a las teorias y en ocasiones elaborar nuevos marcos tedricos. En consonancia con lo
anterior, De Toffoli y Giardano (2016) enfatizan que para estudiar la préactica matematica se
debe tener en cuenta la existencia de una comunidad matematica con ciertas capacidades, que
mejoran a través de la actividad, que estan apoyadas en las habilidades cognitivas de los
practicantes y en el uso de representaciones materiales heterogéneas.

Por otra parte, Hanna (2002) sefiala que, desde el punto de vista de Kitcher (1984), las
matematicas no solo son un corpus de resultados, ademas son las multiples formas en que las
matematicas son hechas. Asi, la idea de practica matematica esta relacionada con la nocién de
hacer matematicas, la cual, de acuerdo con Brousseau (1986), consiste en actuar para resolver
problemas, formular los procedimientos empleados y demostrar su validez. Bosch y Gascon
(1994) postulan que hacer matematicas es producir y utilizar ciertas técnicas de estudio de
ciertos campos de problemas. Los problemas no se conciben aislados y se contemplan campos
de problemas que pueden provenir de la propia matematica, de otras disciplinas o del entorno
social y cultural. En cuanto a las técnicas, estas se entienden en sentido general como maneras
de hacer, abarcando desde las técnicas mas algoritmicas y visibles hasta las menos
conscientes o explicitables como las que se utilizan para modelizar o demostrar.

Adicionalmente, Godino y Batanero (1994) definen una practica matematica como
cualquier accion, expresion o manifestacion (verbal, gréfica, etc.) realizada por alguien para
resolver problemas matematicos, comunicar la solucion obtenida, validarla, o generalizarla a



otros contextos y problemas. Estas préacticas matematicas (operativas y discursivas), pueden
ser idiosincraticas, de una persona o compartidas en el seno de una institucion. Los autores
ademas sefialan que, para la realizacion de practicas matematicas y la interpretacion de sus
resultados como satisfactorios, se necesita poner en funcionamiento determinados
conocimientos (Godino, Batanero y Font, 2007). Asi, la practica como accion orientada a
realizar una tarea conlleva a una competencia por parte del sujeto que la realiza. En esta linea,
las practicas matemaéticas son descritas como el saber hacer en matematicas; esto quiere decir
que son cosas especificas que aprendices y usuarios exitosos de las matematicas hacen, tales
como justificar afirmaciones, usar la notacion simbolica eficientemente, definir términos con
precision y hacer generalizaciones (RAND, 2003).

De acuerdo con lo anterior, conocer contenidos, conceptos y procedimientos no equipa a
una persona para usar las matematicas eficientemente, ya que usar las matematicas implica
desempefiarse con habilidad dependiendo del problema que se esté abordando. El término
habilidad, en este caso, describe el conjunto de acciones coordinadas para aplicar un
conocimiento en una situacion en particular, de modo que las practicas matematicas
involucran tareas interrelacionadas que comparten herramientas comunes, conocimiento base
y habilidades. Bass (2011) agrega que, ademds de las practicas matematicas, hacer
matematicas incluye disposiciones, sensibilidades y habitos mentales caracteristicos de la
generacion y comprensién de nuevo conocimiento matematico. Para el autor, actividades
como cuestionar, explorar, representar, conjeturar, consultar la literatura, hacer conexiones,
demostrar y hacer juicios estéticos, son parte de hacer matematicas.

Complementado las ideas anteriores, Van Oers (2001) se refiere a la actividad matematica
como el conjunto de formas de actuar que los humanos han desarrollado para tratar con las
relaciones cuantitativas y espaciales de su entorno fisico y cultural. Desde esta postura, una
practica matematica es una actividad matematica con los valores, reglas y herramientas
adoptadas en una comunidad cultural especifica. Estas practicas contienen acciones y
operaciones que se llevan a cabo en ciertas tareas que tienen significado matematico dentro de
la comunidad, asi como acciones conversacionales que intentan comunicar las operaciones o
expresiones matematicas. En esta linea, Bishop (1997) describe seis actividades observables
en cualquier cultura que permiten responder las preguntas y los problemas que provienen del
entorno y que estarian a la base del desarrollo del pensamiento matematico: contar, medir,
localizar, disefiar, jugar y explicar. D’ Ambrosio (2007) anade que manejar el tiempo y el
espacio, definir clasificaciones y comparar son todas las practicas matematicas.
Adicionalmente, Barton (2004) propone que el conocimiento que implica una practica de tipo
matematica, tiene que ser de alguna forma sistematizado, formalizado y relacionado con
cantidades o medicién, espacio, formas o patrones y relaciones entre cosas o ideas. El autor
sefiala el caracter matematico de las practicas que realizan los grupos culturales para abordar
determinadas actividades profesionales o cotidianas. Los grupos culturales se refieren a
comunidades urbanas o rurales, grupos de trabajadores, profesionales, nifios de cierta edad,
sociedades indigenas y otros que se identifican por objetivos o tradiciones comunes; de este
modo, las practicas matematicas tienen raices socio-culturales. Moschkovich (2013) afiade
que las précticas matematicas abarcan practicas académicas, laborales, recreativas, de ventas
callejeras, entre otras. Cordero (2001) también sefiala las raices socio-culturales de las
practicas, y en vez de practicas matematicas se refiere a la practica social como el conjunto de



acciones intencionales de los grupos humanos para transformar su realidad social y material,
las cuales son la base y orientacion de los procesos de construccion del conocimiento. La
prediccién, la modelacién y la graficacion son ejemplos de préacticas sociales generadoras de
conocimiento matematico. La demostracion también se considera una préctica social regida
por argumentaciones deductivas cuyo objetivo es la validacion del conocimiento matematico
(Crespo, Farfan y Lezama, 2010).

Por otra parte, Cobb, Stephan, McClain y Gravemeijer (2001) consideran dos aspectos de
las practicas matematicas, las formas normativas de actuar que han emergido durante
extendidos periodos de la historia, y las practicas matematicas de aula, emergentes en la
actividad de la clase de matematicas y que son formas compartidas de razonar, argumentar y
simbolizar mientras se discuten ideas matematicas particulares. Una conceptualizacion similar
presentan Wood, Staples, Larsen y Marrongelle (2008), quienes se refieren a précticas
disciplinares en matematicas como formas en las que los matematicos validan nuevos
conocimientos en el area, las cuales son practicas de aprendizaje cuando son llevadas al aula.
Las descripciones anteriores estan en consonancia con la conceptualizacion de Selling (2016)
gue reconoce como parte de las practicas matematicas tanto las formas de trabajar en el aula
co-construidas y emergentes como las formas de trabajo disciplinares; asi que, por ejemplo, el
uso de las definiciones para construir argumentos es una practica disciplinar que podria surgir
en una clase de primaria o de secundaria. Zandieh, Wawro y Rasmussen (2017) describen las
précticas disciplinares de las matematicas como las formas en que matematicos se ocupan de
su profesion, lo cual incluye précticas como definir, conjeturar, demostrar, simbolizar, y crear
y usar algoritmos. En esta linea, Fernandez-Leon y Gavilan-lzquierdo (2019) usan la
expresion practica matematica para referirse a las actividades que desarrolla un investigador
en matematicas cuando construye conocimiento matematico durante su investigacion.

En los estudios resefiados se aborda la practica matematica desde diferentes posturas, que
incluyen aproximaciones histdricas y antropoldgicas, reportes de experiencias, lectura de
trabajos de matematicos, entrevistas, estudios tedricos o empiricos desde las ciencias
cognitivas e investigaciones desde un punto de vista social y cultural. Estas diferentes
aproximaciones no se limitan a los usos comunes de la palabra practica como repeticion,
ensayo, habitos o disposiciones, y coinciden en que: las practicas matematicas comprenden
aspectos sociales y culturales porque surgen de las comunidades y marcan la pertenencia a
ellas; tienen elementos cognitivos dado que involucran el pensamiento; y ademas son
semioticas porgue incluyen sistemas de signos, herramientas y sus significados (Moschkovich,
2013). Rasmussen y colaboradores (2005) agregan que simbolizar, algoritmizar, definir y
justificar son ejemplos de un conjunto util de practicas matematicas claves que atraviesan los
dominios matematicos. De este modo, aunque las practicas matematicas pueden tener matices
diferentes en un area de contenido particular, algunos de sus aspectos transcienden el
contenido matematico.

Adicionalmente, a pesar de las diferentes posturas de los autores sobre cdmo se originan y
como se desarrollan las practicas matematicas, las conceptualizaciones antes expuestas
coinciden en que estas son actividades que permiten la creacién de conocimiento matematico.
Esta idea es acorde con la descripcion de préactica matemética expuesta por Carrillo y
colaboradores (2018): cualquier actividad matematica llevada a cabo sistematicamente que



representa un pilar de la creacion matematica y que conforma una base légica de la cual se
pueden extraer reglas. Ejemplos de estas practicas son demostrar, justificar, definir, hacer
deducciones e inducciones, dar ejemplos y entender el rol de los contraejemplos. En esta
descripcion de practica matematica resaltamos tres ideas esenciales: la matematica como una
actividad; el hecho de que la practica tiene un referente en la matematica disciplinar; y la
creacion de conocimiento matematico como resultado de la practica.

Considerando la revision tedrica realizada y la descripcion anterior, proveniente de los
trabajos con el MTSK, conceptualizamos una practica matematica como una actividad
matematica basada en las formas de trabajar en la disciplina, que puede desarrollarse alrededor
de cualquier contenido matematico (es transversal) y que permite a quien la desarrolla
construir, validar y comunicar conocimiento matematico en el contexto educativo. Esta dltima
descripcion conserva las tres ideas esenciales expuestas en Carrillo et al. (2018): la
conceptualizacion de la matemaética, el referente disciplinar y el resultado de la practica. El
referente disciplinar en este caso se expone de forma explicita, principalmente por la presencia
en el sistema escolar de précticas provenientes de la comunidad de investigadores en
matematicas, pues se espera que estas den informacion sobre lo que queremos que los
estudiantes aprendan (Weber y Dawkins, 2018).

1.2. El conocimiento del profesor de la practica matematica

En el trabajo de Schwab (1978) se distinguen dos tipos de estructuras en una disciplina; las
sustantivas o dispositivos conceptuales (principios y teorias) que son utilizadas en la
definicion, acotamiento y analisis de la materia; y las estructuras sintacticas que son
estructuras légicas y métodos de verificacion y justificacion de conclusiones que guian la
adquisicion de conocimiento disciplinar. Rowland y Turner (2008) agregan que la distincion
de Schwab entre conocimiento sustantivo y sintactico hace referencia a contenidos y procesos
respectivamente, no obstante, el conocimiento sintactico es mucho méas amplio de lo que su
nombre sugiere, e incluye la naturaleza y las estrategias heuristicas utilizadas para la
investigacion en un campo de conocimiento.

Basado en las ideas de Schwab, Shulman (1986) sefiala que el profesor debe tener
conocimiento tanto de las estructuras sustantivas de la materia — los conceptos,
procedimientos y relaciones entre ellos— asi como de las estructuras sintacticas —Ilas formas
en que se establece validez, incluyendo cédmo el conocimiento estd siendo evaluado por los
expertos en la disciplina—. A la dimension sintactica del conocimiento de la materia es a lo
que Ball y McDiarmid (1990) denominan conocimiento sobre la materia el cual agrupa el
conocimiento de aquello que estd implicado en hacer e involucrarse en el discurso de la
disciplina. De esta forma, para el caso de las matematicas, un elemento critico del
conocimiento sobre la materia es la distincion entre convenciones y construcciones légicas,
asi como el conocimiento de actividades fundamentales para hacer matematicas como
justificar afirmaciones, validar soluciones, buscar patrones y generalizar. En este sentido, Ball
(1990) describe el conocimiento sobre las mateméticas como un dominio que involucra la
comprension de la naturaleza del conocimiento matematico y de las matematicas como
campo. Esta comprension incluye responder algunas preguntas, tales como: “;qué cuenta
como una respuesta en matematicas?, ¢qué establece la validez de una respuesta?, ¢qué esta
involucrado en hacer matematicas?, en otras palabras, ;qué hacen los matematicos?” (p. 458).
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Siguiendo estas ideas, Ball y Bass (2009) consideran una dimensién del conocimiento
matematico denominada conocimiento en el horizonte matematico cuya idea central es que la
ensefianza de las matematicas requiere un sentido de como las matematicas en juego en un
determinado momento estan relacionadas con ideas, estructuras y principios matematicos mas
amplios, algunos de los cuales estan en el corazon de lo que significa hacer matematicas y
otros tienen que ver con lo que los estudiantes van a aprender en otros cursos. En esta linea,
tres elementos componen el conocimiento en el horizonte matematico: uno relacionado con
los temas, otro con los valores y sensibilidades basicas para hacer matematicas, y un
componente que tiene en cuenta practicas matematicas claves, como usar definiciones y
demostrar. Otras practicas matematicas sefialadas por los autores son: usar la notacion
simbdlica eficientemente, modelizar, elegir representaciones para comunicar ideas
matematicas, usar y comparar definiciones alternativas, establecer correspondencias y
equivalencias, cuestionar, y explorar.

Por su parte, Godino, Giacomone, Batanero y Font (2017) afirman que:

“hay un acuerdo entre los investigadores que el profesor ha de conocer y ser capaz de
realizar las practicas matematicas necesarias para resolver los problemas usualmente
abordables por los estudiantes del nivel en el que ensefia y debe saber articularlos con los
bloques tematicos posteriores” (p. 91).

En consonancia con lo anterior, en la literatura se reportan investigaciones sobre el
conocimiento del profesor de précticas mateméaticas como la resolucion de problemas (e.g.,
Chapman, 2015) y modelos tedricos sobre el conocimiento matematico para la ensefianza de
la demostracion (e.g., Lesseig, 2016; Steele y Rogers, 2012). Adicionalmente, Stylianides,
Bieda, y Morselli (2016) recopilan distintos estudios acerca de la naturaleza y el desarrollo del
conocimiento sobre la argumentacion y la demostracion desarrollados en el contexto de la
formacién inicial o continua de profesores de primaria y secundaria. De este modo, aunque el
conocimiento del profesor de practicas matemaéticas ha sido estudiado, este conocimiento no
se habia abordado de la forma conjunta en que se propone en el modelo del conocimiento
especializado del profesor de matematicas, MTSK (Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-
Catal&n, 2013) al incluir el subdominio conocimiento de la practica matematica (KPM). En el
KPM se describe el conocimiento conceptual de las reglas sintacticas de construccion
matematica y el conocimiento procedural de como hacer matematicas, esto quiere decir, que
el KPM es el conocimiento de las formas de hacer, proceder, conocer, crear o producir en
matematicas (Carrillo et al., 2013; Rojas, Flores y Carrillo, 2015). Oliveros, Pascual, Codes y
Martin (2018) agregan que el KPM agrupa el conocimiento del profesor sobre como se
construyen las matematicas y cuéles son los distintos tipos de razonamientos y estrategias de
las que se sirve la disciplina para generar nuevos saberes.

De este modo, se incluyen en el KPM aspectos de la comunicacion matematica, el
conocimiento de las caracteristicas que debe tener un enunciado matematico como una
definicion, un teorema o un axioma (Carrillo, Montes, Contreras, y Climent, 2017), asi como
el conocimiento de la argumentacion, la demostracion y el uso que se hace de los
contraejemplos (Flores-Medrano, 2016).
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De acuerdo con la descripcion anterior, los conocimientos que hacen parte del KPM le
permitirian al profesor proponer tareas que involucren a los estudiantes en actividades tales
como experimentar, buscar patrones, clasificar, conjeturar, generalizar y formalizar. Al
participar en dichas actividades, los estudiantes pueden ampliar su pensamiento y sus formas
de razonar lo cual favoreceria la construccion de su propio conocimiento matematico y el
aprendizaje de las matematicas. Lo anterior considerando que aprender matematicas significa
participar en diferentes tipos de practicas matematicas (Rasmussen, Zandieh, King y Teppo,
2005). En este sentido, Boaler (2002) sefiala que, cuando los estudiantes se involucran en
practicas de clase y en practicas matematicas, desarrollan formas de obtener y usar su
conocimiento como parte de su identidad, de modo que précticas matematicas como la
justificacion son importantes en la promociéon de la equidad en la ensefianza de las
matematicas (Boaler y Staples, 2008). En esta linea, Wood et al. (2008) sefialan que préacticas
disciplinares en matematicas como justificar y argumentar, en el ambito escolar se convierten
en formas por las cuales los estudiantes mejoran su comprension de las matemaéticas y su
proeficiencia en hacer matematicas.

Por otra parte, los profesores que tienen dificultades para reconocer patrones y relaciones,
formular expresiones para representar esas relaciones y proveer justificaciones matematicas
convincentes no podrian alertar a los estudiantes de la necesidad de construir argumentos
generales en vez de presentar algunos ejemplos como una demostracion (Goulding, Rowland
y Barber, 2002). Del mismo modo, el conocimiento de practicas matematicas como demostrar
le posibilita al profesor intencionar en los estudiantes la adquisicion del pensamiento légico y
de habilidades de razonamiento y prueba, las cuales de acuerdo con Ball, Hoyles, Jahnke, y
Movshovitz-Hadar (2002) se consideran importantes para el aprendizaje de las matematicas
en cualquier grado escolar. Adicionalmente, Ball y Bass (2003) sefialan que el razonamiento
matematico ayuda a los estudiantes a hacer conexiones entre el conocimiento nuevo y el
conocimiento existente lo cual produce una integracion. De acuerdo con Brodie (2010) la
integracion puede dar sentido a la actividad matematica y hacer que los estudiantes la vean
como algo provechoso. Zaslavsky, Nickerson, Stylianides, Kidron y Winicki-Landman (2012)
agregan que realizar demostraciones conlleva a que los estudiantes desarrollen un amplio
entendimiento de los conceptos matematicos. Ademas, Stylyanides y Ball (2008) sefialan que
podria ser importante que los profesores tuvieran conocimiento acerca de la demostracion
para movilizar oportunidades de que sus estudiantes realicen demostraciones en el contexto de
tareas particulares. Similarmente, Stylianides, Stylianides y Weber (2017) afirman que, asi
como la demostraciéon juega un rol en el campo de las matematicas, es (0 deberia ser)
indispensable para que los estudiantes participen de forma significativa en las matematicas
escolares. De este modo, cuando se incluye la practica de demostrar en la escuela no se hace
porque los estudiantes son vistos como pequefios matematicos, sino porque se considera su
potencialidad para la comprension de las matematicas.

Sumando a lo anterior, el KPM es un conocimiento que permite al profesor gestionar los
razonamientos matematicos puestos en juego por sus estudiantes, aceptandolos, refutandolos
o refinandolos si fuese necesario (Carrillo et al., 2018). Adicionalmente, al ser un
conocimiento sobre el funcionamiento de las matematicas, el KPM da soporte o condiciona la
aparicion de otros subdominios del conocimiento especializado del profesor, en particular
subdominios de su conocimiento didactico del contenido (Delgado-Rebolledo y Zakaryan,
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2020). A pesar de esta importancia del KPM en el conocimiento del profesor de matematicas
este es el subdominio menos abordado en las investigaciones con el MTSK desarrolladas con
profesores de distintos niveles educativos (Escudero-Dominguez, Joglar, Corréa y Reyes,
2016). Similarmente, en la recopilacion realizada por Zakaryan y Sosa (2019) se muestra que,
en comparacion con otros subdominios, son escasas las evidencias de KPM en las clases de
matematicas. Ademas, la mayoria de los ejemplos que se disponen del subdominio estan
ligados al conocimiento del profesor de estructuras demostrativas (Corréa y Montes, 2016) y
aunque en el subdominio se le ha dado un lugar a la resolucién de problemas (e.g., Carrillo,
Montes et al., 2017) los estudios ain no han detallado qué conocimientos especificos se
considerarian cuando hablamos de resolucién de problemas en el KPM (Pifieiro, Castro-
Rodriguez y Castro, 2019).

Por otra parte, en algunas investigaciones se presentan ejemplos de conocimientos
asociados al KPM como el conocimiento del profesor del rol de las conjeturas, el desarrollo
de contraejemplos, la importancia de la precisiobn matematica, asi como la diferencia entre una
condicién necesaria y una suficiente (Carrilo, Climent, Contreras y Ribeiro, 2017).
Adicionalmente, con base en un analisis documental Flores-Medrano y Aguilar-Gonzaléz
(2017) describen una posible caracterizacion de las practicas de demostrar y definir,
considerando subcategorias de cada préactica y elementos para construir descriptores. Por su
parte, Carrillo y colaboradores (2018) presentan como descriptores del KPM el conocimiento
de los profesores de diferentes caracteristicas de las definiciones, tipos de demostraciones y
estrategias heuristicas de resolucion de problemas. Sin embargo, el KPM sigue siendo el
subdominio menos desarrollado del modelo MTSK (Codes, Moriel-Junior, Alfaro y Gonzélez,
2019) en el sentido de que es el Gnico subdominio que no cuenta con una estructura que
permita un analisis detallado de los conocimientos asociados al él, pues aunque hasta el
momento el KPM puede ser analizado desde el uso de descriptores o desde la consideracion
de algunas practicas, se tendria que avanzar en la consolidacion de ambas propuestas para
establecer una de ellas como sistema de categorias del subdominio (Sosa, Contreras, GoOmez-
Chacon, Flores-Medrano y Montes, 2017) que ademas sea simple, explicativa y til para
estudiar este tipo de conocimiento matematico (Codes, Moriel-Junior et al., 2019). Asi, la
delimitacién de categorias dentro del KPM es un tema de investigacion abierto (Contreras y
Carrillo, 2018; Carrillo et al., 2018) y hasta el momento no se ha realizado un estudio
sistematico del subdominio en ningun nivel educativo.

Corréa y Montes (2016) plantean que para abordar la categorizacion del KPM se debe
reflexionar sobre qué instrumentos pueden favorecer la identificacion y analisis de este
conocimiento. Flores-Medrano y Aguilar-Gonzalez (2017) afiaden que el estudio del KPM
plantea un reto metodoldgico respecto a las formas de acceso a la informacion relativa a este
subdominio, lo cual incluye explorar los escenarios méas propicios para obtener evidencias
naturales de este tipo de conocimiento. En esta busqueda de escenarios, observamos que en el
trabajo de Oliveros et al. (2018) se utiliza el anélisis de video y la discusion en un entorno
colaborativo para estudiar el KPM. Los autores se apoyan de estos instrumentos de recogida
de informacion considerando que los elementos sintacticos que conforman el KPM de los
profesores no suelen abordarse de forma explicita en la ensefianza en la educacion primaria.
Sumando a lo anterior, la formacion de conceptos en la matematica escolar estd mayormente
enfocada en el razonamiento intuitivo y contextualizado (Dreher, Lindmeier, Heinze y



13

Niemand, 2018). Esto contrasta con la forma habitual en que se ensefian las matematicas
universitarias donde los conceptos se especifican por definiciones formales y propiedades
reconstruidas a través de deducciones logicas (Tall, 1992) y se espera que los estudiantes sean
capaces de resolver problemas que no sean solo copias de problemas que han visto antes
(Guzman, Hogson, Robert y Villani, 1998).

Clark y Lovric (2009) sefialan que en la transicion de la secundaria a la universidad los
estudiantes experimentan un cambio en el tipo de matematicas ensefiadas y en la forma en que
las matematicas son ensefiadas, pues mientras que las matematicas escolares tienden a ser mas
procedimentales, en el nivel universitario los cursos se enfocan en la comprension de los
conceptos, las operaciones y sus relaciones, las multiples representaciones de los objetos, el
pensamiento matematico avanzado, la demostracién, la abstraccion y el uso del lenguaje
matematico preciso. De esta forma, a diferencia de las demostraciones que se espera de los
estudiantes en secundaria, las demostraciones que los estudiantes en el nivel universitario
deben estudiar y construir son mas formales, largas, complejas, originales y requieren de un
conocimiento base amplio (Selden, 2012). En esta linea, las matematicas universitarias se
vuelven mucho mas simbolicas y los dominios que se le asocian a un simbolo aprendido en
secundaria @ menudo se amplian de manera importante en el nivel universitario de modo que
sus significados pueden no ser los mismos (Bardini y Pierce, 2015). Adicionalmente, en
comparacion con los estudiantes de otros niveles educativos, los estudiantes universitarios de
matematicas y ciencias participan de forma mas intensa y explicita en las matematicas como
disciplina (Rassmusen, 2016). Segun lo que se ha expuesto, las caracteristicas de la ensefianza
de las matematicas en la educacion superior sugieren que este es un contexto favorable para
caracterizar el KPM debido a que este conocimiento estaria presente con mayor énfasis en las
practicas de ensefianza de los profesores de matematicas universitarios. Asi, en esta
investigacion nos proponemos aportar a la categorizacion del subdominio KPM a partir del
estudio del conocimiento de profesores universitarios que ensefian en pregrado (licenciatura o
titulo profesional).

1.3. Pregunta y objetivos de la investigacion

En linea con lo expuesto en las secciones anteriores, esta tesis doctoral busca responder a
la siguiente pregunta: ¢Cuales son las categorias del conocimiento de la practica matematica
que emergen en el estudio del conocimiento especializado de profesores de matematicas
universitarios?

Objetivo general

Proponer una categorizacion para el subdominio del conocimiento de la préactica
matematica a partir del estudio del conocimiento especializado de profesores de matematica
universitarios.

Objetivos especificos

OEL1: Identificar evidencias del conocimiento de la practica matematica de profesores de
matematica universitarios.
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OE2: Generar descriptores del conocimiento de la practica matematica de profesores
universitarios.

OE3: Construir subcategorias y categorias del conocimiento de la practica matematica de
profesores universitarios.
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Capitulo 2. Construccion de categorias del conocimiento de la practica
matematica

En este capitulo se presenta el contexto y los aspectos metodologicos de la investigacion.
En la primera seccion se sustenta la eleccion del paradigma interpretativo como paradigma de
investigacion para comprender el conocimiento de la practica matematica del profesor
universitario. Posteriormente, se presenta la Teoria Fundamentada como perspectiva
metodologica, exponiendo sus elementos distintivos: la estrategia de muestreo teérico y el
método de comparacion constante. En la segunda seccion del capitulo, se expone la forma en
que se llevd a cabo la seleccion de los profesores informantes, los instrumentos de recogida de
datos y el proceso de codificacion y categorizacion llevado a cabo en el estudio basado en la
Teoria Fundamentada. Finalmente, en la tercera seccion del capitulo se exponen algunos
criterios de rigor y otras consideraciones metodoldgicas de este estudio.

2.1 El paradigma interpretativo

Para Bassey (2003), un paradigma es una red de ideas coherentes sobre la naturaleza del
mundo y las funciones de los investigadores que, aceptadas por una comunidad, condiciona las
pautas de razonamiento y sustenta las acciones en la investigacion. Esta descripcion refleja
tres cuestiones béasicas a las cuales responden los paradigmas en la investigacion social y
educativa de acuerdo con Guba y Lincoln (1994): una dimensién ontoldgica que cuestiona la
naturaleza de la realidad social; una dimensién epistemologica que intenta responder como se
puede conocer esa realidad; y una dimensién metodoldgica que supone una preocupacion por
las formas en que debe proceder el investigador para descubrir lo cognoscible. Afiaden los
autores que, aunque se trata de tres aspectos distintos, la forma en que nos posicionamos en
uno de ellos influencia y determina los otros dos, por lo cual las tres dimensiones estan
interrelacionadas.

Teniendo en cuenta lo anterior, nuestra perspectiva sobre la realidad es construccionista
(Gergen, 1985), pues afirmamos que la realidad social no esta dada, sino que los participantes
producen activamente las realidades por medio de los significados atribuidos a ciertos
acontecimientos y objetos, y la investigacion no puede escapar a estas atribuciones de
significados (Flick, 2007). En consonancia con lo anterior, reconocemos la existencia de
multiples realidades situadas, resultantes de construcciones sociales soportadas en las
percepciones y acciones de los participantes. Esta perspectiva ontoldgica, estd alineada con
una mirada epistemolodgica interpretativista (Bryman, 2012) en la cual conocer implica una
interaccidn con el objeto de conocimiento a través de la cual el sujeto interpreta y reconstruye
significados puestos en juego en dicho proceso, por tanto, hay una relacion interactiva entre el
investigador y el fendmeno. Consideramos ademas como perspectiva metodologica la Teoria
Fundamentada (Charmaz, 2014) descrita como una aproximacion sistematica, inductiva y
comparativa desarrollada con el propdsito de construir teoria y en la cual la recoleccion de los
datos, el anélisis y el desarrollo de la teoria no se dan de forma sucesiva, sino que son procesos
entrelazados e interdependientes (Vollstedt y Rezat, 2019). Al asumir la Teoria Fundamentada
como nuestra perspectiva metodoldgica, conservamos la congruencia entre nuestras posturas
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ontolégica, epistemoldgica y metodoldgica, por lo cual podemos posicionarnos en un
paradigma interpretativo (Bassey, 2003) que se apoya principalmente de métodos cualitativos.

Adicionalmente, nuestra postura sobre el conocimiento (en general) es acorde con la
propuesta de Schoenfeld (2010), que lo describe como la informacion que un individuo tiene
disponible para usar en el desarrollo de cualquier tarea. En esta linea, Climent (2005)
contempla el conocimiento del profesor como la conjuncién de saberes y experiencias de los
que este hace uso, considerando que dicho conocimiento: es personal debido a que es propio
del individuo y depende de sus concepciones, valores, actitudes, experiencia docente y vital;
es contextualizado, pues se genera ligado a contextos profesionales y formativos; es integrador
y complejo ya que constituye un sistema en el que los elementos son dificiles de aislar.
Ademas, es un conocimiento para la practica y que se nutre de la misma, siendo la practica
profesional del profesor el conjunto de todos aquellos momentos en los que interactta con el
contenido matematico (formacion inicial y continua, planeacién de clases, disefio de
actividades, sesiones de clase y reflexiones sobre ellas, andlisis de producciones de los
estudiantes, discusion con colegas).

En términos de nuestro problema de investigacion, para comprender el KPM del profesor
de matematicas universitario, nos acercamos a un conocimiento que depende de los
significados que construyen los profesores. Consideramos que el conocimiento del profesor es
parcialmente tacito pues es un saber desde la accién que se desarrolla a través de la
experiencia, siendo esta una de las fuentes de generaciéon de conocimiento practico (Climent,
2005). Esta caracteristica y la descripcion de conocimiento que hemos adoptado, sustentan la
interpretacion que podemos hacer del conocimiento del profesor y sefialan que en la
investigacion accedemos al conocimiento explicito, el que el profesor comunica y argumenta,
pero también hacemos inferencias sobre el conocimiento tacito del cual incluso el profesor
puede no ser consciente (Climent, Escudero-Avila, Rojas, Carrillo, Mufioz-Catalan y Sosa,
2014). En este sentido, nos enfocamos en el conocimiento que el profesor manifiesta durante
la ensefianza de los contenidos matematicos, del cual obtenemos informacion a traves de la
observacion de clases, y en el conocimiento producto de la reflexion del profesor sobre su
actuacion, al que nos aproximamos desde las entrevistas. Estas técnicas de recoleccion de
datos se utilizan en el marco de la Teoria Fundamentada, con el propdsito de obtener
categorias de conocimiento para el subdominio KPM en el caso de profesores universitarios.

2.1.1 Lateoria fundamentada como perspectiva metodoldgica

En los inicios de la Teoria Fundamentada (GT, por sus siglas del inglés Grounded Theory),
Glaser y Strauss (1967) articulan varias estrategias metodoldgicas que permiten construir
explicaciones de los procesos sociales. Los autores, abogan por integrar la recoleccion de los
datos con su analisis, y construir teorias fundamentadas en los datos més que en hipdtesis
provenientes de teorias existentes. Posteriormente, Strauss y Corbin (1994) impulsan el uso de
los procedimientos de la GT hacia un objetivo de verificacion tedrica y agregan técnicas que
los investigadores pueden aplicar para su interpretacion de los datos. Se reconocen entonces
dos posturas respecto de la GT: la version clasica que siguid siendo desarrollada por Glaser
(2003) conservando elementos positivistas, y la version reformulada propuesta por Strauss y
Corbin (2002) que se enfoca en el pragmatismo e impulsa de manera significativa el
interaccionismo simbolico. Contrastando estas versiones, Charmaz (2006) muestra elementos
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epistemoldgicos que permiten alejar la GT de sus raices positivistas y la acercan al
constructivismo y la interpretacion, de modo que la teoria resultante de un proceso de
investigacion con GT es mas construida que descubierta (e.g., Bryant, 2017; Henwood y
Pidgeon, 2006). Charmaz (2014) ademas adopta un enfoque sistematico que hace énfasis en el
fendmeno de estudio y da mayor flexibilidad en cuanto a los métodos para estudiarlo. En esta
investigacion, adoptamos esta Gltima postura y comprendemos la GT como una perspectiva
metodoldgica que permite construir categorias a partir de los datos recolectados, siendo las
categorias conceptos que representan ideas centrales en los datos (fendmenos) y que agrupan
acontecimientos, sucesos, objetos y acciones que se consideran de una naturaleza similar
(Strauss y Corbin, 2002).

Aunque en la versién clasica de la GT, las investigaciones debian partir de cero en el
conocimiento del fenédmeno, Bryant y Charmaz (2007) coinciden con otros autores en la
importancia de realizar al menos una revision inicial de la literatura para desarrollar la
sensibilidad tedrica y al final del proceso de anélisis una revision méas profunda para evitar
reportar como nuevas ideas que no lo son. Ademas, las reformulaciones de la GT no niegan la
posibilidad de que, por adecuacion al proposito de estudio, el investigador decida adoptar una
teoria ya existente (Woods, 1992); sin embargo, esta teoria debe estar fundamentada en lo
empirico y tiene que ser mejorada y elaborada en un didlogo e interpelacion constante con los
datos que se van obteniendo (Strauss y Corbin, 1994). Afiaden Pidgeon y Henwood (2004) que
el investigador puede tener una perspectiva desde la que activamente intenta construir su
analisis, pero no con la intencion de simplemente aplicarla. En esta linea, Vollstedt y Rezat,
(2019) sefialan que estudios con la GT pueden llevarse a cabo cuando las teorias existentes
para comprender un fendmeno son insuficientes en cuanto: a la falta de conceptos importantes;
relaciones entre conceptos que no estan lo suficientemente elaboradas; o la relevancia de los
conceptos y sus relaciones no ha sido corroboradas para la poblacién o el contexto estudiado.
Segun lo que se ha expuesto, estudiar el KPM con el propésito de ampliar y elaborar este
constructo hace compatible adoptar la GT para esta investigacion. Por una parte, el
subdominio no cuenta con categorias de analisis lo que sefiala que su conceptualizacion no
esta lo suficientemente elaborada dentro del modelo MTSK. A su vez, no se ha explorado este
conocimiento en el caso de profesores universitarios. Adicionalmente, los componentes del
modelo MTSK (dominios, subdominios y categorias) provienen de la reflexion teorica (top-
down) y la investigacion empirica (bottom-up) haciendo uso del andlisis de contenido y de la
GT. En el caso de la GT, esta fue utilizada con el propdésito de refinar la estructura y
funcionalidad del modelo considerando la posibilidad de encontrar categorias, subcategorias e
incluso subdominios que no habian sido descriptos inicialmente (Carrillo et al., 2018).

Por otra parte, los elementos distintivos del proceso metodoldgico de la GT y que la
diferencian de otros métodos de anélisis cualitativo de datos son la estrategia de muestreo
tedrico y el método de comparacién constante, los cuales estan estrechamente relacionados. El
proposito principal del muestreo tedrico es orientar la recoleccion de los datos de la
investigacion, mientras que el método de comparacion constante apoya la generacion de teoria
a través de la identificacion y proposicion de la mayor cantidad de categorias y propiedades de
un concepto. En el muestreo tedrico la recogida y el andlisis simultaneo de los datos van
configurando las caracteristicas y el numero de informantes que participaran en la
investigacion. Esta técnica permite escoger a los informantes segun el aporte de los mismos al
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andlisis del objeto de estudio y ademas da flexibilidad al investigador de utilizar la técnica de
recoleccion de datos méas adecuada, especialmente si se estudian grupos 0O sujetos muy
diferentes (Gaete, 2014). Asi, a diferencia del muestreo estadistico donde la muestra suele
definirse con anterioridad respondiendo a criterios de representatividad, en el muestreo teodrico
los informantes se seleccionan bajo los criterios de relevancia y saturacion. El criterio de
relevancia considera que después de la recoleccion inicial de datos es la teoria emergente de
ellos la que debe guiar una nueva recoleccion donde se escogen los informantes que ayuden a
generar tantas categorias como sea posible (Bryant y Charmaz, 2007). El criterio de saturacion
indica la finalizacion del muestreo tedrico cuando la relacién entre las categorias obedece a un
esquema légico explicativo del problema de investigacion.

Acompafando al muestreo tedrico se utiliza el método de comparacion constante que
permite generar teoria a partir del analisis comparativo y sistémico de los datos. La aplicacién
de este método se lleva a cabo en etapas y se inicia en la codificacion y la comparacion de
incidentes y finaliza en la conceptualizacion y escritura de la teoria. Los incidentes, son cada
porcion de los datos que puede ser aislada para su analisis debido a que aportan informacion
para comprender el fendmeno. Al ser los incidentes segmentos especificos de los datos que se
caracterizan por tomar un lugar en las categorias, estos pueden ser comprendidos en el mismo
sentido que las unidades de analisis, particularmente unidades de codificacion de acuerdo con
Krippendorff (2004). La codificacion, por su parte, se refiere a la asignacion de un rétulo a un
atributo o caracteristica de un dato, pero ademas implica conceptualizar y reducir los datos,
relacionarlos y elaborar categorias en términos de las propiedades de los datos (Strauss y
Corbin, 2002). Aunque el término cédigo proviene de la tradicion de investigacion cuantitativa
en ciencias sociales, donde los cddigos estaban definidos con anterioridad al anélisis de datos,
desde la investigacion de Becker y Geer (1960) se empezé a utilizar esta expresion para dar
cuenta de un anélisis cualitativo, siendo Glasser y Strauss (1967) quienes promueven la
realizacion de procesos de codificacion sin un esquema predefinido. De acuerdo con Strauss
(1987), la codificacion puede ser de tipo abierta o axial. En la codificacion abierta los datos se
analizan muy de cerca: linea por linea e incluso palabra por palabra. En este tipo de
codificacion los codigos se generan a partir de la capacidad del investigador (precodificacion)
y de las expresiones o el lenguaje de los participantes (codigos “in vivo™). Por su parte, la
codificacion axial se desarrolla como un estado avanzado de la codificacion abierta, la cual
consiste en el analisis de una categoria que forma el eje alrededor del cual se construyen otros
codigos y categorias, de este modo en la codificacion axial se buscan relaciones a través del
contraste de las semejanzas y diferencias existentes entre los datos.

En linea con lo anterior, comparar la mayor cantidad de diferencias y similitudes entre
incidentes permite observar las variaciones entre los datos. Asi, tras hacer todas las
comparaciones posibles surge una gama de categorias y propiedades inconexas que se integran
para formar el nucleo de la teoria emergente. Posteriormente, la conceptualizacidn proviene de
la reduccion de la lista original de categorias a través de una generalizacion provocada por la
comparacion constante. La generalizacion, lleva a una explicacion acabada de las variables
(también llamada parsimonia) y a la aplicabilidad de la teoria a un mayor rango de situaciones.
En esta linea, las comparaciones llegan a su final —y por tanto finaliza el muestreo te6rico—
cuando los nuevos datos dejan de aportar informacion para la creacion de categorias o el
desarrollo de las ya emergentes, esto es, cuando se alcanza la saturacion de los datos. En esta
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saturacion influye la sensibilidad tedrica del investigador que se refiere a su habilidad para
conceptualizar, comprender y dar sentido a los datos usando su capacidad creativa potenciada
por su experiencia personal y profesional. La idea de sensibilidad teérica reconoce que los
investigadores tienen intereses, conceptos y perspectivas disciplinarias que le ayudan a realizar
una mejor comprension de sus datos (Charmaz, 2006), y desde la cual pueden surgir
reflexiones sobre propiedades o dimensiones de las categorias emergentes de los datos. De
este modo, la teoria generada tendera a combinar conceptos e hipotesis que han emergido de
los datos con otros elementos tedricos ya existentes y Utiles.

2.2 Recogida y andlisis de datos

En consonancia con nuestra perspectiva metodoldgica, los informantes de esta
investigacion han sido escogidos a partir de un proceso de muestreo teodrico en el cual
obtenemos informacion del KPM a través de observaciones de clase y entrevistas como
fuentes primarias de datos, y notas de campo como fuentes secundarias de datos. Esta
informacion es organizada, transcrita y codificada con ayuda del software cualitativo
ATLAS. i, de forma que la recoleccion y el analisis de los datos se hace de manera integrada.

2.2.1 Los profesores informantes

La seleccion de los informantes de esta investigacion se realizd a través de la estrategia de
muestreo tedrico considerando ademas criterios como la posibilidad de acceso a la institucion
donde laboran los profesores, la disponibilidad de los profesores para participar en la
investigacién, los contenidos a abordar en los cursos estudiados y la experiencia de los
profesores ensefiando esos contenidos.

Iniciamos el proceso de muestreo tedrico seleccionando como informante a un profesor de
matematicas universitario, llamado Diego. La eleccion de Diego se realizo teniendo en cuenta
las caracteristicas secundarias de profesor experto descritas por Rojas, Carrillo, y Flores
(2012); por ejemplo, el profesor cuenta con 20 afios de experiencia docente, ha ensefiado el
contenido mé&s de una vez y ha obtenido el grado de doctor en matematicas. Siguiendo esta
linea, se decidié analizar una clase de Diego en un curso de Andlisis Real. En dicha clase, el
profesor mostré dominio de los contenidos matematicos que abordaba, interés por analizar su
practica de ensefianza y por comprender las dificultades de los estudiantes, asi como
conocimiento de diferentes estrategias para resolver problemas. De acuerdo con Li, Huang y
Yang (2011), un profesor con estas caracteristicas puede poseer un amplio conocimiento de las
matematicas y de su ensefianza y aprendizaje. Ademas, Rojas et al. (2012) incluyen estos
elementos dentro de las caracteristicas primarias de un profesor experto. En este sentido,
Diego fue seleccionado y observado durante un semestre en el desarrollo de un curso de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Los descriptores y las subcategorias de KPM obtenidos en el analisis del conocimiento de
Diego orientaron la seleccién como informantes de otros dos profesores, llamados Juan y
Andrés. Ambos profesores fueron observados durante algunas sesiones de clases antes de
confirmar su eleccion como informantes. Juan fue escogido teniendo en cuenta que
desarrollaba un curso de Espacios Métricos con contenidos similares a los analizados en la
clase de Andlisis Real y con un enfoque demostrativo como en el curso de Ecuaciones
Diferenciales. Esto podria fortalecer los elementos del KPM antes identificados en el
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conocimiento de Diego. Juan posee 8 afios de experiencia en el nivel universitario y se
desemperia en la misma linea de investigacion que Diego. Por su parte, Andrés, que posee 12
afios de experiencia como profesor universitario, fue seleccionado considerando que podria
proveer nuevos elementos del KPM ya que desarrollaba un curso de Célculo Vectorial, un
contenido distinto a los ya abordados por los otros profesores informantes de la investigacion
y con un enfoque en las aplicaciones de los conceptos, diferente al enfoque tedrico de los
cursos anteriores. El anlisis del conocimiento de Juan y Andrés determind la finalizacion del
muestro teorico al alcanzar la saturacién de datos relativos a los descriptores y subcategorias
emergidos.

De acuerdo con lo anterior, los informantes en esta investigacion son tres profesores,
llamados Diego, Juan y Andrés (seudénimos usados para conservar la confidencialidad de los
informantes) que ensefian matematicas en los programas de licenciatura en matematica y
pedagogia en matematica de una universidad chilena, cuya experiencia docente corresponde
s6lo a la ensefianza en el nivel universitario. Los tres profesores son doctores en Matematica
que combinan la docencia universitaria con la indagacién en sus respectivas lineas de
investigacion en matematicas (Sistemas dinamicos y Andlisis numérico).

2.2.2 Observacion de clases

La observacion de clases es la técnica principal en la recogida de informacién en esta
investigacion pues, al observar sesiones de clases, podemos acceder al conocimiento que los
profesores manifiestan en el contexto en que tiene lugar su practica de ensefianza. Los
profesores recibieron poca informacion sobre nuestro propdsito de estudio para evitar influir
en su planeacion o actuacion, y en las sesiones de clases optamos por una posicion de
observadores no participantes (Cohen y Manion, 2002) con el fin de que las clases se
desarrollaran del mismo modo que lo harian sin nuestra presencia en el aula. Ademas, durante
el desarrollo de cada sesién de clase tomamos notas de campo de tipo tematicas (Hernandez,
Fernandez, y Baptista, 2010) en las cuales se consignaron ideas, hipotesis, expresiones del
profesor, ejemplos, ejercicios y preguntas que consideramos relevantes y que posteriormente
utilizamos para profundizar en el analisis de las clases.

En el caso de Diego se observo una sesion de clases sobre el contenido nimeros reales y
sus propiedades, desarrollada como parte de un curso de Analisis Real para estudiantes de
pedagogia en matematicas. En afos recientes, Diego ha ensefiado Analisis Real al menos seis
veces, con un enfoque tedrico y riguroso donde los estudiantes se ven enfrentados a
reflexionar sobre los contenidos matematicos que se abordan. Ademas, se observaron sesiones
de clase mientras Diego ensefiaba un curso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias para
licenciados en matematicas. En este curso, se aborda el estudio de las ecuaciones diferenciales
desde un punto de vista tedrico considerando la importancia del conocimiento de este tipo de
ecuaciones en la formacion de un matematico. Diego ha ensefiado ecuaciones diferenciales
cinco veces en afios recientes.

En cuanto a Juan, esta era la primera vez que el profesor desarrollaba un curso de Espacios
Métricos. El curso estaba dirigido tanto a estudiantes de pedagogia como a estudiantes de
licenciatura en matematicas. En las sesiones de clases observadas el profesor abordd nociones
béasicas de espacios métricos y topologia, sucesiones y espacios métricos completos. El curso
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se realizd con énfasis en la demostracion de teoremas y propiedades; ademés, Juan
desarrollaba variedad de ejemplos y contraejemplos.

Respecto a las clases de Andrés, estas correspondian a la quinta vez en afios recientes que el
profesor realizaba un curso de Célculo en Varias Variables y Célculo Vectorial en el cual se
presentan interpretaciones fisicas de los conceptos. El curso estaba dirigido tanto a estudiantes
de pedagogia como a estudiantes de licenciatura en matematicas y el profesor desarrollo
contenidos de geometria vectorial y diferenciacion. Algunos teoremas o resultados tedricos en
este curso se justificaron de manera informal.

Cada sesion de clases observada, audio y video grabada, tuvo una duracion de alrededor de
90 minutos. Inicialmente se analizaron 30 sesiones de clases que corresponden a 45 horas de
grabacion aproximadamente; sin embargo, para el analisis final se excluyeron aquellas
sesiones en las que no se identificaron evidencias de KPM (4) y aquellas que no aportaban
nuevos descriptores de conocimiento (8). De esta forma, se realiz6 un analisis detallado de 18
sesiones de clases cuya informacion era suficiente para afirmar la saturacion de las categorias.
Las sesiones de clases analizadas estan distribuidas como se resume en la Tabla 1 que se
expone a continuacion.

Tabla 1
Sesiones de clases analizadas
Profesor Curso Sesiones Duracion (h)
Diego  Anélisis Real 1 1:30
Ecuaciones Diferenciales 5 7:20
Juan Espacios Métricos 8 10:12
Andrés  Calculo Vectorial 4 6:08
Total 18 25:10

2.2.3 Andlisis inicial de las sesiones de clase

Nos apoyamos del software ATLAS.ti para optimizar la organizacién y el andlisis de los
datos recolectados en el aula, debido a que la estructura de andlisis ldgico de este software esta
de acuerdo con los planteamientos de la GT. Asi, puesto que el ATLAS.ti permite el trabajo
con archivos de video, cada una de las sesiones de clase grabadas fue reproducida desde el
software y dividida en episodios de clase segun las acciones del profesor. Por ejemplo, un
episodio es el momento de la clase desde que el profesor inicia hasta que finaliza la exposicion
de una definicion, ejemplo o demostracién. De esta forma, los episodios se delimitan por los
cambios en las acciones del profesor (ejemplificar, demostrar, definir, resolver un problema),
lo cual también estd relacionado con sus objetivos de ensefianza. La consideraciéon de
episodios se hace con el Unico proposito de dividir las sesiones de clase en fragmentos mas
pequefios que seran objeto de andlisis en busca de conocimientos asociados al KPM.

En cada episodio de clase se seleccionaron como incidentes aquellas intervenciones donde
la organizacion de las ideas en el discurso del profesor, las intervenciones orales del profesor y
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de los estudiantes, asi como las intervenciones escritas del profesor, daban cuenta de un
conocimiento perteneciente al KPM de acuerdo con la descripcion de este subdominio
(Carrillo et al., 2018; Oliveros et al, 2018) y con la sensibilidad tedrica desarrollada durante el
estudio. Los incidentes (que son numerados por el ATLAS.ti) fueron clasificados como
evidencias e indicios de conocimiento del profesor. Las evidencias son intervenciones en las
cuales es posible afirmar la presencia del conocimiento del profesor, mientras que los indicios
son una sospecha de la existencia de un conocimiento del profesor, que puede ser confirmada
o0 invalidada en base a informacion adicional (Moriel-Junior y Carrillo, 2014). A modo de
ejemplo, se expone a continuacién un incidente donde las expresiones de Diego, que se
destacan con negrita, son aquellas que interpretamos como evidencia de su conocimiento del
rol de verificacion de la demostracion.

Diego: Ahora, pregunta ¢conozco algin namero irracional que sea menor que 1?,;y mayor que 0?

Estudiante: La raiz de 2.

Diego: Ahy ¢por qué es menor que 1? Hay que probar que existe, y espera, hay que probar que
existe esa raiz y que es un nimero menor que 1. Probar que la raiz existe y probar
otra cosa, porque no nos dijeron un nimero entre 0y 1, sino un nimero irracional entre 0
y 1 Entonces, tl puedes tomar un nimero real, probar que la raiz existe, pero todavia
no sabes si es irracional o no.

Por su parte, en el siguiente incidente las expresiones de Andrés, que se destacan con
negrita, son aquellas que interpretamos como indicio de su conocimiento de la practica de
definir.

Andrés: Entonces, el producto cruz efectivamente es una operacion [...] la voy a escribir como X,
que va a ir de Rs por Rs en Rs. Pregunta: ¢tiene sentido definir el producto cruz de R2
en R2? El producto punto si lo puedo definir en Rz, y en R defino el producto punto entre
dos nimeros reales, pero, piensen en Rz, ¢ tiene sentido definir el producto cruz en R2?

Los indicios proveen una razon para indagar en mayor detalle el conocimiento del profesor
de modo que la distincion entre indicios y evidencias de conocimiento se realizé con el fin de
profundizar en la comprension del KPM de los profesores. Sin embargo, para la construccion
de categorias solo se tuvieron en cuenta las evidencias de conocimiento, tanto las inicialmente
identificadas como aquellas confirmadas tras de indagar en mayor detalle en los indicios en la
entrevista.

2.2.4 Entrevistas

Kvale (2011) sefiala que la entrevista es una interaccion profesional que va mas alla del
intercambio espontaneo de ideas y se convierte en un acercamiento basado en el interrogatorio
cuidadoso y la escucha. De acuerdo con lo anterior, la entrevista es una técnica de gran
utilidad en esta investigacion, pues permite obtener informacion completa y profunda del
conocimiento de los profesores.

Las entrevistas realizadas a los profesores fueron de tipo semi-estructuradas. Las preguntas
de las entrevistas provenian de diversas fuentes, algunas se formularon a partir de las notas de
campo tomadas durante la observacion de clases, otras se formularon a partir del andlisis de
las clases considerando las evidencias y los indicios de KPM identificados y otras surgieron
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durante el desarrollo mismo de la entrevista. Las preguntas de la entrevista relacionadas con
las evidencias tenian el objetivo de profundizar en dicho conocimiento. En el caso de los
indicios de conocimiento, el proposito de las preguntas de la entrevista era obtener
informacion que permitiera confirmarlos o no como evidencias. Siguiendo estas ideas, en la
Tabla 2, como ejemplo, se expone la estructura de la entrevista realizada a Andrés sobre los
contenidos del curso de Calculo Vectorial, considerando el origen de cada pregunta. Una
estructura similar poseen las entrevistas realizadas a los otros dos profesores que participaron
como informantes del estudio.

Tabla 2
Estructura de una entrevista
Preguntas Origen de la pregunta
1,6,9, 12,13 Indicio de conocimiento
2,3,7,10, 14 Evidencia de conocimiento
4,5, 11 Notas de campo
8 Desarrollo de la entrevista

Sin importar su origen, las preguntas de la entrevista se desarrollaron con el fin de que los
profesores justificaran los motivos de algunas de sus expresiones o actuaciones en clase. Asi,
como las entrevistas se realizaron tiempo después de la finalizacién de los cursos, las
preguntas que se referian a situaciones de clase se presentaron a los profesores con el apoyo de
los fragmentos de video correspondientes, con el fin de estimular su recuerdo y promover sus
reflexiones. En la Tabla 3 se presenta un resumen de las entrevistas realizadas y su duracion.

Tabla 3
Duracion de entrevistas
Profesor Curso Duracion (h)
Diego  Anélisis Real 2:00
Ecuaciones Diferenciales 2:00
Juan Espacios Métricos 0:40
Andrés  Calculo Vectorial 1:00
Total 5:40

2.2.5 Transcripciones

Las entrevistas fueron grabadas en audio y posteriormente transcritas reproduciendo con la
mayor fidelidad posible el discurso de los profesores. Las respuestas de los profesores a cada
pregunta de la entrevista fueron analizadas identificando como incidentes las ideas claves en el
discurso del profesor que daban cuenta de un conocimiento asociado al KPM.
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Cada pregunta de la entrevista fue nombrada con la inicial E acompafiada de las iniciales
correspondientes al curso que se estaba analizando y el nimero que indica el orden en que las
preguntas fueron hechas a los profesores. Por ejemplo, ECV3 se refiere a la tercera pregunta
de la entrevista realizada a Andrés sobre los contenidos del curso Calculo Vectorial. Ademés
de las transcripciones de la entrevista, solo fueron transcritos los episodios de clases donde se
identificaron evidencias de KPM.

En la Figura 1 se expone el proceso de anélisis llevado a cabo para determinar los episodios
de clase a transcribir. Lo anterior, siguiendo las recomendaciones de Strauss (1987), de
transcribir la cantidad de informacion con la exactitud que requiere nuestra pregunta de
investigacion.

-
Seleccién de
episodios de clase J [
v
ety | [ ) [Ty e
it laentiavista e |las entrevistas
. N

Confirmaciéon de
evidencias de KPM

Notas de campo }

A 4

Transcripcion de
episodios de clase
.

Figura 1. Proceso de andlisis previo a las transcripciones de clases.

En la Figura 2, que se presenta a continuacion, se expone la transcripcion de un episodio
de clase usando el software LateX. Cada episodio de clase es nombrado con las iniciales del
curso al cual pertenece y numerado de acuerdo con la sesion de clase en la que se identifico y
el orden en el que aparecid durante la sesion. Asi, la nomenclatura EM7.2 hace referencia al
segundo episodio de la séptima sesion de clases del curso de Espacios Métricos. A su vez, en
las transcripciones se incluye la duracion del episodio, un rétulo que describe brevemente su
contenido y el contexto en el cuél se desarroll. En algunos episodios, como parte del
contexto, también se expone la transcripcion exacta de lo escrito en la pizarra, graficos, figuras
0 esquemas que los profesores utilizaron. De manera general, en las transcripciones tenemos
en cuenta algunas pautas en cuanto a la identificacion de los hablantes y el anonimato tanto en
los nombres como en las referencias a lugares. Ademas, las transcripciones son Utiles para
examinar con mayor detalle los datos durante el proceso de codificacion y categorizacion,
principalmente en las etapas de descripcidn y sintesis que se exponen en la siguiente seccion.
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EM?7.2 [17:31-18:58] Sucesion de Cauchy

Contexto: El profesor habia presentado la siguiente definicién : Una sucesién (x,) es una
sucesion de Cauchy si Ve > 0,3N € N,Vn > N,V > N,d(x,,x,) < €. Posteriormente, Juan
presenta una forma equivalente de escribir la definicién de sucesion de Cauchy : Ve > 0,
AN >0,Vn>N,Vp >0, d(xp,xnsp) <E.

Juan: La definicion de sucesion de Cauchy se reformula de la siguiente manera, para todo
épsilon positivo, existe n positivo, tal que para todo n mayor que N, y aqui cambia un poco
la formulacién, para todo p positivo, la distancia de x, a x, inferior a épsilon. Esta es la
misma solo que tengo un p positivo, y cambio el m, m lo pongo igual a n+ p. Esta la pongo
porque es muy 1til, y a veces en la literatura se usa esta definicion como definicion de suce-
sién de Cauchy en vez de la otra, es mds fécil usar esta que la otra en algunas demostraciones,

pero claramente dicen la misma cosa.

Figura 2. Transcripcion de un episodio de clase.

2.3 Caodificacion y categorizacion

Las transcripciones de las sesiones de clases y de las entrevistas audio y video-grabadas
fueron codificadas de forma abierta haciendo uso del software ATLAS.ti. A cada incidente se
le asigné un codigo que sefialaba un atributo o un elemento que resalta del contenido
seleccionado en el episodio. En la Figura 3 se presenta un ejemplo de la codificacién de un
episodio [EM7.2] en el conocimiento de Juan, el profesor que desarroll6 el curso de Espacios
Meétricos.

EM7.2 [17:31-18:58] Sucesion de Cauchy

Contexto: El profesor habia presentado la siguiente definicién : Una sucesién (x,) es una
sucesion de Cauchy si Ve > 0,3N € N,Vn > N,Vm > N,d(x,,x,) < €. Posteriormente, Juan
presenta una forma equivalente de escribir la definicion de sucesién de Cauchy : Ve > 0,
N >0,Yn>N,Vp >0, d(xn,Xn4p) < E.

Juan: La definicion de sucesion de Cauchy se reformula de la siguiente manera, para todo

0
épsilon positivo, existe n positivo, tal que para todo n mayor que N, y aqui cambia un poco | [lesaensa

la formulacion, para todo p positivo, la distancia de x, a x,,, inferior a épsilon. Esta es la
misma solo que tengo un p positivo, y cambio el m, m lo pongo igual a n+ p. Esta la pongo
porque es muy util, y a veces en la literatura se usa esta definiciéon como definicion de suce-

sion de Cauchy en vez de la otra, es mas facil usar esta que la otra en algunas demostraciones,

pero claramente dicen la misma cosa.

Figura 3. Codificacion en el ATLAS.i.

Las lineas de texto sombreadas con azul corresponden al incidente identificado. En el
episodio, se observa que el profesor menciona dos definiciones de una sucesién de Cauchy y
hace énfasis en la equivalencia entre ellas. De este modo, el incidente se codifica como
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equivalencia-definicion. Este incidente y el codigo que se le asocia son indicadores de la
presencia del KPM del profesor, el cual se resume como: conocimiento de la equivalencia
entre definiciones de sucesion de Cauchy.

Segln se observa, el conocimiento del profesor es expuesto en términos del contenido
matematico presente en el incidente, asi que esta primera etapa de categorizacion del KPM
estamos describiendo el conocimiento. La descripcién la comprendemos desde la postura de
Strauss y Corbin (2002) como la base de interpretaciones mas abstractas de los datos y de
construccion de teoria.

Iniciando la etapa de sintesis del KPM los cddigos fueron analizados considerando la
repeticion de descriptores y la agrupacion de descriptores similares, llevando a cabo un primer
nivel de abstraccion. En el ejemplo anterior, el codigo equivalencia-definicion se encontraba
asociado a otro incidente en la entrevista (EEM4). En esta linea, extraemos un solo descriptor
desligado del contenido matematico: conocimiento de la equivalencia entre definiciones de un
concepto. Asi, después de la revision de cddigos y descriptores, se realizé una agrupacion que
considera relaciones de asociacion e inclusion entre cddigos. Lo anterior, con el objetivo de
construir descriptores mas generales y codigos mas amplios que los obtenidos en la etapa de
descripcion del KPM. Para la agrupacion tenemos en cuenta similitudes y diferencias entre los
cddigos de modo que las subcategorias y categorias, que se generan a partir de las relaciones
que se establecen al final del analisis, sean mutuamente excluyentes.

En la siguiente etapa, denominada subcategorizacion del KPM, se desarroll6 un segundo
nivel de abstraccion en el cual los codigos y descriptores antes agrupados y expresados de
manera general son nuevamente relacionados con el propdsito de construir subcategorias de
conocimiento. Con tal fin, se compararon los episodios vinculados a una misma préactica para
garantizar la generalidad de las agrupaciones realizadas. En este sentido, la subcategorizacion
estd apoyada de la codificacion axial pues el propdsito es hacer un analisis profundo alrededor
de una practica. Continuando con el ejemplo anterior, observamos los cddigos en el
conocimiento de Juan que hacen referencia a la practica de definir. En particular, nos fijamos
en el codigo elegancia-definicion cuyo descriptor es conocimiento de las caracteristicas de
una definicion elegante. No obstante, el criterio de elegancia estd vinculado con el criterio de
equivalencia, pues generalmente se escoge una definicién elegante entre las definiciones
equivalentes. Asi, el cddigo elegancia-definicion se incluye en el cdédigo equivalencia-
definicion y el descriptor que se obtiene es el conocimiento de la equivalencia entre
definiciones de un concepto y la elegancia entre definiciones equivalentes. Al no encontrar
otros codigos referidos a la practica de definir se construye entonces una subcategoria del
KPM de Juan denominada caracteristicas de la definicién (Tabla 4) la cual es posteriormente
contrastada con investigaciones sobre la definicion (e.g., Escudero, Gavilan y Séanchez-
Matamoros, 2014).

Tabla 4
Construccion de una subcategoria en el KPM de Juan

Etapa Cadigo Episodios Descriptores
(definicién)
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Equivalencia EM4.5 Conocimiento de la equivalencia entre definiciones
de clausura de un conjunto
Descripcion EM7.2 Conoumlent_q de la equivalencia entre definiciones
de una sucesién de Cauchy.
EMA4.4 Conocimiento de la elegancia de la definicion de un
Elegancia comunto cerrado como el complemento de un
abierto.
EMA4.5 Conocimiento de la elegancia de la definiciéon de
clausura de un conjunto en términos de bolas e
interseccion.
Equivalencia EMA4.5, Conocimiento de la equivalencia entre definiciones
EM7.2, EEM4 de un concepto.
Elegancia EMA4.4, Conocimiento de la elegancia de una definicion
Sintesis EM4.5 entre las definiciones de un concepto.
Subcategori  Caracteristicas EM4.4, Conocimiento de la equivalencia entre definiciones
zacion de la EMA4.5, de un concepto y la elegancia entre definiciones
definicion EM7.2, EEM4 equivalentes.

Las etapas de descripcion, sintesis y subcategorizacién del KPM se desarrollaron de
manera similar en cada informante del estudio, de modo que de los datos emergieron tres
grupos de subcategorias de KPM, varias de las cuales pudieron sustentarse en resultados
tedricos 0 empiricos sobre practicas matematicas y sobre el conocimiento del profesor de
dichas préacticas. Considerando lo anterior, en la etapa de categorizacion del KPM los grupos
de subcategorias son comparados identificando y agrupando las subcategorias en comun
(subcategorias con el mismo nombre). Por ejemplo, la subcategoria caracteristicas de la
definicion, identificada en el conocimiento de Juan, contiene descriptores referidos a la
equivalencia y la elegancia de una definicién. Descriptores similares que complementan la
subcategoria son hallados en el conocimiento de Andrés y de Diego. Ademas, en el
conocimiento de estos profesores se identificaron otras caracteristicas de la definicion como la
no ambiguedad y la no contradiccidon que permiten ampliar la subcategoria tal como se expone
en la Tabla 5.

Tabla 5
Construccion de una subcategoria de KPM

Subcategoria Episodios Descriptores
EED12, EED13, ECV1, Conocimiento de las caracteristicas de no
Caracteristicas ECV2 ambigiedad y no contradiccion de una
de la definicion.

definicién EED17, EM7.2, EEM4, Conocimiento de la equivalencia entre
CV1.3.1, CV2.3, ECVS, definiciones de un concepto y la elegancia entre
EMA4.4, EM4.5 definiciones equivalentes.
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Las subcategorias restantes, aquellas identificadas en el conocimiento de un solo profesor o
en dos de ellos, también fueron analizadas buscando establecer diferencias o formas de
combinarlas con las subcategorias en comun. Un ejemplo de lo anterior, se expone en la Tabla
6 para el caso de las subcategorias del conocimiento de Diego y Juan.

Tabla 6
Comparacion del conocimiento de Diego y Juan

Subcategorias de Subcategorias Subcategorias
conocimiento en comun (Juan) (Diego)
Particularizacion y generalizacion Rol de los contraejemplos Uso del lenguaje
Métodos y tipos de demostracion Uso de los simbolos matematico

Roles de la demostracion
Caracteristicas de la definicion
Estrategias heuristicas de resolucion de
problemas

Significado y uso de los cuantificadores

En esta comparacion, se observa que Diego y Juan comparten varias subcategorias de
conocimiento, no obstante, hay subcategorias propias al conocimiento de cada profesor, las
que llamamos subcategorias restantes y en las cuales profundizamos para integrar estos dos
grupos de subcategorias. Asi, en el conocimiento de Juan las subcategorias restantes son uso
de los simbolos y rol de los contraejemplos. En la comparacién, observamos que el uso de los
simbolos puede asociarse al significado y uso de los cuantificadores (ya que los
cuantificadores también son simbolos). De esta forma, es posible unir las subcategorias
significado y uso de los cuantificadores y uso de los simbolos e incluirlas en una subcategoria
més amplia referida al significado y uso de los simbolos. De manera similar, considerando que
los contraejemplos tienen rasgos peculiares de criterios de verdad que son Utiles en el proceso
de demostracion (Flores-Medrano, 2016) el rol de los contragjemplos forma parte de una
categoria referida a la demostracion. En este caso, integramos las subcategorias
particularizacion y generalizacion y rol de los contraejemplos obteniendo una nueva
subcategoria denominada desarrollo de demostraciones. Falta entonces analizar la
subcategoria uso del lenguaje matematico que solo se identifico en el conocimiento de Diego.
Asi, al considerar que esta subcategoria se refiere a la precision y la economia en el uso del
lenguaje matematico, y que estas caracteristicas se evidenciaron en episodios que no
involucran el significado y uso de los simbolos, las subcategorias se consideran como
disyuntas, aunque ambas estén relacionadas con el lenguaje matematico.

Luego de integrar las subcategorias de conocimiento de Diego y Juan, el siguiente paso es
hacer la comparacién con las subcategorias de conocimiento de Andrés (Tabla 7).
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Tabla 7
Comparacion de subcategorias de KPM en los tres profesores

Subcategorias Diego Juan Andrés

Desarrollo de demostraciones * * *
Métodos y tipos de demostracion * * *
Roles de la demostracion * * *
Construccion de definiciones
Caracteristicas de la definicion * *
Estrategias heuristicas de resolucién de problemas * * *

* * *

Significado y uso de los simbolos
Uso del lenguaje matematico

De acuerdo con lo anterior, la siguiente comparacion que debe realizarse es entre las
subcategorias caracteristicas de la definicion y construccion de definiciones. Al comparar los
episodios asociados a ambas se concluye que las subcategorias hacen referencia a distintos
aspectos de la practica de definir, por lo cual no es posible combinarlas y se describen como
subcategorias disyuntas que se agrupan en una categoria denominada conocimiento de la
practica de definir. De manera similar, las otras subcategorias construidas son agrupadas
considerando las practicas matematicas a las que hacen referencia. Por ejemplo, las
subcategorias; desarrollo de demostraciones; métodos y tipos de demostracion; y roles de la
demostracion, son agrupadas en la categoria conocimiento de la practica de demostrar. La
etapa de categorizacion es presentada con detalle en el Capitulo 3: Categorias de conocimiento
de la practica matematica de profesores universitarios.

2.4 Criterios de rigor

En esta investigacion tenemos en cuenta la importancia de reflexionar sobre criterios de
rigor relacionados con la validez, fiabilidad y consistencia del proceso metodoldgico llevado a
cabo en el estudio. En esta linea, uno de los criterios de rigor considerados fue la saturacion de
las categorias de KPM. El primer indicador de la saturacion de los datos relativos a los
descriptores identificados fue que, luego del analisis de 18 sesiones de clases se empezaron a
evidenciar los mismos descriptores de conocimiento. Otra de las razones que explica la
saturacion de las subcategorias y categorias emergidas en el estudio es la cantidad de datos,
pues, las entrevistas a los tres profesores suman 5 horas y 40 minutos, que, al ser afladidas a
las 25 horas y 10 minutos de clases analizadas, arrojan un total de 30 horas y 50 minutos de
datos recolectados y analizados. De acuerdo con Noerager-Stern (2007) en las investigaciones
con la GT se asigna la cuasi-certeza de llegar a un punto de saturacién a una cantidad de 20 a
30 horas de recoleccion de datos.

Por otra parte, al hacer uso de la estrategia de muestreo tedrico para seleccionar los
informantes del estudio desarrollamos una triangulacién de fuentes de datos (en este caso
individuos) y un analisis agregado de las personas, pues Nno escogemos grupos u
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organizaciones, ni nos enfocamos en la interaccion de los informantes (Arias, 2000).
Adicionalmente, desarrollamos una triangulacion metodoldgica, pues para estudiar el KPM
combinamos dos técnicas cualitativas de recoleccion de datos: la observacion de las sesiones
de clase y las entrevistas. En esta linea, después del analisis individual de las sesiones de clase
y las entrevistas, desarrollamos un analisis conjunto con el fin de refinar las interpretaciones
gue como investigadores hacemos del KPM de los profesores. Por ejemplo, en el curso de
Espacios Meétricos, observamos que el profesor propone actividades donde los estudiantes
deben construir contragjemplos [EM4.1, EM8.2], en la entrevista [EEM8] cuestionamos al
profesor ¢qué es un contraejemplo? y ¢por qué usted utiliza contraejemplos en sus clases? En
este caso, la pregunta de la entrevista estd basada en una evidencia de KPM y la respuesta del
profesor permite ampliar nuestra comprension de su conocimiento del rol de los
contraejemplos.

Ademaés, al realizar constantes comparaciones entre los datos, profundizamos en el KPM
de los profesores y en la validacion de nuestras inferencias sobre dicho conocimiento. En esta
linea, procuramos el ajuste y funcionamiento de las categorias obtenidas (Glaser y
Strauss,1967); esto es, que las categorias sean facilmente aplicables, apropiadas y capaces de
explicar el fendmeno de estudio. Asi, mediante la triangulacion metodoldgica y las
comparaciones que se hacen en el proceso de construccion de categorias, buscamos una mayor
comprension del KPM. Lo anterior se complementa con la triangulacion de investigadores que
se produjo al discutir las diferentes etapas de la investigacion con expertos en el tema. Por
ejemplo, se discutieron los incidentes que daban cuenta de evidencias e indicios de KPM, los
nombres de los cddigos, los incidentes donde la asignacién de los cddigos no era evidente y la
asignacion de los nombres de las categorias.

En consonancia con lo que se ha expuesto, usamos mas de un tipo de triangulacion en el
analisis del KPM de los profesores y coincidimos con Denzin (1989) en que la triangulacion
es una estrategia sdlida de construccion de teoria. De este modo, la triangulacion mas que para
validar, es utilizada en el estudio con el proposito de fundamentar el conocimiento obtenido e
incrementar el alcance, la profundidad y la consistencia de nuestras actuaciones metodoldgicas
(Flick, 2007).
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Capitulo 3. Categorias del conocimiento de la practica matematica de
profesores universitarios

En este capitulo presentamos las categorias del conocimiento de la préctica matematica
(KPM) que resultaron del anlisis del conocimiento de tres profesores de matematicas
universitarios. En la primera seccién del capitulo se expone el KPM identificado en cada uno
de los profesores que participaron como informantes del estudio. La presentacion de estos
resultados se hace considerando las etapas del proceso de categorizacion expuesto en el
Capitulo 2: Construccion de categorias del conocimiento de la practica matematica,
particularmente en la seccion Codificacion y categorizacion. De este modo, primero se realiza
la descripcion del KPM identificado en la observacion de clases y después se muestra la
sintesis del conocimiento incluyendo el andlisis de las respuestas de los profesores en la
entrevista. Luego, se exponen las subcategorias construidas para el conocimiento de cada
profesor. En la siguiente secciéon se presenta un analisis conjunto del conocimiento de los
profesores y las subcategorias de KPM obtenidas. Cada subcategoria esta relacionada con la
literatura de investigacion y es ejemplificada con episodios de clase y fragmentos de las
entrevistas. Finalmente, cerramos el capitulo presentando las categorias de KPM construidas a
partir de las subcategorias.

3.1 El conocimiento de la practica matematica de los tres profesores universitarios

En esta seccion se expone el conocimiento de la practica matemaética a partir de los
descriptores identificados en el conocimiento de los tres profesores que participaron como
informantes de este estudio. Cada apartado estd dedicado a un profesor y presenta la
descripcion y sintesis de su KPM, asi como las subcategorias construidas a partir de los
descriptores de dicho conocimiento. Los resultados son presentados en tablas que incluyen
fragmentos que dan cuenta del KPM, asi como descriptores de conocimiento asociados al
andlisis de los episodios de clase y las preguntas de la entrevista (Anexo 1).

En cuanto a la nomenclatura de los episodios de clase, por ejemplo, AR1.2 hace referencia
al segundo episodio de la primera sesion de clases del curso de Analisis Real. Similarmente
EARA4, corresponde a la cuarta pregunta de la entrevista sobre dicho curso.

3.1.1 El conocimiento de la practica matematica de Diego

En este apartado se presentan los descriptores que se identificaron en los respectivos
episodios de clase y las respuestas a la entrevista, proporcionando evidencias del KPM de
Diego.

Durante el desarrollo de una sesion de clases sobre nimeros reales y sus propiedades en un
curso de Analisis Real (AR), se han identificado los episodios que se describen a continuacion
en la Tabla 8.

Tabla 8
Descriptores del KPM de Diego: Numeros reales y sus propiedades
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Episodios Fragmento Descriptor

AR1.1 Entonces para decir que estan encajados voy a decir a,

e e o et e o by Corccmieno e I
encajados, que cada vez sor’1 ?nés, equefios, que son economia en el uso del
encaj » g Ped  d lenguaje matematico.
intervalos cerrados y acotados, entonces, en la

interseccion de todos ellos hay algo, algo hay ahi.

AR1.2 Vamos a suponer que a 'y b son dos nimeros positivos, Conocimiento de que un
que no es una gran suposicion porque si fueran caso  particular  puede
negativos por ejemplo los dos nimeros trabajo con -ay mostrar el comportamiento
-b, tengo a y b aca [a la izquierda del cero], luego -a, -b de otros casos en una
estan del otro lado del cero. proposicion con ndmeros

reales.

AR1.3 Ah y ¢porque es menor que 1? Hay que probar que
existe, y espera, hay que probar que existe esa raiz y
que es un ndmero menor que uno, probar que la raiz
existe y probar otra cosa porque no nos dijeron un Conocimiento del rol de
numero entre cero y uno, sino un numero irracional verificacion de la
entre 0y 1. demostracion.

AR1.7 Entonces ahora pueden decirle a sus alumnos con
propiedad que entre dos racionales siempre hay un
irracional.

AR14.1 Yo sé que raiz de 2 no pertenece a los ndmeros
racionales. Eso lo probamos, es un nimero real, existe y
no es racional. Si yo ahora divido ese nimero por un Conocimiento del rol de
entero m, raiz de dos dividido m, ¢va a seguir siendo conviccién de la
irracional o0 no? lo que estoy diciendo es: este no es demostracion.
racional [sefiala V2], pero este [sefiala v/2/m] ¢ctampoco
es racional?

AR1.4.2  Siyo ahora divido ese nimero por un entero m, ¢raiz de Conocimiento de la utilidad
dos dividido m va a seguir siendo racional o no?, lo que .

- . de construir un elemento
estoy diciendo es, este no es racional [..] Entonces lo
. R . para desarrollar una
que digo es lo siguiente, al menos uno de estos nimeros e . .
! . demostracion de existencia.
tiene que estar en ese intervalo (0,¢).

AR1.5 ¢qué vamos a demostrar? Que la suma es irracional

entonces yo lo que afirmo, es que este de aqui no - .
. . . Conocimiento de como se
pertenece a Q y ahi se acaba la demostracion, si consigo . .
argumentar que este a+z no esta en @, ya encontré mi realizan demostraciones
oI . ’ usando el método de
irracional que estaentre ay b. .
demostracion por
AR1.7 Pero esto ya lo calculamos, da p que es menor que &, o
. contradiccion.
que es igual a (b-a)/2, entonces como (b-a)/2 va a ser
mayor que (b-a). Contradiccion.

AR1.6 Pero ese es el problema, uno dice, con el para todo yo Conocimiento del

siempre puedo escoger cudl de todos es el que me significado de los

conviene, pero cuando es la existencia, es lo que cayo

cuantificadores universal y
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no mas, lo que cay6 en la noche, entonces como el existencial.
existe te da lo que cay6 no mas, uno tiene que hacer

algln trabajo para que lo que caiga sea conveniente.

De forma similar a como se analiz6 la sesion de clases de Analisis Real, se analizaron cinco
sesiones de clases de un curso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ED) sobre los
contenidos relativos a problema de Cauchy, teorema de Picard Lindeloff, condiciones iniciales
en una ecuacion diferencial y el teorema de Grobman-Hartman. En la Tabla 9 se resumen los
descriptores de KPM de Diego en el curso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Tabla9

Descriptores del KPM Diego: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Episodios

Fragmentos

Descriptor

ED1.1

Habiamos hecho una separacién de variables y la
., -1

solucién x7| =t+cx#01 [..]
Entonces, con esta expresion no sabemos cuél es
el comportamiento de la solucion y lo que hay
que hacer es, jAah! Hay que ver caso por caso.
Entonces, caso 1, x mayor que 1 [...] Vamos a
hacer otros casos, ¢Qué pasa con x entre 0y 1?
Y ;quUe pasa con el caso x menor que 0?

era In

Conocimiento de la estrategia
heuristica de considerar casos
para resolver la ecuacién
logistica.

ED2.1.1

En la demostracion tomemos un punto
cualquiera x € X, entonces para n igual 0 mayor
que 1, definamos xn, la sucesion F compuesta
con F(x), n veces. A esa sucesion la voy a llamar
la potencia Fn [...], esa sucesion que construi, Xn
es de Cauchy [...] entonces, existe un numero Zo
en X tal que el limite de xn cuando n es infinito
es el punto zo [...] Bien, entonces, el limite de
F(xn) es el limite de F(Fn(xn)) pero entonces esto
que esta aqui [F(Fn(xn))] no es otra cosa que
Fn+1(X) y esto que esta aca [Fn+1(x) ] es el limite
de xn+1, pero si el limite de xn es zo, el limite de
xn+1 €S lo mismo, asi que esto F(zo) me queda
igual a zo. Asi que zo es un punto fijo.

Conocimiento de como
demostrar la existencia de un
punto fijo en el teorema del
punto fijo de Banach.

ED2.1.2

El teorema no termina ahi, ademas dice que [el
punto fijo] es Unico. Supongamos que haya otro.
Si z1 distinto a zo es otro punto fijo de F ;qué
pasa? Entonces, ¢cuanto vale la distancia de z1 a
z0? Bueno, no sé, pero debe ser positiva,
estrictamente positiva, porque son distintos.
Entonces F(z1) = z1, asi que poner z10 F(z1) es lo

Conocimiento de cémo
demostrar la unicidad del punto
fijo en el teorema del punto fijo
de Banach.
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mismo porque son puntos fijos y poner zo 0 F(z0)
es lo mismo. Pero esto, por ser una contraccién
la distancia d(F(z1), F(z0)) es més pequefia que la
distancia d(z1,z0). Entonces, ¢;cOmo es que un
nimero positivo es estrictamente mas pequefio
que €l mismo? No puede ser, por lo tanto, zo es
Unico.

ED3.1 Entonces vamos a hacer la demostracion de la Conocimiento de cémo
unicidad. Yo tengo que demostrar que la y; det demostrar la unicidad de la
Yy ¥, de t son iguales en todo. solucion de una ecuacion

diferencial.

ED4.1 Estoy cambiando el problema, de un problema
que es no lineal en un campo de vectores por un
problema que se resuelve con matrices, ¢ya? Conocimiento de la estrategia
Ahora, no saco nada con cambiar el problema si heuristica de cambiar un
no sé como se resuelven las flaquezas [...]JAca problema por otro.
teniamos algo que no sabiamos como era y lo
cambiamos por algo que sabemos cémo es.

ED5.1 Entonces, si quiero calcular la exponencial,

empecemos por (PBP~1)™. Primero, lo voy a
calcular al cuadrado, (PBP~1)? y eso queda P
por B por P~ por P, por B y por P71
[(PBP~Y)2 = (PBP™1)(PBP™1)].Y lo que vaa
pasar es que estas dos del medio se van a

cancelar [sefiala PP~1] y me queda PB?P~1. Si Conocimiento de como

lo pusiera al cubo, las del medio se van a
cancelar, efectivamente (PBP™1)3 =
(PBP~Y)(PBP1)(PBP~1) y PP~ es la matriz
identidad y nuevamente aparece PP~ que es la

generalizar una expresion sobre
la exponencial de una matriz a
partir de su particularizacion
para los exponentes 2 y 3.

identidad, entonces cuando lo tengo al cubo me
queda P por B por B por B por P~1 ;Esta bien?
PB3P~1. Asi, lo que podemos deducir, aunque
hay que hacer la prueba por induccion, es que si
coloco la expresion a la n, entonces B queda a la
n,0sea, (PBP~1)" = PB"P1,

Posterior al analisis presentado en las Tablas 8 y 9, en la etapa de sintesis se realiza el
analisis conjunto de episodios de clase y entrevistas (EAR, EED). Durante el andlisis se fueron
encontrando episodios sobre los mismos métodos, tipos y roles de la demostracion los cuales
se codificaron y describieron sin hacer referencia al contenido matematico involucrado. En la
sintesis del conocimiento de Diego se consideran entonces los descriptores repetidos sobre los
roles de explicacién y de conviccion de la demostracion, los métodos de demostracion por
contradiccion y por induccion y las demostraciones de existencia y unicidad. Adicionalmente,
se exponen los descriptores asociados a episodios similares. Estos desciptores, por lo general
aparecen asociados a diferentes contenidos matematicos, pero hacen referencia a l1os mismos
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elementos. En el caso de Diego, los descriptores similares se refieren a los cuantificadores, el
uso preciso del lenguaje, estrategias heuristicas tales como usar casos particulares o cambiar
un problema por otro, y la caracteristica de no ambigiiedad de una definicion.

En la Tabla 10 que se presenta a continuacion, se agrupan los descriptores del KPM de
Diego obtenidos en la etapa de descripcion. En este punto, ya no se presentan descriptores
asociados a los contenidos matematicos pues se ha llevado a cabo el primer nivel de
abstraccion. De este modo, se expone una sintesis del KPM del profesor.

Tabla 10

Sintesis del KPM de Diego

Episodios

Descriptores

AR1.3, AR1.7, EAR9
AR1.4.1, EAR1],
EED27

ARL5, AR1.7, EED25

EED16, ED2.1.1,
EED20, EED21, EED27

ED2.1.2, ED3.1, EEDS,
EED19

EED22

AR1.6, EAR5

EARG6, EARY

ED1.1, EED2
ED4.1, EED2, EED4

EDS.1, EED3

EED12, EED13

AR1.1, EED12, EED14,
EED15
AR1.2

EAR9
EARS8
EAR4

EED7

Conocimiento del rol de verificacién de la demostracion.
Conocimiento del rol de conviccion de la demostracion.

Conocimiento de como realizar demostraciones utilizando el método
de demostracion por contradiccion.
Conocimiento de como realizar demostraciones de existencia.

Conocimiento de como realizar demostraciones de unicidad.

Conocimiento del método de demostracion por induccion.
Conocimiento del significado de los cuantificadores universal y
existencial.

Conocimiento de como utilizar el lenguaje matematico preciso en la
comunicacion de ideas matematicas.

Conocimiento de la estrategia heuristica de usar casos particulares.
Conocimiento de la estrategia heuristica de cambiar un problema por
otro.

Conocimiento de cdmo generalizar una propiedad a partir de su
particularizacion.

Conocimiento de la caracteristica de no ambigiedad de una definicion.

Conocimiento de la economia en el uso del lenguaje matematico.

Conocimiento de que un caso particular puede mostrar el
comportamiento de otros casos en una proposicién (sin pérdida de
generalidad).

Conocimiento del rol de explicacion de la demostracion.

Conocimiento de como se interpretan proposiciones con varios
cuantificadores.

Conocimiento del significado de las condiciones necesarias Yy
suficientes.

Conocimiento de la estrategia heuristica de introducir un elemento
auxiliar para resolver un problema.
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EED17 Conocimiento de la caracteristica de equivalencia entre definiciones de
un concepto.

Segun puede observarse en la Tabla 10 se han identificado 19 descriptores en el KPM de
Diego. Dichos descriptores son agrupados considerando los distintos roles de la demostracion,
los métodos y tipos de demostracion. También se agruparon los descriptores que hacian
referencia a la particularizacion y generalizacion, las caracteristicas de la definicion, el
significado de los cuantificadores, el uso del lenguaje matematico y el conocimiento de
estrategias heuristicas.

En la Tabla 11 se presentan las subcategorias de KPM de Diego obtenidas a partir de la
agrupacion y el establecimiento de relaciones entre los descriptores de conocimiento antes
expuestos.

Tabla 11
Subcategorias en el KPM de Diego

Subcategoria Episodios Descriptores

) L EDS5.1, EED3 Conocimiento de como generalizar una propiedad a partir
Particularizacion de su particularizacion.
y generalizacion ~ AR1.2 Conocimiento de que un caso particular puede mostrar el

comportamiento de otros casos en una proposicion.

AR15, AR1.7,  Conocimiento de como realizar demostraciones por

Métodos de EED25 contradiccion.
demostracion EED22 Conocimiento del método de demostracion por
induccion.
AR1.4.2, EARS3,

EARS, EED16, Conocimiento de como realizar demostraciones de
ED2.1.1, EED20, existencia.

Tiposde EED21, EED27

demostracion ED2.1.2, ED3.1, Conocimiento de coémo realizar demostraciones de
EED5, EED19 unicidad.
EAR4 Conocimiento del significado de las condiciones necesarias

y suficientes.

AR1.3, AR1.7, Conocimiento del rol de verificacién de la demostracion.

Roles de la EARI
demostracion AR1.4.1, EAR11 Conocimiento del rol de conviccion de la demostracion.
EAR9 Conocimiento del rol de explicacion de la demostracion.

EED12, EED13 Conocimiento de la caracteristica de no ambigliedad de
una definicion.

EED17 Conocimiento de la caracteristica de equivalencia entre
definiciones de un concepto.

Caracteristicas
de la definicién
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ED1.1, EED2 Conocimiento de la estrategia heuristica de usar casos
particulares.

Estrategias para  ED4.1, EED2, Conocimiento de la estrategia heuristica de cambiar un
resolver EED4 problema por otro.
problemas EED7 Conocimiento de la estrategia heuristica de introducir un

elemento auxiliar para resolver un problema.

AR1.6, EAR5 Conocimiento del significado de los cuantificadores
universal y existencial.

EARS Conocimiento de cdmo se interpretan proposiciones con
varios cuantificadores.

Significado de los
cuantificadores

ARl EARSG, Conocimiento de la precision y la economia en el uso del
Uso del lenguaje  EAR7, EED12,  lenguaje matematico.
matematico EED14, EED15,
EED17

Las 8 subcategorias presentadas en la Tabla 11 resultaron de la asociacion de los
descriptores alrededor de una préactica especifica como generalizar, demostrar, definir y
resolver problemas. Ademas, se agruparon los descriptores de conocimiento asociados al uso
del lenguaje matematico.

3.1.2 El conocimiento de la practica matematica de Juan

En este apartado se presenta un analisis de los descriptores del KPM de Juan evidenciados
en el desarrollo de un curso de Espacios Métricos (EM). Las sesiones de clase analizadas
fueron divididas en dos grupos; cuatro sesiones correspondientes a los contenidos espacios
métricos y espacios topoldgicos; y cuatro sesiones que hacian referencia a los contenidos
sucesiones, convergencia y espacios métricos completos.

En la Tabla 12 se presentan los descriptores del KPM del profesor obtenidos en el andlisis
de las sesiones de clase sobre espacios métricos y espacios topolégicos.

Tabla 12

Descriptores del KPM de Juan: Espacios métricos y espacios topoldgicos
Episodios Fragmentos Descriptores
EM1.1 Y la Unica cosa que puedo hacer con eso es

usar la definicion que dice que cuando vale Conocimiento de cémo se
cero [la distancia] entonces los puntos son realizan demostraciones usando
iguales, entonces x=z, y z=y, ahi tienen una el método de demostracion por
contradiccion, x=y, esa es contradiccion con x  contradiccion.

diferente a .

EM1.2 Entonces para ver el sup tengo que acotar este
valor absoluto [...] Entonces el conjunto de Conocimiento de como mostrar la
estos valores [|[f(x) — g(x)||]] esta acotado existencia de un supremo.
por una constante, entonces el sup existe.
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EML1.3 ¢Siguieron la parte lI6gica de la demostracion?
Queriamos demostrar que A es equivalente a B
(cierto? [...] lo que hemos mostrado es B—A
[...] y acé en la ultima parte mostramos A—
By hemos demostrado lo que queriamos. Conocimiento de como demostrar

EM2.1 Tenemos que mostrar que la norma infinito de  una proposicion bicondicional.

: f es igual a cero si y solo si f es igual cero [...]
Entonces empecemos por una
implicacién hagamos esta [«] [...] Ahora asi
[ﬁ] - - - - -

EM3.1.1 El ejercicio es tratar de demostrar la Conocimiento de cémo
proposicion en R?, empezar en R? y después generalizar un enunciado a
preguntarse si eso se puede escribir con la distancias en un espacio métrico
métrica. partir de su particularizacion en

Ro2.

EM3.1.2  Generalmente lo que se usa es la desigualdad Conocimiento de como se
triangular y por contradiccion mirar que pasa si  realizan demostraciones usando
las dos bolas se juntan. el método de demostracion por

contradiccion.

EM4.1 Entonces tenemos que tomar A y B muy
cercanos pero que se diferencien por unos __ .

. Conocimiento de como se
puntos. Estos contraejemplos en general se .
) . . construye un contraejemplo sobre
encuentran en R, R?, o si no hay que mirar la :
) AR . - la clausura de un conjunto.
distancia trivial, el espacio de sucesiones o de
funciones.

EM4.2 Yo supongo que A es abierto y tomo un punto

X en Ay quiero encontrar un vecindario no se

ué, pero para encontrarlo, hay que sacarlo de . I
que, pero p 0, hay g Conocimiento del significado del
algn lado, entonces es importante ver que la cuantificador existencial
definicion aca [de abierto] dice que existe algo '
y existe algo es que yo encuentro una solucién
a mi problema.

EMA4.3 Entonces el dibujo es asi, tengo mi cero aci,
tengo mi sucesion, ahora tomo un punto x en el
complemento y sabiendo que la sucesién _—

, e Conocimiento del uso de un
converge a cero, yo sé que tengo una infinidad . .
) diagrama como estrategia
de puntos que van a estar cerca de cero ;0k? . i
. . heuristica para analizar el
asi, sea un ¢ aqui [cerca de 0], tal que x no . L
) comportamiento de una sucesion.
pertenece a esto [al intervalo alrededor de €] y
cuando borro este vecindario yo tengo cosas
mas lindas.
EM4.4 Hay muchas maneras de demostrar este

problema, hay varias soluciones pero en algn
momento hay que hacer esto de tomar un punto
afuera o lejos de cero, pero esta demostracion
es la mas linda porque estoy demostrando

Conocimiento de la elegancia de
la definicion de conjunto cerrado
como complemento de un abierto.
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usando las definiciones, un cerrado es un
conjunto que el complemento es abierto y asi
la demostracion es mas simple.

EMA4.5

Habiamos dicho que la clausura de A es igual
al interior de A unido con la frontera de A [A =
AU Fr(A4)], pero esa no es la definicion de la
clausura que habiamos visto, si no la de A es el
conjunto de todos los x tal que la bola de
centro x y radio r intersectado con A me da el
conjunto vacio. Aunque en algunos libros, la
definicion de A no es esta [en términos de
bolas], sino que se define como el cerrado méas
pequefio que contiene a A, esta es una
definicion general.

Conocimiento de la equivalencia
entre definiciones de clausura de
un conjunto.

EMA4.5

y esta definicién [en términos de bolas] es
mucho mas facil de utilizar [...] por eso yo
trato de darles una definicién que sea la méas
atil, que les sirva, esa definicion general por
supuesto la mostré porque ustedes tienen que
conocerla, pero si doy esta definicion es para
ayudarles y de hecho si ven una demostracion
con esta [interseccién de conjuntos] es mas
facil que con la otra [interior unido con la
frontera]

Conocimiento de la elegancia de
la definicion de clausura de un
conjunto en términos de bolas e
intersecciones.

En la Tabla 13, que se muestra a continuacion, se exponen los descriptores obtenidos en el
analisis de cuatro sesiones de clase sobre sucesiones, convergencia y espacios métricos

completos.

Tabla 13

Descriptores del KPM de Juan: Sucesiones, convergencia y espacios métricos completos

Episodios

Fragmentos

Descriptores

EMS.1

Entonces lo que vamos a demostrar es que no B
implica no A. Entonces ;qué es no B?, es que
existe una sucesion xn que converge a a, tal que f
(xn) no converge hacia f(a) [...] Ahora, quiero
decir que esta funcion f de M en N no va a ser
continua ¢ok?, si f es continua, para todo épsilon
positivo existe delta positivo tal que f de la bola de
centro a y radio § estd incluida en la bola de
centro f (a) y radio &, tenemos esto ¢cierto?, eso
quiere decir que voy a tener una sucesion de
elementos que van dentro de la bola f (B(a,6) tal
que las imagenes no estan dentro de la bola B(f

Conocimiento de como
realizar una demostracion
utilizando el método de
demostracion por

contrareci proco.
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(@), €) y eso es absurdo.

EM5.1.1

Entonces ¢que es no B?, es que existe una
sucesion x, que converge a a, tal que f(x,) no
converge hacia f (a) y eso ¢qué quiere decir? es
super complicado decir que no converge, es que
hay elementos de la sucesion arbitrariamente
largos que estan afuera de cualquier entorno de
f(a), esto es, V B(f (a),&),3 x, € B(f(a),¢), con
> 0.

Conocimiento de como negar
una proposicion con
cuantificadores.

EM6.1.1

La idea aqui es usar una desigualdad triangular,
pero poniendo varios términos en la desigualdad,
entonces lo que queremos hacer, la idea es ver f de
X menos f de a, ;cierto? y minorar eso para X
suficientemente cerca de a. Para hacer eso, vamos
a introducir f,, de x, porque eso lo sabremos
comparar a f de x. Vamos a introducir también f,,
de a.

Conocimiento de la estrategia
heuristica de introducir un
elemento auxiliar para
resolver un problema.

EM6.1.2

Bueno, lo que sé es que voy a tener tres elementos
[en la desigualdad], entonces voy a tomar un
epsilon sobre tres acd, para hacer mi suma [...] y
como el epsilon va a ser el mismo en cada término
de la desigualdad conviene ponerlo dividido por
tres, para que tengamos épsilon sobre tres, épsilon
sobre tres y épsilon al final.

Conocimiento de la utilidad
de seleccionar un simbolo en
el desarrollo de una
demostracion de continuidad
y convergencia uniforme.

EMG6.1.3

Y entonces ya habiamos dicho que en la
convergencia uniforme esta expresion [V x €
Dom] va al inicio [V x € Dom, Ve > 0] en vez de
estar aca [después de Ve, Vn > N], ¢Si?, porque en
la convergencia simple yo fijo un x y miro la
convergencia, en la convergencia uniforme yo fijo
epsilon y N grande y digo la afirmacion para
todos los términos y eso es lo mismo que decir
que el sup es menor a epsilon.

Conocimiento de que el orden
en que son presentados los
cuantificadores modifica el
significado de una afirmacion.

EMG6.1.4

Entonces cuando empiezo la demostracion digo
sea épsilon positivo, entonces tengo que usar la
hipotesis y la introduzco, pero la idea [de la
demostracion], yo sé que es esta desigualdad, por
eso tomo épsilon sobre tres, porque se que
después me va a servir, o0 puedo tomar un epsilon
prima y después mostrar una relacion entre
épsilon y épsilon prima, esa es otra manera de
hacerlo. Y lo que se escribi aca en paréntesis, lo
escribi aparte para tener la idea de lo que hay que
hacer.

Conocimiento de como
utilizar de forma coherente el
simbolo  épsilon en el
desarrollo de una
demostracion de continuidad
y convergencia uniforme.

EM6.2.1

El ejercicio es demostrar que esta proposicion es
verdad y lo que queremos demostrar es la

Conocimiento de como
realizar una demostracion
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continuidad, entonces voy a escribir la definicién
de continuidad [...] Sea épsilon positivo,
suponemos delta= épsilon y tenemos que d(x,a)
inferior a delta implica di(ITli (x), a) inferior a
d(x,a), inferior a épsilon. Eso es lo que queriamos
demostrar.

utilizando el método de
demostracion directa.

EM6.2.2

Yo tomo un épsilon positivo y quiero tener una
desigualdad sobre di tal que esa distancia sea
menor a épsilon, ¢ok? Luego, yo sé que di(ITi (x),
a) es mas chico que d(x,a) que es menor a
épsilon, entonces mi delta es épsilon. Suficiente,
tomar delta igual a épsilon.

Conocimiento de la utilidad
de seleccionar un simbolo en
el desarrollo de una
demostracion de continuidad.

EM7.1

Esto es inferior a 2¢, pero aqui no me gusta el dos,
cierto?, entonces aqui divido por dos, entonces
épsilon sobre dos més épsilon sobre dos es inferior
a épsilon.

Conocimiento de como
utilizar coherentemente el
simbolo  épsilon en el
desarrollo de una

EM7.2

La definicion de sucesion de Cauchy se reformula
de la siguiente manera: para todo épsilon positivo,
existe n positivo, tal que para todo n mayor que
N, y aqui cambia un poco la formulacion, para
todo p positivo, la distancia de x, a x4, €S
inferior a épsilon. Esta es la misma definicion que
la anterior solo que tengo un p positivo, y cambio
el m, m lo pongo igual a n+p. Esta otra
definicion la pongo porque es muy Util, y a veces
en la literatura se usa esta definicion como
definicion de sucesion de Cauchy en vez de la
otra, es mas facil usar esta que la otra en algunas
demostraciones, pero claramente dicen la misma
cosa.

demostracion sobre
sucesiones de Cauchy.

Conocimiento de la
equivalencia entre

definiciones de una sucesion
de Cauchy.

EM7.3

Ahora miremos lo que estamos haciendo.
Tenemos una sucesion que es de Cauchy, entonces
nosotros vamos a demostrar que converge. Aqui
pongo R aqui N, aqui tengo un limite que existe, y
tengo la sucesion aca. Lo que estoy haciendo, es
que tomo un n particular, aca, y estoy mirando el
inf que va a ser el an. Este an no va a ser el limite,
pero si tomo n', cuando este n' va a ser mas
grande, ese n' va a acercarse al limite, ;ok?
Entonces, la intuicion es que an converge, ahi esta
lo que vamos a demostrar.

Conocimiento del uso de un
diagrama como estrategia
para analizar el
comportamiento  de  una
sucesion.

EM7.4

Si, cualquier cosa, pero con 1 especifiqué el
epsilon. Es que aqui, para usar la definicion de
sucesion de Cauchy, tengo que para todo &

Conocimiento de la utilidad
de seleccionar un simbolo en
el desarrollo de una




42

positivo, existe N positivo tal que Xn esta acotado
con ¢ = ¢, entonces yo quise hablar de un € en
concreto, pero también puedo escribir al principio
fijamos & positivo y N que depende de &, ¢0k?,
pero yo lo fije como 1.

demostracion.

EMS8.1 Y aqui uno ve que esto es casi la definicion de  Conocimiento de que el orden
continuidad, pero lo que quiero es que la en que son presentados los
implicacion sea valida en cualquier lugar de mi  cuantificadores (v3, 3V)
intervalo, ¢ok?, entonces en vez de poner para modifica el significado de una
todo x, y acd [antes del existe], lo voy a poner proposicion sobre continuidad
después del existe, y eso es exactamente lo que vy continuidad uniforme.
quiere decir uniforme, que en general, el para todo
que iba al principio en la continuidad aqui va
después del existe.

EM8.2 Voy a tomar una sucesion de polinomios de [0,1] Conocimiento de  cémo

construir un contraejemplo
para refutar una afirmacion
sobre  espacios  meétricos
completos.

en R[x] que no converge, ;0k?, 0 que converge a
algo que no sea un polinomio, y eso ya conocen
un monton de cosas asi. Si tomo la exponencial de
X, esta es el limite cuando n va al infinito, de la
suma en k de 0 a n de x a la k sobre k factorial.
Esos dentro de la sumatoria son polinomios, y la
exponencial claramente no es un polinomio, por lo
cual eso [el espacio que se habia definido] no
puede ser completo porque la sucesiéon converge,
y el limite no pertenece al espacio, no es un
polinomio. Y el espacio no es completo,
simplemente porque no es cerrado. Eso lo anoto
ahora porque es una cuestion super importante, es
un contraejemplo que realmente hay que guardar
en la cabeza, que en los polinomios, si no fijo el
grado, me va a dar una cosa que es mucho mas
complicada que lo que imagino yo, y sirve para
muchas cosas de topologia, entonces, aunque este
espacio parece realmente un espacio completo,
porque es super simple, el espacio de polinomios
parece simple, pero no es completo.

De acuerdo con la informacion expuesta (Tabla 12 y Tabla 13) y los descriptores
correspondientes a la entrevista, realizamos una agrupacion de los descriptores repetidos y
similares. Asi, en la Tabla 14 se presenta una sintesis del KPM de Juan. Descriptores repetidos
se evidenciaron en cuanto al método de demostracion por contradiccidn, la demostracion de
proposiciones bicondicionales, el uso de un diagrama como estrategia heuristica, los
cuantificadores y el uso de los simbolos. En cuanto a los descriptores similares encontramos
aquellos relacionados con la generalizacion, el rol de los contraejemplos en el desarrollo de
demostraciones y caracteristicas como la equivalencia y la elegancia entre definiciones de un
concepto.
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Sintesis del KPM de Juan

Episodios Descriptores
EM1.1, EM3.1.2 Conocimiento de como se realizan demostraciones usando el método
de demostracion por contradiccion.
EM1.3, EM2.1 Conocimiento de como se demuestra una proposicién bicondicional.

EM3.1.1, EEM10

EM4.1, EM8.2, EEMS,

Conocimiento de cdmo generalizar un enunciado a partir de su
particularizacion.
Conocimiento del rol de los contraejemplos en el desarrollo de

EEM10 demostraciones.

EM4.3, EM7.3 Conocimiento del uso de un diagrama como estrategia heuristica para
analizar un problema.

EM4.4, EM4.5 Conocimiento de la elegancia entre las definiciones equivalentes de
un concepto.

EM5.1.1 Conocimiento de coémo negar una proposicion con cuantificadores.

EMG6.1.3, EM8.1 Conocimiento de que el orden en que son presentados los
cuantificadores modifica el significado de una proposicion.

EM6.1.4, EM7.1 Conocimiento de como utilizar de forma coherente un simbolo en el

EMG6.1.2, EM6.2.2,
EM7.4

desarrollo de una demostracion.
Conocimiento de la utilidad de seleccionar un simbolo en el desarrollo
de una demostracién.

EM7.2, EEM4 Conocimiento de la equivalencia entre definiciones de un concepto.

EM1.2 Conocimiento de como realizar una demostracion de existencia.

EMA4.2 Conocimiento del significado de los cuantificadores.

EMS5.1 Conocimiento de cémo realizar una demostracion por el método
contrareciproco.

EMG6.1.1 Conocimiento de la estrategia heuristica de introducir un elemento
auxiliar para resolver un problema.

EM6.2.1 Conocimiento de como desarrollar una demostracion por el método
directo.

EEM3 Conocimiento de los roles de verificacion y explicacion de la
demostracion.

EEM9 Conocimiento del uso de casos como estrategia heuristica para

resolver problemas.

Segun puede observarse, se obtuvieron 18 descriptores del KPM de Juan tras la agrupacion
de descriptores asociados a los métodos y tipos de demostracion, la particularizacion y la
generalizacion, el uso de contraejemplos, caracteristicas de la definicion, el uso de simbolos y
diferentes estrategias heuristicas para resolver problemas.

Siguiendo esta linea, en la Tabla 15 se resumen las subcategorias de KPM en el
conocimiento de Juan.
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Tabla 15
Subcategorias en el KPM de Juan
Subcategoria Episodios Descriptores
Particularizacion EM3.1.1, Conocimiento de como generalizar un
y generalizacién EEM10 enunciado a partir de su particularizacion.
Rol de los EMA4.1, EM8.2, Conocimiento del rol de los contragjemplos en
contraejemplos EEMS8, EEM10 la demostracion.
EMG6.2.1 Conocimiento de cémo desarrollar una
Métodos de demostracion por el método directo.
demostracion EM1.1.2, Conocimiento de como  se  realizan
EM3.1.2 demostraciones por contradiccion.
EM5.1 Conocimiento de como  realizar una
demostracion por el método contrareciproco
Tipos de EM1.2 Conocimiento de como  realizar una
demostracion demostracion de existencia.
EM1.3, EM2.1 Conocimiento de como se demuestra una
proposicion bicondicional.
Roles de la EEM3 Conocimiento de los roles de verificacion y
demostracion explicacion de la demostracion.
EM4.4, EM4.5 Conocimiento de la elegancia entre las
Caracteristicas de definiciones equivalentes de un concepto.
la definicion EM7.2, EEM4 Conocimiento de la equivalencia entre
definiciones de un concepto.
EM4.3.1, Conocimiento de la estrategia de utilizar un
) EM7.3.1 diagrama para analizar un problema.
Estrategias o . . .
heuristicas de EM6.1.1 Conocimiento de la estrategia de introducir un
resolucién de elemento auxiliar para resolver un problema.
problemas EEM9 Conocimiento de la consideracion de casos
como estrategia heuristica para resolver
problemas.
Uso de los EM®6.1.2, Conocimiento de la utilidad de seleccionar
simbolos EM®6.1.4, simbolos y usarlos de forma coherente.
EM6.2.2, EM7.1,
EM7.4
Significado de los EM4.2, EM6.1.3, Conocimiento  del significado de los
cuantificadores EMS8.1, EM5.1.1  cuantificadores (incluyendo su negacion).

De acuerdo con lo anterior, en el caso de Juan se han construido 7 subcategorias de
conocimiento respecto a las practicas de particularizar y generalizar, demostrar, definir y
resolver problemas. Adicionalmente, se han construido dos subcategorias relativas al
conocimiento del profesor de elementos asociados al uso del lenguaje matematico (simbolos y

cuantificadores).
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En esta seccion se presenta la sintesis de los descriptores del KPM de Andrés evidenciados
en el desarrollo de cuatro sesiones de clase como parte de un curso de Célculo Vectorial. En la
Tabla 16 se presentan los descriptores obtenidos en el analisis del KPM de Andres.

Tabla 16

Descriptores del KPM de Andrés: Geometria vectorial y diferenciacion

Episodios

Fragmentos

Descriptor

Cvll

Andrés: Voy a tomar dos vectores X punto y, ahora,
¢qué le hago? Cuando estaba en R3, demostramos que
el producto punto tiene una interpretacion con el
angulo, ahora es un poco al revés, yo no tengo nocion
de angulo, entonces ;qué voy a hacer?, voy a extender
la formula que ya tenia en el producto punto [...]
¢como extiendo esa férmula?

Estudiante: Con la norma y el producto punto, ahi sale.
Andrés: Estoy de acuerdo, tomo x punto y dividido por
la norma de X por la norma de y. Yo no me puedo
imaginar qué es lo que es un angulo de R* o R®, pero
puedo extender la definicion que tenia para R? y para
R3. ¢Cierto?, el angulo [entre dos vectores en R™] es el
coseno a la menos uno [el arcocoseno] de este producto

(G - )/ IZNIFIL

Conocimiento de c6mo
extender una definicién de
angulo entre dos vectores
en R2y Rza Rn.

CV1.2

La demostracion es sUper entretenida, de hecho, es la
misma demostracion que se hace después en analisis
funcional, y tiene que ver con una parabola al final de
cuentas [...] ldentificando ahi los conceptos de la
parabola. Entonces, el discriminante es menor que 0 es
decir que eso es menor que O, listo, simplifico por
cuatro y aplico raiz, y al aplicar raiz tengo que poner
modulo, por lo tanto, X punto y siempre es menor o
igual que la norma de x por la norma de y, ya, ahi tengo
la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Listo!

Conocimiento de c6mo
utilizar el método de
demostracion directo.

Cvlail

Entonces, serd que la definicion de ortogonalidad es
equivalente aque X -y = 0[...]? Vamos a ver si €so es
cierto, si eso es consistente con la definicion de angulo

entre vectores.

Conocimiento de la
equivalencia entre la
definicion de
ortogonalidad de vectores
en Rn y la definicién de
ortogonalidad en Ra.

CV13.2

Andres: ;Como se demuestra un si y solo si?
Estudiantes: Para un lado y para el otro
Andrés; Para un lado y para el otro, sUper bien, pero si

Conocimiento de como se
demuestra una proposicion
bicondicional.
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queremos ser mas académicos, digamos doble
implicacion [...]. Entonces, vamos hacia la primera
implicacién: supongamos que X es ortogonal a y. ;Qué
tenemos que mostrar? Que x por y es igual cero.

CV133

Andrés: ;Cémo lo puedo mostrar? Cuando estan
desesperados y quieren hacer una demostracion y no
saben qué hacer, ¢qué hacen?

Estudiante 1: Hacer un dibujito.

Andrés: No, contradigan la tesis. ¢Qué significa
contradecir aqui?

Estudiante 2: Suponer que x punto y es distinto de
Cero.

Conocimiento de como se
realizan  demostraciones
utilizando el método de
demostracion por
contradiccion.

CVv1l3.4

Andrés: Entonces supongamos que x punto y es
distinto a cero, por lo tanto, x punto y va a ser un
ndmero estrictamente positivo o estrictamente negativo.
Las demostraciones van a ser equivalentes, créanme.
¢ Cual quieren el positivo o el negativo?

Estudiantes: El positivo.

Andrés: Entonces sin pérdida de generalidad, puedo
asumir que x punto y es mayor estricto que cero.

Conocimiento de que un
caso  particular  puede
mostrar el comportamiento
de los otros casos en una
proposicion.

CVv1l3.4

Ya y esto es para cualquier t, para el que yo quiera,
como esto ocurre para todo t, para el que yo quiera, voy
a asumir que t es negativo, como se cumple para todo t
VOY a asumir que t es menor gue cero.

Conocimiento del
significado del
cuantificador universal.

Cva1

Por demostrar que B es subconjunto de A, 0 sea que
esta bola, que construi ahi, esta totalmente contenida en
el A. ;Como se demuestra una inclusion de conjuntos?
Tomo un punto que estd aca [en B] y demuestro que
esta aca [en A] [...] Bueno, hay que hacer lo que hay
que hacer, tomo la raiz de x cuadrado mas y cuadrado y
veo si lo puedo hacer menor o igual a r [...] entonces
un punto que esté en B satisface esto, calculo su norma
Y Veo que su norma es menor estricta que r. Todos los
“tipos” [elementos] que tienen norma menor estricta
que r estdn en A. Parti de alguien que estaba en B y
compruebo que estd en A. Entonces las bolas, en
general las bolas abiertas como ésta son conjuntos
abiertos.

Conocimiento de c6mo
demostrar una inclusion de
conjuntos  (método  de
demostracion directo).

Cv2.2

Si esto no esta pasando es porque existe alguna
vecindad del 1 [...] tal que para que ninguna vecindad
U de este punto (0,0) eso se cumpla [f(Un A)c V],

Conocimiento de c6mo
negar una proposicion con
cuantificadores.

Cv23

Entonces diremos que limite cuando x tiende a Xo, de f
de x es igual a b, si solo si, para todo épsilon mayor que
cero, ese para todo épsilon mayor que cero me esta
diciendo para cualquier vecindad V de b, para bolas en
torno a b tan pequefias como yo lo desee. Existe un

Conocimiento de la
equivalencia entre una
definicion de limite en
términos de vecindades y
una en téerminos de épsilon
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delta mayor que cero, ahi voy a decir que existe una
vecindad U de xo en el dominio, tal que, si x pertenece
al dominio, y la norma de x menos el xo es menor que
delta. Aqui estoy diciendo, si el x pertenece al A y su
norma es menor que el delta significa que x pertenece a
la vecindad UNA, entonces la distancia de f de x a b es
mas chica que épsilon. Lo que estoy diciendo acé es lo
siguiente. Tomo el b, me construyo una bola de radio
épsilon en torno al b y acé esta el xo, el xo puede 0 no
estar en el dominio. La gracia es que si el x esta en el A,
si el x esta en el conjunto A y su distancia de xo es
menor que delta, entonces bajo la funcion tengo que ir a
parar acd, es decir, f de x menos b tiene que ser menor
estricto que esto. El f de x tiene que estar dentro de esa
bola [una bola de radio épsilon]. Es la misma definicion
que esta aca, pero con objetos matematicos que puedo
manipular, vamos a ver como se usa.

y delta.

Cv3.1l

Andrés: ;Qué herramientas tengo?, ;como lo puedo
hacer?, ¢el modulo de x a quien es menor o igual? El
maodulo de x, ¢cual es?

Estudiante: Raiz de x cuadrado.

Andrés: Raiz de x cuadrado. ¢Este nimero de acé [Vx?]

es mas chico que este nimero de aca [/ x? + y2]?
Estudiantes: Si.

Andrés: Bueno, entonces lo uso, esto mas chico que x
cuadrado mas y cuadrado [Vx? < /x2 +y2] (Qué
pasa si ahora multiplico todo esto por modulo de x?
[...]1 Y el mdédulo de x yo se que es mas chico que la

raiz de x cuadrado més y cuadrado, x%//x2 +y? <

[x| </x% + y?, isi 0ono?

Conocimiento de la
estrategia heuristica de
introducir un elemento
auxiliar para resolver un
problema.

Cv4.l

Ahora les voy a dar una condicidon suficiente, pero no
necesaria, solamente suficiente. Este si sirve para
demostrar que una funcion es diferenciable en un punto,
la condicidn necesaria sirve para demostrar que no es
diferenciable, porque si no es continua, ni a palos es
diferenciable. Entonces, el teorema dice que si tengo
una funcioén de la cual existen las derivadas parciales y
son continuas entonces puedo concluir que la funcién
es diferenciable.

Conocimiento del uso de
la condicién suficiente
para demostrar la
diferenciabilidad.

Cv4.2

Tengo una f que es diferenciable, sin embargo, las
derivadas parciales no son continuas, tengo una f que la
puedo derivar, pero la derivada no es continua.
Entonces puede darse este caso, que la puedo derivar,
pero la derivada no es continua. Ya, pero como la f es
diferenciable, las derivadas parciales existen, y la f es

Conocimiento del uso de
la condicién necesaria
para demostrar la no
diferenciabilidad
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continua, esta implicancia funciona, pero de acé a aca
no funciona. f es continua, existen derivadas parciales
pero f no es diferenciable.

De acuerdo con los descriptores antes expuestos, en la Tabla 17 se presenta una sintesis del
KPM de Andrés.

Tabla 17
Sintesis del KPM de Andrés

Episodios Descriptor

CV1.1, ECV7, Conocimiento de como extender una definicion de angulo entre dos vectores

ECVS8 enR2y RsaRn.

CV1.2,CVv2.1  Conocimiento de como utilizar el metodo de demostracion directo.

CV1.3.1, Conocimiento de la equivalencia entre la definicion de ortogonalidad de

CV2.3, ECV8  vectores en Rny la definicidn de ortogonalidad en R2.

CVv13.2 Conocimiento de como se demuestra una proposicién bicondicional.

CV133 Conocimiento de como se realizan demostraciones utilizando el método de
demostracion por contradiccion.

CVv1l34 Conocimiento de que un caso particular puede mostrar el comportamiento de
los otros casos en una proposicion.

CV1.3.4, Conocimiento del significado del cuantificador universal y la negacién de los

Cv2.2 cuantificadores

Cva.l Conocimiento de la estrategia heuristica de introducir un elemento auxiliar
para resolver un problema.

CV4.1,CVv4.2  Conocimiento del uso de la condicion suficiente para demostrar la

diferenciabilidad y de la condicion necesaria para demostrar la no
diferenciabilidad.

Segln puede observarse, en el conocimiento de Andrés se identificaron descriptores
similares que se refieren a la construccion de una definicion, la equivalencia entre
definiciones de un concepto, las caracteristicas de no ambigtiedad y no contradiccién de una
definicion y el significado de condiciones necesarias y suficientes. Adicionalmente
encontramos un descriptor repetido en cuanto al el método de demostracién directo. De este
modo, en la etapa de sintesis se obtienen 9 descriptores del KPM de Andrés, con los cuales
obtenemos las subcategorias de conocimiento que se exponen en la Tabla 18.

Tabla 18
Subcategorias en el KPM de Andrés

Subcategoria Episodios Descriptores

Particularizacion CVv1l34 Conocimiento de que un caso particular puede mostrar
y generalizacién el comportamiento de los otros casos en una
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proposicion.
CVv1.2,Cva1 Conocimiento de como utilizar el método de
Métodos de demostracion directo.
demostracion CVv13.3 Conocimiento de como se realizan demostraciones por
contradiccion.
Tipos de CVv13.2 Conocimiento de como se demuestra una proposicion
demostracion bicondicional.

Cv4.1,CVv4.2 Conocimiento del significado de las condiciones
necesarias y suficientes.

Roles de la ECV14 Conocimiento del rol de conviccion de la
demostracion demostracion.
Construccion de CV1.1, ECV7, Conocimiento de como construir una definicion a
definiciones ECV8 partir de la extension de otra.
ECV1, ECV2 Conocimiento de las caracteristicas de no ambigledad
Caracteristicas de y no contradiccion de una definicion.
la definicion CV1.3.1, Conocimiento de la equivalencia entre definiciones de
CV2.3,ECV8 un concepto.
Estrategias para Cvi3.l Conocimiento de la estrategia heuristica de introducir
resolver problemas un elemento auxiliar para resolver un problema.
ECV12 Conocimiento de la estrategia heuristica de considerar

casos para resolver problemas.

Significado de los CV1.3.4,CVv2.2 Conocimiento del significado de los cuantificadores
cuantificadores (incluyendo su negacion).

De acuerdo con lo anterior, se han construido 8 subcategorias en el conocimiento de
Andrés que hacen referencia a las practicas de particularizar y generalizar, demostrar, definir,
resolver problemas, asi como su conocimiento del significado de los cuantificadores en la
comunicacion de ideas matematicas.

3.2 Subcategorias de conocimiento de la practica matematica

En esta seccion se presentan las 8 subcategorias de KPM que emergen del analisis conjunto
de las subcategorias de conocimiento de cada profesor. Cada subcategoria de KPM es
delimitada y nombrada a partir de la revision de la literatura y ademas es ejemplificada con
fragmentos de los episodios de clase y de las entrevistas (Anexo 2) en los cuales dicho
conocimiento fue evidenciado. Al finalizar la exposicion de cada subcategoria se presenta una
tabla que sintetiza los episodios considerados y los descriptores de conocimiento asociados a
ellos.

3.2.1 Desarrollo de demostraciones

En la literatura de investigacion el término demostracion puede ser entendido de diferentes
formas que involucran expresiones como explicacion, argumentacién, razonamiento,
verificacion y justificacion. A su vez, la demostracion es comprendida dando prevalencia o
combinando aspectos disciplinares, sociales, cognitivos, epistemologicos y didacticos. Asi, por
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ejemplo, Rota (1997) describe una demostracion matematica desde una perspectiva formal
como una secuencia de pasos logicos que llevan a una conclusion deseada. Por su parte, Hersh
(1997) le da un significado subjetivo expresando que una demostracion tiene como proposito
convencer a la comunidad matemética de la verdad de un teorema. En esta linea, Harel y
Sowder (2007) usan el termino demostracion para referirse a aquello que establece la verdad
para una persona o una comunidad. Desde esta postura, la demostracion es cercana a la idea de
justificacion, permea todo el curriculo escolar, y se distingue de la nocion institucionalizada de
demostracién matematica. Stylianides et al. (2017) agregan que la demostracion en el contexto
de la comunidad de una sala de clases es un argumento matematico que utiliza un conjunto de
proposiciones aceptadas como ciertas, modos de argumentacion validos y modos de
representacion de los argumentos apropiados. Los autores sefialan que esta descripcion puede
ser utilizada para analizar la demostracién en cualquier nivel educativo.

Considerando lo anterior, coincidimos con Stylianides, Sandefur y Watson (2016) en que
demostrar es una actividad de bdsqueda de un argumento valido que se apoya de las
actividades de generalizar y conjeturar como precursoras de su produccion. Ademas,
relacionamos el uso de contraejemplos para mostrar la falsedad de una afirmaciéon con la
actividad de conjeturar. Siguiendo estas ideas, describimos una subcategoria de KPM,
denominada desarrollo de demostraciones, la cual resulta de la integracién del conocimiento
de los profesores de la particularizacién, la generalizacion y la construccién y uso de
contraejemplos.

En el siguiente episodio de clases [ED5.1], con el proposito de demostrar una propiedad de
la exponencial de una matriz, Diego esta discutiendo con los estudiantes el calculo de la
expresion (PBP~1)" en la siguiente forma:

Diego: Entonces, si quiero calcular la exponencial, empecemos por (PBP~1)™. Primero, lo
voy a calcular al cuadrado, (PBP~1)? 'y eso queda P por B por P~ por P, por B 'y
por P71 [(PBP~1)2 = (PBP~1)(PBP~1)].Y lo que va a pasar es que estas dos del
medio se van a cancelar [sefiala PP~1]y me queda PB?P~1. Si lo pusiera al cubo, las
del medio se van a cancelar, efectivamente (PBP~1)3 = (PBP~Y)(PBP~1)(PBP™1)
y PP~! es la matriz identidad y nuevamente aparece PP~! que es la identidad,
entonces cuando lo tengo al cubo me queda P por B por B por B por P~ ;Esta bien?
PB3P~1. Asi, lo que podemos deducir, aunque hay que hacer la prueba por
induccion, es que si coloco la expresion a la n, entonces B queda a la n, 0 sea,
(PBP~YH)™ = pB"PL,

En el episodio, Diego expone su conocimiento de que el trabajo con casos particulares
genera ideas que guian hacia la generalizacién. Este conocimiento también esta presente en la
entrevista [EED3] cuando el profesor afirma:

Diego: Para generalizar, primero se te tienen que ocurrir los casos particulares y tienes que
saber discriminar cuéles de esos casos particulares son los que te sirven o los que te
van a dar luces para el problema general.
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En la intervencion anterior [EED3], las generalizaciones ocurren porque hay una regla que
resume las caracteristicas de los casos especificos, lo que McLane (1986) llama generalizacion
a partir de casos. Adicionalmente, en el episodio de clase [ED5.1], la generalizacion se hace
de forma estructural (Bills y Rowland, 1999), pues se basa en los procedimientos (el producto
de matrices) y la estructura subyacente (la obtencion de la matriz identidad y el producto de la
matriz B). Asi, esta generalizacién involucra la busqueda de patrones, estructuras y relaciones
que trascienden.

Por otra parte, el conocimiento de la particularizacion y la generalizacion también se
observa en el siguiente episodio donde Andrés expresa que pueden hacer una suposicion sin
pérdida de generalidad [CV1.3.4]:

Andrés: Entonces supongamos que x punto y es distinto a cero, por lo tanto, x punto y va a
ser un numero estrictamente positivo o estrictamente negativo. Las demostraciones
van a ser equivalentes, créanme. ¢ Cual quieren el positivo o el negativo?

Estudiantes: El positivo.

Andrés: Entonces sin pérdida de generalidad, puedo asumir que x punto y es mayor estricto
que cero.

De manera similar, en el siguiente episodio [AR1.2], Diego reflexiona en como la seleccién
de a y b nimeros positivos resume lo que sucede en una proposicion y permite reducir la
extension de una demostracion:

Diego: Tome un intervalo [a, b] cualquiera y vamos a medir la longitud del intervalo [...]
longitud b — a, entonces esa longitud yo le voy a llamar épsilon que es un nimero
positivo porque a es menor que b, entonces la longitud es positiva. Vamos a suponer
que a y b son dos numeros positivos, que nNo es una gran suposicion porque si fueran
negativos, por ejemplo, trabajo con —a y —b [...] Y si encuentro un numero
racional aca [entre —a y —b], entonces el negativo de ese nimero va a ser racional,
si encuentro un nimero irracional, su negativo es otro irracional. Y si uno es positivo
y el otro es negativo, entonces el cero es racional y esta entre los dos, el irracional va
a salir después, en una proposicion.

Se observa entonces, que el profesor muestra su conocimiento de que un caso particular
puede ser suficiente para mostrar el comportamiento de los otros casos que hay en una
proposicion.

Por su parte, en el siguiente episodio [EM4.1], Juan solicita a los estudiantes realizar
algunas demostraciones de las nociones de clausura, interior y frontera de un conjunto. Luego
de que los estudiantes demostraran la proposicion: si A c B entonces A < B, Juan cuestiona
si el reciproco de esa proposicion se cumple. Posteriormente, el profesor interviene sefialando:

Juan: Veamos un A que este incluido en B pero que A no esté incluido en B ;0k? entonces
tenemos que tomar A y B muy cercanos pero que se diferencien por unos puntos. Estos
contraejemplos en general, se encuentran en R, R?, o si no hay que mirar la distancia
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trivial, el espacio de sucesiones o el espacio de funciones. Entonces, vamos a tomar el
segmento [0,1] que es lo mismo que A porque es cerrado [...] Voy a tomar [0,1] con
menos puntos, puedo solo borrar uno de los puntos, entonces si B es igual a [0,1), por
ejemplo, entonces, B es igual a [0,1] asi que B contiene a A, pero A no esta incluido en
B ¢ya?y asi hay muchos contragjemplos.

En el episodio anterior, se observa que Juan expone una idea clave para desarrollar el
contraejemplo sobre clausura de conjuntos: tomar conjuntos cercanos pero que se diferencien
por unos puntos. Ademas, Juan sefiala los espacios y distancias pueden ser analizados en busca
de posibles contragjemplos relacionados con la clausura de conjuntos. Similarmente, en otro
episodio de clase [EM8.2], Juan da recomendaciones a los estudiantes sobre las caracteristicas
de las funciones que deben considerarse al momento de pensar en contraejemplos sobre
espacios completos.

En la entrevista [EEMS8], Juan profundiza en la importancia de los contraejemplos,
afirmando lo siguiente:

Bueno, una de las metas del curso era hacer ejemplos y contraejemplos, el objetivo era
pasar de ese nivel baby world [infantil, concreto] al mundo abstracto [...] Y el
contraejemplo es para destruir algo que estan construyendo pero que es falso, yo
justamente al principio los empujo a construir cosas y luego empezamos a destruir. A veces
ellos [los estudiantes] piensan que algo es cierto y cuando hacen un contraejemplo se dan
cuenta que no es cierto [...] porque ellos [los estudiantes] ven generalidades donde no las
hay, pero también como profesor uno a veces los empuja a hacer generalidades, entonces
para afinar un poco la generalizacién de las cosas se hacen los contraejemplos.

Segln lo anterior, Juan muestra su conocimiento de estrategias para construir
contraejemplos y del rol de los contraejemplos en el desarrollo de demostraciones. Lakatos
(1976) ilustra el proceso de uso de contragjemplos para refinar afirmaciones y construir
pruebas. Adicionalmente, Durand-Guerrier (2008) sefiala que las afirmaciones matematicas y
los argumentos son fragiles a un contraejemplo, pues a diferencia de los ejemplos que no
producen una prueba, los contraejemplos si prueban la falsedad de una afirmacion. En esta
linea, las tareas de demostracion que tienen el propoésito de refutar una proposicion pueden
servir para generar nuevo conocimiento en el contexto de una comunidad de clases y ofrecer
una idea sobre por qué una proposicion es falsa (Stylianides y Ball, 2008).

Adicionalmente, los ejemplos y los contraejemplos revelan propiedades y relaciones para
respaldar conjeturas, generalizaciones y demostraciones. Lo anterior esta en consonancia con la
declaracion de Juan de que los contraejemplos sirven para “afinar generalizaciones”, lo cual da
cuenta del conocimiento del profesor del rol de los contraejemplos en la generalizacion.

Los episodios antes expuestos dan evidencia del conocimiento de los profesores de la
generalizacion y el uso de casos particulares y su conocimiento sobre los contraejemplos. En la
Tabla 19 se resumen estos elementos como componentes de la subcategoria desarrollo de
demostraciones.



53

Tabla 19
Subcategoria desarrollo de demostraciones

Desarrollo de demostraciones

ED5.1, EED3, EM3.1.1, Conocimiento de que el trabajo con casos particulares genera ideas
EEM10 para la generalizacion.

AR1.2,CV1.3.4 Conocimiento de que un caso particular puede mostrar el
comportamiento de otros casos en una proposicion (sin pérdida de
generalidad).

EM4.1, EM8.2, EEM8, Conocimiento de estrategias para construir contragjemplos y el rol
EEM10 de los contraejemplos en el desarrollo de demostraciones y
generalizaciones.

3.2.2 Meétodos y tipos de demostracion

Ibafies y Ortega (1997) proponen clasificar las formas de demostracion mas usuales en
términos de tipos, métodos, estilos y modos de demostracion. Los tipos de demostracion
atienden a la estructura Idgica del enunciado y se relacionan con la implicacion siendo de
condicion necesaria, de condicién suficiente o de condicidén necesaria y suficiente. Ademas,
aquellas demostraciones relacionadas con la existencia ya sea de existencia simple,
imposibilidad o existencia y unicidad se agrupan en los tipos de demostracion. En relacion a
los métodos de demostracion estos son aquellos que atienden a los procedimientos l6gicos y
pueden ser por silogismo, por casos, reduccion al absurdo, induccién, demostraciones por el
método constructivo, y las demostraciones por analogia y dualidad. En cuanto a las
demaostraciones que tienen que ver con los procedimientos propios de un area de la matematica
estas pueden ser de estilo geomeétrico, algebraico, de las coordenadas, vectorial, del analisis
matematico probabilistico, topoldgico, entre otros. Ademas, de acuerdo al procedimiento de
exposicion de las teorias matematicas se consideran las demostraciones de modo sintético o
directo que es un modo propio a la presentacion formalizada de resultados matematicos y de
modo analitico o indirecto que es mas adecuado para la exposicion didactica pues se presentan
ideas y procedimientos previos a la demostracion.

Por su parte, Alfaro, Flores y Valverde (2019) clasifican los tipos de demostraciones en
matematicas en dos grupos fundamentales: demostraciones directas y demostraciones
indirectas. Las demostraciones directas se basan en las reglas de inferencia silogismo
hipotético y modus ponendo ponens, mientras que en las demostraciones indirectas se
distinguen las demostraciones por contraposicion y aquellas por reduccion al absurdo.
Adicionalmente, los autores se refieren a la demostracion de proposiciones conjuntivas,
disyuntivas, exhaustivas, bicondicionales y con cuantificadores, las cuales pueden ser
demostradas de forma directa o indirecta.

A partir de las clasificaciones tedricas expuestas y las evidencias de conocimiento
identificadas describimos una subcategoria de KPM denominada métodos y tipos de
demostracion, en la cual consideramos el conocimiento del profesor del funcionamiento l6gico
de los métodos de demostracién: el método directo, los métodos indirectos (contradiccién y
contrareciproco) y el método de demostracion por induccion. Ademas, consideramos el
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conocimiento del profesor de la estructura que tiene la demostracion de proposiciones de
doble implicacion y, en particular, su conocimiento de cuando una condicién es suficiente o
necesaria. También tenemos en cuenta, el conocimiento del profesor de las formas en que se
pueden realizar demostraciones de existencia y/o unicidad.

En el episodio que se presenta a continuacion [CV2.1], Andrés se propone demostrar que
una bola abierta es un conjunto abierto:

Andrés: [...] por demostrar que B es subconjunto de A, o sea que esta bola, que construi
ahi, esta totalmente contenida en el A. ;Como se demuestra una inclusion de
conjuntos? Tomo un punto que esta acé [en B] y demuestro que estd acé [en A] [...]
Bueno, hay que hacer lo que hay que hacer, tomo la raiz de x cuadrado mas y
cuadrado y veo si lo puedo hacer menor o igual ar [...] entonces un punto que esta
en B satisface esto, calculo su norma y veo gque su norma es menor estricta que r.
Todos los “tipos” [elementos] que tienen norma menor estricta que r estan en A.
Parti de alguien que estaba en B y compruebo que esta en A. Entonces las bolas, en
general las bolas abiertas como ésta son conjuntos abiertos.

Lo anterior es un ejemplo del conocimiento del profesor de cémo realizar una demostracién
de una proposicion condicional por el método directo, ya que Andrés, partiendo de la
definicion de bola abierta, hace uso de resultados previamente establecidos como la definicién
de inclusion de conjuntos y la desigualdad triangular para construir una sucesion de
implicaciones que llevan a afirmar que dicha bola es un conjunto abierto.

En el siguiente episodio [CV1.3], Andrés define la ortogonalidad de vectores en el espacio
real n-dimensional de la siguiente forma: Dos vectores X e y son ortogonales si y solo si
I% + ty|l < |IX]l, ¥Vt € R. Luego, el profesor se propone demostrar que esa definicion
coincide con la definicién de ortogonalidad en un espacio de dos dimensiones:

Andrés: Entonces, sera que la definicién de ortogonalidad es equivalente a que ¥y =0
[...]? Vamos a ver si eso es cierto, si eso es consistente con la definicion de angulo
entre vectores. Entonces, ,cOmo se demuestra un si y solo si?

Estudiante: Para un lado y para el otro.

Andrés: Para un lado y para el otro, stper bien, pero si queremos ser mas académicos,
digamos doble implicacion [...]. Entonces, vamos hacia la primera implicacion:
supongamos que X es ortogonal a y. ;Qué tenemos que mostrar? Que x por y es
igual cero. (Cémo lo puedo mostrar? Cuando estan desesperados y quieren hacer
una demostracién y no saben qué hacer, ;qué hacen?

Estudiante 1: Hacer un dibujito.

Andrés: No, contradigan la tesis. ¢Qué significa contradecir aqui?

Estudiante 2: Suponer que x punto y es distinto de cero.

En este episodio, cuando Andrés sefiala “si queremos ser mas académicos digamos doble
implicacion” y cuando afirma “Entonces, vamos hacia la primera implicacion”, se observa el
conocimiento de Andrés de la estructura de la demostracion de una proposicion bicondicional.
Ademas, el profesor da cuenta de su conocimiento de como realizar una demostracion por el
método de contradiccion, cuando propone a los estudiantes contradecir la tesis y luego



55

cuestiona qué significa contradecir, 0 como se expresa una contradiccién en el contexto en que
se desarrolla la demostracion. ElI método de demostracion por contradiccion es de especial
trascendencia en el quehacer matematico y presenta una problematica epistemoldgica debido a
que genera una ruptura dentro de las escuelas matematicas formalistas e intuicionistas (Saenz-
Castro, 2002).

Respecto a las proposiciones bicondicionales, también resaltamos el conocimiento de
Diego de condiciones suficientes y necesarias, el cual se expone en el siguiente fragmento de
la entrevista [EAR4]:

Tu tienes p implica g, una proposicion de este estilo, p es una condicion suficiente
para q, y g es una condicion necesaria para p, y cuando doy flecha [la doble
implicacion] p es necesaria y suficiente para q y q es necesaria y suficiente para p.
Por ejemplo, si una funcidén es derivable entonces es continua, ser derivable es
suficiente para que una funcién sea continua, pero puede ser continua sin ser
derivable. Ahora, ser continuo es necesario para que sea derivable pero no es
suficiente. El que implica es suficiente, el implicado es necesario. Por ejemplo, si es un
nimero natural entonces es racional, ser racional no es suficiente para ser natural,
pero al reveés si, ser natural es suficiente para ser racional.

En relacion con lo anterior, Cabassut, Conner, Is¢cimen, Furinghetti, Jahnke, y Morselli
(2011) sefalan que es importante expresar a los estudiantes la idea de que en una proposicion
de tipo si-entonces no probamos un hecho B, probamos la proposicion si A entonces B.
Ademas, Dawkins y Hub (2017) proponen comprender las proposiciones condicionales como
aquellas que son ciertas cuando el conjunto de objetos que satisface la parte si es un
subconjunto de los objetos que satisfacen la parte entonces. Desde esta interpretacion, una
proposicion bicondicional o de condicion necesaria y suficiente es aquella donde los objetos
en la parte si y en la parte entonces coinciden.

Adicionalmente, el siguiente episodio [EM5.1], encontramos evidencia del conocimiento
del profesor de como utilizar varios métodos para demostrar un determinado tipo de
proposicion. Juan demuestra un teorema sobre la continuidad de funciones y sucesiones que
esta expresado en una proposicion de tipo bicondicional. El profesor muestra una de las
implicaciones por el método directo y la siguiente implicacion es demostrada de la siguiente
forma:

Juan: Entonces lo que vamos a demostrar es que no B implica no A. Entonces ¢qué es no
B?, es que existe una sucesion xn que converge a a, tal que f (xn) no converge hacia
f(a) [...] Ahora, quiero decir que esta funcion f de M en N no va a ser continua ¢0k?,
si f es continua, para todo épsilon positivo existe delta positivo tal que f de la bola
de centro a y radio & esta incluida en la bola de centro f (a) y radio &, tenemos esto
;cierto?, eso quiere decir que voy a tener una sucesion de elementos que van dentro
de la bola f (B(a,8) tal que las imagenes no estan dentro de la bola B(f (a), €) y eso
es absurdo.

En el extracto anterior observamos el conocimiento de Juan de como utilizar el método de
demostracion por contrareciproco también llamado por contraposicion. El funcionamiento
I6gico del método proviene de suponer que Ay la negacion de B son verdaderos, para llegar a
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la contradiccién de que la negacion de A también es verdadera. Lo anterior, también puede
expresarse en la manera que presenta Juan, considerando la equivalencia logica A - B <
~B — ~A. Cualquiera de las dos formas de pensar el método da a quien realiza la
demostracion la ventaja de dirigirse hacia la contradiccion especifica A A~ A y esto es lo que
diferencia al método contrapositivo del método de demostracion por contradiccion donde no
se sabe de antemano qué contradiccion se puede obtener (Solow, 1987). No obstante, los
argumentos construidos para demostrar por el método contrapositivo pueden reescribirse como
argumentos de una demostracion por contradiccion y viceversa, de modo que ambos métodos
pueden ser vistos como similares (Yopp, 2017).

Por otra parte, Diego habia sugerido a los estudiantes mostrar por induccién una propiedad
que involucra una matriz a la n-ésima potencia [ED5.1]. En la entrevista [EED22] se solicita al
profesor comentar este episodio y referirse al método de demostracion por induccién, ante lo
cual Diego sefiala:

Lo que estas chequeando cuando haces induccion es la definicion de los naturales /...] lo
que pasa es que la induccidn no es sobre las matrices, hunca es sobre un objeto que no sea
un numero natural [...]. Lo que dice la propiedad de induccion es que, Si tengo un
subconjunto de nameros naturales cualquiera, tal que 1 estd en Sy si n estd en S implica
que el sucesor esta en S, entonces S tiene que ser igual a los naturales [...] y €S0 es lo que
permite cambiar entre distintos contextos, porque la propiedad [de induccién] se termina
probando sobre los nimeros naturales, no sobre el contexto que estas trabajando.

De acuerdo con la intervencién anterior, Diego da cuenta de como realizar demostraciones
por el método de induccion, particularmente el profesor muestra su conocimiento del principio
de induccion matematica como justificacion del funcionamiento de dicho método. Ernest
(1984) sefiala que el método de demostracion por induccién, ademas de incluir el concepto de
implicacion y el método de demostracion directo, esta sustentado en la buena ordenacion de
los nimeros naturales y la recurrencia como caracteristica clave del paso de induccion
(suponer la proposicion para n y probarla para n+1).

Consideramos ahora el siguiente episodio [ED2.1.1] donde el profesor demuestra el
teorema del punto fijo de Banach: Sea (X, d) un espacio métrico completo y F una
contraccidn, entonces existe un anico punto fijo para F.

Diego: En la demostracién tomemos un punto cualquiera x € X, entonces para n igual o
mayor que 1, definamos xn, la sucesién F compuesta con F(x), n veces. A esa
sucesion la voy a llamar la potencia Fn [...], esa sucesion que construi, Xn €S de
Cauchy [...] entonces, existe un numero zo en X tal que el limite de xn cuando n es
infinito es el punto zo [...] Bien, entonces, el limite de F(xn) es el limite de F(Fn(xn))
pero entonces esto que esta aqui [F(Fn(xn))] no es otra cosa que Fn+1(X) y esto que
estd aca [Fn+1(x) ] es el limite de xn+1, pero si el limite de xn €s zo, el limite de xn+1 €S
lo mismo, asi que esto F(zo) me queda igual a zo. Asi que zo es un punto fijo.

Observamos entonces evidencia del conocimiento de Diego de como realizar
demostraciones de existencia. En particular, el profesor muestra la existencia del punto fijo a
partir de su construccién. En la entrevista [EARS8], Diego hace alusion al teorema demostrado
sefialando lo siguiente:
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Hay demostraciones que en realidad lo Gnico importante es la demostracién, la afirmacion
no te dice nada y la demostracion te da una técnica para. Por ejemplo, en el teorema del
punto fijo, el argumento para darle sustento a la afirmacién, también te dice como
encontrar el punto y ahi la demostracion es més valiosa que el enunciado, en realidad, y
asi, hay demostraciones que te dan el algoritmo para generar, para calcular [algo].

Diego continda profundizando en las ideas anteriores, cuando expresa [EED16]:

En cambio [a diferencia del teorema del punto fijo], en el teorema de la funcion implicita,
ni el teorema ni su demostracion te dicen como encontrar esa funcion. Por eso, los dos [el
teorema del punto fijo y el teorema de la funcion implicita] son teoremas de existencia,
pero de calidad super distinta, porque en uno es el hecho de que existe y el otro te dice
existe y se puede aproximar asi.

En linea con las intervenciones expuestas, cuando el profesor reflexiona sobre los dos
teoremas de existencia de ‘“calidad distinta”, da muestras de su conocimiento de
demostraciones de existencia constructivas y no constructivas. Las constructivas
explicitamente producen el resultado deseado o proveen un algoritmo para su produccion,
mientras que las no constructivas establecen el teorema como una consecuencia de teoremas
anteriores o como una necesidad logica, pues al razonar de forma diferente produciria una
contradiccion en la teoria de referencia (Brown, 2017).

Sumado a lo anterior, Diego nuevamente se refiere a las demostraciones de existencia
indicando lo siguiente [EED20]:

A veces, ti no muestras la existencia del objeto explicitamente ¢Cdémo sabes que existe
raiz de dos? [...] No hay ninguna demostracion. Lo que uno demuestra es que no puede
haber en los reales un nimero que al cuadrado me de dos, eso es lo que tu demuestras.

Segun lo expuesto, Diego se refiere a demostraciones que niegan la existencia, también
conocidas como demostraciones de imposibilidad, siendo un ejemplo de ellas la demostracion
de la irracionalidad de raiz de dos (Ibafies y Ortega, 1997).

Adicionalmente, el teorema del punto fijo de Banach para el cual Diego ya habia mostrado
la existencia, también es un teorema de unicidad [ED2.1.2]:

Diego: El teorema no termina ahi, ademas dice que [el punto fijo] es Unico. Supongamos
que haya otro. Si z1 distinto a zo es otro punto fijo de F ;qué pasa? Entonces,
ccuanto vale la distancia de z1 a zo? Bueno, no sé, pero debe ser positiva,
estrictamente positiva, porque son distintos. Entonces F(z1) = z1, asi que poner z1 0
F(z1) es lo mismo porque son puntos fijos y poner zo 0 F(zo) es lo mismo. Pero esto,
por ser una contraccion la distancia d(F(z1), F(zo)) es mas pequefia que la distancia
d(z1,20). Entonces, ¢cdmo es que un namero positivo es estrictamente mas pequefio
que él mismo? No puede ser, por lo tanto, zoes Unico.

Respecto a las demostraciones de unicidad, Diego sefiala [EED19]:
La unicidad tipicamente se demuestra por contradiccién o suponiendo que hay dos y
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demuestras que son iguales, eso es como lo clasico. Ahora no se me ocurre ninguna otra
manera. Yo diria que esa es la primera cosa que intentaria.

En linea con los episodios anteriores, Diego expone su conocimiento de como realizar
demostraciones de unicidad. Adicionalmente, el profesor se refiere a la importancia de este
tipo de demostraciones, cuando sefiala en la entrevista [EED5]:

Pero lo fundamental es que, en este caso, casi todas las ecuaciones corresponden a
problemas fisicos, entonces si la solucion es Unica sabes que no son los movimientos
posibles, es el movimiento posible, no hay mas. O sea, tengo los planetas, la velocidad
inicial, y por mas complejos que se muevan, se van a mover de una Unica manera, no se
van a mover de dos maneras distintas. Tienes la temperatura, tienes la presion, tienes la
humedad, y sabes que el clima va a comportarse de una unica forma, no hay dos posibles.

De acuerdo con los episodios que se han expuesto donde se evidencia el conocimiento de
los profesores de como realizar demostraciones de diferentes tipos, usando varios métodos de
demostracion, en la Tabla 20, se resumen los componentes de la subcategoria métodos y tipos
de demostracion.

Tabla 20
Subcategoria métodos y tipos de demostracion

Meétodos y tipos de demostracién

EM6.2.1, CV1.2, CV2.1 Conocimiento de como realizar una demostracién por el método

directo.
ARL.5, AR1.7, EED25, Conocimiento de cémo realizar demostraciones por reduccion al
EM1.1, EM3.1.2, CV1.3.3  absurdo (contradiccion).
EMS5.1 Conocimiento de como realizar demostraciones por contrareciproco.
EED22 Conocimiento de como realizar demostraciones por induccion.
EML1.3, EM2.1, CV1.3.2 Conocimiento de como demostrar proposiciones condicionales y
EAR4, CV4.1, CV4.2 bicondicionales (condiciones suficientes y necesarias).

AR1.4.2, EAR3, EARS,
EED16, ED2.1.1, EED20,
EED21, EED27, EM1.2

Conocimiento de como realizar demostraciones de existencia
(constructivas, no constructivas y de imposibilidad).

ED2.1.2, ED3.1, EEDS,

EED19 Conocimiento de como realizar demostraciones de unicidad.

3.2.3 Roles de la demostracion

Con base en consideraciones epistemoldgicas y en el testimonio personal de matematicos
activos, De Villiers (1990) describe un conjunto de roles y funciones de la demostracion en
matematicas. En la funcidn de verificacién se considera la faceta de proveer un argumento de
que una afirmacion es cierta y la faceta de convencer a otra persona o a un grupo de que una
afirmacion es cierta. Por su parte, la demostracion como un medio de explicacion se relaciona
con la profundidad en por qué es verdad una afirmacion. En muchos casos hay resultados que
son evidentes 0 que ya han sido demostrados por lo cual la funcion de la demostracion no es
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asegurarse de, sino explicar por qué. En cuanto a la sistematizacion del conocimiento
existente, en esta funcion se considera que la demostracion esta intrinsecamente involucrada
en el proceso matematico de axiomatizaciéon y definicion a posteriori que forma la columna
vertebral de la sistematizacion, asi, en esta funcion la demostracion tiene por objetivo
organizar logicamente un conjunto de enunciados independientes, que de antemano se sabe
que son verdaderos, en un todo coherente y unificado. Ademas, para los matematicos, la
demostracién también es un método de exploracién, andlisis e inventiva cumpliendo una
funcion de descubrimiento y una manera Unica de comunicar resultados entre matematicos,
entre profesores y estudiantes y entre los mismos estudiantes, desempefiando de este modo una
funcion de comunicacion. Estos roles y funciones de la demostracion estan ligados y una
misma demostracion puede servir para varios propositos. Staples, Bartlo y Thanheiser (2012)
sefialan que la verificacion, sistematizacion y comunicacion son actividades importantes para
establecer, difundir y lograr nuevo conocimiento. De manera similar, la explicacion y el
descubrimiento est&n relacionados con expandir las capacidades de la comunidad para generar
nuevos resultados en el futuro.

Weber (2002) ejemplifica el proposito de verificacidn (y no de explicacion) refiriéndose a
cualquier demostracion del teorema de Heine-Borel (todo intervalo cerrado y acotado en los
reales con la topologia usual es compacto), a las demostraciones que son condensadas en
pocas lineas ocultando la intuicion que fue utilizada para su creacion y las demostraciones que
son excesivamente técnicas. En cuanto al rol de explicaciéon, CadwalladerOlsker (2011) lo
ejemplifica con la demostracion del teorema del valor intermedio en un curso de Calculo
Diferencial, el cual es justificado usando un argumento grafico. Este argumento pretende
explicar por qué el teorema debe ser verdadero y una demostracion deductiva méas general del
teorema se desarrolla en cursos mas avanzados. Adicionalmente, uno de los ejemplos mas
famosos del rol de sistematizacion se encuentra en las demostraciones presentadas en “Los
Elementos de Euclides”, mientras que el rol de descubrimiento se puede observar
considerando las geometrias no euclidianas que surgieron de la modificacion del quinto
postulado de la geometria euclidiana. En el rol de comunicacion, al considerar la demostracion
como forma de discurso y de interaccién social que involucra la negociacién de significados y
criterios de validacion, algunas demostraciones que cumplen algunos de los roles antes
mencionados también pueden cumplir el rol de comunicacién. Sumado a lo anterior, se han
descrito otros propdsitos de la demostracion en las matematicas como justificar el uso de una
definicion o una estructura axiomatica (Weber, 2002), mostrar la necesidad de mejores
definiciones, explorar el significado de una definicion o las consecuencias de un supuesto,
incorporar un hecho bien conocido en un nuevo marco (Hanna y Jahnke, 1996) y producir un
algoritmo util o proveer un procedimiento constructivo para producir un objeto (Dawson,
2006). De acuerdo con Hanna (2000), mostrar la necesidad de mejores definiciones y producir
un algoritmo util pueden contribuir a la sistematizacién, la comunicacion o la formalizacion de
un cuerpo de conocimiento matematico.

Segun lo que se ha visto, diversos autores utilizan las palabras funciones, roles o propésitos
de la demostracion para referirse al objetivo que se persigue al realizar una demostracién. De
Villiers (1990) sefiala que las funciones de la demostracion engloban el significado, el
proposito y la utilidad de la demostracion, sin embargo, funciones y roles parecen ser usadas
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indistintamente en los trabajos del autor (De Villiers 1990; 2010), de manera similar a funcion
y proposito, que en ocasiones son presentados como funcion o préposito (e.g., De Villiers,
2012). Adicionalmente, la propuesta de De Villiers (1990) aparece de forma consistente en las
investigaciones sobre la demostracion y es reconocida como altamente influyente (Staples et
al., 2012). Particularmente, en las investigaciones en inglés es usual referirse a la investigacion
de este autor con el término rol de la demostracion (e.g., Bleiler-Baxter y Pair, 2017;
CadwalladerOlsker, 2011; Knuth, 2002; Staples et al., 2012; Steele y Cervello-Rogers, 2012;
Yopp, 2011). Considerando lo anterior, nombramos la subcategoria como conocimiento de
roles de la demostracion.

En el episodio que se presenta a continuacion [AR1.3], Diego da cuenta de su conocimiento
del rol de verificacion de la demostracion pues el profesor hace énfasis en que, en matematicas,
para que un hecho sea considerado como valido debe ser o estar demostrado.

Diego: ¢Raiz de 2 es mayor o menor que 1?

Estudiante: Es mayor que 1

Diego: Ahora, pregunta ¢conozco algin nimero irracional que sea menor que 1?, y ¢mayor
que 0?

Estudiante: La raiz de la raiz de 2

Diego: Ahy ¢por qué es menor que 1? Hay que probar que existe, y espera, hay que probar
que existe esa raiz y que es un namero menor que uno, probar que la raiz existe y
probar otra cosa porque no nos dijeron un ndmero entre cero y uno, sino un ndmero
irracional entre 0 y 1, entonces, tu puedes tomar un numero real, probar que la raiz
existe, pero todavia no sabes si es irracional o no.

El conocimiento del rol de verificacion de la demostracion también se observa en el
siguiente extracto de un episodio [ARL1.7], cuando al finalizar la demostracion de que los
numeros racionales e irracionales son densos en los numeros reales, el profesor hace el
siguiente comentario:

Diego: Ahora le pueden decir a sus alumnos con propiedad que entre dos numeros
racionales siempre hay un namero irracional.

Adicionalmente, el profesor también desarroll6 demostraciones para la irracionalidad de
raiz de dos y la no numerabilidad de los nimeros reales. En el siguiente episodio [AR1.4.1],
Diego esté discutiendo con los estudiantes sobre la irracionalidad de un nimero:

Diego: Yo sé que raiz de 2 no pertenece a los nimeros racionales. Eso lo probamos, es un
numero real, existe y no es racional. Si yo ahora divido ese nUmero por un entero m,
raiz de dos dividido m, ¢va a seguir siendo irracional o no? lo que estoy diciendo es:

este no es racional [sefala V2], pero este [sefiala v/2/m] ¢tampoco es racional?

De acuerdo al episodio anterior, Diego considera que haber desarrollado en una clase
anterior la demostracion de que raiz de dos es un numero irracional da la certeza a los
estudiantes de que esta afirmacion es cierta. En este sentido, el profesor da cuenta de su
conocimiento del rol de conviccién de la demostracion (De Villiers, 1990).



61

Lo anterior se complementa con el siguiente fragmento de la entrevista [EED27] cuando al
indagar sobre la importancia que el profesor le atribuye a la demostracién, Diego sefala:

Hay una idea de convencer al otro de que lo que le estoy diciendo tiene sentido, de que no
lo estoy engafiando, hay una idea de convencimiento ahi.

En las intervenciones que se han expuesto, Diego reconoce la demostracion como un medio
para verificar y para convencer, no obstante, en la entrevista [EAR11], el profesor reflexiona
si las demostraciones desarrolladas en sus clases efectivamente cumplen con estos roles:

Por ejemplo, los estudiantes no ven, aunque ta lo demuestres que los reales no son
numerables, ellos pueden seguir la demostracion, darse cuenta que hay una contradiccion,
pero a pesar de eso, siguen pensando que los reales se pueden poner en correspondencia
con los racionales, ahi hay una situacion extrafia.

Esta “situacion extrana” expuesta por Diego muestra que un argumento deductivo no es
suficiente para convencer a los estudiantes de la verdad de una generalizacion sobre un
conjunto infinito. Asi, aunque la verificacion es uno de los roles que mayormente atribuyen los
profesores a la demostracion (Knuth, 2002), hay cierto consenso entre los investigadores en
educacion matematica que en la ensefianza se deben considerar otros roles de la demostracion
(Hanna, 2018). Diego muestra comprender esta importancia de presentar demostraciones con
un proposito distinto a la verificacion cuando en la entrevista [EAR9] profundiza en las
declaraciones anteriores, sefialando:

Especialmente en este curso, tengo cuidado de mostrar a los estudiantes que hay un
montén de cosas que sus profesores les ensefiaron y ellos las aprendieron como loritos:
entre dos racionales hay un irracional, & es irracional, e es irracional, pero ;por qué?,
Jeudl es la demostracion de que 7 es irracional? Claro porque ellos tienen un montén de
conocimientos que se muestran como verdades establecidas, entonces en algun minuto hay
que ver que detras hay un argumento.

En el fragmento antes expuesto, cuando el profesor afirma “pero ¢por qué?, ¢;cuél es la
demostracion de que m es irracional?” manifiesta que la demostracion también puede ser
utilizada para exponer las razones por las cuales una proposicion es cierta. Asi, como parte de
su KPM, Diego conoce la funcidon de explicacion de la demostracion (De Villiers, 1990).

Considerando los episodios anteriores donde se observa el conocimiento de los profesores
de los diferentes roles de la demostracion, en la Tabla 21 se resume la subcategoria roles de la
demostracion.

Tabla 21
Roles de la demostracion

Roles de la demostracién

AR1.3, AR1.7, EEM3 Conocimiento del rol de verificacion de la demostracion.
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AR1.4.1, EAR11, EED27,

ECV14 Conocimiento del rol de conviccion de la demostracion.

EAR9, EEM3 Conocimiento del rol de explicacién de la demostracion.

3.2.4 Construccion de definiciones

La definicion tiene la potencialidad de promover una comprension conceptual profunda de
los objetos matematicos, asi como establece la base para la demostracion y la resolucion de
problemas. De acuerdo con lo anterior, las definiciones son de fundamental importancia en
matematicas y definir es una de las formas de crear y establecer nuevo conocimiento
matematico, ya que mas alla de solo nombrar, definir es capturar el significado y el caracter de
un concepto (Leikin y Winicki-Landman, 2001).

Freudenthal (1973) expone dos formas diferentes de definir en matematicas, en una de ellas
se describe un objeto conocido sefialando algunas de sus propiedades caracteristicas (forma
descriptiva) y en la otra se obtienen nuevos conceptos a partir de definiciones ya familiares
(forma constructiva). Complementando lo anterior, De Villiers (1998) sefiala que en la forma
de definir descriptiva o0 a posteriori se trata de elegir un subconjunto apropiado de propiedades
que permite hacer deducciones de otras propiedades del concepto. Por su parte, en la forma de
definir constructiva o a priori hay una variacion de una definicion a través de la exclusion,
generalizacion, especializacion, sustitucion o incorporacion de propiedades, lo cual lleva a una
nueva definicién. Foster y De Villiers (2016) agregan que en cuando se define a posteriori hay
un proposito de sistematizar el conocimiento existente, mientras que cuando se hace a priori
hay un propdsito de producir nuevo conocimiento. En esta linea, Martin-Molina, Gonzélez-
Regafia y Gavilan-lzquierdo (2018) presentan un ejemplo de produccion de conocimiento a
través de la construccion de una nueva definicion como generalizacion (extension) de otra
definicion. De acuerdo con lo anterior, describimos la subcategoria construccion de
definiciones haciendo referencia al conocimiento del profesor de cdmo definir de forma
constructiva.

A continuacion, presentamos un episodio [CV1.1] en el cual el Andrés discute con los
estudiantes la definicion de un angulo entre dos vectores en el espacio real n-dimensional:

Andrés: Voy a tomar dos vectores ¥ punto y, ahora, ;qué le hago? Cuando estaba en R3,
demostramos que el producto punto tiene una interpretacion con el angulo, ahora
es un poco al revés, yo no tengo nocion de angulo, entonces ¢;qué voy a hacer?,
voy a extender la formula que ya tenia en el producto punto [...] ;cOmo extiendo
esa formula?

Estudiante: Con la normay el producto punto, ahi sale.

Andrés: Estoy de acuerdo, tomo X punto y dividido por la norma de X por la norma de y.
Yo no me puedo imaginar qué es lo que es un angulo de R* o R>, pero puedo
extender la definicion que tenia para R? y para R3. ;Cierto?, el angulo [entre dos
vectores en R™] es el coseno a la menos uno [el arcocoseno] de este producto [

G- /1INy

En la entrevista [ECV8], Andrés profundiza en esta definicion cuando afirma:
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Lo que pasa es que uno tiene capacidad de imaginacion en dos y tres dimensiones, pero
después ¢como defines un angulo en n dimensiones? /[...] No me lo sé imaginar,
simplemente es valido y lo que me garantiza que eso sea valido, que eso sea un nimero que
corresponda a un angulo, es la desigualdad de Cauchy-Schwarz. La desigualdad de
Cauchy-Schwarz me permite extender mi definicion de dngulo a mds dimensiones [...] Es
que cuando tu defines un angulo en dos o tres dimensiones lo haces de una manera que es
valida solamente para ese tipo de dimensiones, pero esta desigualdad te permite hacer la
extension porque ella es valida para n dimensiones.

Andrés construye la definicion de angulo entre dos vectores en el espacio real n-dimensional
como una variacion (en este caso, una generalizacion o extension) de una definicién ya
conocida, la de angulo entre dos vectores en el espacio euclidiano. Ademas, el profesor
expone la razén por la cual esta construccion es posible. Asi, Andrés da cuenta de su
conocimiento de como definir de forma constructiva a través de la extension de una definicién
ya conocida.

De acuerdo con lo antes expuesto, en la Tabla 22 se resumen la subcategoria construccion de
definiciones.

Tabla 22
Subcategoria construccion de definiciones

Construccion de definiciones
CV1l.1, ECV7,ECVS Conocimiento de cdmo construir una definicion a partir de la
extension de otra.

3.2.5 Caracteristicas de la definicion

Winicki-Landman (2006) sefialan que en el proceso de definir influyen criterios que no
siempre se revelan cuando las definiciones son presentadas como hechos consumados. Estos
criterios pueden ser logicos, como la jerarquia, la consistencia con definiciones anteriores y la
arbitrariedad de la definicion, o criterios estéticos como la elegancia y la minimalidad de una
definicion. Escudero, Gavilan y Sanchez-Matamoros (2014) recopilan un rango variado de
estos atributos, identificados en diferentes investigaciones que han abordado la definicion o el
proceso de definir, como son la jerarquia, la no ambigiedad, la no contradiccion, la invarianza
bajo el cambio de representacion, la minimalidad, la equivalencia y la elegancia.

La jerarquia o precision en la terminologia indica que los términos utilizados en una
definicion deben ser basicos o estar previamente definidos. La no ambigiiedad o unicidad del
concepto hace referencia a que una definicion debe caracterizar de manera univoca una clase
de objetos. En otras palabras, hay una Unica manera de interpretar todas las condiciones de una
definicion. Respecto a la no contradiccion esta significa que en una definicion no pueden estar
presentes simultdneamente una condicion y su contraria. Todas las condiciones deben coexistir
de modo que existan objetos que verifiquen la definicion. Otro atributo de la definicion es la
minimalidad o no redundancia que hace referencia a que una definicion debe contener solo la
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informacion que es estrictamente necesaria para identificar el concepto definido (Zaslavsky y
Shir, 2005). Ademas, en una definicion, un objeto pertenece a una clase independientemente
de la forma en que este se representa, lo cual se denomina invarianza bajo el cambio de
representacion. Por otra parte, si un concepto consiste de una red de varias relaciones logicas
y propiedades, intentar probar todas las propiedades puede llevar inevitablemente a un
argumento circular siendo la Unica forma de evitar esto escogiendo una de las propiedades
como definicion de la cual se derivan todas las otras (Foster y De Villiers, 2016). Asi, entre las
afirmaciones que definen un concepto (que forman una clase de equivalencia) se puede
escoger una arbitrariamente como la definicion y las deméas proposiciones son entonces
teoremas que constituyen condiciones necesarias y suficientes para el concepto y que pueden
ser demostrados. Este atributo se denomina equivalencia. En relacion con la equivalencia, se
encuentra la caracteristica de elegancia la cual sefiala que entre las formulaciones equivalentes
de una definicion se puede seleccionar aquella que requiere de menos palabras, menos
simbolos o el uso de conceptos generales basicos. En consonancia con lo expuesto,
describimos una subcategoria denominada caracteristicas de la definicion, que incluye el
conocimiento del profesor de los atributos o criterios deseables en una definicion.

En el fragmento de la entrevista, que se expone a continuacion [ECV2], Andrés se refiere a
la definicion en la siguiente forma:

Para mi, una definicion de un objeto matematico es identificarlo de manera que no quede
ambigliedad al respecto, lo identifico como algo y que yo no pueda decir, pero mira, existe
este otro que también es esto, no deben quedar cabos sueltos. Que no pueda venir otra
persona y decirme, mira, el objeto que estas definiendo no puede existir porque es
contradictorio esto con esto [...] Definir es identificar algo de manera precisa y sin
ambigliedades, es eso y no puede ser otra cosa.

De acuerdo con lo anterior, Andrés sefiala que en una definicién no pueden estar presentes
simultdneamente una condicion y su contraria, de esta forma el profesor muestra su
conocimiento de la coexistencia de las condiciones de una definicion o caracteristica de no
contradiccion (Zaslavsky y Shir, 2005). En la misma declaracion, cuando Andrés expresa que
una definicion es “identificar algo de manera precisa y sin ambiguedades, es eso y no puede
ser otra cosa” da cuenta de su conocimiento de que el significado de una definicion debe ser
interpretado de manera Unica (Pascual, Codes, Martin y Carrillo, 2019), esto quiere decir, que
el profesor conoce la caracteristica de unicidad o no ambigiiedad de la definicion.

Por su parte, en el episodio de clase que se expone a continuacion [EM7.2], Juan habia
presentado como definicion de sucesion de Cauchy lo siguiente: (x,) es una sucesion de
Cauchy si Ve >0, 3N €N, Vvn>N,vm = N, d(x,, x,,) < €. Posteriormente, el profesor
presenta otra forma de expresar dicha definicion:

Juan: La definicion de sucesion de Cauchy se reformula de la siguiente manera: para todo
épsilon positivo, existe n positivo, tal que para todo n mayor que N, y aqui cambia un
poco la formulacion, para todo p positivo, la distancia de x, a x4, es inferior a
épsilon. Esta es la misma definicion que la anterior solo que tengo un p positivo, y
cambio el m, m lo pongo igual a n + p. Esta otra definicion la pongo porque es muy
atil, y a veces en la literatura se usa esta definicion como definicién de sucesion de
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Cauchy en vez de la otra, es mas facil usar esta que la otra en algunas
demostraciones, pero claramente dicen la misma cosa.

En el episodio anterior, cuando Juan declara que las dos definiciones “dicen la misma
cosa”, da cuenta de su conocimiento de la caracteristica de equivalencia entre definiciones, lo
cual significa que, aunque hay mas de una forma de expresar qué es una sucesion de Cauchy,
cualquiera de ellas puede ser utilizada para realizar demostraciones relacionados con este tipo
de sucesiones.

Por su parte, en el siguiente episodio [EM4.5], Juan esta discutiendo con los estudiantes los
detalles de una demostracion sobre clausura de un conjunto y conjuntos cerrados:

Juan: Habiamos dicho que la clausura de A es igual al interior de A unido con la frontera de
A[A = AUFr(A)], pero esa no es la definicion de la clausura que habiamos visto, si
no la de A es el conjunto de todos los x tal que la bola de centro x y radio r
intersectado con A me da el conjunto vacio. Aunque en algunos libros, la definicion
de A no es esta [en términos de bolas], sino que se define como el cerrado mas
pequefio que contiene a A, esta es una definicion general.

De acuerdo con lo antes expuesto, el profesor menciona tres definiciones de clausura de un
conjunto: una en término de bolas e intersecciones, otra como el interior unido con la frontera
del conjunto y otra donde la clausura es el cerrado mas pequefio que contiene al conjunto. No
obstante, Juan ha escogido como la definicién de clausura a utilizar en el curso aquella que
contiene los conceptos de bolas e interseccion que son generales y béasicos. Siguiendo esta
linea, Juan muestra su conocimiento de la caracteristica de elegancia de una definicion
(Vinner, 1991; Van Dormolen y Zaslavsky, 2003) que ademas esta asociada al conocimiento
de que las tres definiciones son equivalentes.

Las caracteristicas o atributos de la definicion de los cuales se presentaron evidencias a lo
largo de este apartado se resumen en la Tabla 23.

Tabla 23
Subcategoria caracteristicas de la definicion

Caracteristicas de la definicion
EED12, EED13, ECV1, Conocimiento de las caracteristicas de no ambigiiedad y no
ECV2 contradiccion de una definicion.
EED17, EM7.2, EEM4,
CVv13.l, CV2.3, ECVS,
EM4.4, EM4.5

Conocimiento de la equivalencia entre definiciones de un concepto
y la elegancia entre definiciones equivalentes.

3.2.6 Estrategias heuristicas de resolucién de problemas

De acuerdo con Lester (2013) las diferentes tradiciones de investigacion sobre la resolucién
de problemas coinciden en que un problema es una tarea ante la cual no se puede reconocer de
forma inmediata qué hacer para obtener una respuesta. En linea con lo anterior, el desempefio
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en la resolucion de un problema es construido sobre el conocimiento matematico base del
resolutor (Schoenfeld, 1985) y un rango amplio de heuristicas (Polya, 1957) que pueden
utilizarse como un medio para comprender y solucionar el problema. Las estrategias
heuristicas son técnicas generales, invenciones, criterios o reglas que pueden ser usadas para
resolver problemas. Koichu (2018) agrega que una heuristica es una pieza de discurso
matematico a nivel de contenido que sugiere una posible forma de resolver un problema, por
ejemplo, pensar hacia adelante, pensar desde el final hasta el principio y pensar de forma
regresiva. Otras estrategias heuristicas son dibujar un diagrama, un grafico o una tabla;
examinar casos especiales; observar simetrias; simplificar o subdividir el problema; considerar
problemas equivalentes (reemplazar condiciones, introducir elementos auxiliares, reformular
el problema); y verificar los procedimientos y soluciones (Schoenfeld, 1985; Carlson y Bloom,
2005).

Adicionalmente, Schoenfeld (1980) expone como diferentes heuristicos son utilizados en
las etapas de solucion de un problema. Por ejemplo, en la fase de analisis es frecuente usar
heuristicos como dibujar un diagrama, examinar casos especiales y tratar de simplificar el
problema. A su vez, en la exploracion se pueden utilizar heuristicos como considerar
problemas equivalentes, problemas levemente modificados y problemas ampliamente
modificados. De acuerdo con lo expuesto, describimos la subcategoria estrategias heuristicas
de resolucién de problemas coincidiendo con Chapman (2015) en que el conocimiento de
estrategias heuristicas estd acompafiado de la comprension de las ideas que subyacen a los
diferentes modelos que plantean fases de resolucion de problemas (e.g., Mason, Burton y
Stacey, 1982; Polya,1957).

En el siguiente episodio [ED1.1], el profesor habia propuesto como ejercicio resolver la
ecuacion x' = x(x —1), que es una ecuacién sobre el crecimiento de poblaciones.
Posteriormente, Diego discute con los estudiantes la solucién de la ecuacion, expresando lo
siguiente:

. , ., . -, -1
Diego: Habiamos hecho una separacion de variables y la solucion era in |x7| =t+c,x#

0,1 [...] Entonces, con esta expresion no sabemos cual es el comportamiento de la
solucion y lo que hay que hacer es, jAah! Hay que ver caso por caso. Entonces, caso
1, x mayor que 1 [...] Vamos a hacer otros casos, ;Qué pasa con x entre 0 y 1? Y
¢gue pasa con el caso x menor que 0?

En el episodio, anterior Diego expone que el problema que estd estudiando debe ser
abordado considerando casos debido a las restricciones que presenta. En la entrevista [EED2],
el profesor profundiza en lo anterior, sefialando:

A veces, tu quieres resolver una ecuacion para todos los elementos dentro del conjunto,
pero no puedes tratarlos a todos por igual, porque los elementos pueden tener propiedades
distintas [...] entonces, para ciertos problemas tienes varias situaciones y no puedes
pensar la solucion como una sola cosa.

De acuerdo con lo expuesto, Diego muestra su conocimiento de la estrategia heuristica de
examinar casos particulares para analizar un problema (e.g. Schoenfeld, 1980).
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Por su parte, en el siguiente episodio [ED4.1], Diego esté discutiendo con los estudiantes el
enunciado de un teorema en la siguiente forma:

Diego: Aca ;qué que dice el teorema? [...] Estoy cambiando el problema, de un problema
que es no lineal en un campo de vectores por un problema que se resuelve con
matrices, ¢ya? Ahora, no saco nada con cambiar el problema si no sé como se
resuelven las flaquezas [...] Pero aca teniamos algo que no sabiamos como era y lo
cambiamos por algo que sabemos cOMo es.

Cuando Diego sefiala que estd cambiando “de un problema no lineal en un campo de
vectores a un problema que se resuelve con matrices”, el profesor estd explorando un
problema equivalente, cambiando de perspectiva (e.g. Schoenfeld, 1985). En linea con lo
anterior, en la entrevista [EED4], el profesor afiade:

Una de las cosas que hacemos en matematica es tratar de transformar un problema en
otro, a veces pasa, es super usual en matematica, que transformas un problema que puede
tener alguna dificultad intrinseca en otro problema que si tienes mas herramientas para
resolver [...] O sea, cambiar un problema que no sé algo, por otro que no sé nada, no
ayuda. Lo otro que puede pasar es que uno gane en el problema, no sabes nada, lo
cambias por otro que no sabes nada, pero el otro a lo mejor es més facil de estudiar o hay
mas herramientas o herramientas distintas con las que se estudia.

De acuerdo con lo anterior, identificamos el conocimiento de Diego de la estrategia
heuristica de reformular un problema para solucionarlo.

Adicionalmente, en el siguiente fragmento de la entrevista [EED7], Diego reflexiona sobre
la introduccion de elementos auxiliares en la resolucion de problemas:

Es lo mismo que pasa en geometria: vamos a poner este puntito y este segmento auxiliar y
listo, y ahi se acabo, se resolvio el problema [...] después tu miras un problema y dices
“tiro estarecta” [...]

Diego continua en la entrevista [EED7], refiriéndose a un problema que se soluciona
quitando un punto de un conjunto:

Ahi dices, quiero resolver y qué hago para resolver, quito, no sumo. Hay veces que sumas y
otras veces que quitas.

En relacion con lo anterior, en el episodio que se presenta a continuacion [EM6.1.1], Juan
expone lo siguiente:

Juan: La idea aqui es usar una desigualdad triangular, pero poniendo varios términos en la
desigualdad, entonces lo que queremos hacer, la idea es ver f de x menos f de a,
¢cierto? y minorar eso para x suficientemente cerca de a. Para hacer eso, vamos a
introducir f,, de x, porque eso lo sabremos comparar a f de x. Vamos a introducir
también f,, de a.
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En el episodio anterior, Juan utiliza la funcion f,, como elemento de apoyo para construir
una desigualdad que le permite solucionar su problema (en este caso, en el contexto de una
demostracién). De manera similar, en un episodio de la clase [CV3.1], Andrés introduce el
modulo de un nimero en una desigualdad con el fin de acotar el limite de una funcién. En
linea con lo anterior, identificamos el conocimiento de los profesores de la estrategia
heuristica de introducir un elemento auxiliar para resolver un problema.

Por su parte, en el siguiente episodio [EM7.3.1], luego de mostrar que una sucesion a,, esta
bien definida, el profesor interviene expresando:

Juan: Ahora miremos lo que estamos haciendo. Tenemos una sucesion que es de Cauchy,

entonces nosotros vamos a demostrar que converge. Aqui pongo R, aqui N, aqui tengo

un limite que existe, y tengo la sucesion aca. Lo que estoy haciendo, es que tomo un n

particular, aca, y estoy mirando el inf que va a ser el a,,. Este a,, no va a ser el limite,

pero si tomo n', cuando este n’ sea mas grande, ese n’ va a acercarse al limite, ;0k?
Entonces, la intuicion es que a,, converge, ahi esta lo que vamos a demostrar.

R

URRY 1o

En el episodio, Juan se apoya de un diagrama para analizar el comportamiento de una
sucesion y asi construir argumentos en torno a ella. De este modo, observamos el
conocimiento del profesor de la estrategia heuristica de utilizar diagramas para analizar un
problema (e.g. Schoenfeld, 1985) la cual aporta a la solucién del mismo.

De acuerdo con los episodios anteriores se observa el conocimiento de los profesores de
diferentes estrategias heuristicas involucradas en las fases de resolucion de problemas, las
cuales se resumen en la Tabla 24.

Tabla 24
Subcategoria estrategias heuristicas de resolucién de problemas

Estrategias heuristicas de resolucion de problemas

ED1.1, EED2, EEMY9, Conocimiento de la estrategia de examinar casos particulares para
ECV12 analizar un problema.

ED4.1, EED2, EED4 Conocimiento de_:lla estrategia de reformular un problema para
explorar su solucion.

Conocimiento de la estrategia de introducir un elemento auxiliar

EED7, EM6.1.1, CV3.1 g
para explorar la solucion de un problema.
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Conocimiento de la estrategia de utilizar diagramas para analizar un

EM4.3, EM7.3
problema.

3.2.7 Significado y uso de los simbolos

Bardini y Pierce (2015) usan una version simplificada del trabajo de Serfati (2005) para
describir tres categorias de simbolos: letras y formas similares a letras en cualquier idioma
como h,a,V; figuras, por ejemplo, signos de operacién (+, x) y otras figuras como %, <, [ ;
y plantillas compuestas que combinan letras y figuras, por ejemplo, 72, E(X). Estos simbolos
pueden ser combinados para formar expresiones simbdlicas (e. g., y = mx + b) las cuales son
la base del lenguaje matematico.

En linea con lo anterior, Arcavi (2005) resalta el poder que el uso y comprension de los
simbolos confiere sobre una multitud de situaciones matematicas. El autor, inspirado en las
ideas de sentido de los niimeros y actos de significado, utiliza la expresion “sentido de los
simbolos” para agrupar un amplio espectro de formas de comprension de los simbolos
identificadas en estudiantes y profesores de matematicas, principalmente cuando realizan
tareas algebraicas. Entre los componentes del sentido de los simbolos se encuentra la
comprension de los simbolos y su uso para exhibir relaciones, generalidades y
demostraciones; la capacidad para manipular y leer a través de expresiones simbolicas; la
conciencia de que se pueden disefiar relaciones simbolicas que expresen cierta informacion; la
capacidad de seleccionar una posible representacion simbdlica; la necesidad de revisar los
significados de los simbolos durante su uso; y la conciencia de que los simbolos pueden
desempeniar roles distintos en distintos contextos.

Por su parte, Nemirovsky (1994) describe que el uso de los simbolos estd presente en las
expresiones que involucran los simbolos matematicos con un prop6sito y como parte de una
cadena de eventos significativos. Asi, un uso potente de los simbolos convencionales emerge
de las actividades previas de simbolizacion de los estudiantes y genera nuevas ideas
matematicas, conceptualizaciones y creaciones de modelos de las situaciones (Rassmusen et
al., 2005). En esta linea, Zandieh, Wawro y Rasmussen (2016) sefialan que simbolizar es la
practica disciplinar de crear y utilizar simbolos para comunicar ideas matematicas. Siguiendo
las ideas anteriores, describimos una subcategoria denominada significado y uso de los
simbolos, la cual incluye el conocimiento asociado a la eleccion de simbolos (convencionales
0 no convencionales), su uso de forma coherente en la comunicacion de ideas matematicas,
asi como el conocimiento del significado de los simbolos en diferentes contextos.

En el episodio [EM6.1.2], Juan estd demostrando un teorema sobre continuidad y
convergencia uniforme. Luego de discutir con los estudiantes como abordar la demostracion,
Juan hace una sintesis y plantea la idea de la demostracién en la siguiente forma:

Juan: La idea aqui es usar una desigualdad triangular, poniendo varios términos en la
desigualdad [...] Bueno, lo que sé es que voy a tener tres elementos en la
desigualdad, entonces voy a tomar un épsilon sobre tres aca, para hacer mi suma
[...] como el épsilon va a ser el mismo en cada término de la desigualdad, conviene
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ponerlo dividido por tres, para que tengamos épsilon sobre tres, épsilon sobre tres,
épsilon sobre tres y al final épsilon.

A partir del cuestionamiento de un estudiante sobre la eleccion de épsilon tercio para el
desarrollo del argumento en la demostracion, el profesor continta expresando lo siguiente:

Juan: Porque yo sé que voy a tener tres elementos en mi desigualdad [...] la idea de la
demostracion, yo sé que es esta desigualdad [con tres términos] por eso, tomo
épsilon sobre tres porque sé que después me va a servir, 0 puedo tomar un épsilon
prima y después mostrar una relacién entre épsilon y épsilon prima, esa es otra
manera de hacerlo.

En las expresiones de Juan “como el épsilon va a ser el mismo en cada término de la
desigualdad conviene ponerlo dividido por tres” y “puedo tomar un épsilon prima y después
mostrar una relacion entre épsilon y épsilon prima”, el profesor sefiala la utilidad de
seleccionar un determinado simbolo para comunicar las ideas de la demostracion.
Adicionalmente, Juan mantiene la consistencia en el uso del simbolo épsilon. De este modo, el
profesor da cuenta de su conocimiento de como seleccionar simbolos y usarlos de forma
coherente para comunicar una idea matematica. Lo anterior se relaciona con el hecho de que
en una demostracion se espera que la eleccion de los simbolos siga ciertas convenciones, por
ejemplo, en el trabajo matematico se evita usar el mismo simbolo para referirse a distintos
objetos en una misma demostracion. Esta norma o caracteristica deseable, de acuerdo con
Dawkins y Weber (2017), tiene el proposito de que una demostracion permita incrementar la
comprension matematica.

Por su parte, en el episodio [AR1.6], Diego se refiere al cuantificador existencial sefialando
lo siguiente:

Diego: Cuando es para todo, yo siempre puedo escoger el elemento que me conviene, pero
cuando es existe, es “lo que cayo,” no mas [...] Entonces, como el existe te da “lo
que cayo,” tu tienes que hacer algin trabajo para que lo que caiga sea conveniente.

Diego complementa lo anterior, afirmando en la entrevista [EAR5]:

El existe te dice que hay uno que hasta podria ser el Unico, entonces no tienes posibilidad
de eleccion, no tienes chance de escoger dentro del universo, es lo que cay6. Por ejemplo,
la propiedad arquimediana te da un ndmero natural que satisface que si tu tomas un
numero real hay un numero natural que cumple [...] no son todos los naturales los que
cumplen.

En el episodio [ARL1.6] y en el fragmento de la entrevista [EARS5] esta presente el
conocimiento del profesor del significado de los cuantificadores en una proposicion. Este
conocimiento le permite a Diego usar la expresion “lo que cayd” a modo de metafora (e.g.
Lakoff y Nafiez, 2000) del cuantificador existencial para destacar sus caracteristicas.

Respecto a las proposiciones con varios cuantificadores, en la entrevista [EARS], el
profesor expresa:
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Propiedades o proposiciones que tienen muchos cuantificadores, distintos para todo y
existe, son un problema en general para los estudiantes, porque ademas tenemos la mala
costumbre, y esto hasta entre los matematicos, de no usar una regla fundamental en la
elaboracion de las proposiciones que primero van los cuantificadores, entonces, ponemos
el cuantificador al final, y cuando hay que negar no se sabe si el para todo va antes del
existe 0 va después, entonces, siempre hay una dificultad cuando hay una negacion con
cuantificadores.

En la declaracion, Diego expone su conocimiento de que una expresion del tipo v3 no tiene
el mismo significado que una expresion 3V. En relacién con lo anterior, Selden y Selden
(2013) afirman que generalmente las demostraciones son légicamente concretas en el sentido
que los cuantificadores, especialmente el cuantificador universal, son evitados cuando es
posible, sin embargo, la omision de los cuantificadores y el orden en que ellos son presentados
modifica el significado de una proposicion.

De acuerdo con los episodios anteriores referentes al conocimiento del uso de diferentes
simbolos, y en particular de los cuantificadores, en la Tabla 25 se resume la subcategoria del
conocimiento del significado y uso de los simbolos.

Tabla 25
Subcategoria significado y uso de los simbolos

Significado y uso de los simbolos

EM6.1.2, EM6.1.4,
EM6.2.2, EM7.1, EM7.4
AR1.6, EAR5, EM4.2,
CV1.3.4, EAR8, EM6.1.3, Conocimiento del significado y uso de los cuantificadores.
EMS8.1, EM5.1.1, CV2.2

Conocimiento del uso de los simbolos de forma coherente.

3.2.8 Uso del lenguaje matematico

Uno de los aspectos caracteristicos de la matematica es su vinculacion con un lenguaje
especifico de caracter formal con el cual se abstrae lo esencial de las relaciones matematicas
implicadas en cualquier situacion (Gémez-Granell, 1989). Este lenguaje formal, que a menudo
se comprende como contrario al lenguaje natural, intenta evitar la ambigledad a través, por
ejemplo, de la definicion o ejemplificacion de términos. Asi, frente a la ambigtiedad propia del
lenguaje natural, el lenguaje formal es riguroso respecto a la estricta significacion de los
términos. En esta linea, Dawkins, Inglis y Wasserman (2019) agregan que una practica de los
matematicos es intentar integrar de forma precisa el significado de las proposiciones. No
obstante, no hay un limite claro entre el lenguaje matematico formal y el lenguaje cotidiano,
pues el lenguaje matematico nunca es completamente formal (Barwell, 2013). En este sentido,
nos referiremos al lenguaje matematico entendiendo este como el resultado del uso de los
cddigos de la lengua natural y la escritura simbdlica, asociacion que se realiza por razones de
economia (Balacheff, 2000) y que ademas intenta preservar la caracteristica de precision. En
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linea con lo anterior, describimos la subcategoria uso del lenguaje matematico que incluye el
conocimiento del profesor de la precision y la economia en el uso del lenguaje matematico.

En el siguiente episodio [AR1.1], el profesor se refiere a la propiedad de los intervalos
encajados: Si a, < b,y I, = [a,, b,].SiI, esun conjunto de intervalos cerrados y acotados
conl,,, © I,, entonces existe x € R, talque a, <x < b,,,Vn=>1.

Diego: Entonces para decir que estan encajados voy a decir a,, menor que b,, para todo I,
conteniendo a I,,,,. Que hemos demostrado con esto, que, si tomo intervalos
encajados, que cada vez son mas pequefios, que son intervalos cerrados y
acotados, entonces, en la interseccion de todos ellos hay algo, algo hay ahi.

En el fragmento, Diego usa las expresion “que cada vez son mas pequefios” para sefialar la
caracteristica que define a los intervalos encajados I,,,; c I,,V n > 1. El profesor ademas
afirma “en la interseccion de ellos hay algo” como una manera de expresar la idea de
interseccion no vacia. Vemos entonces, que el profesor utiliza expresiones del lenguaje natural
combinadas con expresiones simbdlicas haciendo una asociacién entre ellas. Lo anterior se
enlaza con el conocimiento de Diego de la economia en el uso del lenguaje matematico (e.g.
Balacheff, 2000), el cual expone cuando sefiala lo siguiente en la entrevista [EED14]:

Porque de alguna manera, en cierto sentido, la matematica es un lenguaje, entonces lo que
uno hace es ir aproximandose a usar lenguaje formal [...] Entonces, ahi pasa de nuevo el
tema de la economia, que en realidad cuando escribes, escribes porque quieres transmitir.
Entonces dices renuncio a escribir formalmente [...] me tengo que alejar de ese lenguaje
formal para que nos podamos comunicar, pero no tanto como para que se deje de entender
el mensaje. Por ejemplo, qué seria alejarse mucho, no establecer los cuantificadores,
porque ahi tienes la expresion, esto vale para todo, hay algunos.

El profesor profundiza en su intervencion en el episodio [ARL1.1], expresando lo siguiente
en la entrevista [EARG]:

Justamente eso es la matematica, la matemética no se puede hacer mas fécil, pero hay un
intervalo, un intervalito, algo mas pequefio, después la formalizacién, lo escrito responde a
ideas que uno tiene [...] Cuando les digo, lo que ahi hay adentro, eso es no formal, eso es
una explicacion para que tengan una idea, la idea de la interseccion, de lo que esta
ocurriendo en ese fendbmeno y decir interseccion no vacia es la formalizacion de la idea de
que ahi adentro hay algo.

Segun lo anterior, Diego intenta ser preciso en sus afirmaciones, aunque esté haciendo uso
del lenguaje natural. En esta linea, Moschkovich (2013) expresa que afirmaciones precisas
pueden ser expresadas en un lenguaje imperfecto.

Complementando lo anterior, Diego afiade en la entrevista [EAR7]:

En el fondo, las formulaciones en el lenguaje matematico son simplemente formulaciones
de ideas que no tienen por qué ser necesariamente expresadas desde el inicio en un
cardcter puramente riguroso [...] tu no puedes comunicar matematicas si usaras el rigor
logico absoluto [...] entonces uno tiene que aceptar cierta licencia de formalidad.
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Profundizando en sus declaraciones, Diego expone lo siguiente [EED15]:

Lo que pasa es que no puedes escribir todas las clases asi [con el rigor l6gico absoluto],
porque ademas queremos comunicarnos, uno renuncia un poco a eso, Como que uno se va
alejando de eso, va aumentando el espacio de precision. Entonces, uno se aleja y establece
una especie de contrato intrinseco con el interlocutor donde ambos entendemos que a este
nivel las imprecisiones que uno tenga no van a ser relevantes. No voy a decir una mentira
porque en una cosa fui impreciso [...] Y eso depende mucho del interlocutor. Por ejemplo,
si yo hablo con un colega en algunas cosas puedo ser mucho mas laxo y en otras cosas
puedo ser mucho mas preciso, y si hablo con un estudiante en algunas cosas debo ser
mucho mas preciso y en otras cosas puedo ser mucho mas laxo.

De acuerdo con los fragmentos [EAR6, EAR7, EED15], el profesor da cuenta de su
conocimiento de la precision en el uso del lenguaje matematico. Lo anterior se observa, por
ejemplo, cuando Diego sefiala “no voy a decir una mentira porque en una cosa fui impreciso”
o cuando el profesor afirma “si hablo con un estudiante en algunas cosas debo ser mucho mas
preciso y en otras cosas puedo ser mucho mas laxo”. Aqui la precision no se refiere solo al uso
de las palabras, si no que radica en la practica matematica de hacer afirmaciones ciertas sobre
las situaciones (Moschkovich, 2013). Asi, esta busqueda de precision y explicitacion se
observa, por ejemplo, cuando se especifica el alcance de una propiedad o se restringe su
dominio de aplicacion (Dawkins et al., 2019).

Segun lo que se ha expuesto, en la Tabla 26 se muestra un resumen los episodios asociados
a la subcategoria uso del lenguaje matematico.

Tabla 26
Subcategoria uso del lenguaje matematico

Uso del lenguaje matematico

AR1.1, EARG, EAR7, Conocimiento de la precision y la economia en el uso del
EED12, EED14, EED15 lenguaje matematico.

3.3 Categorias de conocimiento de la practica matematica

En la seccion anterior hemos expuesto 8 subcategorias que describen el conocimiento de
los profesores sobre el desarrollo de demostraciones, los métodos y tipos de demostracion, los
roles de la demostracion, la construccion de definiciones, las caracteristicas de la definicion,
las estrategias heuristicas de resolucion de problemas, el significado y uso de los simbolos y el
uso del lenguaje matematico. Los resultados anteriores sugieren una categorizacion
proveniente de agrupar las subcategorias respecto a las practicas matematicas a las cuales
hacen referencia, a saber, demostrar, definir y resolver problemas. Adicionalmente, el
significado y uso de los simbolos y el uso del lenguaje matematico se agrupan en otra
categoria de conocimiento.
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En consonancia con lo anterior, consideramos que lo que esencialmente caracteriza a una
demostracion es su poder de conviccion interno y externo y que la demostracion es una
activida de busqueda de un argumento valido. En este sentido proponemos una categoria de
conocimiento de la préactica de demostrar. En esta categoria se agrupa el conocimiento del
profesor del desarrollo de demostraciones a través de la particularizacion, la generalizacion y
el uso de contraejemplos. Ademas, incluimos el conocimiento del profesor de métodos y tipos
de demostracion, lo cual abarca su conocimiento de la légica proposicional detras de una
demostracién. De este modo, intentamos distinguir el conocimiento del profesor de una
demostracidn especifica y su conocimiento de como y porqué utilizar un determinado método
de demostracion (directo, por contradiccion, por contrareciproco, por induccién) para abordar
la demostracion de diferentes tipos de proposiciones (condicionales, de existencia y de
unicidad). Adicionalmente, al considerar que la demostracion matematica es reconocida como
una herramienta que juega un rol central en la creacion, el establecimiento y la comunicacion
de conocimiento matematico, incluimos en la categoria de conocimiento de la préctica de
demostrar el conocimiento de roles de la demostracion tales como el rol de verificacion,
conviccién y explicacion.

Por otra parte, entenderemos que la préactica de definir significa construir, formular o llegar
a establecer una definicion. De esta forma, la categoria del conocimiento de la practica de
definir incluye el conocimiento del profesor de la construccion de definiciones a partir de la
extension de otras definiciones. En esta linea, dado que, para definir se requiere conocer
ciertos atributos o caracteristicas deseables en una definicion, describimos como parte de esta
categoria el conocimiento del profesor de caracteristicas de la definicién tales como la no
ambiguliedad, la no contradiccion, la elegancia y la equivalencia.

Asimismo, consideramos que la resolucion de problemas involucra la aplicacion de
estrategias heuristicas para pasar de una situacion inicial de incertidumbre a una situacion final
de éxito (Kilpatrick, 2016). Asi, describimos una categoria denominada el conocimiento de la
practica de resolver problemas y reportamos como parte de ella el conocimiento del profesor
de como utilizar estrategias heuristicas en una variedad de situaciones. Entre las estrategias
heuristicas reportamos el uso de diagramas y casos particulares para analizar un problema, la
reformulacion de un problema y la introduccidon de un elemento auxiliar para explorar la
solucién de un problema.

Complementando lo anterior, consideramos el lenguaje como un componente fundamental
de las précticas matematicas involucrado en el desarrollo del conocimiento matematico.
Describimos entonces una categoria de conocimiento del papel del lenguaje matematico que
incluye el conocimiento del profesor del significado de los simbolos y con qué propdsito se
utilizan, asi como su conocimiento del uso del lenguaje matematico conservando valores
epistémicos como la precision y la simplicidad.

Como resumen de lo que se ha expuesto, en la Tabla 27 se exponen las categorias de KPM
en profesores de matematica universitarios.

Tabla 27
Categorias de KPM en profesores universitarios
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Conocimiento de la practica matematica (KPM)
Desarrollo de demostraciones
Métodos y tipos de demostracion
Roles de la demostracion
Conocimiento de la practica de Construccion de definiciones
definir Caracteristicas de la definicion
Conocimiento de la practica de
resolver problemas
Conocimiento del papel del Significado y uso de los simbolos
lenguaje matematico Uso del lenguaje matematico

Conocimiento de la practica de
demostrar

Estrategias heuristicas de resolucién de problemas

De acuerdo con lo que se ha presentado hasta ahora, describimos el KPM como el
subdominio que agrupa el conocimiento del profesor de practicas matematicas tales como
demostrar, definir y resolver problemas, ademéas de su conocimiento del lenguaje matemaético
como elemento base para la realizacion de estas (y otras) practicas.
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Capitulo 4. Conocimiento de la practica matematica: Discusion y
conclusiones

En este capitulo discutimos los resultados de esta investigacion y presentamos nuestras
conclusiones y proyecciones. La primera seccion del capitulo esta centrada en discutir las
categorias de KPM construidas a partir del estudio de profesores universitarios con la
literatura de investigacion sobre el conocimiento del profesor de matematicas, en general, y
particularmente, con los resultados reportados por otros estudios en cuanto a los indicadores
del subdominio KPM. Posteriormente, en la segunda seccion del capitulo, presentamos las
conclusiones del estudio que estan enlazadas con algunas preguntas abiertas y proyecciones.

4.1 Categorias del conocimiento de la practica matematica: Discusion

A continuacion, discutimos las categorias del KPM que se evidenciaron en profesores
universitarios haciendo una comparacion con la literatura de investigacion sobre el
conocimiento del profesor de matematicas (de manera general) y considerando los estudios
empiricos donde se han reportado indicadores del KPM de profesores y futuros profesores de
matematicas. Esta discusion nos permite mostrar que los indicadores de conocimiento
documentados para distintos niveles educativos pueden tener cabida en las categorias
propuestas para el KPM, mostrando asi la consistencia y generalidad de las categorias
construidas.

4.1.1 Conocimiento de la practica de demostrar

Stylianides y Ball (2008) incluyen como parte del conocimiento del profesor de
matematicas su conocimiento acerca de la demostracion, sefialando que este es importante
para atraer a los estudiantes hacia la actividad de demostrar. Ball y Bass (2009) también
consideran la demostracion como parte del conocimiento matematico para la ensefianza del
profesor debido a que demostrar es una practica matematica clave. Por su parte, de acuerdo
con Steele y Cervello-Rogers (2012), el conocimiento matematico para ensefiar la
demostracion estd compuesto por la habilidad para definir que es una demostracion, la
capacidad para identificar cuando un argumento matematico es una demostracion o no, la
construccion de demostraciones matematicas y la comprension de los roles de la
demostracién. Lesseig (2016) agrega que como parte del conocimiento de la materia para
ensefiar la demostracién se debe incluir la comprension explicita de los componentes de la
demostracion, esto es, las proposiciones aceptadas, los modos de representacion y los modos
de argumentacion entre los cuales se encuentran los métodos de demostracion. Ademas, la
autora sefiala que para estar en consonancia con las practicas disciplinares, en la escuela se
deben abarcar las funciones de la demostracion en matematicas. En esta linea, la ensefianza de
la demostracion requiere que los profesores tengan una comprension profunda de la naturaleza
y los roles de la misma (Knuth, 2002). De acuerdo con lo expuesto, encontramos referentes
tedricos que presentan componentes similares a las subcategorias descritas para el
conocimiento de la practica de demostrar en este trabajo; conocimiento del desarrollo de
demostraciones, métodos y tipos de demostracién y roles de la demostracion.
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Respecto a los estudios empiricos, en la subcategoria desarrollo de demostraciones se
incluye el conocimiento del profesor de como el trabajo con casos particulares genera ideas
para la generalizacion. En esta linea, Flores-Medrano et al. (2016) presentan un episodio de
clases donde una profesora de primaria expone su conocimiento de la generalizacion que se
induce al representar de forma finita conjuntos no acotados. Otro componente de esta
subcategoria es el conocimiento de estrategias para construir contraejemplos y el rol de los
contragjemplos en la demostracion. En relacion con lo anterior, en el trabajo de Carrillo et al.
(2017) se expone un episodio donde, en medio de la discusion con un estudiante, una profesora
de matematicas de secundaria da muestra de su conocimiento de como usar un contraejemplo.
Asimismo, Delgado-Rebolledo y Espinoza-Vasquez (2019) reportan el conocimiento de un
profesor de matematicas de secundaria del uso de contraejemplos como una forma de construir
una demostracion.

En cuanto a los métodos y tipos de demostracion, Alfaro, Flores y Valverde (2020)
exponen las formas en que futuros profesores de matematicas de secundaria proceden para
realizar demostraciones de tipo directas e indirectas (contradiccion y contraposicion),
demostraciones considerando el tipo de cuantificador (entre las cuales se encuentra una
demostracién constructiva) y demostraciones considerando el tipo de conectivo légico
(conjuncién y disyuncion). Los autores proponen estos elementos como componentes del
conocimiento sobre la naturaleza de la demostraciébn matematica y en particular sobre la
validez logica. Adicionalmente, la profesora analizada en el trabajo de Carrillo et al. (2017)
realiza una explicacion donde da cuenta de su conocimiento de la diferencia entre una
condicién suficiente y una necesaria. Similarmente, Montes et al. (2015) exponen un
fragmento de una entrevista donde un formador de profesores de primaria expresa Su
conocimiento de condiciones necesarias y suficientes. Este conocimiento se encuentra en la
subcategoria métodos y tipos de demostracion en relacion con el tipo de demostracion de
doble implicacién o bicondicional. Por Gltimo, en en las investigaciones revisadas que
exploran el KPM no encontramos evidencias empiricas del conocimiento de demostraciones
por induccion y demostraciones de existencia (no constructivas y de imposibilidad) reportadas
en este trabajo como parte de la subcategoria métodos y tipos de demostracion.

La subcategoria roles de la demostracion, también se considera como un componente del
conocimiento sobre la demostracion en los trabajos de Alfaro et al. (2020) y Campos-Cano y
Flores-Medrano (2019), siendo De Villiers (1990) el referente tedrico en comin. En cuanto a
las evidencias empiricas, en el trabajo de Aguilar (2014) se presenta un episodio de clase
donde una profesora de ensefianza basica enfatiza el papel de la justificacion en matematicas
al pedir a los estudiantes exponer el porqué de sus afirmaciones. A su vez, la profesora se
refiere a que los argumentos matematicos son usados para convencernos a nosotros mismos y
a los demas. En esta linea interpretamos dicho episodio como el conocimiento del rol de
conviccién de la demostraciéon. Adicionalmente, Lifian-Garcia y Carrillo (2018) exponen un
episodio en el cual una profesora de educacion infantil solicita a los estudiantes hacer explicito
los razonamientos y métodos utilizados para responder a una tarea. En la discusion, la
profesora pone en evidencia elementos asociados a la conviccién de una demostracién, asi
como los rudimentos de los elementos discursivos de la demostracion. Por otra parte,
Zakaryan y Ribeiro (2016) presentan un episodio de clases donde una profesora de
matematicas de secundaria se refiere a la existencia de infinitos nimeros entre dos ndmeros
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racionales realizando una prueba que recurre a las semisumas, empezando por la semisuma de
0 y 1. Este episodio puede comprenderse como el conocimiento de la profesora de la
necesidad de una demostracién, aunque sea informal, de modo que podriamos sefialar esta
evidencia como un conocimiento de del rol de verificacion de la demostracion. Este rol
también se presenta en el trabajo de Delgado-Rebolledo y Espinoza-Véasquez (2019), donde un
profesor de matematicas de secundaria muestra la demostracion como una forma de verificar
la inyectividad de una funcién y ademas se refiere a la demostracion en su rol de
comunicacion. Por su parte, Mufioz-Catalan, Joglar, Ramirez, Escudero, Aguilar, y Ribeiro
(2019) presentan un episodio de clase en el cual una profesora de educacion infantil, que esta
trabajando la composicion y descomposicion de numeros, utiliza unas fichas (material
manipulativo) para comprobar que la composicion de las partes identificadas forman el todo;
asi, la comprobacién es un modo de validar. Lo anterior lo interpretamos como el
conocimiento de la profesora del rol de verificacién de la demostracion.

Otros roles de la demostracion propuestos en la literatura y de los cuales no se encontraron
evidencias ni en este estudio ni en otras investigaciones empiricas con el MTSK son los roles
de sistematizacion y descubrimiento. Lo anterior, podria explicarse considerando que aunque
se espera que la demostracion en el aula de clases refleje las funciones que desempefia en la
practica matematica, todas esas funciones no son relevantes para el aprendizaje y por tanto no
tendrian la misma importancia en la ensefianza de las matematicas (De Villiers, 1990; Hersh,
1993).

4.1.2 Conocimiento de la practica de definir

Escoger y desarrollar definiciones Utiles se considera una tarea de ensefianza que requiere
de conocimientos y habilidades del profesor de matematicas (Ball et al., 2008), de este modo,
las definiciones, las estructuras subyacentes a la definicion y el proceso de definir son
componentes fundamentales del conocimiento de la materia de los profesores de matematicas
(Zazkis y Leikin, 2008). Leikin y Winicki-Landman (2001) sefialan que una de las formas de
desarrollar el conocimiento matematico de los profesores en relacion a la definicion es discutir
qué es una definicion y como se define. Adicionalmente, Howell (2012) sefiala, como parte
del conocimiento matematico del profesor, el conocimiento de la forma en que nuevos objetos
matematicos pueden ser establecidos a través de la definicion, asi como el conocimiento de
que las definiciones pueden ser debatidas, refinadas y extendidas a un nuevo dominio
explorando como la nueva estructura funciona o trabaja diferente sobre nuevas condiciones.

Por otra parte, el conocimiento de la definicion es considerado en diferentes modelos que
describen el conocimiento del profesor de matematicas. Por ejemplo, el conocimiento de la
definicion estd incluido en la faceta epistémica del modelo del conocimiento did4ctico
matematico del profesor (Pino-Fan y Godino, 2015) y ademas se aborda en el modelo del
conocimiento especializado del profesor de matematicas desde dos aspectos; el conocimiento
de las definiciones relacionadas con un contenido matematico especifico y el conocimiento
sobre como se define (Carrillo et al., 2018). En este sentido, Oliveros y colaboradores (2018)
sefialan que definir un objeto matematico tiene un papel esencial en la practica matematica, ya
que del mismo resulta un conjunto de propiedades que caracterizan el objeto siendo estas la
base para establecer relaciones con otros elementos matematicos. De acuerdo con lo anterior,
aunque conocimientos asociados a las definicion estdn considerados en la literatura de
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investigacion sobre el conocimiento de los profesores, este no se habia descrito en términos de
las subcategorias construccion de definiciones y caracteristicas de la definicion.

En la construccién de definiciones se describe el conocimiento del profesor de cdmo
construir una definicion a partir de la extension de otra. Respecto a esta subcategoria, no
encontramos evidencias similares en los distintos estudios que se han referido al conocimiento
de la definicion enmarcados en el KPM. No obstante, desde el punto de vista teorico, se ha
propuesto que la forma de definir constructiva se considere como un componente del
conocimiento sobre procesos de conceptualizacion que acompafia a la forma de definir
descriptiva (Campos-Cano y Flores-Medrano, 2019). En relacion a lo anterior, en este trabajo
no indagamos en el conocimiento de la forma de definir descriptiva pues esta es una manera
usual de definir en la matematica escolar que guarda similitud con el conocimiento de las
definiciones en el subdominio conocimiento de los temas (KoT) en el cual se alude al
conocimiento de como escoger el conjunto apropiado de propiedades para caracterizar objetos
matematicos (Carrillo et al., 2018). Adicionalmente, Selden y Selden (2003) sefialan que las
matematicas contemporanesas usan definiciones precisas, no ambiguas, reducibles a términos
fundamentales y estipulativas, esto es, definiciones analiticas también llamadas constructivas.
En este sentido, la forma de definir constructiva parece responder mejor a los conocimientos
que se esperan incluir en el KPM.

Por su parte, Pascual et al. (2019) desarrollan una investigacion en la cual estudiantes para
maestro exponen definiciones de poligonos que no contienen elementos matematicos opuestos
0 incompatibles entre si, de modo que se observa el criterio de no contradiccion de una
definicion. Los autores también se refieren al criterio de no ambigtiedad, reportando que los
estudiantes para maestro generan definiciones que resultan no ser ambiguas desde el punto de
vista escolar, pero desde un punto de vista formal pueden tener cierta ambigiedad. De este
modo, nuestros resultados coinciden con la investigacién anterior en evidenciar el
conocimiento de caracteristicas de la definicibn como la no contradiccion y la no
ambigledad. Adicionalmente, Codes, Climent y Oliveros (2019) desarrollaron un estudio con
tres estudiantes para profesor de primaria en el cual exponen episodios donde los futuros
profesores discuten definiciones de figuras geométricas dando cuenta de su conocimiento de
atributos de la definiciébn como la jerarquia y la minimalidad. Similarmente, Carrefio y
Climent (2019) indagan en el conocimiento de futuros profesores sobre definiciones de
cuadrilateros evidenciando su conocimiento de caracteristicas como jerarquia, no circularidad,
no contradiccion e idependencia bajo cambio de representaciones.

4.1.3 Conocimiento de la practica de resolver problemas

La resolucion de problemas es de fundamental importancia en la construccion del
conocimiento matematico y por tanto es ampliamente reconocido que esta debe ser una
actividad fundamental en las aulas de matematicas (Felmer, Liljedahl y Koichu, 2019).
Considerar la resolucion de problemas como parte de la ensefianza de las matematicas requiere
del conocimiento del profesor de cémo resolver problemas e involucra que el profesor decida
los problemas y las experiencias de resolucion de problemas a utilizar, cuando dar particular
atencion a la resolucion de problemas, qué tanto guiar a los estudiantes y cémo evaluar su
progreso (Lester, 2013). Chapman (2015) agrega que los profesores necesitan conocimiento de
la resolucidn de problemas para ellos mismos como resolutores y para ayudar a los estudiantes
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a convertirse en mejores resolutores de problemas. El autor propone un modelo de
conocimiento matematico para la resolucion de problemas (MPSKT, por sus siglas del inglés
Mathematical Problem Solving Knowledge for Teaching) que en relacion con el conocimiento
matematico de la resolucion del problemas incluye el conocimiento del profesor de los
problemas, su naturaleza, estructura y el propdsito de diferentes tipos de problemas; el
conocimiento de la resolucion de problemas incluyendo los modelos de resolucion de
problemas asi como el significado y el uso de heuristicos y el conocimiento de la formulacion
de problemas. Pifieiro, Castro-Rodriguez y Castro (2019) proponen como componentes del
conocimiento matematico del profesor sobre la resolucion de problemas el conocimiento de la
nocion de un problema; el conocimiento de la resolucion de problemas (fases de resolucion,
estrategias, metacognicion y factores no cognitivos); y la disposicion para resolver problemas.

Considerando lo anterior, la categoria de conocimiento de la practica de resolver problemas
—para la cual solo reportamos la subcategoria de conocimiento de estrategias heuristicas—
podria nutrirse de algunos de los componentes antes descritos. Por ejemplo, dentro del
conocimiento de la nocion de problema, Pifieiro et al. (2019) incluyen el conocimiento de la
formulacion de problemas, su contexto y el conjunto de soluciones aceptables. En linea con lo
anterior y teniendo en cuenta que la resolucion y la formulacion de problemas son actividades
importantes en el desarrollo del conocimiento matematico de profesores y estudiantes, y que
ademas son una forma de entender, aprender y hacer matematicas (Carrillo, 2018), una posible
subcategoria del conocimiento de la practica de resolver problemas podria ser el conocimiento
de la formulacion de problemas, la cual puede ocurrir antes, durante o después de la
resolucion de un problema y puede hacerse desde la variacion de un problema dado (Silver,
1994) o la generacion de nuevos problemas a partir de una situacion particular o una idea
(Stoyanova y Ellerton, 1996).

Respecto a la subcategoria descrita en este trabajo, estrategias heuristicas de resolucién de
problemas, una de estas estrategias es examinar casos, y dicho conocimiento se expone en el
trabajo de Escudero-Avila et al. (2015) donde un profesor de matematicas de secundaria
recurre a descomponer en casos particulares para hacer un analisis puntual de un problema.
Adicionalmente, en el estudio de Carrillo, Montes et al. (2017) un profesor de matemaéticas de
secundaria, al desarrollar un problema de tipo geométrico, da evidencia de su conocimiento de
la estrategia heuristica de simplificar un problema para explorar su solucién. En esta misma
investigacion, se presenta un episodio donde el profesor le propone a uno de sus estudiantes
que realice un dibujo como estrategia heuristica para avanzar en la resolucion del problema.
Asimismo, en la investigacion de Mufioz-Catalan, Joglar-Prieto, Ramirez-Garcia, Escudero et
al. (2019) se expone el conocimiento de profesores de educacion infantil de la sistematizacién
para reproducir la composicion de un nimero como estrategias heuristicas de resolucion de
problemas y la validacion como fase de la resolucion de problemas. Asi, coincidimos con
otros estudios en cuanto a evidencias del conocimiento de los profesores de estrategias
heuristicas de resolucion de problemas, aunque en los trabajos revisados no encontramos
evidencias que mostraran el conocimiento de la estrategia de introducir un elemento auxiliar
para explorar la solucién de un problema, registrado en esta tesis.
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4.1.4 Conocimiento del papel del lenguaje matematico

Silver, Kilpatrick, y Schleisinger (1990) afirman que las matematicas se desarrollan a través
de la comunicacion, y las ideas matematicas se vuelven tangibles cuando las personas
encuentran palabras y simbolos para expresarlas. En este sentido, Barbera (1996) sefiala la
funcién expresiva y comunicativa del lenguaje matematico de modo que este se convierte en
un vehiculo de ensefianza y aprendizaje en el aula de clases. De esta forma, a través del uso
del lenguaje matematico los estudiantes obtienen la habilidad de formular, clarificar y
reestructurar el pensamiento para comunicar una idea o un argumento a otras personas
(Vlassis, 2008). A su vez, los profesores son los principales mediadores entre los estudiantes y
las formas de comunicar y exponer realidades matematicas lo cual sefiala la importancia del
conocimiento del profesor del papel del lenguaje matematico. Mufioz-Catalan y Montes
(2016) sefalan que el lenguaje, en el sentido de la busqueda del rigor y de la precision como
en su papel en la construccion de conceptos matematicos, es uno de los aspectos que permea el
MTSK en todas las etapas educativas. En esta linea, Barrera, Lifidn, Mufoz-Catalan y
Contreras (2016) reflexionan sobre la importancia que tendria en el conocimiento
especializado de profesores de primaria el conocimiento del lenguaje matematico.
Similarmente, al ser la educacién infantil una etapa creadora de lenguaje, cobraria especial
importancia como parte del KPM del profesor el conocimiento del lenguaje matematico
especifico y preciso (Mufioz-Cataléan, Joglar-Prieto, Ramirez-Garcia y Lifian-Garcia, 2019).

En este estudio describimos el conocimiento del papel del lenguaje matematico como una
categoria formada por las subcategorias significado y uso de los simbolos, y uso del lenguaje
matematico. En relacion al significado y uso de los simbolos encontramos que en el trabajo de
Rojas (2014) se expone un episodio donde un profesor de primaria da cuenta de su
conocimiento del uso del signo igual. Ademas, Espinoza-Vasquez (2015) presenta evidencias
del conocimiento de un profesor de matematicas de secundaria sobre los cuantificadores y su
rol en la definicion de funcién. Respecto al uso del lenguaje matematico, en el trabajo de
Montes et al. (2015) se expone un episodio de clases donde un formador de profesores tiene
como objetivo obtener una formulacion precisa de una conjetura, dando cuenta de su KPM
donde la precisién cobra gran relevancia. Observamos, ademas, que Carrillo et al. (2017)
exponen un episodio donde se evidencia el conocimiento de una profesora de matemaéticas de
secundaria de la importancia de la precisién matematica, tanto en la argumentacion como en el
uso de letras y expresiones para comunicar un resultado. Adicionalmente, Mufioz-Catalan,
Joglar-Prieto, Ramirez-Garcia, Escudero et al. (2019) presentan un episodio de clases donde
un profesor de educacion infantil primero utiliza términos del lenguaje cotidiano y luego los
sustituye por un vocabulario mas formal debido a que conoce el papel del lenguaje en la
construccién y comunicacion matematica.

De acuerdo con lo que se ha mostrado en esta seccion, a excepcion de la subcategoria
construccion de definiciones y los descriptores referentes al conocimiento de demostraciones
por induccion y demostraciones de existencia, el conocimiento de la estrategia heuristica de
introducir un elemento auxiliar para resolver un problema y el conocimiento de la economia
en el uso del lenguaje matematico, para los cuales no se encontraron evidencias empiricas
similares, la mayoria de los indicadores de KPM reportados en investigaciones con profesores
de diferentes niveles educativos tienen cabida en las categorias de KPM propuestas en esta
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investigacion. A su vez, encontramos elementos tedricos que apoyan los componentes del
KPM evidenciados en los datos y otros prodrian permitir la ampliacion de las categorias y
subcategorias.

4.2 El subdominio del conocimiento de la practica matematica: Conclusiones

Varios estudios sefialan que los profesores de matematicas necesitan tener algun
conocimiento de las matematicas como disciplina cientifica (e.g., Ball 1990; Dreher et al.,
2018). Esta idea esta en la base de la interpretacién del KPM como un conocimiento sobre la
matematica, que ademas es necesario para reflexionar acerca de la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas. En esta linea, autores como Cabassut y colaboradores (2011) sefialan que,
por ejemplo, el metaconocimiento sobre la demostracion deberia ser un tema a tratar en la
formacion de profesores de matematicas. Gordeau (2019) agrega que cinco de los aspectos
mas importantes de hacer matematicas que deben ser tenidos en cuenta en los cursos de
formacion de profesores son tratar de entender procesos y objetos buscando métodos o formas
de hacer algo; extraer caracteristicas y definir; encontrar patrones y estructuras; representar no
solo de las formas tradicionales; y comunicar. Estos aspectos estan presentes en las categorias
de KPM propuestas — conocimiento de las practicas de demostrar, definir, resolver
problemas y conocimiento del papel del lenguaje matematico —.

Adicionalmente, el conocimiento del profesor de la practica de demostrar le permitiria la
presentacion de distintos métodos de demostracion en la clase, lo cual juega un rol importante
en desarrollar la comprension de los estudiantes de la demostracion. En esta linea, Demiray y
Bostan (2017) sefialan que, aunque algunos métodos como el método de demostracion por
contradiccion no son considerados en curriculos de secundaria, los profesores en este nivel
deberian conocer los métodos de demostracion con el fin de ser capaces de comprender una
variedad de razonamientos y reglas logicas. Similarmente, el conocimiento de la practica de
definir (la construccidn de definiciones y las caracteristicas de una definicién), le permitiria al
profesor reconocer, por ejemplo, una definicién incompleta en un libro de texto. A partir de
esta comprension, el profesor podria hacer una mejor gestion del libro de texto como recurso
de ensefianza. Sumado a lo anterior, conocer la equivalencia entre definiciones de un concepto
le posibilitaria al profesor escoger una definicion adecuada a sus propdsitos de ensefianza.
Pascual et al. (2019) afiaden que, ante tareas de ensefianza como adaptar una definicion para
hacerla comprensible a los estudiantes o exponer ejemplos de una definicion, el profesor
precisa conocimiento sobre la practica de definir. Ademas, para desarrollar la capacidad de los
estudiantes de formular y resolver problemas matematicos es necesario que el profesor sea
capaz de disefiar y gestionar las actividades que guien a los estudiantes (Codes, Martin y
Pérez, 2020). De acuerdo con lo expuesto, el KPM es un subdominio de conocimiento
importante para la formacion y el desarrollo profesional de los profesores de matematicas.

Por otra parte, tenemos en cuenta que el conocimiento del profesor es un constructo
complejo y multidimensional lo que requiere que su estudio se aborde desde aproximaciones
metodoldgicas que puedan capturar estas caracteristicas. En el caso del KPM, su
identificacion y andlisis planteaba un reto metodoldgico (Corréa y Montes, 2016; Flores-
Medrano y Aguilar-Gonzalez, 2017) al cual respondimos construyendo categorias del
subdominio a partir de los datos empiricos haciendo uso de la Teoria Fundamentada.
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Consideramos que esta aproximacién nos permitio comprender en profundidar los
componentes del KPM.

En linea con lo anterior, describimos como categorias del KPM el conocimiento de las
practicas de demostrar, definir y resolver problemas. Consideramos que demostrar es la
busqueda de un argumento valido de modo que la demostracion esta caracterizada por su
poder de conviccion interno y externo. Definir por su parte, es la actividad de construir,
formular o llegar a establecer el conjunto de propiedades que caracterizan un objeto. Por
resolver problemas nos referimos al uso de diferentes métodos o estrategias para dar respuesta
a una tarea desafiante o no rutinaria. Afladimos una categoria de conocimiento del papel del
lenguaje matematico, teniendo en cuenta que el lenguaje permite el desarrollo de las précticas
ya mencionadas, asi como de otras practicas no reportadas en este estudio. Con el
conocimiento del papel del lenguaje matematico nos referimos al conocimiento de los
diferentes simbolos matematicos, sus significados o interpretacion en diferentes contextos y
su eleccion para comunicar ideas matematicas, asi como el conocimiento de la precision, la
consistencia y la simplicidad en el uso del lenguaje.

La primera aproximacién que hicimos al subdominio fue la construccion de una nocién de
practica matematica a partir de las ideas de Carrillo y colaboradores (2018) y la literatura de
investigacion. En esta descripcion las practicas matematicas son actividades matematicas
basadas en las formas de trabajar en la disciplina que pueden desarrollarse alrededor de
cualquier contenido matematico y que permiten a quien las desarrolla construir, validar y
comunicar conocimiento matematico en el contexto educativo. Aungue en esta descripcion se
ha tomado explicitamente la matematica disciplinar como referente, es posible estudiar el
KPM a partir de practicas matematicas no convencionales desarrolladas en otras comunidades
de referencia, siendo necesario cuidar que la consideracion de estas practicas no aleje el
subdominio de la idea de especializacién que es el elemento central del conocimiento
especializado del profesor de matematicas. Ademas, “personalizamos” la idea de practica
coincidiendo con la postura de Ferreiros (2015) respecto a la importancia de los practicantes,
en el desarrollo de la préctica. A su vez, al exponer que las practicas permiten a quien la
desarrolla la construccidn, validacion y comunicacion del conocimiento matematico, tratamos
de concretar la idea de creacion de conocimiento matematico. Otro elemento adicional en la
descripcion de practicas matematicas es considerar practicas generales, practicas que no estan
vinculadas a los contenidos matematicos y que pueden ser desarrolladas en todos los niveles
escolares.

Adicionalmente, la propuesta inicial de categorizacion del KPM que habiamos desarrollado
estuvo en consonancia con la idea del subdominio como el conocimiento de las formas de
hacer, proceder, conocer, crear o producir en matematicas (Carrillo et al., 2013; Rojas, Flores
y Carrillo, 2015). En este sentido, habiamos descrito el KPM en términos de formas de
proceder, formas de validar y formas de comunicar (Delgado-Rebolledo y Zakaryan, 2018;
Delgado-Rebolledo y Zakaryan, 2019a), buscando los elementos comunes que constituian
diversas practicas, sin embargo, esta postura presentaba dificultad dado que las categorias
consideradas no eran disyuntas. Por ejemplo, al describir la practica de demostrar dentro de las
formas de validar nos encontramos con que los métodos de demostracién o el uso de
contraejemplos para demostrar podrian ser interpretados como formas de proceder en
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matematicas, ademas cuestionamos ¢qué otras practicas podrian ser clasificadas como formas
de validar? A su vez, al considerar la demostracion dentro de las formas de validar, ;no
estariamos invisibilizando los otros roles de la demostracion como convencer o explicar? ¢no
seria también la demostracion en su rol de comunicacién parte de las formas de comunicar?
En el caso de la practica de definir, ;coOmo seria considerada, como una forma de proceder o
como una forma de comunicar? Y si esta en las formas de proceder, ¢cual es su aporte?

Las reflexiones anteriores expresan por qué la categorizacion del KPM en términos de
formas no facilitaba su comprension. En este punto es importante sefialar que, aunque el
propdsito de esta tesis es categorizar el KPM, lo que subyace a esta idea es que proponer un
sistema de categorias para el subdominio que sea simple, explicativo y util (Codes, Moriel-
Junior et al., 2019) viene acompafiado de la posibilidad de avanzar en la comprensién del
conocimiento especializado del profesor de matematicas. De este modo, el proposito ha sido
proponer categorias que cumplan con su fin analitico.

Considerando lo anterior, finalmente organizamos el subdominio KPM en términos de las
practicas matematicas identificadas. Si bien hay autores que proponen generar una categoria
de conocimiento por cada practica matematica (Campos-Cano y Flores-Medrano, 2019),
concordamos con Weber, Dawkins y Mejia-Ramos (2020) en que précticas que pueden ser
Gtiles para el crecimiento del conocimiento matematico dentro de la disciplina pueden ser
inapropiadas o perjudiciales en el aula de clases. En este sentido, sin perder la exhaustividad
en la busqueda de caracterizar las préacticas matematicas y el conocimiento del profesor de
dichas précticas, es necesario distinguir las practicas matematicas utiles de las que no lo son,
asi como realizar ciertas agrupaciones entre practicas matematicas.

Distinguir y evidenciar las practicas matematicas Utiles es un tema de discusion que no
abordamos en profundidad en este trabajo, aunque podriamos decir que la consideracion de
practicas matematicas independientes del contenido matematico o practicas matematicas
generales es una primera aproximacion a esto. En esta linea, coincidimos con Rassmusen y
colaboradores (2005) en que las practicas matematicas pueden tener matices diferentes en un
area de contenido particular, no obstante, algunos de sus aspectos transcienden el contenido
matematico. En este sentido, al explorar otros contenidos matematicos, como &lgebra o
geometria, ciertas practicas asociadas al desarrollo del conocimiento matematico en estas areas
podrian cobrar relevancia en la comprension del KPM y estariamos hablando entonces de
practicas matematicas especificas que serian interesantes de explorar, nuevamente desde el
punto de vista de la utilidad. En cuanto a las agrupaciones ente practicas matematicas, por
ejemplo, en la categoria de conocimiento de la practica de demostrar incluimos otras practicas
matematicas como generalizar, particularizar, conjeturar y construir contragjemplos. Lo antes
mencionado con el propdsito de obtener un sistema de categorias que sea funcional para
estudiar el KPM.

Adicionalmente, tal como se mostrd en la discusion, la mayoria de los indicadores de KPM
reportados en investigaciones con profesores de diferentes niveles educativos caben dentro de
las categorias de KPM propuestas en esta investigacion. Por tanto, aunque en el proceso de
construccion de categorias hacemos énfasis en que las categorias deben ser mutuamente
excluyentes (Delgado-Rebolledo y Zakaryan, 2019b), la caracteristica mas relevante de esta
propuesta es su consistencia con la nocién de KPM que se utiliza al investigar con el modelo
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MTSK. Asi, algunas de las subcategorias del KPM se enriquecen de las evidencias empiricas
reportadas en otros estudios, manteniéndose dentro de la categoria construida. Por ejemplo,
los elementos que componen la subcategoria caracteristicas de la definicion (no ambiguedad,
no contradiccion, equivalencia y elegancia) son complementados con las evidencias halladas
en otras investigaciones respecto a las caracteristicas de jerarquia y minimalidad (Codes,
Climent y Oliveros, 2019; Carrefio y Climent, 2019). Una situacion similar se presenta con la
subcategoria métodos y tipos de demostracion donde a partir de otros estudios incluimos el
descriptor del conocimiento de demostraciones con conectivos Idgicos como disyunciones y
conjunciones (Alfaro et al., 2020). En cuanto a la subcategoria roles de la demostracion,
incluimos el conocimiento del rol de comunicacion (Delgado-Rebolledo y Espinoza-Vasquez,
2019). Complementando lo anterior, aunque el conocimiento sobre las conjeturas no fue
evidenciado en esta investigacion, encontramos que Montes et al. (2015) presentan un
episodio de clases donde un formador de profesores da cuenta de su conocimiento de como
formular una conjetura, asi como su conocimiento de la diferencia entre una conjetura y una
demostracion. Adicionalmente, Carrillo et al. (2017) exponen el conocimiento de una
profesora de matematicas de secundaria del rol de las conjeturas y como son construidas. En
consonancia con estos resultados y debido a que contrastar conjeturas y proporcionar
argumentos para su viabilidad son actividades muy relacionadas con la demostracion
(Stylianides et al., 2016) a tal punto que conjeturar y probar son practicas que pueden
estudiarse en conjunto (Fernandez-Leon y Gavilan-lzquierdo, 2019), tiene sentido incluir en
la subcategoria desarrollo de demostraciones el conocimiento del profesor de las conjeturas y
su papel en la demostracién, produciéndose asi una ampliacion de la subcategoria. A su vez,
el descriptor de particularizacion y generalizacion se hace més especifico cuando se combina
con el descriptor de establecimiento de regularidades y patrones.

Considerando lo anterior, la forma en que se organizaron las subcategorias del KPM hace
que sea posible incluir y combinar elementos con el fin de describir con mayor detalle las
categorias del subdominio, como se expone en la Tabla 28, donde se presentan con cursiva los
descriptores o subcategorias adicionales.

Tabla 28
Categorias de KPM
Categorias Subcategorias Descriptores
Particularizacion y generalizacion (uso de casos
Desarrollo de particulares; establecimiento de regularidades vy

demostraciones patrones)
Construccién de conjeturas y contraejemplos y su papel

.. en la demostracién
Conocimiento

de la practica Métodos y tipos ~ Método directo, métodos indirectos y método de
de demostrar de demostracién  demostracion por induccion
Demostracion de proposiciones condicionales y con
otros conectivos 16gicos
Demostraciones de existencia y/o unicidad
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Roles de la
demostracion
Construccion de
definiciones
Caracteristicas No ambigliedad, no contradiccion, equivalencia,
de la definicion elegancia, jerarquia, minimalidad, no circularidad,

Verificacion, conviccidn, explicacién y comunicacién

Extension o variacion de una definicién conocida

Conocimiento
de la préctica

de definir ) g : - g
independencia bajo cambio de representacion
Conocimiento Estrategias Examinar casos particulares y utilizar diagramas
o - Introducir un elemento auxiliar y reformular un
de la practica heuristicas
problema
de resolver — -
Formulacion de Variacion de un problema dado
problemas ., . : - :
problemas Generacion a partir de una situacion o una idea
Significado y uso  Uso de los simbolos de forma coherente
Conocimiento de los simbolos Significado y uso de los cuantificadores
del papel del Uso del lenguaje
lenguaje matematico Precision y economia en el uso del lenguaje matematico
matematico

Segln puede observarse, por ejemplo, la categoria de conocimiento de la practica de
resolver problemas podria ampliarse incluyendo en ella elementos el conocimiento de la
formulacion de problemas, lo anterior considerando que la resolucién y la formulacion de
problemas se sitGan en la esencia del quehacer matematico (Carrillo, 2018). En cuanto a la
categoria de conocimiento del papel del lenguaje matematico, fueron pocos los descriptores
reportados en otros estudios que pudiesen clasificarse en esta categoria. Lo anterior, tiene que
ver con que el lenguaje es un aspecto que no estaba explicito en el MTSK, en el sentido de que
los elementos del lenguaje podian relacionarse con categorias existentes en el modelo, pero no
siempre de manera directa (Mufioz-Catalan y Montes, 2016). Asi, la inclusién en el KPM de la
categoria de conocimiento del papel del lenguaje matematico es una oportunidad para explorar
este conocimiento. Ademas, la particularidad de esta categoria es estar presente en el desarrollo
de las diferentes practicas matematicas, de forma que los posteriores estudios que incluyan
otras categorias al KPM podrian a su vez refinar la categoria referida al lenguaje matematico.

De acuerdo con lo que se ha expuesto, los resultados obtenidos en este estudio son un
aporte a la categorizacion del KPM, no obstante, al estar restringidos al conocimiento de
profesores de matematica universitarios es necesario desarrollar mas investigaciones que den
cuenta del KPM de profesores de diferentes niveles educativos. En esta linea, proyectamos
seguir investigando en el KPM con el fin de refinar las categorias propuestas para que puedan
ser adaptadas en el estudio del conocimiento del profesor de cualquier nivel educativo. De esta
forma, comprendemos los resultados de este estudio como una primera aproximacion a la
categorizacion del KPM. Asi, aunque las categorias con las que contamos ahora podrian
cambiar a medida que obtengamos nuevos resultados, las mismas son un punto de partida para
realizar anélisis mas profundos del KPM.

Ademas, seria interesante explorar con mayor profundidad el conocimiento de la practica de
definir, asi como posibles vinculos entre las précticas de definir y demostrar. En particular, nos
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proponemos explorar la subcategoria construccion de definiciones para la cual no encontramos
evidencias empiricas similares a los estudios que se refieren al conocimiento de la definicién
desde el punto de vista del MTSK.

Nos cuestionamos, ademas, qué practicas matematicas no contempladas en este estudio se
podrian incluir en el KPM vy esto lo dejamos como una pregunta abierta, aunque proponemos,
por ejemplo, que la modelizacion es una préctica que podria integrarse a las categorias del
KPM, ya sea unida a la categoria de conocimiento de la practica de resolver problemas o como
una categoria en si misma.

De particular interes es el estudio del KPM en relacion con otros subdominios tanto del
conocimiento matematico como del conocimiento didactico del contenido. Asi como las
relaciones entre el KPM y las creencias del profesor sobre la matematica, pues consideramos
que estas relaciones tienen el potencial para explicar el conocimiento especializado del
profesor volviendo a la perspectiva holistica de dicho conocimiento. En este sentido, nos
proponemos indagar de manera mas general en el conocimiento especializado de profesores
universitarios y nos involucramos en esta linea de investigacion que busca entender el
conocimiento de los profesores universitarios, su desarrollo y como se refleja en la practica de
ensefianza de los profesores universitarios (Biza, Giraldo, Hochmuth, Khakbaz, y Rasmussen,
2016). A su vez, esperamos aportar a los desafios de describir los subdominios y categorias
del modelo con méas profundidad y mejorar la imagen de las relaciones entre subdominios de
conocimiento, lo cual se vincula con el objetivo de seguir desarrollando el MTSK de acuerdo
con la panoramica de la investigacion con el modelo presentado por Carrillo (2019).
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Analisis Real: Propiedades de los niimeros reales
AR1.1[6:00-9:51] Propiedad de los intervalos encajados

Contexto del episodio: En clases anteriores el profesor habia enunciado el axioma de com-
pletitud, la caracterizacion del supremo y la propiedad arquimediana de los nimeros reales.
Luego de recordar a los estudiantes estos elementos continua sefalando:

Diego: Lo otro que estdbamos haciendo en la tltima clase era un teorema que dice que si a, es
menor que b, y si I, es una coleccion de intervalos cerrados y acotados con a;, estrictamente
mds pequefio que b,. Esto quiere decir que los intervalos, son cerrados, acotados pero no son
degenerados, es decir, no se reducen los puntos, entonces la interseccion de estos intervalos
es el intervalo [a, b]. Es decir, existe un punto x en R tal que x se encuentra entre a,, y b, para
todo n mayor o igual que 1. Y esta proposicion indica que cada vez que intersecto intervalos
cerrados y acotados que estdn encajados. Estdn encajados, ah! eso me faltaba decir, tienen
que estar encajados si no, no es cierto, si no estdn encajados los intervalos la interseccion
es vacia, toma el intervalo [0, 1] y después toma el intervalo [10, 12] y la interseccién nada,
tienen que estar encajados. Entonces para decir que tienen que estar encajados, se escribe
asi, yo lo habia escrito pero voy a escribir a, menor que b,, para todo I, conteniendo a 7, ;1.
Que hemos demostrado con esto, entonces, que tomo un intervalo encajado, que cada vez
son mds pequeios, que son cerrados y acotados entonces en la interseccion de todos ellos
hay algo, algo hay ahi.

AR1.2 [13:09-19:23] Casos

Contexto del episodio: Luego de enunciar la propiedad de la densidad de los nimeros racio-
nales e irracionales en los nimeros reales, el profesor inicia la demostracion en la siguiente
forma:

Diego: Entonces yo ya les habia comentado, les habia adelantado, la idea de la demostracién
que es la siguiente: Tome un intervalo [a,b] cualquiera y vamos a medir la longitud del
intervalo . ;Cuanto mide este intervalo? longitud b — a, entonces a esa longitud la voy a
llamar € que es un nimero positivo porque a es menor que b y el intervalo no es degenerado,
entonces la longitud es positiva. Vamos a suponer que a y b son dos nlimeros positivos, que
no es una gran suposicion porque si fueran negativos por ejemplo los dos nimeros trabajo
con —a 'y —b, tengo a y b acé [a la izquierda del cero], luego —a, —b estan del otro lado
del cero [a la derecha]. Y si encuentro un numero racional acé [entre —a y —b], entonces
el negativo de ese nlimero va a ser racional si encuentro un nimero irracional, su negativo
es otro irracional. Y si uno es positivo y el otro es negativo, entonces el cero es racional y
estd entre los dos y el irracional va a salir después, en una proposicion. Entonces voy a mirar
la mitad de esa longitud (& = 1%) Vamos a ver primero que pasa cerca de cero, vamos a
suponer que a es cero, supongamos que tenemos un intervalo (0,€), con € > 0, entonces
miremos, ese intervalo que es abierto y por la propiedad Arquimediana existe un nimero de

la forma 1/n que es menor que €, este nimero obviamente es un racional, asi que muy cerca
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de cero siempre hay un nimero racional.

AR1.3 [21:34-23:17] Rol de la demostracion

Contexto del episodio: Luego de comentar que la mayoria de los nimeros reales son irracio-
nales a pesar de que los estudiantes conocen pocos numeros irracionales el profesor continua
su intervencion cuestionando a los estudiantes:

Diego: ;Raiz de 2 es mayor o menor que 17?

Estudiante: Es mayor que 1

Diego: Ahora, pregunta ;conozco algin nimero irracional que sea menor que 1?, y ;mayor
que 0?

Estudiante: La raiz de la raiz de 2

Diego: Ah y ;porque es menor que 1?7 Hay que probar que existe, y espera, hay que probar
que existe esa raiz y que es un nimero menor que uno, probar que la raiz existe y probar otra
cosa porque no nos dijeron un ndmero entre cero y uno, sino un numero irracional entre 0 y
1, entonces, tu puedes tomar un ndmero real, probar que la raiz existe, pero todavia no sabes

si es irracional o no.

AR1.4 [24:15-28:30] Demostracion existencia

Contexto del episodio: En una sesion de clase anterior el profesor habia demostrado la
irracionalidad de raiz de dos. Ahora, Diego discute con los estudiantes sobre la irracionalidad
de otros numeros:

Diego: Yo sé que raiz de dos no pertenece a los nlimeros racionales, eso lo probamos, es un
numero real, existe y no es racional. Si yo ahora divido ese nimero por un entero m, ;raiz
de dos dividido m va a seguir siendo racional o no?, lo que estoy diciendo es, este no es
racional [sefiala v/2], pero este, [sefiala v/2 /m] (tampoco es racional? Entonces lo que digo
es lo siguiente, al menos uno de estos nimeros tiene que estar en ese intervalo (0,€) Y hago
la siguiente afirmacion : Existe m en los naturales tal que 0 < \,/7? < €. En efecto, fijense

que es casi igual que la propiedad arquimediana, si tomo la propiedad arquimediana para

€= % existe m en los naturales tal que 0 es menor que 1/m y menor &, y eso implica que
V2
m
€, siempre hay un racional y siempre hay un irracional. Ok, entonces, vamos a escribir esto,

< €y este bicharraco no pertenece a Q. Asi que entre 0 y € por mds chiquitico que sea

esta afirmacion que acabo de demostrar, la vamos a escribir como lema, ya, dsea es algo que

lo vamos a utilizar un poquito mds adelante, y estd antes de la demostracion.

AR1.5 [30:15-37:55] Demostracion por contradiccion

Contexto del episodio: Luego de haber establecido un lema al considerar a = 0 el profesor
se propone extender el resultado para a un nimero racional positivo.
Diego: Entonces vamos al caso que es mds general, supongamos primero que a esta en los

racionales, en los racionales positivos, entonces, bueno, ;quién es el racional que intercepta
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al intervalo? Voy a suponer que a es un nimero racional, entonces tengo que encontrar un
numero racional que intercepta el intervalo ;a quién tomo?

Estudiante : a

Diego: a al tiro, entonces, inmediatamente tengo la interseccion QN [a, b] # 0.

(Cudl es la dificil? [la intersecciéon mds dificil] Que haya un irracional en ese intervalo
(sefiala [a,b]), esa es la dificil. Entonces, sea € = l% que es positivo, por el lema ante-
rior, existe, un nimero z que es real y no es racional que estd entre cero y épsilon, ;estd
bien?, hay un tipo aqui, irracional, z. Entonces ahora, esta listo, ya se acabd la piscola, ;por
qué?, porque fijense, ese intervalito (0,€) es como si yo tuviera ... {Qué punto seria este
de aqui? [senala en la recta] entonces este punto es a + € y esta es la mitad de la distancia,
vamos de punto a punto medio. Entonces ese intervalito es como trasladar este de aca hacia
el origen, es como que al cero le sumo a y al € le sumo a. Entonces qué es lo que pasa, si
sumo a a esa desigualdad, tengo que a es mds pequefio que a + z y esto es mds pequefio que
a-+ € que a su vez es mas pequeflo que b [a < a+z < b]. Entonces el a + z quedo acé [lo
ubica en la recta] vamos a llamar a ese nimero y, ;/qué pasa con ese nimero a+z0y ? a
es un numero racional y z es irracional, entonces ;como es a + z?, ;qué vamos a demostrar?
Que la suma es irracional entonces yo lo que afirmo, es que este de aqui no pertenece a Q y
ahi se acaba la demostracion, si consigo argumentar que este a + z no esta en QQ, ya encontré
mi irracional que estd entre a 'y b, ;por qué no esta?, ;por qué ;a+ z no es racional?, porque,
si fuera racional y le sumo otro racional me tendria que dar racional porque los racionales
son un cuerpo asi que la suma de dos racionales va a ser racional. Entonces, bueno, tomo
a+z, (qué le sumo astutamente?, ;qué le podria sumar astutamente para llegar a una contra-
diccién? Si €l fuera racional le voy a sumar algo que sé que es irracional, que la suma me va
a dar irracional.

Estudiante: —a

Diego: Le sumo —a, a es racional, —a es racional y la suma me da z que debiera ser racional,
pero z ya sé que es irracional, asi que la suma —a + a+ z es irracional, no puede ser racional,

listo, gane, se acabo.

AR1.6 [43:57-47:25] Significado de los cuantificadores

Contexto del episodio: El profesor continua desarrollando la demostracion, ahora, consi-
derando a como un niimero perteneciente a los irracionales. Diego expone, que con esta
consideracion no es posible usar la estrategia de demostracion anterior (sumar p y continuar
razonando). De este modo, se propone “trasladar racionalmente el intervalo (0, p) :

Diego: ;Qué es lo que me interesa?, trasladar (0, p), si consigo trasladarlo, una traslacién
racional, porque esta es una traslacion (sefiala a + p) pero el numero a es irracional, enton-
ces estoy trasladando irracionalmente. Tengo que trasladar racionalmente y lo que nos va a
permitir trasladarlo racionalmente es la propiedad Arquimediana. Que dice que si tengo un
intervalo grande y un intervalo pequeiiito, si yo copio un nimero de veces natural ese in-

tervalo pequeiiito consigo superar el grande. Entonces, cual es el intervalo pequedito (0, p),
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(81?2, jcudl es el intervalo grande? (0, a), (estamos de acuerdo? Ok, entonces por la propiedad
arquimediana, existe un nimero natural, un m, tal que mp > a [entonces se puede construir
un intervalo [0,mp] ]. ;Con eso se acabd [la demostracion]?

Estudiante: Ahora falta que caiga adentro del intervalo [a, b] [que [0, mp] esté contenido en
el intervalo [a, b]]

Diego: Que caiga adentro [que [0, mp] esté contenido en el intervalo [a, b]] porque ese m pue-
de ser super grande, pero ese es el problema, uno dice, con el para todo yo siempre puedo
escoger cudl de todos es el que me conviene, pero cuando es la existencia, es lo que cay6
no mas, lo que cayé en la noche, entonces como el existe te da lo que cayé no mds, uno
tiene que hacer algun trabajo para que lo que caiga sea conveniente. Entonces qué es lo que
vamos a hacer, bueno, vamos a suponer que mp estid acd muy lejos [lo ubica en la recta fuera
del intervalo [a, b]], entonces si le resto 1 a este m, (m — 1)p tiene dos chances o queda acé
[después del intervalo [a,b]] o queda al otro lado del a [antes del intervalo [a,b] ], ;estamos

de acuerdo?

AR1.7 [50:40-1:37:36] Demostracion por contradiccion

Contexto del episodio: El profesor realiza una explicacion de las caracteristicas de los ele-
mentos y los conjuntos escogidos para continuar desarrollando la demostracion en la siguien-
te forma:

Diego: Sea A igual al conjunto de los r en los nimeros naturales tal que rm > a, A es distinto
de vacio [escribe rp y m pertenecen a A], acuérdense que el principio del buen orden, si tengo
un conjunto de nimeros naturales para que este bien ordenado no puede ser vacio, entonces,
por el principio del buen orden, existe, digamos un r( en los naturales, el minimo elemento.
Entonces existe un elemento minimo y por lo tanto ese elemento minimo, al multiplicarlo
por p, por estar en A, tiene que ser mds grande que a y si le quito 1 al multiplicarlo por p tiene
que ser mds pequefio que a [se refiere a (m — 1) p],nisiquiera igual, mas pequeiio, porque si
fuera igual este namero es racional[p], este es natural [m — 1], el producto me da un niimero
racional y a no es racional, entonces no puede ser igual, tiene que ser mds pequefio. Bien, se
acabd.

Diego: ;Qué es lo ultimo que me falta comprobar?, veamos el dibujito

Estudiante: Que rop es menor que b

Diego: Eso es lo que me falta comprobar, ya encontré uno mayor, pero él tiene que ser,
no sabemos, pero deberia ser, mds pequeio que b. Entonces ;como nos aseguramos de que
es mas pequefio que b? Vamos a hacer el dibujito, entonces, tengo (0, p), (ro — 1)p es mds
pequeio que a y el otro es mas grande rop. Bueno pero no sé, si esta entre a y b. ;Cuadl es
el peor de los casos? Que sea mds grande que b, eh .. prg, ;si 0 no? Entonces, supongamos
como en la figura que ryp es mayor que b, mayor o igual, lo que queremos es que sea mayor
que b, bien, entonces ahora lo que vamos a hacer es lo siguiente, tengo un nimero racional
mds pequeio que a y un nimero racional mas grande que b. ;Qué se les ocurre que deberia

hacer? Quien no ha entrado todavia aqui a mostrar sus virtudes, alguien alli tiene que entrar
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a jugar. Si tienes a Alexis Sanchez no dejas a Alexis Sanchez en la banca, alguien tiene que
meter el gol, ;quién es el que va a meter el gol aqui? Vean todo el esquema de demostracion
que hemos hecho, hay alguien que todavia no ha entrado, o ha entrado muy.... Hay una
propiedad que todavia no hemos ocupado, aparecié pero no la hemos ocupado. ... tenemos
que p esta escogido mds pequeflo que la mitad de la longitud del intervalo [a,b]. Entonces
a mi lo que se me ocurriria hacer es tratar de comparar la longitud de (p(ro — 1), p) con la
longitud de [a, b] ]. Si ustedes tienen un intervalo y lo parten por la mitad y le sumo dos veces
ese pedacito, lo mds que me puede quedar es el intervalo, no cierto. Si lo parto en 50 partes,
si, para que alguna de esas partecitas me sume todo el intervalo tiene que estar 50 veces.
Entonces, en el fondo el intervalo (p(ro — 1), pro) (qué longitud tiene?, sin calcular todavia,
(qué longitud tiene?

Estudiante: p

Diego: p, porque ese intervalo lo que hice fue trasladarlo r — 1 veces, pero la longitud no
crece, entonces, de hecho ahora hagamos la cuenta es pry menos este de aqui que es p
...que es igual a pro — pro+ p, pero p < € = (b —a)/2, entonces, ;como puede ser que la
longitud de (p(ro— 1), pro) sea mayor que la longitud de [a, b]? Si estos son los extremos de
los intervalos pro — 1 y pro que contiene al [a,b] su longitud tiene que ser mayor, ;no? ah{
estd la contradiccion, entonces si el rop es mayor que b, entonces rop — (ro — 1) p es mayor
que b —a. Lo que estoy diciendo es que si ocurre prg mas grande que b, este intervalito
(p(ro — 1), pro) contiene al intervalo (a,b), por lo tanto su longitud tiene que ser mayor.
(Cudl es la longitud de este? .... Pero esto ya lo calculamos, da p que es menor que &,
que es igual a (b —a)/2, entonces como (b —a)/2 va a ser mayor que b — a. Contradiccion.
Entonces ahora pueden decirle a sus alumnos con propiedad que entre dos racionales siempre

hay un irracional.

Entrevista Diego (Analisis Real)
Preguntas de informacion personal

a. (Cudntos ainos de experiencia docente posee? mas de 20 afios
b. (En qué niveles educativos ha ensefiado? Solo en la universidad

c. (Qué cursos ha desarrollado con mds frecuencia en los dltimos tres aiios? Analisis real,

ecuaciones diferenciales ordinarias
d. (Cuéntas veces ha desarrollado el curso de Anélisis en los tltimos afios? 6 veces

(Posee algtn tipo de formacion pedagdégica o didactica? No

o

[EAR1] ;Que es un lema?

Uno llama teorema a una proposicion que es fundamental en el desarrollo tedrico y llama le-

ma a aquellas proposiciones que son necesarias para demostrar, son como pasos intermedios
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para probar un teorema o gran enunciado, son enunciados en algin sentido menor que tienen

un aspecto mas bien técnico o complementario.

[EAR2] ;Que es una demostracion?

La demostracidn, la prueba, es el proceso 16gico deductivo, tienes un teorema y los pruebas.
Como estructura deductiva es eso la matemadtica, pero la labor matematica no es deducir todo
lo que podamos deducir, si no lo que podamos aplicar no necesariamente al mundo “real”,
si no que a la misma matematica. Tu generalizas y muestras un ejemplo de algo que esta
generalizacion cumple y que los demds no cumplian, eso es una aplicacion en ese sentido,

no es que yo uso el teorema, sino que estoy aplicando ese resultado.

[EAR3] ;Cual es la diferencia entre escoger o construir un elemento?

Yo cuando construyo algo lo doy explicitamente, ahora escoger un nimero es otra cosa, tu
puedes saber que existe pero no te puedo decir cual es, hay un minimo y tomo ese, ahi estoy
escogiendo, lo construiria si te muestro como obtengo ese nimero por un proceso iterativo,
algoritmico, una sucesién. En el caso de \/z/n, ahi seleccione y construi, seleccioné v/2
y construi V2 /n, 1o estoy exhibiendo explicitamente, ahi es constructivo porque tu puedes
saber como obtener ese nimero. Ahi para probar el lema, cualquier irracional te sirve desde

que sepas que es irracional.

[EAR4] ;Cuando una condicion es necesaria y cuando es suficiente?

Tu tienes p implica g, una proposicion de este estilo, p es una condicion suficiente para g,
y g es una condicion necesaria para p, y cuando doy flecha p es necesaria y suficiente para
gy g es necesaria y suficiente para p, por ejemplo si es derivable entonces es continua, ser
derivable es suficiente para que una funcion sea continua pero puede ser continua sin ser
derivable. Ahora ser continuo es necesario para que sea derivable pero no es suficiente. El
que implica es suficiente el implicado es necesario. Por ejemplo, si es un nimero natural
entonces es racional, ser racional no es suficiente para ser natural, pero al reves si, ser natural

es suficiente para ser racional.

[EARS] ; Cual fue el objetivo de este comentario?

Ese es el problema, uno dice bueno, con el para todo yo siempre puedo escoger cudl de todos
es el que me conviene, pero cuando es la existencia, es lo que cayo no mds, lo que cayo en la
noche. ... Entonces uno tiene que hacer un trabajo para que lo que caiga sea conveniente.

Eso, que existe te dice que hay uno pero no sabes, en principio hasta podria ser el tnico,
no tienes posibilidad de eleccién, cuando hay una proposicion que dice existe un objeto con
tal propiedad, tu tienes que tomar ese objeto y arregldrtelas si necesitas construir algo con

ese objeto, arreglartelas para que la construccion te de lo que quieres, pero, la existencia
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es justamente eso, hay un tipo con el que pasa eso, no tienes chance de escoger dentro del
universo. El comentario [ la existencia es lo que cayé no més] es una analogia, por ejemplo
la propiedad arquimediana te da un nimero natural que satisface que si tu tomas un niimero

real hay un nimero natural. .. no son todos los naturales.

[EARG6] ;Hay alguna razon por la cual usa palabras como intervalito?

Justamente, eso es la matematica, la matematica no se puede hacer mas facil, pero hay un
intervalo, un intervalito, algo més pequefio, después la formalizacion, lo escrito, responde a
ideas que uno tiene. No es que uno tienda a hacer mas facil eso. Cuando les digo, lo que ahi
hay adentro, eso es no formal, eso es una explicacion para que tengan una idea, la idea de la
interseccion, de lo que esta ocurriendo en ese fendmeno y decir interseccion no vacia es una
formalizacion de una idea, que ahi adentro hay algo. La matemaética es la formalizacién de

una idea, no al revés, no hay matematica sin ideas, si no, no tiene ningtin sentido.

[EAR7] ; Usted cree que usando ese lenguaje coloquial los estudiantes le entienden mas?

En el fondo, las formulaciones en el lenguaje matematico son simplemente formulaciones
de ideas que no tienen porque ser necesariamente expresadas desde el inicio en un caracter
puramente riguroso, de hecho una idea mia es que no hay formas de escribir nada puramente
riguroso, osea hay formas pero son impracticables para la comunicacion, tu no puedes comu-
nicar matemaética si usaras el rigor 16gico absoluto, en el ejemplo [de la continuidad] que te
di antes, el delta siempre depende del punto, del epsilon, de la funcidn, si te pones a escribir
todo eso en el lenguaje matemaético nadie termina entendiendo nada, entonces uno tiene que
aceptar cierta licencia de formalidad. De repente tu puedes tratar de captar la misma idea con
distintas analogias [metaforas] y después la formalizacion es otra cosa, pero por supuesto las

analogias [metaforas] son importantes.

[EARS] ;De los métodos de demostracion que usted conoce y que usa en sus clases hay
alguno que sea mas dificil de entender para los estudiantes?

Depende de la madurez, pero claro, al comienzo el método contrapositivo es siempre una
dificultad, entonces por ejemplo, tu tienes p implica g ese es ~ p V g, entonces partes supo-
niendo que vale g y hay que demostrar que entonces tiene que valer p, esa cuestion siempre
es un problema, eso y las demostraciones por reduccién al absurdo, por la negacién sobre
todo y propiedades que tienen muchos cuantificadores, distintos para todos y existe son un
problema en general, porque ademds tenemos la mala costumbre y esto hasta dentro de los
matematicos de no usar una regla fundamental en la elaboracién de las proposiciones que
primero van los cuantificadores, entonces ponemos el para todo al final y cuando hay que
negar eso, ese para todo, va antes del existe, va después, entonces, eso siempre hay una di-

ficultad cuando hay una negacion alli. Cada vez que hay una negacién que puede ser una
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reduccidn al absurdo o una contrapositiva. O aveces las equivalencias tu las puedes demos-
trar de otra forma, por ejemplo tienes la identidad que f es uno a uno siy solo si f(u) = f(v)
entonces puedes mostrar que f(u) = f(v) entonces u = v pero también puedo mostrar que si
u es distinto de v, f(u) es distinto de f(v), ambas demostraciones se exhiben, entoces a los
estudiantes les cuesta [saber] cuando usar una y cuando usar la otra, eso en un primer nivel,
y eso es una dificultad que tiene que ver con la l6gica. Hay otras dificultades que tienen que
ver con métodos constructivos y métodos que establecen la existencia, entonces hay también
como que se pierden un poco. Después hay otro tema que si es mds delicado que eso casi no
se observa diria yo, que es la valoracién de la demostracién, porque la demostracién tengo
la impresion que para los estudiantes el valor que tiene es como dar el sustento de verdad
0 mentira a una afirmacion matematica y ocurre que si bien en la demostracion justamente
lo que td haces es un razonamiento para sustentar una afirmacién matemaética, pero también
hay demostraciones que en realidad lo tnico importante es la demostracion, la afirmacién
no te dice nada y la demostracion te da una técnica para, por ejemplo, en el teorema del
punto fijo, el argumento para darle sustento a la afirmacion, también te dice como encontrar
el punto y ahi la demostracion es mas valiosa que el enunciado en realidad y asi hay demos-
traciones porque te dan el algoritmo para generar, para calcular [algo] y los chicos no ven,
no son capaces de distinguir si la demostracion es meramente argumentativa o el valor esta
en la demostracion. Otro clasico es: Si una funcion es armonica de variable compleja, existe
la arménica conjugada, entonces la demostracion es constructiva que te da un algoritmo, te

dice como encontrar la arménica conjugada.

[EARY] ;Por qué hace la siguiente afirmacion?

Entonces ahora pueden decirle a sus alumnos con propiedad que entre dos racionales siem-
pre hay un irracional.

La afirmacién matematica siempre tiene que estar sustentada por la demostracion, pero pro-
bablemente era porque estaba haciendo clases en pedagogia, lo que pasa es que en ese curso
especialmente que es de andlisis en la recta si tengo cuidado de mostrarle a los estudiantes
que hay un montén de cosas que sus profesores les ensefiaron y ellos las aprendieron co-
mo loritos; entre dos racionales hay un irracional, 7 es irracional, e es irracional; pero, ;por
qué?, ;cudl es la demostracion de que 7 es irracional? Claro porque ellos aprenden, tienen un
montén de conocimientos que se muestran como verdades establecidas, entonces en algin

minuto hay que ver que detrds hay un argumento.

[EAR10] ;Utiliza algin libro, software, u otro material para la ensefianza de los nime-

ros reales?

Usualmente lo que hago es que tomo un texto y todo el mundo ya sabe que no me voy
a alejar del texto, en el fondo estamos leyendo el texto juntos. Hay cursos donde también

ocupo el mismo curso que esta desarrollado en Internet, que esta en YouTube, pero como
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material complementario. Para escoger el libro hay varios criterios, lo minimo es que tenga
el contenido que uno quiere ver, después que tenga una notacioén amigable, hay libros que
son muy buenos pero la notacidn es horrible entonces eso no ayuda mucho, también al revés
hay libros que son demasiado bla bla bla y no introducen casi nada de notacién y uno se
pierde, por ejemplo, la dependencia de los €psilon y delta, eso es terrible porque usualmente
tu ves continuidad, la continuidad es un concepto que para todo épsilon existe un delta, que
depende de quien, muy pocos libros hacen énfasis en que ese delta depende de épsilon, del
punto y de la funcién, depende de varias cosas, si tu pones siempre la dependencia te queda
una notacién pesada, pero no ponerla, si no lo pones al menos una vez, si no haces esa
advertencia de ojo hay que tener cuidado, para no abusar de la notacién esto lo vamos a

omitir, hay que hacer esa advertencia.

[EAR11] ;Cuales son las dificultades que tienen los estudiantes para comprender la
propiedad de la densidad de los racionales en los reales?

Es que la dificultad es el axioma del supremo, una dificultad histérica digamos, que viene de
los griegos. La humanidad se demor6 2.000 afios en entender el continuo, osea, todo el pro-
blema de la liebre y Aquiles, ese tipo de paradojas son reformulaciones del problema que los
tipos no entendian el proceso del limite, no entendian el continuo y eso la humanidad tardo
2000 afios para entenderlo y tal vez mas porque uno dice hasta Newton, pero en realidad la
formulacién vino con Wiestrass, entonces esa dificultad como dirfa un amigo, epistemoldgi-
ca, ese obstaculo, inevitablemente aparece cuando uno aprende los nimeros reales y da lo
mismo tu puedes usar sucesiones de Cauchy, Axioma del supremo o Cortaduras de Dede-
kind y vas a tener lo mismo porque todas esas cuestiones son equivalentes y no hay como
baipasear ese problema y tiene que ver con aspectos de madurez cognitiva, de cosas neuro-
nales probablemente, todos tenemos esa dificultad, entonces, hay algo ahi que es superior
digamos. ..

El tema de contar, también, por ejemplo muy poca gente le ensefia a los estudiantes cual es
la propiedad intrinseca de un conjunto infinito, porque para ellos un conjunto infinito es un
conjunto que no se puede contar, no un conjunto que es biyectivo con un subconjunto propio
de él.... fijese los naturales con los pares, los reales con un intervalo, pero tu le preguntas a
cualquier estudiante y no te van a saber decir que es un conjunto infinito. Con los racionales
les cuesta entender, asi lo demuestres, pero que pasa, que ellos no ven por ejemplo, aunque
tu se los muestres que los reales no son numerables, no te entienden, ellos pueden seguir la
demostracién, cachar [darse cuenta] que hay una contradiccion pero a pesar de eso, siguen
pensando que los reales se pueden poner en correspondencia con los racionales, ahi hay una
situacion media extrafia... El continuo siempre es un problema desde donde tu lo mires, des-
de la densidad o desde el punto de vista de contar, de donde lo mires es un problema, tanto es
asi, por ejemplo, solo hasta finales del siglo XIX se le ocurri6 a alguien preguntarse si el con-
tinuo era el cardinal siguiente al de los naturales, solo a finales de siglo XIX Cantor demostr6

que los reales no eran la misma cantidad que los naturales, que los racionales, y pasaron 30
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afos hasta que demostraramos que en realidad el cardinal del continuo es un axioma si es el

siguiente cardinal o no, entonces estamos hablando de conceptos super modernos todavia.

[EAR12] ;Cémo se enseiia a demostrar?

Se ensefia a demostrar, demostrando, osea, uno va razonando conjuntamente, pero en general,
no hay una metodologia, yo nunca he visto que usted ensefia a demostrar asi, asi.... Uno
simplemente demuestra y a través de esas demostraciones le va dando ideas a los estudiantes
de como son las técnicas, por ejemplo, hay un teorema que dice lo siguiente : Si tu tienes
una sucesion monoétona que va creciendo y es acotada, entonces siempre tiene limite y el
limite es el supremo. Listo, puedo hacer la demostracion y argumento con los estudiantes.
Ejercicio: demuestre que si la sucesion es monétona decreciente y acotada, entonces siempre
tiene limite pero ahora es el infimo. . . ., pero entonces ahi tu estas ensefiando a demostrar por
analogia, porque td le das una técnica y bueno repitala en este caso. También hay otra parte
donde es importante uno mostrar en la demostracion donde esta la dificultad, donde estuvo
el proceso creativo del matematico, donde esta el problema y como el matematico baypaseo
[soluciond] el problema, darle esa luz, porque si uno no les da esa luz es como cuando...
recuerdo por ejemplo, en primer aio los problemas de induccion, donde le sumo un cero
maégico, ya después uno sabe que hay que sumarle el cero y que tiene que ser mas o menos
de esta forma y la cosa después termina fluyendo, pero si no te muestran eso, jamas se te va a
ocurrir, al principio esas cosas son sorprendentes, medias méigicas de repente, pero después
van adquiriendo cierta naturalidad, entonces uno tiene que mostrar cudl es la idea, mira se
me ocurrié hacer esto. Yo muchas veces lo que hago, es que digo, voy a tomar un épsilon
pequeno, que tan pequefio no se, hago las cuentas y digo, debemos asegurarnos de esto,
entonces tiene que ser mas pequefio que este y que esto .. .., y tomo el minimo... , para que
entiendan de donde es que aparece.

Curso Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sesion 1: El problema de Cauchy
ED1.1 [2:00-13:40] Ecuacion logistica

Contexto del episodio: El profesor habia propuesto como ejercicio resolver la ecuacién

logistica X’ = x(x — 1). En la clase, discute con los estudiantes el proceso de resolucién que

—1
* | =t+c, x#0,x# 1. En el tablero

ellos habian realizado para obtener la solucion In|
x
queda escrito:

1 1
Caso lix> 1, = >0,In|"—| =" =t+c
X X X
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x—1

=ci€'

x—1=xcie

x(1—cre) =1
1
= 1—cé
Diego: Entonces habiamos hecho una separacién de variables y la solucién era ln|x; ! | =

t+c, x # 0, x # 1. Entonces esas son las soluciones y la tarea era ver que pasaba con ellas,
porque con esto no sabemos cudl es el comportamiento de la solucion y lo que hay que hacer
es, jAah!, hay que ver caso por caso. Entonces, caso 1, x mayor que 1. Entonces en ese caso
ese cociente que esta aqui, x menos 1, que es positivo, dividido por x que es positivo, es
mayor que cero. Y por lo tanto esto [sefiala ln|x%1 |] es igual a r més una constante. Ahora
exponenciamos, pero tenemos que x menos 1 partido por x es igual a una constante c, por
e elevado a la . jEsta bien esto? Entonces factorizo x factor de 1, menos c; elevado a ¢ nos
da 1, entonces queda x es igual a 1 partido por 1 —cje’ ;Si? Esa es la solucién, implicita,
¢por qué? Porque recuerden que la solucién de esto [de la ecuacién x' = x(x — 1)] es una
funcién y que va desde el intervalo a, b en R, ;si?, tal que satisface que, Y'(¢) tiene que ser
igual a y(r)(y(r) — 1). Eso es lo que habiamos dicho que era la solucion, bueno, aparte de
las condiciones de a y b. Entonces, no sé€ cudl es el x de ¢, no sé€ cudl es. Bueno y ;como se
calcula esa constante ¢ ? En este caso, cuando ¢ vale 0, tengo x(0) menos 1 partido por x(0)
igual a c1. Esa es la constante. Bueno, lo que quiero decir es lo siguiente, para poder analizar
que pasa con la poblacién primero hay que calcular la solucién implicita, ver la relaciéon que
tiene con la constante y ahi uno puede hacer un anélisis tal cual uno lo hace en Calculo 1.

Vamos a hacer otros casos. ;Qué pasacon 0 <x <1 ?y ;Qué pasa en el caso x < 0?7

Sesion 2: El teorema de Picard-Lindeloff
ED2.1 [32:35-45:00] Teorema del punto fijo de Banach

Contexto del episodio: El profesor expone el enunciado del teorema del punto fijo de Ba-
nach: Sea (X,d) un espacio métrico completo y F : X — X una contraccion, entonces existe
un tnico punto fijo para F. La demostracién queda escrita en el tablero en la siguiente forma:
SeaxeX,n>lyx,=FoFo---F(x)=F"(x).

n—veces
Afirmacion 1: (X,) es de Cauchy, entonces, Jzo € X : lin, Xy = 20

Afirmacion 2: F(z9) = zo

F(z0) =F (limp—coXy)
=limy o F (xp)
=limy—oF (F"(x))

=liny,_eF" ! (x) = limy—eoXni1 =20
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Si z; # zp es otro punto fijode F, 0 < d(z1,z0) = d((F(z1),F (z0)) < d(z1,20), contradiccion,
entonces zq €s Unico.

Diego: Este es el cldsico ejemplo de que, jAh!, bueno, sabemos que existe solucion pero otra
cosa es calcularla. Porque este teorema en realidad dice que si uno tiene una contraccion
tiene un punto fijo, ese punto fijo es Unico y ademds [el teorema] me dice cémo puedo
aproximarlo, cémo lo puedo calcular. Entonces ahi es importante la demostracion. En la
demostracion, tomemos un punto cualquiera x € X, entonces para n igual o mayor que 1
definamos x,, la sucesiéon F' compuesto con F de x, n veces. A esa sucesion la voy a llamar
la potencia F"* de x. ;De acuerdo? Es F' compuesto por x, osea, tomo un punto, le aplico la
F. Después le vuelvo a aplicar la F', después le vuelvo a aplicar la F...

Estudiante: Profesor, ja qué se refiere con punto fijo?

Diego: Punto fijo quiere decir que existe, que es un punto... zg en X es punto fijode F si F
de zg lleva ese punto a el mismo, F(z9) = zo lo deja fijo. ;Si? Entonces tengo que encontrar
ese punto zo. La afirmacion 1 es que esa sucesion que construi, x,, es de Cauchy. Créanme
que es de Cauchy. Si. Después podemos hacer la prueba si quieren,. . . . pero supongamos que
todos ustedes tengan la suerte de conocerla. .. Si es de Cauchy, entonces existe un nimero z
en X, tal que el limite cuando 7 es infinito de x;, es el punto zy porque el espacio es completo,
entonces para toda sucesion de Cauchy, en particular para esta, toda sucesion de Cauchy es
convergente, o sea, que quiere decir que existen limites. En toda sucesion de Cauchy existen
limites. Asi que esta tiene un limite que se llama, digamos, zo. Pero fijense afirmacion 2
F(zp) es un punto fijo. Veamos la afirmacién 2. ;Quién es F(z9)?, zo es el limite de x,,.
Quiero, quiero hacer una nota, si la sucesion es de Cauchy, entonces existen limites. ;Por
qué? Porque el espacio, es completo. ;Si? Volvemos a la afirmacion F(zp) es F del limite de
xp. Listo. Ahora esto es igual al limite de F' en x,. ;Esto por qué pasa? Por la continuidad de
F puedo intercambiar el limite con la funcién.

Estudiante: ;Entonces, es continua por el contexto que estamos?

Diego: Por la hipétesis del teorema... jAh!, no, claro, no lo puse pero si es contraccién
significa que es continua.

Estudiante: jAh!, Ya.

Diego: Entonces aqui, F' es contraccion, entonces es continua. /Si? ... Ademds si ven la
definicién de continuidad para todo épsilon existe delta, ;si, si usted...si les doy épsilon,
cudl es el delta que hay que tomar? El mismo. ;Si? Porque para todo épsilon existe delta
tal que si esta distancia es mds chica que delta, entonces esto tiene que ser mas chica que
esa... Bien, ;entonces el limite de F de x, era? F de F" de x, pero entonces esto que esta
aqui no es otra cosa que F"*! de x, y esto que estd acd es el limite de x,.,1, pero si el limite
de x, es zo el limite de x, es lo mismo. Asi que esto [F(z9)] me queda igual a zo. Asi
que zgp es un punto fijo. El teorema no termina ahi, ademds dice que [el punto fijo] es tnico.
Supongamos que haya otro. Ya que estamos aqui. Si z; distinto a zo es otro punto fijo de
F. ;Qué pasa? ;Entonces cudnto vale la distancia de z; a zg ? Bueno, no sé, pero debe ser
positiva, estrictamente positiva, porque son distintos ...Entonces F(z;) es zj, asi que poner
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71 0 F(z1) es lo mismo, porque son puntos fijos. Y poner zo 0 F(zp) es lo mismo. Pero
esto, por ser una contraccion la distancia d(F(zo),F(z1)) es mds pequefio que la distancia
d(z1,20). (Entonces como es que un nimero positivo es estrictamente mas pequeiio que ¢l
mismo? No puede ser, por lo tanto, zg es unico. ;De acuerdo? Entonces, este es el clasico
teorema...En general una de las cosas que ocurren, hay veces que ciertos teoremas nos dan
la informacion en el enunciado y la demostracion o la formalizacion no dice nada, pero aqui
la demostraciéon ademds entrega informacion. Que dice no solamente el espacio métrico es
completo, o sea, no solamente existe un inico punto fijo, sino que me dice como encontrarlo.
Parta de cualquiera, de cualquier punto de su espacio, y comienza a integrar la funcién e
inevitablemente va a converger al punto fijo. O sea, que el punto fijo atrae globalmente a

todas las funciones.

Sesion 3: Dependencia de las soluciones
ED3.1[37:25 - 52:35]: Demostracion de unicidad

Contexto del episodio: El profesor habia demostrado un teorema de existencia de la solucién
de un problema de valor inicial. Ahora se propone demostrar la unicidad de dicha solucién
que esta planteada de la siguiente forma: Si 71 : [; — RP y  : b — RP son soluciones del
problema de valor inicial entonces 7, (t) = ¥(t), V¢t € I N I. La demostracién queda escrita
en el tablero asi:
SeaJ = {l elhink: ’}’1(l) = ’}/2(1)} ChLNDb.
J#0,t0e]
71(t) y %(t) son continuas en I} N 1.
g:LNnhL —RP

r— g(f) =n(t) — %)
g es continua.
g 1({0}) = J es cerrado.
Sear* € J C I} NIp. Llamemos X* a 1 (t*) = 1 (t*).
Por la primera parte del teorema existe € > 0y y*: (t* —€,t* + &) — RP tinica solucién de
x'= f(t,x) y x(t*) = x*.
Vie(t"—et*+e)—=n(t)=y()=pn@) .. (t*—¢et*+¢€) CJ..Jesabierto.
Diego: Entonces vamos a hacer la demostracion de la unicidad. Yo tengo que demostrar que
lay; dety 9 de t son iguales en todo. Entonces, sean ¥; de un intervalo I; en RP y 7 de
un intervalo I, en RP, soluciones del problema de valor inicial, vamos a dar 2 soluciones.
Entonces, vamos a llamar J a los # en I1 N1, tal que 7y de ¢ es igual a > de t. Vamos a ver
dénde coinciden estas dos soluciones. Entonces, J es distinto al vacio. ;Por qué? porque el
punto fy tiene que obedecer a J. Ya que son soluciones, entonces y; en fy tiene que ser xo
y % en fy tiene que ser xo. Asi que el 7y estd en J. Esta es la Observacion 1 J # 0, ty € J.
Observacion 2 7 y 7, son funciones continuas. Bien, entonces para que esto esté bien defi-
nido ¢ tiene que estar en el dominio de la y; y ¢ tiene que estar en el dominio de la 5. Asi
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que hay una cosa que es inmediata, que J estd contenido por mi definicién en /; interceptado
I, 1o que voy a probar es que son iguales, ;eh?; eso es lo que voy a probar. Entonces J es
distinto al vacio, estas funciones [y; y 7»] son continuas en /; interceptado />, por lo tanto sea
g: 1N — RP sitomo un ¢ aqui en I interceptado I, y lo llevo a g(¢) que es la diferencia
de 71 (¢) que es continua, menos 9> () que es continua, entonces g es continua. Bien, ojo, aqui
atento a esto. Entonces como es continua, g~ ' ({0}) es cerrado, porque el 0, que es un solo
punto, es un conjunto cerrado y porque la funcién es continua, entonces la imagen inversa de
un conjunto cerrado es un conjunto cerrado, pero ;/qué es lo que es la imagen inversa? Son
todos los ¢ que estdn en /; interceptado I, y tal que ¥;(¢) menos 9 (¢) es 0. O sea, que 7 (t)
es igual a ) (¢). Asi es que g~ ({0}) que es cerrado es lo mismo que el conjunto J, asi que
J es cerrado. Entonces lo que probé es que J es distinto al vacio y que es cerrado. Si pruebo
que es abierto, gané, porque entonces si pruebo que es abierto resulta que es conexo, ¢si?, y
los tnicos subconjuntos conexos de un conjunto conexo, que son abiertos y cerrados son en
vacio y todo el conjunto. Y como J no es vacio, tiene que ser todo el conjunto que es 11 N 5.
Entonces, voy a probar que es abierto. ;Estd bien? Es medio raro el argumento, pero, este va
a ser un argumento super usual después en variable compleja. En variable compleja se van
a pasear por argumentos de conexidad... Entonces ahora vamos a probar que este conjunto
que estd aqui es abierto... Sea t* en J que esta contenido en /; interceptado /,. Voy a dibujar
aqui el I} y voy a dibujar por aca I, entonces aqui en ambos vive t*. Entonces llamemos X*
a 71(1*) que por esas casualidades de la vida es igual a (") porque t* esta en J y estar en
J significa que 7, y % coinciden. Entonces veamos otra vez el dibujito ;Qué es lo que pasa?
Por otro lado tengo un conjunto U, voy a dibujarlo acd y entonces aqui esta el punto ¢*. En-
tonces como estd en U aplicamos la primera parte del teorema, que es la de existencia. ;Si?
(Entonces qué es lo que dice la primera parte? Para t* y X* por la primera parte del teorema,
existe un € mayor que 0, ;/si?, y existe una y* ;definida dénde?, definida en * menos € y t*
mis &, en RP. La tinica solucién de la ecuacién x" igual a f de (¢,x) con condicién inicial x
ent* igual a x* ;Si?. Fijense, en ¢ en 0, digamos que estd por acd, entonces el (fy,xp) esta por
aqui. Este era mi problema en condicion inicial, ahora estoy lejos de ese punto. No importa;
igual el teorema dice que para toda condicion inicial, para cada condicién inicial hay una
unica solucidn local. Entonces aqui hay una tnica solucién local. ;Qué pasa? Aqui esta t* y
aqui r* menos € y t* mas €. Entonces pasa esa solucién, que es la y* pasa la solucién verde
en este mismo intervalito. ;Puede ser eso la solucion verde?

Estudiante: No.

Diego: No puede ser porque en el intervalo t* menos € y t* mds €, la solucién ahi es Unica,
en ese pedacito de intervalo. Asi que el pedacito verde no puede ser distinto; tiene que ser
igual. Y el pedacito naranja, lo mismo. En ese intervalito, afuera no sé, pero en ese interva-
lito alrededor de t* tiene que coincidir. /Si? Entonces para todo ¢ en t* menos € y t* mas
€ implica que 7;(¢) es igual a y*(¢) y que a su vez es igual a J»(¢). Por lo tanto t* menos €
y t* mas g, tiene que estar contenido en todo ese intervalo en J. Porque las dos coinciden
en ese intervalito. Por lo tanto J es abierto, porque para cada punto de J, encontré un in-
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tervalito abierto que esta contenido en J. Entonces...Bueno, se acabd. Como /; interceptado
I, es conexo, entonces implica que J tiene que ser /1 interceptado Ip. O sea, ahi se acaba la
demostracion de la unicidad.

Sesion 4: Teorema de Grobman-Hartman
ED4.1 [59:25 — 1:08:20]: Estrategia heuristica

Contexto del episodio: El profesor discute con los estudiantes el enunciado del teorema de
Grobman-Hartman en la siguiente forma:

(Cudl es el espiritu del teorema? Si x es regular entonces puedo decir como es localmente.
(Acé qué que dice el teorema? Dice que si tengo una singularidad en algunos casos local-
mente cerca del punto estacionario este va a ser conjugado al flujo de la parte lineal. ;Cierto?
Estoy cambiando el problema, de un problema que es no lineal en un campo de vectores
por un problema que se resuelve con matrices, ;ya?. Ahora, no saco nada con cambiar el
problema si no sé como se resuelven las flaquezas. O sea, te cambio algo que no sé resolver
por otra cosa que no sé resolver. ;Cual fue la ganancia? Ninguna. ;{No? Acd teniamos algo
que no sabiamos coémo era y lo cambiamos por algo que sabemos cémo es. Entonces hay 2
problemas que tenemos que abordar. .. el primer problema es cémo son los puntos lineales.
Lo primero es intentar describir si A es una transformacion lineal de RP en RP | (Si?, sies
lineal es posible estudiar x’ igual a Ax. Si puedo decir algo ahi, entonces puedo decir algo
alld [en el teorema]. ;Si? Y después, 2, es que de repente en una de esas, si estudio eso voy
a poder decir: jAh!, es que cuando pasa que en el flujo lineal se comporta de una manera de-
cente, tal vez esa es la condicion técnica que me sirve para que, en el caso no lineal también
se comporte... ;Se entiende la idea? O sea, si yo tengo, por ejemplo, bueno, ustedes ya han
estudiado esto. Por ejemplo, ;cudl es la condicién técnica para que haya inversa local en una
funcién cualquiera?

¢ Ustedes tienen una funcién R? en R? cémo saben que, si le doy a un punto, cémo saben si
esa funcion admite una inversa local?

Estudiante: La derivada. ..

Diego: La derivada distinta de 0 no dice nada porque podria ser... ;Qué es lo que es la de-
rivada en una funcién de R? en R?? Una transformacién lineal de R? en R2. Asi que una
derivada distinta de O significa que es distinto de la 0000. Pero puede ser cualquier cosa.
Estudiante: Derivada invertible.

Diego: Derivada invertible. Es decir, determinante de la derivada en un punto es distinto de
0. Con eso es suficiente. ;Si? ;Por qué? Porque tengo el teorema de la funcién implicita que
es este. Entonces acd es lo mismo. Quiero dado un punto estacionario, quiero obtener infor-
macion local a partir de lo que hacen las derivadas. ;Entonces por qué ustedes saben que el
determinante es distinto a 0? Porque estudiamos las transformaciones lineales y sabemos que
ellas son invertibles si, solamente si el determinante es distinto a 0. Entonces esa condicién

me ayuda para saber, en el teorema de la funcion inversa, ;cudl es la inversa local? ... Aca
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va a ser los mismo tengo un punto, quiero que la derivada dé informacion, entonces tengo
que estudiar muy bien lo que pasa con la derivada para poder rescatar alguna propiedad que
me sirva para transportarla para alld. Entonces el segundo punto es, el segundo problema es
encontrar propiedades en A que ayuden, o que aporten informacién al problema de la clasi-
ficacion local. Es decir, ya, pensemos un minutito. El problema de clasificacion local, si es
que fuera cierto, dice que si tengo un punto estacionario localmente se va a comportar como
el campo lineal en el origen. ;Si? Deberia comportarse como el campo lineal en el origen.
Entonces, si dos campos lineales en el origen se comportan igual, de repente esa propiedad
hace que en el caso no lineal se comporten mas o menos igual. No sé..., en otras palabras,
si podemos clasificar estos que son lineales [sefiala el problema 1], entonces tenemos alguna
chance de clasificar los no lineales. Entonces antes de atacar este teorema asi, que es hermo-
so, porque este soluciona todos los problemas locales, cierra esta parte, este gran problema,
esa condicidn técnica tiene que estar asociada a la clasificacion local de los flujos lineales. Y

que es lo que vamos a empezar a estudiar ahora.

Sesion 5: Exponencial de una matriz y clasificacion de flujos lineales.
ED5.1 [13:40— 16:45] Generalizacion

Contexto del episodio: El profesor esta desarrollando el contenido exponencial de una trans-
n

formacién lineal. Para una transformacién B € L(RY,R?) define ¢ := Zn>0 —. Entre las
propiedades de esta exponencial se encuentra VP & L(]Rd,]Rd) invertible, ¢"BF = peBp~1.
Diego se propone mostrar la propiedad para lo cual es necesario calcular (PBP~!)". En esta
linea, en el tablero queda escrito lo siguiente:

(PBP~')? = (PBP~')(PBP~') = PB*P~!

(PBP~ ') = (PBP~")(PBP~')(PBP~') = PB’P~!

Sean >0, (PBP~)" = PB'P 1y ¥,20 LEL L — p(¥, 0 B)P 1.

Diego: Esto lo que dice es que si a B le hago un cambio de coordenadas es lo mismo que
hacerle el cambio de coordenadas a la exponencial de B. Entonces si quiero calcular la ex-
ponencial empecemos por (PBP~!)", primero lo voy a calcular al cuadrado, (PBP~!)?. Eso
queda P por B por P~! por P, por B'y por P~'. Y lo que va a pasar es que estas dos del
medio se van a cancelar [sefiala P~!P] y me queda PB2P~!. Si lo pusiera al cubo las del
medio se van a cancelar, efectivamente, entonces cuando lo tengo al cubo me queda P por
B por B por B por P~! ;Esta bien? PB3P~!. Asi, lo que podemos deducir, aunque hay que
hacer la prueba por induccidn, es que si coloco la expresion a la n, entonces B queda a la

—1\n
n, osea, (PBP* )* = PB"P~ 1. Entonces si divido por n factorial [(PBZ ) | y si sumo esto

[Zn>0 (PB P ok |, entonces el P lo puedo factorizar y el P 1llo puedo factorizar por la izquier-
da, esto es, ):n>0 (PBP i =P(X,>057 B PP
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Entrevista Diego (Ecuaciones Diferenciales)
[EED1] ;Qué significa que las ecuaciones diferenciales son una teoria cualitativa?

Diego: Cualitativo es que... Antes de Poincaré, las ecuaciones diferenciales, generalmente
venian de la mecénica o de la fisica, entonces para poder saber lo que pasa, poder saber qué
es... todas las aplicaciones, etc., ti necesitas resolver esas dudas. Entonces entre otras cosas,
la gente estaba preocupada por entender el problema de los n cuerpos, que tu tienes una cierta
cantidad de planetas o de cuerpos celestes, con sus masas respectivas, y quieres saber como
son las soluciones del sistema, y después se sabia el problema para los tres cuerpos restrictos,
que se llama, que es dos cuerpos como dos soles y un planeta. Creo que ese fue el caso que
relat6 Poincaré, no estoy claro. El de tres cuerpos era el problema, habia soluciones parciales.
Poincaré se puso un premio para quien pudiera resolver el problema de los n cuerpos, con n
planetas, o decir algo que pudiera ayudar a destrabar el problema porque en realidad nadie
sabia cémo estudiar eso. Y Poincaré enfrenta ese problema y €l cambia la dptica de enfrentar
ecuaciones diferenciales. Dice: Mira, en realidad no se necesita calcular la solucion, lo que
se necesita saber es como esta relacion me provee de informacion de lo que va a pasar con la
solucion sin que yo sepa cudl es la solucion.

Entrevistadora: ;Por eso es cualitativa?

Diego: Por eso es cualitativa porque no importa la cantidad, no importa lo que sea la solucidn,

la cantidad cuanti, importa la propiedad.

[EED2] ;Por qué en matematicas es usual considerar casos para resolver un problema

o para hacer una demostracion?

Diego: ;A qué te refieres con casos?

Entrevistador: Por ejemplo, cuando usted estaba demostrando tomaba una funcién y decia:
Vamos a mirar como se comporta entre O y 1, vamos a mirar cémo se comporta si x es mayor
que 1. ;Por qué es usual hacer eso en matematica, por qué algunos problemas se abordan asi
considerando casos?

Diego: Es que depende de lo que tomes, pero hay veces que no es facil agrupar todos. O sea
si td quieres hacer una ecuacién para todos los elementos dentro del conjunto, pero a veces
no puedes tratarlos todos por igual. Porque los elementos dentro de ese conjunto pueden
tener propiedades distintas o pueden tener propiedades que en algunos casos te ayudan o te
dificultan mds una prueba. No sé, busquemos la solucién de la raiz de una ecuacién en se-
gundo grado, no puedes tratarlo todo porque tienes soluciones complejas y soluciones reales,
y tienes soluciones que son multiplicidad una solucién, multiplicidad dos, o dos soluciones
distintas. Entonces, que es lo que peleaba con mi profesor, decia: no porque son dos solucio-
nes iguales, y no, es una solucion, de multiplicidad dos. Tienes un montén de situaciones y
a veces, para ciertos problemas, no puedes pensar todas las soluciones como una sola cosa.
Por ejemplo, voy a pensar que tengo dos soluciones reales distintas, porque la ecuacién se

comporta distinto para lo que quieres probar a que tenga una solucion con multiplicidad do-



119

ble.

Entrevistadora: Entonces las caracteristicas del problema son las que me dicen cuando es
adecuado es considerar casos.

Diego: Exacto, no hay una regla, no sé si hay una regla, no creo.

Entrevistadora: Bueno yo me refiero a esos tipos de casos, entre 0 y 1, mayores que 1,
cuando tiende a - infinito o cuando tiende a + infinito, esa idea.

Diego: Si, pero eso es peligroso, eso hay que saber hacerlo. Porque ;cémo sé yo que estoy
tomando el buen caso?, el caso que me da luces de qué es lo que va a pasar independiente del
ejemplo. Por eso cuando uno hace cosas inductivas, especialmente, y cuando enseiia, eso hay
que hacerlo con cuidado, porque el profesor puede seguir el ejemplo del libro, voy a hacer
este ejemplo y después vamos a generalizarlo, pero eso es delicado si el profesor no entiende
por qué tiene que proponer este ejemplo y no otro ejemplo, o cudles son los ejemplos que
necesita. Porque cuando se estd ensefiando matematicas, el profesor dice : vamos a hacer
este caso en particular y después lo vamos a generalizar. Para el investigador, él no tiene el
problema en la cabeza, no sabe cudl es el resultado, haces un caso buscando entender en
ese caso cudl va a ser el teorema. Cuando lo aplicas como profesora estas haciendo trampa,
y no estds haciendo matematicas porque lo que td quieres es que el estudiante sea un buen
investigador, pero el estudiante no tiene el teorema en la cabeza y entonces le tienes que dar
un caso que le permita a €l generalizar. Pero si no hiciste el ejercicio antes, ;como sabes que

€l lo va a lograr o no?

[EED3] ;Porqué sucede lo siguiente?

En una clase la profesora hablaba de la densidad de Q en R, y lo demostraba en el intervalo
0, 1 diciendo que eso se puede decir para toda la recta.

Diego: Claro, pero ahi podrias hacerlo para 0,1, pero lo que uno deberia hacer es explicar por
qué es suficiente hacerlo para 0,1. ;Eso es un caso?, no sé a lo que le llamas un caso. Eso es
como reducir un problema grande a un problema que puedes manejar. Pero puedes hacer esas
reducciones pero tienes que explicar bien por qué puedes hacer esa reduccion. O sea que entre
los intervalos 5, 7 es lo mismo, o que el intervalo 0, 1/2, o que -10, -1, puede ser lo mismo.
Pero lo que te estoy diciendo es que cuando le das un caso en particular, vamos a resolver
esta ecuacion de segundo orden y vamos a mirar esta, y quieres que deduzca la férmula que
no tiene en la cabeza, y puedes darle un ejemplo que a lo mejor el ejemplo es bueno, pero
ahi hay una cosa que siento que los profesores no siempre evalian, o saben evaluar, que
es el proceso de generalizacion que se estd haciendo. Tud estds guiando una generalizacion
pero cuando ti haces matemaéticas, haces casos particulares y para generalizar primero se te
tienen que ocurrir los casos particulares, tienes que saber discriminar cuales de esos casos
particulares son los que te sirven o los que te van a dar luces para el problema general, que
no lo sabes. Entonces el profesor siempre hace trampa porque €l ya sabe. Yo creo que cuando
uno hace eso, tiene que ponerse en el caso que yo no sé hacer el andlisis, porque si no, no

sirve lo que estas haciendo o puede no servir, o inducir el error, o puede hacer otra cosa que
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es distinto al razonamiento matematico porque el razonamiento matemaético es deductivo, no
es inductivo. No es que estds usando tu intuicion para resolver el caso general, pero no, de
ninguna forma.

Entrevistadora: Cuando tienes un problema buscas resolver casos particulares como una
estrategia para resolver el problema.

Diego: Por ejemplo hay un teorema, el teorema dice que esencialmente cualquier funcién
diferenciable la puedes aproximar localmente por un polinomio, ;de qué grado? Entonces
puedes poner un ejemplo, pero en realidad lo que deberia haber pensado la gente es que
tengo una funcién cualquiera, no sé cudl es, entonces ;cudl es la informacién relevante?, o
sea dices bueno quiero estudiar la funcién en 0, una funcién cualquiera, una mas compleja,
lo que uno va intentar siempre hacer es tratar de reducir ese problema que no sabes qué es lo
que es a algo que conozcas. Lo que conoces es polinomios, y mas que polinomios, lineales y
cuadraticas. Entonces en la generalizacién, partes con ejemplos, dando ejemplos, a ver cémo
puedo escribir esto como una cosa lineal o0 como una cosa cuadratica, y ahi empiezas, ver el
teorema de cuando una funcidn tiene inversa. Sabes que si la funcion es parecida a la lineal
debe tener inversa. Como se prueba eso no sé, pero si se comporta como una lineal, tiene
inversa. Si se comporta como una cuadrdtica, ;tendra inversa? Entonces el objetivo, la gracia
del ejemplo, es que puedas escoger un ejemplo que te de luces para la generalidad. En eso
hay harta préctica, harta madurez, harto conocimiento, profundidad de lo que estas haciendo,

no necesariamente la matemaética en general, pero por lo menos de lo que estas haciendo.

[EED4] Podria profundizar en la siguiente afirmacion:

Resolver un problema de Cauchy de primer orden es lo mismo que resolver un problema de
punto fijo. En matemdtica una de las cosas que hacemos es convertir un problema en otro
Diego: Una de las cosas que hacemos en matemadticas es tratar de transformar un proble-
ma en otro, a veces pasa que, es super usual en matematica, que transformas un problema
que puede tener alguna dificultad intrinseca en otro problema que si tienes mas herramientas
para resolver, y a veces esas herramientas son mucho mas abstractas. A veces tienes una
ecuacion diferencial en términos de n, o r2, y te paso un problema de punto fijo, es més fécil
el problema, pero el operador, ya no estd en r o en n, estd en un espacio de Banach, una cosa
mucho mdas compleja. Ganas simplicidad, o sea el problema es mds simple en un contexto
mas complejo, siempre ganas y pierdes, siempre todo suma 0. Lo mismo por ejemplo, cuan-
do deciamos que vamos a ver solo las ecuaciones de primer orden porque la ecuaciéon de
segundo orden se reduce a la primera. Se reduce, pero tienes que aumentar la dimension, en-
tonces perdiste, o sea tenias un problema mas simple por una parte pero perdiste... Es medio
asi, tienes un monton de ejemplos matemdticos donde puedes tomar un problema, reducirlo
a lo conocido o a algo més fécil, pero siempre vas a tener que pagar un costo, y ese costo es
que se dificulte otra cosa, puede ser la dimension o qué sé yo.

Entrevistadora: ;Pero el objetivo de hacer eso es poder decir algo del problema inicial?

Diego: Siempre podemos decir algo. Ademds hay que reducir, cada vez que haces una re-
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duccidn tienes que reducirlo a algo que ya sepas cémo es. Porque si lo voy a reducir a otro
problema donde tampoco s€ nada, es nada por nada. Tiene sentido porque por ejemplo, aqui
no sé nada, voy a cambiarlo por otro problema que tenga un punto fijo que sé hacerlo y como
sé hacerlo puedo pagar el costo que tenga que aumentar la dimensién o que este problema me
quede un poco mas dificil, porque este lo sé resolver. Pero lo llevo al terreno que conozco.
O sea cambiar un problema que no sé algo, por otro que no sé nada, no ayuda. Lo otro que
puede pasar es que uno gane en el problema, no sabes nada, lo cambias por otro que no sabes
nada, pero el otro a lo mejor es mds facil de estudiar o hay mds herramientas o herramientas
distintas con las que se estudian. Eso por ejemplo, es lo que pasé con el dltimo teorema de
Fermat, lo que se prueba es cualquier cosa menos el teorema de Fermat, el problema ya se
llevo a otra esfera y en ese mundo que es mucho més complejo tiene solucidn, porque en el
mundo de operaciones bdasicas elementales que uno conoce, no hay caso uno no va a tener

cémo demostrar el teorema.

[EED5] ;Por qué es importante la unicidad de la solucion del problema de Cauchy?

Diego: Porque un cualquier ecuacién td quieres saber si la solucién es unica o no. Es un
problema que es intrinseco a las ecuaciones.

Entrevistadora: O sea no es particular de las ecuaciones diferenciales sino que en general...
Diego: Si, cuando haces una ecuacién de segundo grado, quieres saber cudndo tiene una
solucién o cuando tiene dos.

Entrevistadora: ;Y por qué la inica es mejor, es mds importante?

Diego: Porque por ejemplo, si tienes otra solucidn vas a tener que hacer casos, si la solucién
es esta, entonces pasa esto, si es otra, va a pasar esto otro, por ejemplo. Pero lo fundamental
es que, en este caso, casi todas las ecuaciones corresponden a problemas fisicos, entonces si
la solucién es tnica sabes que no son los movimientos posibles es el movimiento posible, no
hay mads. O sea, tengo los planetas, la velocidad inicial, y por mas complejos que se muevan,
se van a mover de una unica manera, no se van a mover de dos maneras distintas. Tienes la
temperatura, tienes la presion, tienes la humedad, y sabes que el clima va a comportarse de

una unica forma, no hay dos posibles, porque si no nuestra capacidad se pierde.

[EEDG6] ;Podria explicarnos o darnos un ejemplo de como se usa el argumento de co-
nexidad?

En clase usted sefiala que el argumento de conexidad es un argumento cldsico en andlisis

Diego: Lo que pasa es que el argumento de conexidad es cuando ti estds en un conjunto
conexo, los Unicos conjuntos que son abiertos y cerrados a la vez, es todo el conjunto o
el vacio. Entonces uno sabe que los intervalos son conexos, R” es conexo, las bolas son
conexas, los complejos son conexos, o sea un monton de espacios que son conexos. Ocurre
que tienes una propiedad disfrazada. El conjunto de los puntos, por ejemplo, en el intervalo

tal que pasa cualquier cosa, lo que tu quieras, y quieres demostrar que eso vale para todo el
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intervalo. Entonces puedes mostrar un técnica, que es la inocente que es la que nos ensefian
a todos en primer ano, que es probar que cada para elemento del intervalo se cumple la
propiedad. Una manera un poco mds sofisticada es demostrar lo siguiente: primero voy a
demostrar que hay un elemento del intervalo que cumple la propiedad, uno al menos, listo,
después voy a demostrar que los elementos que cumplan la propiedad, que no sé quiénes
son, forman un conjunto abierto. Después voy a probar que los elementos que cumplen la
propiedad, que no sé quiénes son, son cerrados, o sea el conjunto que es este punto que
satisface la propiedad, es un conjunto que es abierto y que es cerrado. Asi que me quedan
dos posibilidades, como el intervalo es conexo o es de todo el intervalo o es vacio. Pero
no puede ser vacio porque dije que hay puntos, entonces probé la propiedad para todo el
intervalo. Ese tipo de argumento se usa de manera compleja, un montén de ejemplos donde
se usa ese argumento, que es un argumento super indirecto para probar que algo vale para
todo.

[EED7] ;Coémo explica esa costumbre que tenemos en matematicas de sumar o a mul-
tiplicar lo que necesitamos?

Usted estaba desarrollando una demostracion y multiplica por un uno, usted dice "voy a
multiplicar por este 1 que es conveniente”
Diego: No sé. No sé en qué momento uno pasa... Yo recuerdo cuando estaba en primer afio,
el tipo sumaba un 0, cdmo sabe cudl es el 0 o el 1 que hay que sumar, y después en algin
minuto, no sé como, por arte de magia, pasa a ser de lo mdas natural. En la medida que se
vaya practicando. No sé, yo no sé como se hace eso. Pero es 1o mismo que pasa en geometria,
que es exactamente lo mismo, vamos a poner este puntito y este segmento auxiliar, y listo,
y ahi se acabd, resolvié el problema, cémo se le ocurrid, no sé, pero lo haces tantas veces.
Después tu miras el problema dices “’tiro esta recta y...”.
Entrevistadora: Recuerdo que teniamos esa discusion, por qué hacemos esto, sabemos que
funciona, lo hacemos, nos va saliendo natural, pero por qué, qué es lo que sustenta que ha-
gamos esto.
Diego: Una cosa es colocar cosas y la otra es quitar cosas. Por ejemplo, una recta, la recta es
conexa, el plano también es conexo. Hay un homomorfsismo entre la recta y el plano, una
funcion continua cuya inversa a esa continua... L.a respuesta es no. Voy a hacer otro ejemplo.
Tengo el intervalo -1, 1, voy a tomar el complemento, que el intervalo es abierto o cerrado,
como quieras, el punto es que el -1 infinito, 1 infinito. Eso no puede ser homoformo por-
que ese conjunto no es conexo y R es conexo, y el homomorfismo preserva la conexidad.
Pero entre una recta y un plano, la recta es conexa, y el argumento no te sirve porque la
recta es conexa y el plano también es conexo. Por ejemplo, uno para descartar que dos cosas
son homeomorfas, dice .¢! intervalo -1, 1 cerrado, ;es homomorfo a la recta real? no, por-
que..Porque el intervalo -1, 1 es compacto y la recta real no, no puedes decir que es cerrado
porque la recta también es cerrada, pero es compacto y la otra no, y los homorfimos son

compactos, entonces no puede ser homomorfo. Entonces ese argumento es para descartar...
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pero ahora tienes la recta y el plano, uno esperaria que no fuera homomorfo, porque un ho-
morfismo significa que topolégicamente es lo mismo. No sé, pero supongamos que si fueran
homomorfos, entonces si yo saco un punto del plano y un punto de la recta, lo que queda se-
guiria siendo homomorfo... Supongamos que el cero va al origen, saco el 0 y saco la imagen
por el homorfismo que es el origen. Pero acd me quedan dos intervalos, 0 con infinito, que
ese conjunto no es conexo, pero el plano menos un punto sigue siendo conexo, no se puede
separar. Eso significa que esos dos puntos no son homomorfos porque tienen un conexo que
va al mismo conexo y por lo tanto lo otro tampoco puede ser.

Entrevistadora: En ese ejemplo estd quitando.

Diego: Quitas cosas, ahi dices “quiero resolver, y qué hago para resolver, quito, no sumo’.

Hay veces que sumas y otras veces que quitas.

[EEDS] ;Cual era el propdsito de exponer una idea inocente de la demostracion del
teorema de Hartman Grobman?

Diego: En en el teorema de Hartman Grobman... el problema es esencialmente es el mismo
de lo no lineal con lo lineal. Entonces estas en el mundo de lo lineal, y en el mundo de lo li-
neal la herramienta clésica es el teorema de Taylor, y uno puede pensar que tienes Taylor ahi.
En el mundo no lineal, salvo que la derivada sea cero, siempre puedes cambiar la funcién por
la derivada, y puedes cambiar tu funcion en realidad por lo que sea mientras los componentes
sean los nulos. Eso decides cambiar y pierdes un resto... que uno puede estimar, tienes una
estimacién. Entonces ;porqué no hacer lo mismo en campo de vectores no lineales? La idea
es inocente en qué sentido, en que... es la idea que a uno se le deberia ocurrir. Y el ejemplo
que digo después es que no sirve, esa idea deberia intentar probar nuevas funciones. Eso lo

hago para demostrar que por eso es inocente porque no va a funcionar.

[EED9Y] ;A qué se refiere con una condicion técnica?

En la definicion de los flujos conjugados usted sefialaba que la condicion con respecto al
tiempo, que el tiempo esté bien definido es una condicion técnica

Diego: Si, porque cuando tienes conjugaciones de flujos, para tener flujo en sentido estricto,
ta debes tomar dos tiempos cualesquiera y el flujo tiene que estar bien definido en el tiempo
suma. Pero si este es un intervalo no mds, y tomas dos tiempos, el tiempo suma puede ser
solo el intervalo. Entonces el teorema tiene la condicion técnica de que vale mientras la
suma de dos tiempos de flujos siga estando en el intervalo de definicion, porque si no te
estds saliendo del intervalo y ahi no tiene ningtn sentido. Es una condicién técnica que es
un poquito delicada porque es incomoda. Porque cuando uno no pone los cuantificadores,
queda como todo facil, pero cuando uno pone los cuantificadores en ese caso, se enreda
entero. Entonces prefiero... como lo relevante no es eso, o sea es importante pero no es que
el mundo se vaya a caer a pedazos. Entonces la condicion técnica explica un poco qué es lo

que hace pero no profundizo en eso porque es menos importante. Al final en el caso cuando



124

uno quiere cambiar los flujos lineales, esa condicidn técnica no existe, los flujos lineales la
suma de tiempo siempre estd bien definida... o sea los flujos lineales de intervalos es toda la
recta, siempre. Asi que no hay problema. O sea depende del tiempo pero el tiempo no esta...
el intervalo de solucidn es toda la recta, asi que las sumas siempre estan bien definidas. Ahi
ya no te interesa, te va a interesar en el caso de lo lineal que ahi efectivamente los intervalos
de definicion pueden ser distintos, pero por eso uno hace un trabajo antes para demostrar que
a pesar de que sean distintos, en un entorno ese intervalo forma abiertos, entonces igual te
puedes mover. Pero ahi hay un tecnicismo fino.

Entrevistadora: ;Lo técnico estd en que necesito que eso se cumpla?

Diego: Es para que esté bien definido, porque si no estoy hablando cabezas de pescado. O
sea f det+s, y el flujo no esta definido en el tiempo ¢ + s porque esta fuera del intervalo
de definicién. Es como decirme: “voy a tomar una funcién que es 1/x, entonces f(0) =
a...” estoy hablando leseras porque no estd definido en 0. Por eso es un tecnicismo, porque
todo vale mientras esté definido. Si no estd definido entonces tengo que sacar los puntos de

indefinicion y ahi uno se puede enredar.

[EED10] ;Qué significa que algo esté bien definido en matematicas?

Diego: Depende... hay varias cosas, el contexto mas usual es que una funcién esté bien
definida. Y eso significa que satisface que lo que estds llamando para definir esta funcion,
satisface las propiedades que estds diciendo que satisfaga. Entonces por ejemplo, tienes que
verificar y ahi uno puede gastar un tiempo en que el dominio sea lo que dices que es el
dominio... y después si defines la funcién con una relacién algebraica o analitica, que esa
relacion tenga sentido, que no estds dividiendo por 0, y que a cada punto le corresponda
una tnica imagen, no que les corresponda dos o tres imdgenes, porque €so no es funcion.
Entonces es verificar eso... La la funcion esta bien definida, si, es una funcion, en el fondo

esto estd bien definido si tiene sentido matematico lo que estds diciendo.

[EED11] ;Cémo se relacionan la definicion y la demostracion?

Por ejemplo, un profesor habia definido qué es una funcion, y luego daba un ejemplo y com-
probaba que cumplia la definicion

Diego: No estd comprobando nada.

Entrevistadora: No, es un ejemplo. Pero tiene ese rol... que si yo tengo que definir si 5 es
primo o no, digo cudl es la definicién de nimero primo

Diego: Si. Estas verificando que satisface la definicién. En estricto rigor estds demostrando
que es un nimero primo.

Entrevistadora: Es como que hay una relacion entre demostracion y definicion.

Diego: Es que siempre es demostracion, todo es demostracion. O sea lo que no sea definicion
0 axioma es demostracion.

Entrevistadora: Entonces hay alguna diferencia entre verificar y demostrar.
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Diego: Si. Es que lo que pasa es que en matematica todos los razonamientos son demos-
traciones, todos los razonamientos concatenados. Por ejemplo cuando dices le damos una
ecuacion, resuelva esta ecuacion, el otro estd haciendo una demostraciéon. Solo que los ni-
veles de complejidad de esa demostracion son muy bajitos porque lo que hace es que tiene
un teorema que es una férmula y que por lo tanto tiene que insertar el nimero en esta otra
formula, desarrollar algebraicamente y obtener una igualdad en ambos lados, eso es una

demostracidn facilita, no esta introduciendo herramientas nuevas.

[EED12] ;Qué es una definicion?

Diego: Una definicion es que simplemente tu estds encerrando en una categoria, nada més. Y
el teorema es que este bicharraco pertenece a esta categoria, teorema 2, este otro bicharraco
no pertenece a esta categoria.

Entrevistadora: Pero qué caracteristicas tiene algo para que yo diga esto es una definicion.
Diego: O sea una definicion es cuando estableces por comprension una clase de objetos den-
tro de un mundo, dentro del marco tedrico que estés trabajando, td estableces un conjunto y
eso es una definicion. Una definicidn es cuando estableces un conjunto por comprension.
Entrevistadora: ;Y como se generan definiciones en matematicas? O sea cuando estoy tra-
bajando como digo esto es una definicion o necesito definir esto.

Diego: Es que cuando tu estableces esa categoria y quieres llamar a los elementos de una
manera asi, y que lo vas a hacer recurrentemente, entonces inventas una definicion y dices
que este objeto lo voy a llamar tanto y si satisface estas condiciones, porque si no tendria
que poner a cada rato las condiciones. Por ejemplo, un nimero primo, un nimero entero es
primo si es divisible, si es distinto de 1 o -1, y es divisible por 1 y por si mismo, listo, ahi esta
la definicion. Mira podria poner una divisién 0, un nimero es primo si es divisible por 1y
por si mismo. Teorema, tomo un ndmero entero positivo, natural, entonces existen ndmeros
unicos, numeros pl, p2, hasta una cantidad finita de nimeros primos, una cantidad finita de
numeros naturales, y esos de numeros primos y de niumeros naturales, tal que el nimero en-
tero, la multiplicacién de esos primos, elevado a las potencias naturales respectivas. Eso es
un teorema con la definicién que tu sacas al uno y la otra. Si das la posibilidad que el 1 pueda
ser primo, entonces el teorema te va a quedar con otra formulacién... Porque puedes tener
adelante de esa descomposicion prima y el 1 donde quieras, y perdiste... Entonces tienes que
reescribir el teorema, o sea que existen primos distintos de uno y ahi si que son unicos. Si tu
no decides primo, también puedes describir el teorema. Dices, existen enteros nl hasta nd,
y nimeros enteros pl hasta pd, tales que son distintos de uno y son divisibles por 1 y por
sigo mismo, tales que... entonces el teorema te lleva... Entonces haces la definicién porque...
porque si mds encima tengo que repetir esa condicion en varios resultados, me conviene ha-
cer una definicién que evite esa repeticion. Ahora, puede pasar que esas condiciones, esa
definicion... esa definicion en general existe cuando uno escribe un texto, un trabajo o habla
0 expone, estableces esa definicion para economizar el lenguaje. El lenguaje tiene que tener

un principio de economia. Por eso es que la gente, los lingiiistas sobre todo, se oponen a
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estos y estas, damas y caballeros, porque no hay economia de lenguaje. Es un principio de
la lengua, que deberia ser econdmica. Entonces uno establece definiciones para la economia
de la transmision del contenido. Eso en principio puede durar lo que dura la transmision del
contenido, el capitulo del libro, el texto o la clase. Pero a veces pasa que esa conceptualiza-
cién que es en principio por la economia, empieza a tener interés en si mismo, o sea que el
nimero primo, esa condicion aparece para un monton de teoremas acd y monton de teoremas
alld y es la misma condicion, entonces ahi esa definicion pasa a ser parte del vocabulario en
general. A veces pasa que eso toma afios porque el concepto de espacio topolégico tomd
como 50 afios, un poco mads, en aceptarse. Todo el mundo hablaba que esto es un espacio
topoldgico, no importa qué era lo que era, pero para su trabajo este es el espacio topoldgico.
Y se consensua una definicion que es la que tenemos hoy dia. Por ejemplo, el niimero primo
es una cosa que estd consensuada hace no tanto tiempo, pero hacerlo... evidentemente si uno
dice por qué el nimero no es primo, hay alguna relacion intrinseca, ninguna, simplemente es

que el teorema da la cacha enunciando si no lo sacamos.

[EED13] ;En la definicion hay un propésito de comunicar?

Diego: Es que la definicidn es establecer un conjunto de cosas, un conjunto. Uno se refiere a
ese conjunto con cierto nombre, y a los elementos de ese conjunto con cierto nombre. Pero
son elementos que estan dentro de otra cosa, no sé, nimeros, son otros objetos matematicos
dependiendo de la teoria en la que estd. El cero es natural o no es natural, a nadie le importa,
o sea hay que definirlo. Los naturales son...todo el mundo entiende que son los naturales, son
un conjunto que tiene estas propiedades. Si parte en 0 o partes en 10, da lo mismo, tienes que
decir donde parte para que no nos confundamos, da lo mismo, no es relevante, no es tema,

no es que nos estemos auto flagelando porque no sabemos si es cero o no.

[EED14] ;Por qué es importante el uso de lenguaje formal?

Diego: Porque de alguna manera ... en cierto sentido la matematica es un lenguaje, entonces
lo que uno hace es ir aproximandonos a usar lenguaje formal, o sea aproximarse a ese len-
guaje como culto. Lo que pasa es que escribir matematica pura es imposible, o sea es posible
pero yo no he visto hablar a ningtin matemadtico 16gico que escriba la matematica en la forma
correcta y pura. Entonces ahi pasa de nuevo el tema de la economia, que en realidad cuan-
do escribes, escribes porque quieres transmitir, también. Entonces dices renuncio a escribir
formalmente, super formalmente, a fin de que la trasmisién sea un poco mas expedita. Pero
no puedo renunciar a alejarme tanto de esa formalidad de manera que la trasmisién vuelva a
ser inexpedita. Tengo que alejarme para que la trasmision se facilite, porque estoy hablando
con otra persona que no habla el lenguaje de la matematica, espafiol o inglés, o habla lo que
sea, me tengo que alejar de ese lenguaje formal para que nos podamos comunicar pero no
tanto como para que se deje de entender el mensaje. Por ejemplo, qué seria alejarse mucho,

no establecer los cuantificadores, porque ahi tienes la expresion, esto vale para todo, hay
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alguno, entonces.
Entrevistadora: Como que puede tener una interpretacion distinta.
Diego: Claro. Entonces uno se puede alejar un poquito. Lo que pasa es que cuando uno

escribe la matemética formalmente tiene una interpretacion dnica.

[EED15] ;A que se refiere usted con formal?

Diego: A una simbologia légica, eso estd super bien estructurado, los simbolos, el no es
una rayita rara, y si es de primera categoria tu sistema axiomdtico o de segunda categoria,
etc. Entonces por qué cosas chiquititas como demostrar que 0 més O es 0, te queda una
demostracion horrible, pero estd impecable, asi es. Ahi no hay nada més que hacer, y 0+0
serd O por el resto de la eternidad. Es una nota impermeable desde cualquier consideracion
cultural, cualquiera. O sea quedo escrito en un lenguaje Gnico universal. Lo que pasa que no
puedes escribir todas las clases asi, porque ademds queremos comunicarnos, uno renuncia
un poco a eso, como que uno se va alejando de eso, va aumentando el espacio de precision.
Entonces, uno se aleja y establece una especie de contrato intrinseco con el interlocutor
donde ambos entendemos que a este nivel las imprecisiones que uno tenga no van a ser
relevantes. No voy a decir una mentira porque en una cosa fui impreciso. Ahi hay una especie
de contrato mutuo. Pero tampoco estoy tan alejado para que efectivamente lo que diga no se
pueda entender.

Entrevistadora: O sea, se puede ser riguroso sin ser formal.

Diego: Es medio subjetivo todo. O sea para mi la rigurosidad es cuando escribes formal, pero
en general la gente no hace eso, sino que usualmente va a abriendo el espectro para facilitar
la comunicacién. Y eso depende mucho del interlocutor. Por ejemplo, si yo hablo con un
colega en algunas cosas puedo ser mucho mas laxo y en otras cosas puedo ser mucho mds
preciso, y si hablo con un estudiante en algunas cosas debo ser mucho més preciso y en otras

cosas puedo ser mucho mas laxo.

[EED16] ;A que se referia con la siguiente frase?

La demostracion del teorema del punto fijo de Banach tiene un interés distinto al que podia
tener la demostracion de un teorema como el de la funcion implicita

Diego: Si, es cierto. Lo que pasa es que el teorema de la funcién implicita dice que si td tienes
una funcién de dos variables y la derivada de la funcién es la segunda funcién es distinta de
0, ta puedes despejar la primera funcidn, el teorema de la funcién implicita localmente. Ese
despeje te da una funcién, cudl es esa funcién, no sabes, no tienes como saberlo. Y miras la
demostracion, y la demostracion del teorema de la funcién implicita cruza el teorema de la
funcion inversa, que dice cuando una funcion tiene una inversa y cudl es la inversa tampoco
sabes. El teorema del punto fijo de Banach, te dice como encontrar ese punto fijo, no te
dice cudl es pero te dice como encontrarlo. En cambio en el teorema de la funcién implicita,

ni el teorema ni su demostracion te dicen como encontrar esa funcién. Por eso los dos son



128

teoremas de existencia pero de calidad super distintas. Porque en uno es el hecho de que
existe y el otro te dice existe y se puede aproximar asi. El teorema de punto fijo te dice existe
y asi se encuentra, toma el limite, y chao. Lo mismo pasa con el teorema de valor intermedio,
dice que si tienes una funcién real en un intervalo cerrado donde en un lado es positivo y en
el otro es negativo entonces entre medio tienes el 0 siempre, ahi hay un punto y ademads
te dice como encontrar la raiz, dividir en dos si esta va arriba, y ahi hasta que encuentra
la interseccion del intervalo encuentras lo que andas buscando. Entonces el teorema existe
en el cero de la funcidn pero la demostracion te dice como encontrar el 0 o uno al menos.
Pero después el teorema del valor intermedio no dice nada, porque te dice que hay un punto,
pero cudl es, no tienes idea. Lo que hace la demostracién es tomar una funcién rara, girarla,

entonces ya se perdid. Los dos son teoremas de existencia.

[EED17] ;Por qué algunos objetos tienen varias definiciones?

Diego: Por ejemplo ;Qué objeto tienen varias definiciones?

Entrevistadora: Por ejemplo, puedo definir los reales como el tinico cuerpo ordenado com-
pleto y también lo puedo definir como el conjunto de todas las cortaduras ... o de todas las
sucesiones que tienden a...

Diego: Bueno, lo que pasa es que ponen definiciones distintas por varias razones. Una es por-
que la comunidad no se ha puesto de acuerdo en cudl es la definicidn, y eso es super usual,
es un proceso que se va dando con el tiempo hasta que un concepto se como opera, la ma-
tematica madura un concepto. Lo que habldbamos antes es que cada uno define, en principio
puede definir cualquier cosa, y que en general la definiciones que uno usa son funcionales a
lo que uno quiere comunicar, eso también lo habiamos visto. Lo otro es que pueden haber
distintas definiciones dependiendo de la aproximacién que haga del objeto matemadtico, en
el ejemplo que td me diste son tres aproximaciones distintas de algo. Las definiciones son
equivalentes, pero en realidad no es que uno diga: bueno voy a definir. Uno ve cudl de esas
definiciones utiliza.

Entrevistadora: Tiene que ver con el tipo de cosas que quiero probar

Diego: Exactamente. A qué propiedades te vas a referir, lo que ti quieres con una definicién
simplemente aglutinar conceptualmente ciertos objetos para no tener que estar describiéndo-
los cada vez que los utilices o los podrias describir cada vez, pero seria poco practico del

punto de vista de la economia del lenguaje.

[EED18] ;Para qué se demuestra en matematica?

Diego: En general una demostracion es establecer que una proposicion es cierta a partir de
las reglas, definiciones y proposiciones que ya han sido establecidas. Las reglas son las 16gi-
cas ... Una demostracion es una tautologia, en términos 1dgicos es eso. Da proposiciones ya
demostradas o asumidas, mas las reglas 16gicas, ti vas haciendo tautologia l6gica y obtienes

una proposicion que es la consecuencia y ese establecimiento de la tautologia es lo que se
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denomina demostracion. Entonces, no es para qué se demuestra es que la matematica es el
conjunto de objetos, relaciones basicas y demostraciones.

Entrevistadora: ;Siempre el objetivo es la demostracion?

Diego: A lo que tienes que referirte es ... tienes que decirme que es que es lo que entiendes
como verdad matematica y la verdad matemética son proposiciones que demandan mucho,
eso es una verdad matemadtica y se demuestra para establecer verdades matematicas.
Entrevistadora: Entonces la tinica forma de establecer validez en matemaéticas es demostrando-
las.

Diego: No hay mas, es lo tnico, a través de las demostraciones y las reglas 16gicas que uno
establece.

Entrevistadora: Una simulacién o un trabajo computacional ;Eso no cuenta como una de-
mostracion?

Diego: Existe lo que se llama las pruebas asistidas por computador y efectivamente el compu-
tador puede ayudar a la verificacién de ciertas propiedades y el computador efectivamente
puede hacer ciertas demostraciones. Ahora las simulaciones numéricas, dentro de la comu-
nidad, no es muy aceptado, tiene que haber ciertas condiciones para que sea aceptado como

parte de una demostracién, sino no es.

[EED19] ;Cual es la idea que esta detras de una demostracion de unicidad?

Diego: Depende de la unicidad que quieras demostrar, es decir, hay técnicas de demostra-
cién. La unicidad tipicamente se demuestra por contradiccién o suponiendo que hay dos y
demuestras que son iguales, eso es como lo clasico. Ahora no se me ocurre ninguna otra
manera. Yo dirfa que esa es la primera cosa que intentaria, o td muestras que satisfaces cierta
propiedad, pero esa propiedad es eyectiva.. pero no sé.

Entrevistadora: Por lo general, supongo, que tengo dos elementos que cumplen la propie-
dad.

Diego: Eso es lo que se me ocurriria.

[EED20] En cuanto de las demostraciones de existencia, ;en qué se basan?

Diego: Cuando uno prueba la existencia una de las formas de probarlo es mostrar el objeto
que necesita explicitamente, eso es cierto, pero muchas veces eso no es lo que ocurre, aveces
td no muestras la existencia del objeto explicitamente ;Como sabes que existe raiz de dos?
Entrevistadora: Tengo una demostracion que ese nimero existe.

Diego: No hay ninguna demostracién. Lo que uno demuestra es que no puede haber en los
reales un nimero que al cuadrado me de dos, eso es lo que tu demuestras, que lo sabia
Euclides o Aristételes, eso es muy viejo. Después demostrar que raiz de dos es real, es otra
cosa. Que hay un niimero real que al cuadrado me da dos, eso es otra cosa y eso td nunca
dices cudl es el nimero, siempre hay un nimero que tiene esa propiedad. Hay existencias

que son mucho mds sutiles, por ejemplo: las raices de una ecuacion, todo polinomio de grado
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tres tiene las mismas raices [tres] ;Y cudles son? No sé, no hay ninguna férmula. De hecho,
justamente el problema mas antiguo era que no podiamos conseguir una formula general que
te de todas las raices, eso hoy dia no se puede hacer. Hace rato sabemos que no se puede

hacer, pero existe, tiene raices ;Y cudles son? No sé, ese es otro problema.

[EED21] ;Podria explicar las ideas anteriores sobre la existencia ?

Diego: Es que son dos cosas distintas, la existencia de un objeto matemético y que yo pueda
decir quien es precisamente, muchas veces no puedo decir eso. Por ejemplo las ecuaciones,
toda ecuacion de grado 17 tiene una raiz ; Puedes dar una férmula para encontrar esa raiz real,
en funcion de los coeficientes del problema? No puedes, pero sabes que existe. Entonces la
existencia no tiene que ver con exhibir necesariamente al objeto, lo que se termina haciendo
es que tu no exhibes el objeto, pero si exhibes como aproximar el objeto. Td no sabes quién
es raiz de dos, pero sabes como aproximar la raiz de dos. Tud no sabes cuél es la solucién de
una ecuacion, pero sabes como aproximarlo. No exhibes el objeto propiamente tal, sino que

exhibes aproximaciones cada vez mejores.

[EED22] ;Cémo explica usted una demostracion por induccion?

Diego: Es que la induccién es la definicién de los nimeros naturales, ti cuando vas a hacer
una demostracién por induccion estas chequeando la definicién de los naturales.
Entrevistadora: Los naturales siempre sé que existe el siguiente.

Diego: Porque los naturales son un conjunto que tiene ciertas propiedades, entonces tu tienes
que chequearlas. Quiero demostrar que esto vale para todos los naturales, 6sea quiero decir
que todos los nimeros que satisfacen esta propiedad, los naturales todos ellos satisfacen la
propiedad ;Coémo sé que esos son los naturales? Los naturales por definicion el 1 tiene que
estar y la otra propiedad que tienen que define a los naturales es que si un numero esta [en
el conjunto] implica que el siguiente estd, entonces esas dos condiciones implican que todo
ese conjunto deben ser los naturales, esa es la definicién de los naturales. Entonces lo que
uno hace es que chequea esa propiedad, definitoria en los naturales. Lo que estas chequeando
cuando haces induccion es la definicién de los naturales.

Entrevistadora: Pero usted hizo un ejemplo de induccién con matrices.

Diego: Nunca haces induccién con matrices.

Entrevistadora: ()sea, estaba haciendo una demostracién en donde trabajaba con matrices
y necesitaba mostrar como expresar la matriz a la enésima potencia, entonces ahi recurrié a
la induccion.

Diego: Recurri a la induccidén, lo que pasa es que la induccién no es sobre las matrices,
nunca es en sobre un objeto que no sea un numero natural. Ese teorema si tu te fijas hace
una afirmacion sobre los naturales. Esto es una afirmacion para todos los niimeros naturales.
Formalmente digo. ;Cudl es el conjunto de los nimeros N mayor igual que uno, tal que P

por L por P alamenos 1 es igual a B? Entonces lo que quiero demostrar que esta propiedad
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vale para todos los naturales 6sea que lo que quiero demostrar es que hay un conjunto S
que es igual a N. Lo que dice la propiedad de induccidn es que si tengo un subconjunto de
numeros naturales cualquiera, tal que 1 estd en S'y si n estd en S implica que el sucesor esta
en S, entonces S tiene que ser igual a N, no le queda otra. Este es uno de los axiomas que
define a los naturales, hay unos elementos y hay un sucesor que hace que valga la propiedad
de induccidn. Entonces lo que he hecho acd es la propiedad de induccion.

Entrevistadora: Claro, aunque el contexto sean las matrices lo que estoy haciendo es pro-
bando la propiedad sobre los naturales, no son los matrices.

Diego: Exactamente y eso lo que permite cambiarte de distintos contextos, porque le da una
propiedad que termina probando sobre los niimeros naturales, no sobre el contexto que estas

trabajando.

[EED23] (Es usual recurrir a una estructura de razonamiento que ya conozco para
realizar una nueva demostracion?

Diego: Si, es super usual... Eso es comun, uno parte con ideas que ya han sido trabajadas, por
eso es importante la formacién matematica, tener mucho conocimiento matematico o mucha
cultura, porque a medida que te vas enfrentando mas a la cultura matemaética tienes mas he-
rramientas y mas formas de pensar para atacar los problemas. Si tu miras el dlgebra tiene
formas de pensar, formas de razonar que son distintas de la geometria, la forma de razonar
geométrica es distinta a la del anélisis y asi cada vez la matematica tiene su forma propia de
establecer razonamientos, entonces lo que uno desearia es que la gente estuviera expuesta a
la mayor cantidad de razonamientos distintos, porque después lo que uno usa son los razo-
namientos que ya uno ha hecho, es dificil pensar un razonamiento nuevo, corresponde a un
nivel mucho maés elevado.

Entrevistadora: Por lo general nosotros recurrimos en cierta medida a lo que ya sabe-
mos que ya me podria funcionar, que si yo tomo este camino puedo llegar a un resultado
(Podriamos decir que esa es una forma de proceder en matemdticas, como una manera de
hacer las cosas en matemaéticas?

Diego: Yo diria que si.

Entrevistadora: Siguiendo esa idea de que el pensamiento geométrico es distinto al pensa-
miento algebraico ;Esto me facilita o me dificulta las cosas?

Diego: Facilita, porque te da herramientas de un mundo para atacar problemas de otro y

viceversa.

[EED24] Volvemos a lo que usted decia de cambiar un problema por otro

Diego: Exactamente, se gana algo y se pierde otra cosa. Fijate que toda la mecanica del
continuo no hubiera sido posible sin este diccionario, porque lo que hacian era que cuando
estudiaban fisica le ponian atribuciones geométricas a los fendmenos fisicos. Galileo Galilei

habla de que el universo esta escrito en lenguaje matemaético, pero €l no estaba pensando
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en ecuaciones, él estaba pensando en figuras geométricas; circulos, que la tierra giraba en
torno a un circulo, un eclipse entorno al sol, que esto estaba en unas cajas grandes. Esa es
la imagen que el tipo tenia, geométrica, no la ecuacidn, pero con este diccionario es posible
ver un movimiento de un planeta como una ecuacion, entonces eso permite el desarrollo del

campo y el andlisis.

[EED25] ;Podria profundizar en la siguiente idea?

El método de reduccion al absurdo era como un gambito mucho mds hermoso que cualquie-
ra de los que puede ofrecer un jugador de ajedrez, porque un jugador de ajedrez podria
sacrificar un peon en un pieza, pero el matemdtico sacrificaba la partida completa

Diego: Esa idea no es mia, es de Hardy. El método de reduccién al absurdo es cuando uno
quiere obtener algo, una conclusién, un teorema que me dé una conclusion y en el proceso de
razonamiento la demostracion parte negando eso. Es decir medianamente estas sacrificando
en el juego de la demostracion, tu estds sacrificando toda tu partida porque en el fondo es
lo que quieres demostrar. Ahora se admite ese tipo de argumento, antiguamente no era tan
obvio que la gente aceptara ese tipo de argumentos. También tiene otro riesgo que puede
no llevarte nunca a contradiccion, no es cierto que siempre uno llega a contradiccion y es
lo que paso con la geometria y la demostracion no se encontrd, porque funciona bien cuan-
do las proposiciones que tu quieres demostrar son decidibles que efectivamente se pueden
probar. Puedes partir de una afirmacién que no se puede probar y esa nunca va a llegar en
contradiccion es un tema nuevo porque en el fondo cuando tienes un axioma puedes tener
la construccion matematica con el axioma descrito de una manera y tienes otra construccion

matematica con la negacion del axioma y ambas son validas.

[EED26] ;Qué nos podria decir sobre la resolucion de problemas?

Diego: Lo que pasa es que cuando uno tiene un problema y hace una evaluacién de cosas,
eso también es una demostracion, la gente piensa que calcular no es demostrar y eso no es
cierto.

Entrevistadora: ;Por qué?

Diego: ;Qué es lo que dijimos que es una demostracién?

Entrevistadora: Era una asociacién de deducciones logicas

Diego: Una tautologia ... y si tengo que calcular el valor de x en la ecuacién 3x+ 6 = 0,
tengo que 3x es igual a —6, x es igual a —6/3, x es —2. Si esto vale 0 [la ecuacién] y x es un
numero real, entonces 3x+ 6 — 6 es igual a —6. Entonces, un tercio de 3x que es igual a x es
lo mismo que —6/3, por lo tanto esto es una demostracién, de que —2 es solucién. Este es el
teorema.

Entrevistadora: Y esto es una demostracion.

Diego: Si, cuando digan que demostrar no es calcular, es mentira, estds demostrando, lo que

pasa es que es una afirmacion sobre esa ecuacion en particular, por lo tanto es un teorema y
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merece su demostracion.

Entrevistadora: Lo que pasa es que nosotros tenemos diferentes tipos de demostraciones
y la demostracion deductiva es lo que nosotros solemos llamar demostracion y las otras las
ponemos en otro status.

Diego: Eso es super deductivo

Entrevistadora: Por ejemplo, esto no es formal.

Diego: Es que nadie escribié formal, sabes que es una demostracion formal.
Entrevistadora: Cuando demuestro un teorema de célculo, y yo voy a utilizar la definicién
de limite y trato de amoldarme a la definicion y a la manera de como estdn escritas las
proposiciones, a utilizar los conectores como son.

Diego: Porque no es tan necesario. Te acuerdas que te dije que hay un contrato entre la
persona que habla y la que escucha, entre el que comunica matemadtica y €l que no comunica
matematica, el que estd recibiendo la comunicacién, hay un contrato de gran formalidad que
yo puedo tener. Cuando hacemos esto, esto es cero pasa esto y esto, aqui implicitamente no
es una demostracion y hay un acuerdo mutuo que claro aqui no tengo que poner porque no
es necesario, sino obstruimos la comunicacion en vez de facilitarla.

Entrevistadora: Y los dos estamos entendiendo en qué contexto.

Diego: Exactamente. A ese contrato implicito es el que me refiero de la formalidad, nadie
escribe formalmente, esto no parece muy formal, pero en el contrato que nosotros tenemos
es formal. Es una demostracion, este es un problema porque ti no sabes el valor de x, el
teorema dice que x es igual a -2, es la solucidn y es la tnica. Porque uno podria decir, hay
mds no hay més. Porque aqui estamos diciendo si x es una solucion, entonces el problema es
este calcular el valor de x para la ecuacién entre x + 6 = 0 a esa ecuacion. El teorema es que

x = —2 es solucion de 3x+ 6 = 0 y la demostracion es esta.

[EED27] ;Cual es el propoésito de demostrar?

Diego: Cuando td expones matemdticas quieres comunicar una verdad matematica, la pre-
gunta es la vas a comunicar desde la expertise como un Dios puedes hacerlo, ahi puedes
prescindir de las demostraciones, porque tu estas transmitiendo verdades matemaéticas, pero
eso ni siquiera se acerca a hacer matemadtica, lo que deciamos antes el hacer matemaética
es hacer estos teoremas y la unica forma de establecer estos teoremas es a través de la de-
mostracion no hay otro camino. El teorema se establece con demostraciones, entonces si ti
quieres comunicar matemdticas, €s que comunicar es Como poner en conocimiento, no es
hacer matematicas. Cuando uno va a hacer un curso de matemdtica no quiere que el otro
aprenda los resultados de matematica, uno lo que quiere es que la persona sea capaz de hacer
matematicas en su nivel. Hay como una idea de convencer al otro de que lo que le estoy
diciendo tiene sentido, de que no lo estoy engafiando con lo que le estoy diciendo, hay una
idea de convencimiento ahi. Depende de la audiencia y para quien estas comunicando. Cuan-
do uno estd exponiendo a otros colegas si necesitas convencer que se puede establecer una

verdad y por lo menos dar toda la demostracion, aunque a veces por distintas condiciones no
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puedes hacerlo, porque tienes un tiempo finito en la charla o porque te piden un nimero de
paginas para el trabajo, etc. Entonces pones los elementos mas relevantes y que permitan a
la otra persona decir .2h, si esto es cierto, faltan detalles”, pero eso se completa y ahi estés
intentando convencer. Después para ensefiar, es otra cosa, lo que quieres es hacer que la otra
persona haga matemaética o estas transmitiendo el teorema por el teorema y quieres que él no
solamente incorpore la existencia de un teorema sino que aprenda a trabajar con esa teoria
y ahi hay muchas razones de por qué uno hace demostraciones, no solo para convencer sino
que a veces la demostracion técnicamente, a veces es mas importante la demostraciéon que
el enunciado, justamente en estos teoremas de existencia, yo podria hablar de teoremas de
existencia .°Sto es asiz seria pésimo porque el corazon del teorema es la demostracion, porque
la demostracion no te dice cudl es la solucidn, sino que te dice como hace el algoritmo para
aproximar la solucién, todo los mitos numéricos no funcionan con el teorema, funcionan
con la demostracion del teorema, se hacen por la demostracion del teorema, entonces esto
de que hago la demostracién o no la hago, es una discusion que se tiene que hacer desde el
conocimiento matematico, no se puede hacer desde lo pedagdgico. Porque las demostracio-
nes pueden ser utiles y de hechos hay muchos casos, todos los teoremas de existencia donde
no se ve el objeto explicitamente, lo que se estd haciendo ahi es que tipicamente hay un ar-
gumento de aproximacion y eso estd en la demostracién por como se hace esa construccion

aproximativa, entonces qué es mas importante el teorema o la demostracion.

Curso Espacios Métricos

Sesion 1: Introduccion a los espacios métricos
EM1.1 [17:15-27:40] Demostracion por contradiccion

Contexto del episodio: El profesor define una funcién d denominada distancia trivial y pide

a los estudiantes que demuestren que es una métrica

Osix=y
Isix#y

Luego de resolver algunas dudas de los estudiantes y revisar las demostraciones que ellos

d<x7y) =

han hecho, el profesor expresa lo siguiente :

Juan: Cuando quiero demostrar algo asi tengo que usar la definicién porque no tengo teore-
mas ni caracterizacion, tengo que tomar cada una de las cosas [en la definicion] y averiguar
que se cumplen. La primera cosa que hay que averiguar es que d es positivo, aqui es obvio,
pero aveces no es obvio. Lo segundo [d(x,y) = d(y,x)], se cumple por la definicion de d,
tenemos que si x =y, d(x,y) =0y d(y,x) = 0 entonces d(x,y) = d(y,x) y si x # y entonces
y # x y eso ustedes lo pueden escribir. Aqui el problema es la tercera propiedad, la desigual-
dad triangular [d(x,y) < d(x,z) +d(z,y)], porque esta cosa [d] vale 0 o 1 entonces hay que
ver los casos, si d(x,y) vale cero entonces la parte derecha de la desigualdad [d(x,z) +d(z,y)]
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va a ser mas grande que cero. Ahora hay que tratar de decir que pasa si vale 1 a la izquierda,

hay que tratar de demostrar que en la derecha vale al menos 1, entonces

» Six=y,d(x,y) =0entonces d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) porque esto [d(x,z)] es positivo

y esto [d(z,y) ] es positivo, ese es el primer caso.

= En el segundo caso tomamos x distinto a y, tenemos que demostrar que la parte de
la derecha no puede ser cero. Mostremos que d(x,z) +d(y,z) es distinto a 0, bueno,
por el absurdo suponemos que d(x,z) 4+ d(y,z) = 0, lo quiere decir que los dos son
iguales a cero, ahi me estoy dejando llevar por la demostracidn, entonces, obviamente
d(x,z) =0y d(y,z) =0y latnica cosa que puedo hacer con eso es usar la definicién
que dice que cuando vale cero [la distancia] entonces los puntos son iguales, entonces

X =2,y =, ahi tienen una contradiccion, x =y, esa es contradiccion con x diferente

ay.

EM1.2 [39:00-42:50] Garantizar la existencia

Contexto del episodio: El profesor define B(X,R) como el conjunto de las funciones acota-
das de X en R, luego define la distancia entre funciones acotadas como d(f, g) = supxex|f(x) —
g(x)| y pide a los estudiantes que demuestra que d es una métrica. La intervencion del pro-
fesor que se presenta en el episodio queda escrita en el tablero de la siguiente forma
[f(x) —g(@)| < [f ()] +[g(x)| < C+C

supex| f(x) —g(x)| < C+C
Juan: Bueno, el primer punto (de la definicién de métrica) es el menos trivial, el menos facil
de todos, porque estamos tomando un sup y cuando uno toma un sup tiene que demostrar
que existe, hay que tener cuidado con eso, porque, sino, ;por qué estoy mirando funciones
acotadas y por qué no cualquier funcién?, para el sup sirven las funciones acotadas. Entonces
para ver el sup tengo que acotar este valor absoluto y tenemos | f(x) — g(x)| < |f(x)|+ |g(x)|
entonces, f va a ser inferior a una constante C para cada x, y g va a ser inferior a una
constante C’ para cada x, y todo esto [sefiala la desigualdad |f(x)| + |g(x)|] va a ser menor
que C+C’ para cada x, entonces el conjunto de estos valores [|f(x) — g(x)|] esta acotado por
una constante, entonces el sup existe [supyex|f(x) — g(x)| < C+C']. Aclaro, esto no estaba
escrito, pero para que un sup exista el conjunto tiene que ser acotado y no vacio, entonces

recuerden que X debe ser diferente de vacio [X # 0].

EM1.3 [50:20-52:30] Doble implicacion

Contexto del episodio: Al concluir la demostracién de que la distancia entre funciones aco-
tadas es una métrica el profesor realiza el siguiente comentario:

Juan: ;Siguieron la parte 16gica de la demostracion? Queriamos demostrar que A es equiva-
lente a B jcierto?, osea, d(x,y) = 0 < x =y (aqui la distancia es el supremo y los puntos son

funciones), lo que hemos mostrado es B — A en esta parte [ Vx € X, si f(x) = g(x) entonces
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supxex|f(x) —g(x)| = 0] y acd en la tltima parte mostramos A — B [Si supyex | f(x) —g(x)| =
0 entonces f = g] y hemos demostrado lo que queriamos. Entonces tenemos que tener la idea
global de la demostracion, la légica de la demostracion es lo mds importante, mds que los

detalles es entender lo que tengo que hacer para demostrar la proposicion.

Sesion 2: Espacios vectoriales normados
EM2.1 [8:20-13:30] Demostracion por el método directo

Contexto del episodio: El profesor define || f||. = supxex|f(x)| y haciendo uso de la defini-
cion demuestra que esta funcidn es una norma. En este episodio se presenta la demostracion

de la primera propiedad que queda escrita en el tablero de la siguiente forma:

[flle =0 f=0
(«-)f=0,VxeX,f(x)=0
sup|f(x)|=0

[|f1les = 0.

(=) fllee = 0,Vx € X, [ f(x)] <0
[f(x)| =0

f=0

Juan: Yo quiero demostrar que eso es una norma, entonces tengo que usar la definicion,
hay que ver la definicién que son varias propiedades, ver la definicion item por item, asi
que empecemos por la primera propiedad, tenemos que mostrar que la norma infinito de f
es igual a cero si y solo si f es igual cero [||f|l~ = 0 < f = 0]. Recuerden que para las
funciones ponemos tres barras que quiere decir que f aplicado en cada elemento es igual a
cero, entonces empecemos por una implicacion, hagamos esta [«—], entonces, Vx € X, f(x) =
0 entonces sup|f(x)| = 0 es decir || f||. = 0. Ahora asi [—] suponemos que la norma infinito
de f esigual a O [||f|l. = 0] y en general tenemos una caracterizacion, una cuestién que es
mas simple que decir eso [que decir que la norma es igual a cero], es decir que, para cada
x, | f(x)| es negativo [|f(x)| < 0 o cero]. ;Ok? Eso lo puedo decir porque eso [la norma] es
mucho més fuerte que eso [el valor absoluto]. Cuidado con esto : decir que algo estd acotado
y decir que la cuestiéon que acota es el sup no es lo mismo. Entonces si eso es negativo
[/ (x)

entonces tenemos que f(x) es igual a 0, demostramos que la funcion es igual a 0. Ok, como

], (saben lo que eso es? es que todos los elementos son iguales a 0 [|f(x)| = 0],

ven no estoy inventando nada, lo Unico que estoy haciendo es debilitando la definicién [de
normal, esto es mas débil [el valor absoluto] que la definicién de norma.
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Sesion 3: Métricas equivalentes y conjuntos acotados
EMa3.1 [28:15-29:35] Demostracion por contradiccion

Contexto del episodio: El profesor pide a los estudiantes que demuestren la proposicion:
Sean a # b en un espacio métrico (N,d). Sean r > 0, s > 0, tales que s+r < d(a,b), entonces,
B(a,r)NB(b,s) = 0. Si ademds, s+ r < d(a,b) entonces B(a,r) NB(b,s) = 0. Luego discute
con los estudiante el desarrollo de la demostracion.

Juan: El ejercicio es tratar de demostrar la proposicién en R?, empezar en R? y después pre-
guntarse si eso se puede escribir con la métrica, generalmente lo que se usa es la desigualdad
triangular y por contradiccion mirar que pasa si las dos bolas se juntan. Entonces, suponemos
que existe x en la interseccion [3x € B(a,r) NB(b,s) ] ;0k? Ahora tengo que escribir eso con
métricas, d(a,b) <d(b,x)+d(x,a) ;0ok? Eso lo podemos escribir ;cierto?, y aqui d(b,x) < s
y d(a,x) < r entonces por desigualdad triangular d(a,b) es inferior a s + r, contradiccion.

Sesion 4: Ejercicios de topologia
EM4.1 [9:58-11:58] Contraejemplo

Contexto: El profesor habia demostrado que si A C B — A C B y luego muestra que el
reciproco es falso, usando un contragjemplo que queda escrito en el tablero en la siguiente
forma: A=[0,1]=A,B=1[0,1,B=0,1] DA pero A ¢ B.

Juan: Queremos mostrar un A que este incluido en B, pero que A no este incluido en B ;ok?
entonces tenemos que tomar A y B muy cercanos pero que se diferencien por unos puntos.
Estos contracjemplos en general se encuentran en R, R?, o si no hay que mirar la distancia
trivial, el espacio de sucesiones o de funciones. Entonces, vamos a tomar una bola, en el
espacio R bueno la bola no, es el segmento, voy a tomar [0, 1] que es lo mismo que A, porque
es cerrado ;ok? entonces quiero que B contenga eso [ A] , pero que B no este incluido en A,
para que B contenga eso [A] debe ser [0, 1] con. .. menos puntos. .. yo puedo solo borrar uno
de los puntos, entonces voy a tomar B igual a [0, 1] por ejemplo, B igual a [0, 1] asi, que eso

contiene a A, pero A no esta incluido en B ya? y asi hay muchos contrajemplos.

EM4.2 [14:30-15:30] Significado del cuantificador existencial

Contexto del episodio: El profesor estd demostrando la proposicidn: A es abierto si y solo
siVx € A,3U € Vec(x) tal que x € U C A.

Juan: [—] Yo supongo que A es abierto y tomo un punto x en A y quiero encontrar un
vecindario no se qué, pero para encontrarlo, hay que sacarlo de algun lado, entonces es
importante ver que la definicion acd [de abierto] dice que existe algo y existe algo es que
yo encuentro una solucién a mi problema, entonces como x pertenece a A existe una bola
de centro x y radio r positivo tal que la bola esta incluida en A [3B(x,r)/B(x,r) C A], ya
sabemos que la bola es un abierto y en particular es una vecindad, entonces la bola funciona

[para afirmar la implicacion de la proposicion].
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EM4.3 [19:35-28:15] Estrategia heuristica

Contexto del episodio: El profesor desarrolla la demostracion de la proposicion A = { /née

1+n
N} U{0} es un conjunto cerrado. La demostracion queda escrita en el tablero en la siguiente

forma: Sea x € R/A'y € > 0 tal que |x — 0| > €, sabemos que 3n > N/|u, — 0| < 5. Ahora,
x¢|[—¢€,€lyd(x,[—¢€,€]) = o > 0. Sea r = min{o,d(x,u,)/n > N}, entonces,

B(x,r/2)N{[—¢,e]U{uy,/n>N}} =0

B(x,r/2)NA =10
B(x,r/2) CR/A

Juan: En general demostrar que algo es cerrado, es demostrar que el complemento es abierto.
Aqui hay varias maneras de demostrar el problema, pero se van a parecer mucho. Si tomo
un conjunto finito de puntos en la recta es muy facil demostrar que el complementario es
abierto ;cierto? porque tomo las distancias de cada punto y tomo unas bolitas que no tocan
a nadie. Aqui el problema es que tengo una acumulacién de puntos, una infinidad de puntos
que estan cerca de cero y lo que quiero hacer es borrar esos puntos y sacarlos de la discusion
¢0k? Voy a hacerlo directamente mostrando que A es cerrado si y solo si R/A es un abierto.
Sea x perteneciendo a R /A mostraremos que existe r positivo, tal que la bola de centro x y
radio r esta incluida en R/A, recordemos que esto es lo que queremos mostrar [Si x € R/A,
Jr > 0,B(x,r) C R/A]. Lo bueno es que si tomo algo asi [ x € R/A ] no puedo estar cerca de
cero, si estoy en R/A eso es decir de alguna manera que estoy lejos de 0. Entonces el dibujo
es asi, tengo mi cero acd, tengo mi sucesion, ahora tomo un punto x en el complemento y
sabiendo que la sucesion converge a cero, yo sé que tengo una infinidad de puntos que van
a estar cerca de cero ;jok? asi, sea un € aqui [cerca de 0], tal que x no pertenece a esto [al
intervalo alrededor de €] y cuando borro este vecindario yo tengo cosas mas lindas.

9
Unp

vavv T o0 T

Sea € positivo, tal que la distancia entre x y 0 es mayor a €, para estar seguros de estar lejos
(0k? [Sea € > 0,|x — 0| > €] Sabemos que existe N, tal que para todo n > N, |u, — 0] < §.
Una observacion importante es que x no pertenece al segmento [—¢, €] y este dibujo lo puedo
dibujar de manera mucho mas simple. Yo tengo vecindario aca [en color rojo], después tengo
mi sucesion acd, es como una infinitud de puntos [azules], el resto queda aca [el resto de los
puntos de la sucesion queda en el intervalo] y yo quiero encontrar una bola en un x [en verde]

que no pertenezca ni al rojo ni a los puntos azules.
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EM4.4[29:00-32:47] Definiciones

Contexto del episodio: El profesor responde las dudas de los estudiantes sobre la demostra-
cion presentada en el episodio anterior.

Estudiante 1: Profe, tengo una pregunta. Al sacar los puntos donde se acumula la sucesion,
pensando que R es denso, siempre va a haber elementos, porque uno tiene que probar que
para todo, ;0 sea que tiene que probar solamente la existencia de una bola abierta dentro del
abierto?

Juan: Mira, en que orden se hacen las cosas, para mostrar que eso es un abierto [R/A], yo
fijo un punto y después quiero encontrar la bola en este punto ;Y como hice eso? sacando la
vecindad de cero, hasta que el punto sea exterior.

Estudiante 1: Es que yo podria haber fijado un punto, por ejemplo, entre 1y 1/2 y ahi yo
me aseguro y no tengo que hacer todo eso.

Juan: No porque lo tengo que mostrar para cualquier punto de esto [ R/A ]

Estudiante: Pero es que al sacar ese vecindario ya no es para cualquier punto.

Juan: No, mira, yo tomo el punto y después saco el vecindario hasta que el punto no sea del
vecindario, de eso depende la cosa. ..

Estudiante 2: Y se puede demostrar que la clausura de A es igual a A.

Juan: Si, pero tienes que pasar por este problema

Estudiante 2: Pero yo puedo decir que todos los puntos son aislados, menos el cero, y el cero
es de acumulacion. Entonces usted dijo en clases que los puntos de acumulacion son iguales
a la clausura menos los puntos aislados y ahi con acumulacién igual a clausura menos puntos
aislados ;0 estoy equivocado?

Juan: Hay varias maneras de hacerlo eso es cierto pero en algin momento vas a tener que
decir que aparte de cero, no tienes otro punto de acumulacién, para hacer lo que dices tu
(como demuestras que los otros puntos no son puntos de acumulacion? porque siempre va
a haber una bola alrededor de cero, y cuando sacas la bola vas a tener que hacer todo esto,
mas o menos es la misma demostracion. Hay muchas maneras de demostrar este problema,
hay varias soluciones pero en algin momento hay que hacer esto de tomar un punto afuera
o lejos de cero, pero esta demostracion es la mds linda porque estoy demostrando usando las
definiciones, un cerrado es un conjunto que el complemento es abierto y asi la demostracién

es mas simple.

EM4.5[41:20-45:20] Definiciones

Contexto del episodio: El profesor hace una aclaracion respecto a la forma en que los estu-
diantes realizaron los ejercicios propuestos como parte de un taller.

Juan: Me di cuenta que ustedes muchas veces tratan de cambiar las definiciones, por ejem-
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plo, habiamos dicho que A= IZ UFr(A), eso lo vimos, pero esa no es la definicién de
Ay aveces es mds complicado utilizar eso que la definicién, eso se utiliza si no logro
hacerlo con la definicién, A es el conjunto de los x, tal que, para todo radio positivo la
bola de centro x y radio r intersectado con A me da el conjunto vacio y esta definicién
[A = {x/¥r > 0,B(x,r)NA} = 0] es mucho mas fécil de utilizar, de hecho, si ven en algunos
libros, la definicién de A no es esta, sino que se define como el cerrado mds pequefio que
contiene a A, esta es una definicion general, pero esa definicion jpara utilizarla! por eso yo
trato de darles una definicion que sea la mas qtil, que les sirva, esa definicién general por
supuesto la mostré porque ustedes tienen que conocerla, pero si doy esta definicion es para

ayudarles y de hecho si ven una demostracion con esta [A = {x/Vr > 0,B(x,r) NA} = 0] es

mads fécil que con la otra [A = AUFr(A)].

Sesion 5: Proposiciones sobre sucesiones
EMS5.1 [3:20-14:40] Demostracion por contrareciproco

Contexto del episodio: El profesor esta haciendo un comentario sobre la proposicion :
f:M — N es continua en @ € M si y solo si x, — a entonces f(x,) — f(a). La clase ante-
rior habia demostrado una implicacién y ahora le corresponde demostrar la otra, que queda
escrita en el tablero de la siguiente forma:

Ax, = a/f(xn) /4 f(a), estoes, VB(f(a),€),3x, ¢ B(f(a),€),€ > 0, luego,

Ve > 0,3n grande /f(x,) ¢ B(f(a),€) (*).
n grande quiere decir que YN > 0,3n > N. Ahora, si f : M — N es continua
Ve > 0,36 >0, f(B(a,d8)) CB(f(a),&) (xx).

De (%), IN/N € B(a,d) pero f(xn) ¢ B(f(a),€) y eso contradice (xx) entonces f: M — N
no es continua.

Juan: (—) Ahora sabemos que si x, converge a a, bueno, es mas o menos obvio que las
imdgenes tienen que ir hacia alla [f(a)]. Si las imagenes no van hacia f(a) es que tengo un
problema. Entonces lo que vamos a demostrar es que no B implica no A. Entonces ;que es
no B?, es que existe una sucesion x, que converge a a, tal que f(x,) no converge hacia f(a)
y eso ;qué quiere decir? es super complicado decir que no converge, es que hay elementos
de la sucesion arbitrariamente largos que estdn afuera de cualquier entorno de f(a), esto es,
VB(f(a),€),3x, ¢ B(f(a),€), con & > 0.

Y aqui con esta notacion cuando digo x, no converge a a obviamente estoy hablando de una
sucesion y aqui en f(x,) no converge a f(a) estoy hablando de sucesién y aqui [3x,] estoy
hablando de un elemento, entonces tiene que ver con el contexto, la notacion x,, que quiere
decir varias cosas. Entonces, estdbamos en que VB(f(a),€),3x, ¢ B(f(a),e),cone >0y

esta notacion la use para ayudar a leer las cosas, pero mateméaticamente ustedes saben que no
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se escribe asi, matematicamente lo correcto es decir Ve > 0 [al principio de la afirmacién],
pero es mas fécil visualizar que lo que estoy tomando es una bola, por eso lo escribo asi
para ayudar a la lectura, pero asi, no se que € es positivo hasta la final de la frase, pero
permito eso porque yo sé que ustedes saben escribir. Entonces, para todo € positivo, existe n
grande tal que f(x,) no pertenece a la bola. [Ve > 0,3n/f(x,) ¢ B(f(a),€)], este n grande,
quiere decir que para todo N positivo existe n mds grande que N [VN > 0,dn > N]. Ok,
esto es lo mismo que decir existe una subsucesion tal que,..., bueno lo que quiero decir, es
que puedo crear una subsucesion que va lejos de f(a), que para N grande siempre voy a
encontrar nuevos elementos que van a estar lejos de f(a). Ahora quiero decir que esta cosa
f:M — N no va a ser continua /ok?, si f es continua, para todo € positivo, existe  positivo,
tal que f de la bola de centro a y de radio § estd incluida en la bola de centro f(a) y radio €
[Ve > 0,36 >0, f(B(a,d)) C B(f(a),€)], tenemos esto ;cierto? eso quiere decir que voy a
tener una sucesion de elementos que van dentro de la bola [ f(B(a, d)) ] tal que las imagenes
no estdn dentro de esta otra [B(f(a),€)] y eso es absurdo. A esto lo voy a llamar con « [
Ve > 0,3N tal que f(x,) ¢ B(f(a),€)], y de * existe N, tal que xy pertenece a la bola de
centro a y de radio 6 [IN/N € B(a,d)] porque la sucesién converge hacia a, pero f(xy)
no pertenece a la bola de centro f(a) [f(xn) ¢ B(f(a),€)] y eso contradice esa propiedad
[Ve > 0,38 >0, f(B(a,6)) C B(f(a),€) ], entonces f no es continua.

Sesion 6: Convergencia simple y uniforme
EMBG6.1 [5:45-16:00] Demostracion continuidad y convergencia

Contexto del episodio: El profesor esta demostrando el teorema: Si f,, es continua y con-
verge uniformemente hacia f, entonces f es continua. Antes de escribir la demostracion
desarrolla con los estudiantes una idea de la demostracion que queda escrita en el tablero en

la siguiente forma:

Idea:
) = F@) <) = 0] +falx) = ful@)] +fula) — F(a)]
Jomrf continuidad oo f
<3 +E +§ =€
=3 3 3

Ve > 0,3N >0/Vn > N,Vx € Domf,|f,(x) — f(x)| < €

Juan: La idea aqui es usar una desigualdad triangular, pero poniendo varios términos en la
desigualdad, entonces lo que queremos hacer, la idea es ver f de x menos f de a, /cierto?
y minorar eso para x suficientemente cerca de a. Para hacer eso, vamos a introducir f;, de
X, porque eso lo sabremos comparar a f de x. Vamos a introducir también f, de a, y el
tercer término es f, de a menos f de a. Esto, por el hecho de que la funcién f, converge
hacia f y porque f, es continua. Primero, yo voy a fijar un N grande, tal que esa cosa
se achique y después voy a decir que f, para ese N grande es continua, entonces €so estd

controlado. Entonces tenemos la idea de que f,, converge uniformemente hacia f dice que
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para todo épsilon positivo existe N positivo, tal que para todo n positivo, todo n mayor que
N y para todo x perteneciendo al dominio de f, vamos a decir que estamos en R para hacerlo
mas simple, el dominio de las funciones es R, entonces tendriamos que adaptar nuestra
definicion, aqui [x € Dom] es x € R y tenemos que f,, de x menos f de x es inferior a épsilon.
Y entonces ya habiamos dicho que en la convergencia uniforme esta expresion [Vx € Dom]
va al inicio [Vx € Dom,Ve > 0] en vez de estar acd [después de Ve,Vn > N], ;si?, porque
en la convergencia simple yo fijo un x y miro la convergencia, en la convergencia uniforme
yo fijo epsilon y N grande y digo la afirmacion para todos los términos y eso es lo mismo
que decir que el sup es menor a epsilon. Bueno, lo que sé es que voy a tener tres elementos
[en la desigualdad], entonces voy a tomar un epsilon sobre tres acd, para hacer mi suma.
Entonces ahora empiezo a escribir las hip6tesis, l6gicamente lo que hago ahora es ir hacia
lo que quiero demostrar, ;0k?, lo que quiero demostrar es que para todo epsilon bla bla bla,
lo que tengo que hacer acd es poner sea epsilon positivo y la definicién [de la convergencia
uniforme de f,], y como el epsilon va a ser el mismo en cada término de la desigualdad
conviene ponerlo dividido por tres, para que tengamos épsilon sobre tres, €psilon sobre tres
y épsilon al final. Entonces el N lo tengo que fijar, porque como tengo un existe, entonces
después tengo que quiere decir que tomé el N, ;0k?, coloco N € N.

Estudiante: Profe, es que no entiendo lo tltimo que hizo, ;porqué dividié €?

Juan: ;Por tres?

Estudiante: Si, ;por qué hizo eso?

Juan: Porque yo sé que voy a tener tres elementos en mi desigualdad, entonces épsilon sobre
tres, épsilon sobre tres y épsilon sobre tres me da épsilon

Estudiante: ;Y porque puso sea épsilon mayor que 0?, ;porqué puso eso?

Juan: Porque lo que quiero demostrar es esto. Vamos a demostrar que f es continua. [V€ >
0,36 > 0,|x—a| < 0 — |f(x) — f(a)| < €], entonces tengo que poner el épsilon positivo,
y ahora tengo que introducir el delta en la izquierda. Ese es el teorema del que hablamos
la dltima vez, el fin de la sesion anterior. Entonces cuando empiezo la demostracion digo
sea épsilon positivo, entonces tengo que usar la hipotesis y la introduzco, pero la idea [de la
demostracion], yo sé que es esta desigualdad, por eso tomo €psilon sobre tres, porque se que
después me va a servir, o puedo tomar un epsilon prima y después mostrar una relacion entre
épsilon y épsilon prima, esa es otra manera de hacerlo. Y lo que se escribi acd en paréntesis,

lo escribi aparte para tener la idea de lo que hay que hacer.

EM6.2 [1:10:05 - 1:16:05] Simbolos

Contexto: El profesor define una distancia d(x,y) = Y d;(x,y) y el espacio métrico producto
(M,d). Teniendo en cuenta esta distancia y este espacio pide a los estudiantes que demues-
tren que las proyecciones candnicas son continuas. Luego de algunos minutos presenta una

demostracién que queda escrita en el tablero de la siguiente forma: Por demostrar :

Ve > 0,36 > 0,d(x,a) < 6 — d;(IT;(x,a)) < €.
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Sea € > 0, suponemos & = €, entonces, d(x,a) < 0 y di(Il;(x,a)) <d(x,a) < €.

Juan: El ejercicio es demostrar que esta proposicion es verdad y lo que queremos demos-
trar es la continuidad, entonces voy a escribir la definicion de continuidad: Ve > 0,90 >
0,d(x,a) < 8 — d;(IT;(x,a)) < €. Observen que d; < d porque d es la suma de las d;. Ya,
entonces si quiero que la distancia d; sea menor a épsilon, es suficiente que yo tome ¢ menor
a épsilon, cierto? Sea épsilon positivo, suponemos § = € y tenemos que d(x,a) inferior a &
implica d;(I1(x),a) inferior a d(x,a), inferior a épsilon. Eso es lo que querfamos demostrar.
Estudiante: ;Porqué suponemos que delta es igual a épsilon?

Juan: Porque funciona! Yo tomo un épsilon positivo y quiero tener una desigualdad sobre d;
tal que esa distancia sea menor a épsilon, ;ok? Luego, yo sé que d;(IT;(x),a) es mas chico
que d(x,a), que es menor a épsilon, entonces mi delta es épsilon. Suficiente, tomar delta

igual a épsilon.

Sesion 7: Espacios métricos completos
EM?7.1 [8:12-13:00] Toda sucesion convergente es de Cauchy

Contexto: El profesor presenta la definicién de una sucesién de Cauchy, reflexiona sobre el
significado de la misma sefialando que después de cierto momento todos los elementos de
la sucesion empiezan a estar muy cerca. Posteriormente enuncia la propiedad : Si x, es una
sucesion convergente entonces x; es una sucesion de Cauchy. La demostraciéon queda escrita
en el tablero de la siguiente forma:

Sea € > 0, x,, — [, entonces, AN > 0, Vn > N, d(x,,1) < g Por lo cual, sin >Ny m>N,

d(xXp,xm) < d(xn,1) +d(xm, 1) < ; +§ =E.

Juan: Bueno, yo supongo que sea x, en cualquier sucesion que converge hacia [, lo estoy
haciendo en conjunto M. Lo primero es que d(x,,,x,), va a ser chico, porque los dos elemen-
tos estan cerca del limite, se ve que aqui voy a utilizar la desigualdad triangular. Y estas dos
distancias [d(xy,,[), d(x,,1) ] convergen hacia 0. Vamos a escribir entonces la prueba formal
pero esta es la idea. Formalmente, sea épsilon mayor a 0 y x,, que converge a [/, entonces
existe N positivo, tal que para todo n mas grande que N, d(x,,1) es menor que épsilon, por lo
cual si n es mas grande que N, y m es mas grande que N, tenemos d de x, a x,, es inferior a
d(xp,1), mas d(x,,1,) esto es inferior a 2€, pero aqui no me gusta el dos, ¢cierto?, entonces

aqui divido por dos, entonces €psilon sobre dos mds épsilon sobre dos es inferior a épsilon.

EM7.2 [17:31-18:58] Sucesion de Cauchy

Contexto: El profesor habia presentado la siguiente definicién : Una sucesion (x,) es una
sucesion de Cauchy si Ve > 0,IN € N,Vn > N,Vm > N,d(x,,x,) < €. Posteriormente, Juan
presenta una forma equivalente de escribir la definicién de sucesién de Cauchy : Ve > 0,
AN >0,Vn>N,Vp >0, d(x,,xp4p) <€
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Juan: La definicién de sucesion de Cauchy se reformula de la siguiente manera, para todo
épsilon positivo, existe n positivo, tal que para todo n mayor que N, y aqui cambia un poco
la formulacion, para todo p positivo, la distancia de x, a x4, inferior a €psilon. Esta es la
misma solo que tengo un p positivo, y cambio el m, m lo pongo igual a n+ p. Esta la pongo
porque es muy Util, y a veces en la literatura se usa esta definicién como definicién de suce-
sion de Cauchy en vez de la otra, es mas facil usar esta que la otra en algunas demostraciones,

pero claramente dicen la misma cosa.

EM?7.3 [40:10-57:15] Demostracion R es completo

Contexto: El profesor afirma que el teorema mds importante que tienen que saber en esta
unidad es que R es completo y expone la demostracion en el tablero en la siguiente forma :
Sea Xn = {x;/k > n}, a, = infX,.

Por demostrar que X, # 0 y esta acotado: X, es acotado si Vi, ,xk, € Xy, Jc, d (g, xk,) < C.
Para e =1, IN > 0, X es acotado con c igual a 1.

Sin > N, X,, C Xy, entonces X,, es acotado.

Sin<N,X,=XvU{xn,xp+1,...,XN}, entonces X, esta acotado.

ay esta bien definido. (Intuicién: a, converge hacia ).

Tomemos Xy que es acotado, entonces, JsupXo, Vn € N, a,, < supXy. Ademas, a, es creciente
porque para n’ > n, X,y C X, entonces a,, > a,. Como a, es acotada y creciente entonces
dl € R tal que a, converge hacia /.

Juan: Lo que voy a definir es X;, como el conjunto de los x; tal que k es mayor o igual a n.
Y defino a,, como el inf de los X,, donde lo que tengo son sucesiones de Cauchy. Entonces
X, # 0y cuando estoy diciendo esto, hablando del inf, estoy suponiendo que este conjunto
esta acotado, ;/cierto? entonces primero queremos demostrar que este conjunto estd acota-
do... ;cémo demuestro que un conjunto estd acotado, ;alguien de ustedes vio la definicién?,
(qué quiere decir que un conjunto estd acotado? Un conjunto es acotado en R si...
Estudiante: Si existe un nimero que el valor absoluto es menor

Juan: Si, pero aqui para un conjunto acotado, tenemos una definicion un poco més abstracta,
es decir que la distancia entre dos elementos es mds chica que algo, ;ok?, X, es acotado si
para todos los elementos, xy, , xi,, que pertenecen a Xj,, existe un c, tal que d (xkl ,sz) es in-
ferior a c. Bueno, eso es muy parecido a la definicion de ser de Cauchy, entonces para pasar
a la definicion de Cauchy, elijo un épsilon y eso me va a decir que existe un N. Se puede
tomar € = 1, entonces AN > 0, Xy es acotado con ¢ igual a 1, eso por la definicién de suce-
sion Cauchy, entonces tenemos que los elementos estan cerca, porque N es suficientemente
grande, entonces para el N suficientemente grande, X es acotado. Bueno, ahora se sabe que
Xy es acotado, ;como puedo decir que todos los X, estdn acotados?, realmente si n es mds
grande que N, como estoy en un subconjunto de Xy, entonces X, va a estar acotado. Ahora,
como hago si tomo un n més chico, ;cudl la diferencia entre X con n més chico que N?, ;es
cierto que si digo que n mds chico va a ser acotado? Bueno, la diferencia entre X,, y Xy es

solo que estoy poniendo unos segmentos mas, pero es un numero finito de elementos, ;ya?,
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eso es la definicion de X,,. Entonces, si este estd acotado, aqui pongo un nimero finito de

elementos mds, siempre serd acotado. Ya, entonces, eso es acotado, por lo cual, a, estd bien
definido.

R\

Ahora miremos lo que estamos haciendo. Tenemos una sucesion que es de Cauchy, entonces
nosotros vamos a demostrar que converge. Aqui pongo R, aqui N, aqui tengo un limite que
existe, y tengo la sucesion acd. Lo que estoy haciendo, es que tomo un n particular, acd, y
estoy mirando el inf que va a ser el a,,. Este a, no va a ser el limite, pero si tomo 7/, cuando
este n’ va a ser mas grande, ese n’ va a acercarse al limite, ;ok?. Entonces, la intuicion es
que a, converge, ahi estd lo que vamos a demostrar. Pero ;cudl es la diferencia entre a,
y X,,?, que a, claramente estd acotado. Tomemos cero por ejemplo, tenemos que X, esta
acotado, entonces X es acotado, y claramente, para todo n en N, tenemos que a, es inferior
a supXp. Entonces tenemos una sucesion que estd acotada por arriba, falta solo demostrar
que es creciente. {Queda claro que a, es creciente?, ;por qué es creciente? Si tomo un n’
mds grande acd, el sup puede estar aca, ;porque el sup acd (en n’) es mds grande que el
sup acd (en n)?, solo porque este conjunto es mds chico (n')... Entonces, lo bueno de aca
€s que tenemos una sucesion creciente acotada, entonces existe un limite [J/ € R tal que a,
converge hacia /]. Y en esta parte es donde estoy resolviendo todo el problema, antes dije
que la diferencia entre ser de Cauchy y la definicion de convergencia es que falta tener el
limite en la definicién de Cauchy, y aqui es donde estoy resolviendo el problema porque
aparece un limite, y como hemos visto en un ejemplo antes, cuando tengo un limite o un
candidato para limite, después es mucho mas facil demostrar que las cosas convergen. No
puedo demostrar que algo converge si no tengo el limite, ;ok?, entonces lo que hice antes,
que les parecia raro, es solo para tener este limite, ;0k? Ya, ahora falta demostrar que mi
sucesion X, converge hacia /, y para eso vamos a demostrar que existe una subsucesion que
converge hacia [, porque es simple, es mas facil demostrar que existe una subsucesion ;o0k?
Hasta ac4, todo el mundo sigue la explicacion?
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EM?7.4 [59:55-1:07:40] Simbolos

Contexto: Antes de finalizar la demostracién de que R es completo, el profesor discute con
los estudiantes los elementos claves de la demostracion:

Juan: ;tienen preguntas?, ;hay dudas con algo?

Estudiante: Profe, yo no entiendo porqué elije € = 1.

Juan: Acd es porque yo quiero tener mi conjunto acotado, entonces es para tener una idea,
yO necesito una cota pero no es necesario que sea 1.

Estudiante 1:0 sea yo podria haber puesto € igual a una letra no mas.

Juan: Si, cualquier cosa, pero con 1 especifiqué el epsilon. Es que aqui, para usar la defini-
cién de sucesion de Cauchy, tengo que para todo € positivo, existe N positivo tal que Xy esta
acotado con ¢ = €, entonces yo quise hablar de un € en concreto, pero también puedo escribir
al principio fijamos € positivo y N que depende de épsilon, ;ok?, pero yo lo fije como 1.
Estudiante 1: Es que lo que pasa es que nosotros normalmente hemos visto que cuando fijan
los nimeros es porque es conveniente para algo, entonces por eso es que me generaba duda.
Juan: Yo lo fijoigual a 1 y ya esté todo claro, que N existe y que Xy estd acotado por epsilon
igual a 1, porque cuando utilizo la frase para cada, cuando digo aqui para todo elemento,
no quiere decir que ya tomé el elemento, tengo que tomarlo después, entonces yo tomo al
tiro algo que me conviene, por ejemplo un 1 porque es ficil escribirlo [trabajar con el], ;mas

preguntas?.

Sesion 8: Proposiciones sobre espacios métricos completos
EMS.1 [4:35-6:43] Cuantificadores

Contexto: El profesor hace un recuento de algunos resultados obtenidos en la clase anterior
con respecto a sucesiones de Cauchy y funciones. Luego expone la definicion de funcién
uniformemente continua que queda escrita en el tablero en la siguiente forma:

f:M — N con My N espacios métricos, es uniformemente continua si Ve > 0, 36 > 0,
Vx,yeM,d(x,y) <6 —d(f(x),f(y) <e.

Juan: Entonces vamos a introducir la nocion de funciéon uniformemente continua. Si tengo
dos espacios métricos M y N, una funcion es uniformemente continua si toma sucesiones
de Cauchy [y las envia] en sucesiones de Cauchy, pero eso en general no es lo que se dice,
porque uno quiere una definicién que vaya por el espacio métrico y el espacio topoldgico,
entonces vamos a hablar de una cuestion de continuidad. f es uniformemente continua si
para todo epsilon positivo, existe delta positivo, tal que d(x,y) menor a delta, implica que
d(f(x),f(y)) es inferior a epsilon. Esto dice que como tengo las cosas cercanas acd [en M],
miro la imagen [de la funcién] y voy a tener cosas cercanas alld. Y aqui uno ve que esto
es casi la definicién de continuidad, pero lo que quiero es que la implicacién sea vélida en
cualquier lugar de mi intervalo, ;ok?, entonces en vez de poner para todo x, y aca [antes del
existe], lo voy a poner después del existe, y eso es exactamente lo que quiere decir uniforme,

que en general, el para todo que iba al principio en la continuidad aqui va después del existe.



147

E8.2 [1:17-1:20] Contraejemplo

Contexto: El profesor presenta la siguiente proposicién: El conjunto de los polinomios
{P:[0,1] — R[x]/p € R|x]} es un espacio que no es completo. La demostracion de la

proposicion queda escrita en el tablero en la siguiente forma:
k k

exp(x) = lim, e Y g %, exp(x) ¢ R[x] y % € RJ[x], entonces {P: [0,1] — R[x] /p € R[x|}
no es completo.

Juan: Voy a tomar una sucesién de polinomios de [0, 1] en R[x] que no converge, ;0k?, o que
converge a algo que no sea un polinomio, y €so ya conocen un monton de cosas asi. Si tomo
la exponencial de x, esta es el limite cuando n va al infinito, de la sumaen k de O an de x ala
k sobre k factorial. Esos dentro de la sumatoria son polinomios, y la exponencial claramente
no es un polinomio, por lo cual eso [el espacio que se habia definido] no puede ser completo
porque la sucesion converge, y el limite no pertenece al espacio, no es un polinomio. Y el
espacio no es completo, simplemente porque no es cerrado. Eso lo anoto ahora porque es
una cuestion super importante, es un contraejemplo que realmente hay que guardar en la
cabeza, que en los polinomios, si no fijo el grado, me va a dar una cosa que es mucho mas
complicada que lo que imagino yo, y sirve para muchas cosas de topologia, entonces, aunque
este espacio parece realmente un espacio completo, porque es super simple, el espacio de

polinomios parece simple, pero no es completo.

Entrevista Juan
Preguntas de informacion personal
a. (Cuantos afios de experiencia docente posee? 8 anos
b. ¢En qué niveles educativos ha ensefiado? Solo en educacion superior

c. (Qué cursos ha desarrollado con mas frecuencia en los dltimos tres afios? Cursos de

calculo

d. ¢(Cuéantas veces ha desarrollado el curso de espacios métricos en los ultimos afios? Es

la primera vez que lo hago

e. (Posee algun tipo de formacion pedagdgica o didactica? Formacion pedagdgica gene-

ral, organizacion de clases y de contenidos.

[EEM1]; Cual es el objetivo del curso de espacios métricos?

En el curso habia dos objetivos distintos, para los estudiantes de pedagogia el curso estaba
enfocado al razonamiento abstracto y en averiguar el nivel matemadtico de los estudiantes.
Se dice que es el curso mas dificil de la pedagogia porque uno no solo explica realmente se
empieza a escribir matematicas con todo rigor. Para los alumnos de licenciatura la idea es

que pasen de los cursos de cdlculo y se preparen para el curso de topologia, asi que se ven
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cosas que dieron antes pero un poco mas abstracto, se introducen algunas cosas, pero sin la
dificultad propia del curso de topologia que es ain mds abstracto. Y en ese curso era impor-
tante hacer demostraciones, porque es parte de hacer matematicas es hacer demostraciones,
para los de pedagogia era uno de los objetivos que se sintieran mds comodos con lo abs-
tracto y como a ellos les causaba dificultad la primera cosa que hacer era mostrar ejemplos
de demostraciones bien hechas. Ellos tenian dificultades con la l6gica y tenian dificultades
para escribir con rigor, tu puedes tener 16gica pero si tienes que demostrar algo, explicar y
escribir bien las cosas, ahi tienes que ser riguroso .. para los estudiantes de pedagogia mas
que el contenido quiero que conozcan los métodos, las formas de demostrar, yo creo que los
estudiantes de pedagogia no necesariamente deben saber que es un espacio métrico, sino que
un profesor de matematicas debe tener la competencia y la aptitud de pensar en lo abstracto,
eso es lo que necesitan, y el curso es un pretexto para desarrollar esto en quienes van a en-
sefar. Y para los estudiantes de licenciatura, tampoco es importante el contenido como tal,
porque en el magister van a empezar topologia y en topologia hay muchos teoremas que se
estudian de la misma manera que en espacios métricos, entonces el curso de espacios métri-
cos es para que ellos sean mds firmes en el pensamiento abstracto y tengan unas nociones de
que quieren decir los objetos y tengan ejemplos para mirar .., haber trabajado en los espacios
métricos hace que la topologia sea mds fécil. De hecho, cuando yo era estudiante nunca tuve
un curso de espacios métricos, ni en pregrado, ni en posgrado, yo lo que tuve fue curso de
topologia y ese curso lo perdia todo el mundo, la gente lo consideraba como el curso mas
dificil en matematicas, entonces yo pienso que lo que logra el curso de espacios métricos
es que los estudiantes naturalmente vayan pensando las nociones .., yo me imagino que para
paliar este problema hicieron este curso en dos etapas, se hacen los espacios métricos y luego

la topologia.

[EEM2] ;Qué es una demostracion?

Bueno es partir de las cosas que son admitidas como verdaderas o axiomas y hacer deduc-
ciones, es tratar de mostrar que un resultado es verdadero, para demostrar se parte de cosas
que se sabe que son verdaderas y normalmente por implicacién o por equivalencia se llega
a un resultado nuevo, ya las etapas de implicacién o de equivalencia depende del nivel de
la persona [nivel de comprension] que las escucha hay cosas que son mas obvias para una

persona y menos obvias para otra.

[EEM3];Son importantes las demostraciones cuando esta enseiiando?

JPor qué?, ;cudl es su papel?

Bueno hay diferentes papeles y motivaciones para hacer una demostracion, de cierta ma-
nera cuando uno desarrolla una demostracion, primero para los estudiantes por ejemplo los
de pedagogia la demostracion les ensefia a manipular la 16gica entonces ese es uno de los

papeles de la demostracion. También hay un papel cientifico, que bueno en este caso no es
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tanto para mi, porque ya yo se que eso esta demostrado, entonces cientificamente no hay
ninguna motivacion para hacerlo, pero uno tiene que hacer la demostracion para asegurarse
de que lo que esta diciendo es verdad. Pero también hay un papel de explicacion, se trata
de decir porqué lo que afirmamos es verdad y que todo el mundo entienda la misma cosa.
Es que cuando uno hace la demostracion es cuando uno empieza a entender los objetos més
profundamente porque hay cosas que parecen obvias, pero después cuando uno desarrolla
la demostracion ve que hay muchos detalles que no habia entendido y quizdas lo que parecia
obvio no era obvio, y ahi se entiende que los objetos tienen detalles escondidos, de hecho,
muchos matemaéticos leen demostraciones para inspirarse para demostrar otras cosas sobre

otros objetos que tienen propiedades similares.

[EEM4];Qué es una definicion?

Por ejemplo yo hice una tesis donde habia muy pocas demostraciones pero muchas defini-
ciones de objetos y luego me di cuenta que cambiando las definiciones las demostraciones
salian m4s féciles y justamente cuando uno define un objeto hay muchas maneras de escribir
la definicidn del objeto y al realizar las demostraciones uno se da cuenta que quizas puede
poner una definicién equivalente por la cual la demostracion va a ser mucho mas simple y
eso justamente era lo que decia sobre entender el objeto porque uno se da cuenta que cuan-
do uno realiza la demostracion entiende como debe pensar el objeto. Para mi, la definicién
tiene mucho que ver con la demostracién, como lo dije, uno puede tomar como ejemplo la
notacién uno va a generar una notacién porque quiere decir algo para entonces en vez de
escribir una cosa super grande puedo decir otra mas chica que se entienda mas y que tenga
mas sentido, que sea profunda. Hay dos maneras de verla cosas, uno puede pensar que la
meta de las matemadticas es el resultado matematico, pero si uno mira uno de los ultimos
resultados, si uno trata de expresarlo con una definicién de hace afios va a necesitar paginas
y paginas para explicarlo entonces se puede ver la definicién como una notacién para llegar
a un resultado, otra manera es ver la demostracién mas como organizamos los objetos y la

meta es el objeto, con la demostracién trato de ver un fenémeno.

[EEMS5]; Cuales son los elementos de una definicion?

Bueno una definicion estd bien construida porque que se ven las cosas fluir por ejemplo en mi
tesis yo hablaba de arboles de esferas, entonces después de pensar y escribir las demostracio-
nes yo tenia una tesis muy larga entonces me di cuenta que las cosas podian ser mds simples
si yo definia los arboles de esfera de otra manera, y al cambiar la definicion pude hacer
las mismas demostraciones mds simples y mi tesis tuvo menos paginas. Las demostraciones

salen simples y cortas con una buena definicion.
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[EEM6] ;Por qué algunos objetos tienen varias definiciones?

. Qué relacion tienen dichas definiciones ? Hay muchas maneras de definir la misma cosa, de-
pende a donde vas, si quieres hablar de una cosa més abstracta 0 mas general o mas aplicada
para que la demostracion fluya. Hay una cosa que es la eficiencia de una demostracion que
puede ser un punto de vista, el otro punto de vista es la universalidad de los objetos donde
uno piensa las matematicas generales en que este objeto se define naturalmente, y de cierta
manera cuando uno elabora un curso tiene varias definiciones y depende en que contexto,
hay como una guerra entre los dos puntos de vista y tienes que encontrar la manera justa de
decir la definicion, 6sea, podria usar la definicidn para facilitar la demostracion o para revelar
algo de la matemaética, encerrarlo en un pensamiento mas general de la matemaética, entonces
uno siempre esta entre las dos cosas, por eso hay un montén de definiciones, cada curso y
cada profesor pone sus definiciones dependiendo de hacia donde va, que quiere demostrar y
que quiere revelar de la matematica. Bueno, en este curso lo que hago es que generalizo las
definiciones a otros espacios, tengo el objeto chico y lo pienso en un espacio mas complica-
do, porque casi todo esto lo han visto antes, por eso les digo, bueno asi se hace en los reales

y para hacerlo ahora en espacios métricos cambio el valor absoluto por la distancia.

[EEM7] ;Qué es una caracterizacion y en que difiere de una definicion?

La caracterizacion en general viene después de las definiciones, es para que la demostracion
salga, pero yo sé que la definicion matematica debe ser un poco mas abstracta, por ejemplo
hay una forma canénica de decir cosas, por ejemplo con la propiedad universal puedo definir
un conjunto que satisface tal propiedad, o quiero definir un conjunto y aqui pongo un montén
de cosas a la mano tal y tal propiedad qué son las que me van a servir para la demostracion,
después depende de lo que uno quiere ensefiar, pero yo veo mds la caracterizacion como
cosas que me van a servir después para demostrar y la definicién como algo més abstracto.
Hay también caracterizaciones que son cosas que nunca se usan en la demostracién pero
son algo pedagdgico para decir este es el sentido del objeto, eso te da una idea de porque
el objeto es importante porque un objeto puede ser importante desde varios puntos de vista,
entonces depende a que direccion vas a ir vas a poner tal o tal definicion, entonces la mas
abstracta la colocas como una definicion y la més subjetiva la voy a poner justo después de
la definicién, aunque esa no la vaya a usar, para presentar las cosas se puede establecer una
caracterizacion sé6lo para razén pedagdgica aunque no sea lo que vaya a usar en la préctica

por eso no se pondria en la definicion.

[EEMS] ;Qué es un contraejemplo?

J Por qué usted utiliza contraejemplos en sus clases? Bueno, una de las metas del curso era
hacer ejemplos y contraejemplos, el objetivo era pasar de ese nivel Baby World al mundo
abstracto. Ellos estdn acostumbrados a pensar de manera concreta para entender las cosas,

entonces para dar el curso me pongo en la situaciéon donde ellos reconocen cosas pero las
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tengo que llevar hacia lo abstracto, entonces, yo digo lo que es una métrica pensandola como
el valor absoluto y hago un monton de ejemplos y demostraciones donde estoy copiando lo
que pasa en R, pero haciendo eso [solo eso] ellos pueden pensar que lo que estoy haciendo
[con las métricas] es como R, entonces tengo que poner contragjemplos para decir, mira
lo que hice no es lo que piensas, lo que escribi es un lenguaje mas abstracto que R y eso
abre las puertas a que ellos se puedan dar cuenta que puede que hayan escrito cosas que
son falsas. Entonces, cuando estdn mas comodos ahi les digo que lo que estdn pensando les
sirve para darse una idea, pero no es la verdad. Y el contraejemplo es para destruir algo que
alguien esta construyendo que falso, pero yo justamente al principio los empujo a construir
cosas y luego empezamos a destruir. A veces ellos piensan que algo es cierto y cuando
hacen el contraejemplo se dan cuenta que no es cierto. Pero ;de donde viene esta idea de lo
que es cierto?, viene de lo que vieron antes [de lo que piensan] y eso es algo que el profesor
tiene que identificar bien para poner después los contragjemplo porque ellos [los estudiantes]
ven generalidades donde no las hay, pero también cémo profesor uno a veces los empuja a
hacer generalidades, entonces para afinar un poco la generalizacion de las cosas se hacen los

contraejemplos.

[EEMY] ;Cuando y por qué se recurre a la consideracion de casos para resolver un

problema o hacer una demostracion?

Los casos se usan cuando tratas de demostrar algo de alguna manera y vez que la idea ge-
neral funciona pero hay detalles que no funcionan bien entonces se toman los casos, eso se
hace cuando tengo un problema y trato de decir algo pero veo que no siempre es verdad,
entonces este caso digo como se puedo hacer y después donde no es verdadero eso es otro
caso. La aparicion de los casos viene naturalmente cuando trato de resolver un problema,
pero la estrategia que saque no funciona en general, pero normalmente si el objeto esta bien
escrito todo junto funciona sin hacer excepciones. También aveces uno podria hacer una de-
mostracion sin hacer casos pero por razon pedagogica uno toma el problema de otra manera
que le hable maés al estudiante para demostrar la manera general, entonces hacemos este caso
y después los otros casos salen de manera similar, porque no era la forma de hacerlo, pero
yo lo hago de esta manera para los estudiantes y también esta revelando algo de mi objeto.

[EEM10] ;Que cosas de su trabajo como matematico también estan en sus clases?

Bueno, los ejemplos y los contraejemplos, y tratar de entender profundamente los objetos,
hacerlos familiares, no verlos como algo abstracto, de hecho le digo siempre a mi curso que
cuando un matematico empieza a trabajar los objetos en abstracto ahi ya esta perdido, va a
tener dificultades, la primera meta [para la comprension] es hacerse los objetos de manera
concreta, y ver los limites posibles, que puedo hacer y que no puedo hacer con ellos y justa-
mente estan los contraejemplos, para entender la naturaleza del objeto. El objeto es lo que es,

y el proceso de comprension puede ser verlo con un ejemplo sencillo y luego més abstracto
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y mads abstracto. Asi se hace con los espacios métricos para entender la topologia, empiezo
con R, luego me voy al espacio vectorial normado, después me voy al espacio métrico y ahi

puedo llegar a la topologia y los ejemplos ayudan a comprender.

Curso Calculo Vectorial

Sesion 1: Extensiones al espacio n-dimensional
CV1.1[30:10-37:50] Definicion del angulo entre dos vectores en R”

Contexto del episodio: Luego de presentar las definiciones y propiedades del producto punto
y de la norma el profesor introduce la definicién de dngulo entre dos vectores en R”. En el
tablero queda escrito lo siguiente:

0 := COS?I (%) 7)_675;#
][5

Andrés: Es ficil imaginarse hasta R3, que pueda existir un dngulo entre dos vectores ;no

<l

es cierto? Dos vectores, uno para alld, otro para all, y tengo el angulo que forman los dos.
Puede ser asi, puede ser asa [lo indica con las manos]. ;Qué pasa en R*? ; puedo extender ese
concepto?, ;puedo entender lo que es un angulo [en R*]?. Entonces, ;cémo puedo definir el
angulo entre dos vectores cuando ya estoy en R”? Esta claro que yo ya no puedo visualizarlo,
en los otros [espacios] yo puedo ver y puedo dar indicio de qué significa. Entonces, ;qué
significa dngulo entre dos vectores de R"? ;cémo creen que pueden definir eso? teniendo
cero intuiciones geométricas... Cero intuiciones geométricas, ya no puedo ver lo que pasa.
. Cémo defino el dngulo entre dos vectores de R*? Con el producto punto, ;cémo serfa? Ya,
voy a tomar dos vectores x punto y, ahora ;qué le hago? Cuando estaba en R3, demostramos
que el producto punto tiene una interpretacion con el dngulo ;ya? Ahora es un poco al revés,
yo no tengo nocién de dngulo, cuando estoy en R* o en R”. Entonces qué voy a hacer, voy a
extender la formula que ya tenia en el producto punto, eso ya me da una nocién de angulo.
(Como extiendo esa formula? Tienen la formula por ahi, tiene que estar en el cuaderno, tres
clases atras.

Estudiante: Con la norma y el producto punto, ahi sale

Andrés: Estoy de acuerdo, yo quiero definir 8 igual a qué ..., x punto y, dividido la norma de
x por la norma de y, y el coseno a la menos uno. Ok, esa es una definiciéon. Yo no me puedo
imaginar un dngulo, qué es lo que es un dngulo de R* o R>, pero puedo extender la definicién
que tenfa para R? y para R>. Es cierto, digo bueno, el dngulo es el coseno a la menos uno de
eso. ¢ Esta bien definido, o no? ;Esta bien definido?, eso es super importante... ;qué significa
que este objeto esté bien definido?

Estudiante: ;Se supone que esa férmula corre para R? y R3, 0 no?

Andrés: Esa férmula corre para R? y R3, porque en R el dngulo es 0, si es que uno va para

alld y el otro va para alld en dngulo 0, o tengo la otra opcioén que el dngulo sea 7. Entonces,
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tengo que los dos apunten para el mismo lado y que ese dngulo sea 0, o estén en sentidos
distintos, uno es positivo y el otro es negativo, en tal caso de tener dngulo en R...
Estudiante: eso es para x, y distintos del vector nulo

Andrés: Si, se puede poner para X, y distinto de 0, muy bien. Para que no se me indefina eso.
Aunque el vector nulo no tiene dngulo, el vector nulo va para cualquier lado. Tiene norma 0,
y puede ir para cualquier lado, da lo mismo. Ok, ;a qué me refiero con que esté bien definido
eso?, ..., ;, a qué valores yo le puedo aplicar coseno a la menos uno?

Estudiante: Entre —1y 1.

Andrés: Entre —1 y 1, ;cierto?, el coseno va a parar a un ndmero que estd entre —1 y 1, por

Xy
_ . _ LI/
estar bien definido, es decir, bueno esto en realidad es un nimero, no es algo que no sepa lo

lo tanto, estar bien definido significa que esto { ( > } en realidad es un nimero. Ya,

que es. Si yo multiplico dos vectores, x punto y, eso me va a dar un nimero real y al dividir
por esto [||X]|] y por esto [||¥]|] tengo una divisién con el denominador distinto de 0, ojo, esta
division esta bien definida. Ok, voy a poner un nimero real ahi adentro, ;donde tiene que
vivir ese nimero real? tiene que vivir entre el —1 y el 1, si no estamos mal, ;ya?, ;qué me
garantiza que ese nimero real viva entre —1y 1?

Estudiante: ; Cauchy-Schwarz?

Andrés: Exactamente, el hecho que ese nimero de ahi viva entre el —1 y el 1, es fruto de la
desigualdad de Cauchy-Schwarz...., Ok.

CV1.2 [38:35- 45:56]Demostracion de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Contexto del episodio: El profesor expone la desigualdad de Cauchy-Schwarz |¥-y| <
||X]||¥||- En el tablero la demostracién queda escrita en la siguiente forma:
0 < ||X+5|*> vVt €R
%+ 230> = (% +23]) - (|5 +17])
= I + 2635+ 2511
f(&) = |1X)*+2ex- 5+ 27> <0, vt € R

Como £(¢) <0, 4(x-¥) — 4||%||*||¥]|> < 0, por tanto, |¥- 5] < ||[|[|¥].

Andrés: La demostracion es super entretenida, de hecho, es la misma demostracién que se
hace después en andlisis funcional, y tiene que ver con una pardbola al final de cuentas.
Es stiper simple, miren. Uno sabe que la norma de cualquier vector es algo positivo ;si?
,se acuerdan? es algo positivo o 0, entonces 0 siempre es mas pequefio que si yo tomo la
norma de x mds ¢ veces y al cuadrado. Hago esta combinacion lineal, tomo x, y, construyo la
combinacion lineal x més ¢ veces y, y esto siempre es positivo en 0, esto es para cualquier ¢
de los nimeros reales, para cualquiera, cualquiera, esto como es una norma al cuadrado esto
siempre es mayor o igual a 0. Ok, desarrollemos esto en funcién del producto interno. Esta
no es la misma demostracién que hicimos para R3. Entonces, voy a desarrollar este tipo de

acd, como es la norma al cuadrado, es igual al producto interno de x, mas ¢ veces y punto x
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mads ¢ veces y. Entonces x mds ¢ veces y punto x mas ¢ veces y es igual a ;qué?, empiezo a
distribuir, x punto x ;quién es? norma de x al cuadrado, y después queda ¢ veces x punto y, y
después hago ¢ veces y con x. Como x punto y es lo mismo que y punto x, eso va a quedar 2
veces tx punto y. ;Ya? Y, por ultimo, es este [ 7y | punto este [¢Y], mds ¢ cuadrado norma de
y al cuadrado. Y aquf viene lo bonito, esto de acd [||¥]|* + 2¢¥- ¥+ (|5 1, yo lo puedo ver
como una funcién de ¢. ;Qué tipo de funcion es?

Estudiante: Cuadritica.

Andrés: Cuadratica. Ok. Y por otro lado tengo que esto de acd, es mayor o igual a 0 [0 <
||%+17]|?]. O sea, este f de ¢ siempre es mayor o igual a 0 para todo ¢ en los nimero reales.
(Qué quiere decir eso? que mi funcién de ¢ que es una funcién cuadrética, ;jcomo se grafica?
(cudl es la gréfica de una funcion cuadrética? una parabola, esa pardbola, ;estd acd arriba?,
(acd abajo?, ;corta el eje?, ;apunta para arriba, apunta para abajo?, ;cémo es?

Estudiante: Apunta para arriba porque la norma de y es positiva.

Andrés: La norma es positiva, o sea, el término que acompaiia a ¢ al cuadrado es un nimero
positivo. O sea, el caso 0 es trivial. Ok, entonces yo puedo asumir que son distintos de O [los
vectores x € y], eso requiere que apunte para arriba la pardbola. Entonces apunta para arriba
asi ;o no? [hace un movimiento cémo si cortara el eje x].

Estudiante: no, no corta eje x

Andrés: No corta el eje x, ;por qué?

Estudiante: Porque es positiva

Andrés: Porque es positiva, entonces estd obligada a hacer algo asi, puede ahi besar el eje x.
Ok, ;qué gracia tiene esa pardbola? una es que, bueno, este tipo de acd tiene que ser positivo
(|[y[|?) por eso dijeron que apunta para arriba. No interseca el 0 hacia abajo, solamente lo
besa en el mejor de los casos. ;Como tiene que ser esa parabola?

Estudiante: El discriminante menor que cero.

Andrés: Stper bien, entonces como f de ¢ tiene que ser mayor o igual a 0, el discriminante
de esa parabola tiene que ser menor o igual a 0. El caso 0 es cuando besa, sino esta asomado.
Perfecto ;cudl es el discriminante? b cuadrado, bien, éste seria el término de 7. Entonces
cuatro veces x punto y al cuadrado menos cuatro veces a por c. Cuatro veces y cuadrado
por x cuadrado tiene que ser menor o igual a 0. Ese es el discriminante..., pero aca en b es
dos veces x por y, en lo que contiene ¢. El a es y cuadrado y el ¢ es x. Identificando ahi
los conceptos de la pardbola. Entonces, el discriminante es menor que 0 es decir que eso
es menor que 0, listo, simplifico por cuatro y aplico raiz, y al aplicar raiz tengo que poner
modulo, por lo tanto, x punto y siempre es menor o igual que la norma de x por la norma de

v, ya, ahi tengo la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Listo!

CV1.3[59:16-1:16:15] Equivalencia entre definiciones de ortogonalidad

Contexto del episodio: Luego de definir la ortogonalidad. Dos vectores X e y son ortogo-
nales si y solo si, ||X+ty|| < ||X||. El profesor se propone demostrar que esa definicién es

equivalente a la definicién usual X -y = 0. En el tablero queda escrito lo siguiente :
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Demostracion :
(=) [|R+15]> > ||x||*, vt € R

=l

(X+1y) - (X+1Y) > X-
XA 2UX-FH12F-F >

X
t(2%-F+1|[F]?) > 0,vr e R

v

X

Supongamos que ¥-y < 0, s.p.g., ¥-¥ > 0. Asumimos < 0, 2X-y +¢||||> <0, V¢ < 0.
2%

51

Andrés: Entonces , ;serd que esa definicion de ortogonalidad es equivalente a que x punto y

<t <O0.

es igual a cero?, veamos. Entonces x es ortogonal a y si solo si x -y vale cero y por lo tanto,
si x -y vale cero, ;cudnto vale el angulo?, ;cual es el coseno a la menos uno de cero?
Estudiante: /2

Andrés: x es ortogonal a y si solo si x -y es igual a cero. Es decir, el dngulo entre los dos, ya
defini quien era el dngulo, es 7/2. Y ahi esa definicién de dngulo respetaria esta propiedad,
pero vamos a Ver si eso es cierto, si eso es consistente con la definicion de dngulo entre vec-
tores {Como se demuestra un si y solo si?

Estudiantes: Para un lado y para el otro.

Andrés: Para un lado y para otro, super bien, pero si quieren ser mas académicos, digamos
doble implicacion [implicancia]. Ya, jcudl es mas facil mostrar, esa [x -y es igual a cero im-
plica que son ortogonales] o esa [si son ortogonales x - y es igual a cero]? Yo creo que vamos
a hacer una demostracion, la vamos a desarrollar y después nos vamos a devolver, vamos a
hacer los pasos inversos y demostrar asi, pero vamos hacia alla [la primera implicacion], x es
ortogonal a y significa que x mds ¢ veces y, la norma de eso, es mayor o igual a la norma de x,
y eso es para todo ¢ en los ntimeros reales ;Como hago intervenir ahora el producto interno?,
tengo que mostrar x - y es cero, si tengo normas. ;/Tienen claro que si pongo al cuadrado a un
lado de la ecuacién, también se pone al otro lado de la ecuacién? Si elevamos al cuadrado en
esa igualdad, son los dos positivos asi que no hay problema. Ahora me voy a la definicion
de norma, la definicién via producto interno. Al lado de aca tengo que x 4ty punto x +ty
es siempre mayor o igual a x punto x. Bueno y empiezo a distribuir. Es decir aca tengo x
punto x mas dos veces ¢ por X punto y mas t> veces x punto y es mayor o igual a x punto x.
Puedo factorizar por ¢, entonces #(2x -y +¢||y||?), eso es mayor o igual a cero, para todo ¢ en
los numeros reales. ;Qué tenemos que mostrar? Que x por y es igual cero. ;Como lo puedo
mostrar? Cuando estan desesperados y quieren hacer una demostracion y no saben qué hacer,
(qué hacen?

Estudiante 1: Hacer un dibujito.

Andrés: No, contradigan la tesis. ;Qué significa contradecir o el absurdo aqui?

Estudiante: Suponer que x punto y es distinto de cero.

Andrés: Entonces supongamos que x punto y es distinto a cero, por lo tanto, x punto y va
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a ser un numero estrictamente positivo o estrictamente negativo. LLas demostraciones van a
hacer equivalentes, créanme. ;Cual quieren el positivo o el negativo?

Estudiantes: El positivo.

Andrés: Entonces sin pérdida de generalidad, puedo asumir que x punto y es mayor estricto
que cero (x-y > 0). Yay esto es para cualquier ¢, para el que yo quiera, como esto ocurre para
todo #, para el que yo quiera, voy a asumir que ¢ s negativo, como se cumple para todo ¢ voy
a asumir que ¢ es menor que cero y puedo dividir por ¢. Entonces me va a quedar: 2x punto y
mas ¢ veces las norma de y al cuadrado es menor o igual que cero [2x-y+1||y||*> < 0]. Si es
negativo cambio la desigualdad, y esto es cierto para todo ¢ negativo. ;Que hago ahora? este
nimero es positivo [2x-y ] y este niimero [¢||y||*] es negativo. Entonces el que esta haciendo
negativo toda esta desigualdad, la suma completa, es un negativo, el que esta haciendo to-
do negativo es este término de ac [t||y||*] , pero el ¢ yo lo puedo dejar tan chico como yo
quiera, este lo puedo hacer tender a cero [¢||y||?], y esto tiene que seguir siendo negativo [la
desigualdad |, cudl es la inica manera en que esto ocurra si esto [2x -y ] es positivo. La tinica
manera que esto pase, que siempre sea negativo, es que sea una contradiccion y que, x punto
y sea igual a cero. Entonces en la ortogonalidad que habiamos definido ahi, cumple que el
X punto y sea cero. {Me puedo devolver o no? Negué que x punto y sea cierto, eso hicimos
recién. Entonces x punto y es distinto de cero y sin perdida de generalidad supuse que x punto
y es mayor que cero. Hay otra demostracion, en que, si asumen que esto es negativo, van a
hacer esto mismo con un ¢ positivo y les da. Pero si esto es estrictamente positivo, igual que
para todo ¢, también es cierto que para todo ¢ es menor que cero, puedo dividir por ese ¢, y
le cambio la desigualdad acd. Y esto tiene que ser cierto para todo t menor que cero. ;Esto
puede ser cierto que para todo ¢ menor que cero, si x punto y es positivo? ;Qué r me da la
contradiccion?. Hay otro ¢t que me contradice esto. Cuando ¢ es menor que cero, pero tiene
que ser mayor que..., tiene que ser chico para que me funcione. Dos x punto y partido por la
norma de y al cuadrado. x punto y es un nimero positivo, la norma de y es un nimero positi-
vo, esta definicion es positiva, y si le pongo un menos es negativo. Si considero un ¢ que esta
ahi, ;qué puedo hacer con esa desigualdad? Si quieren despejar ¢, ¢ tiene que ser menor o
igual, que —2x punto y partido por la norma de y al cuadrado, o sea la desigualdad se cumple
si el ¢ es mds chico que esto, pero ;qué pasa si el f es mayor que eso? La desigualdad no se
cumple, y ahi se llega a la contradiccidn. Si el t es mayor estricto que este numero que esta

aca, esa desigualdad de ahi no se cumple. Y ahi hay contradiccion.

Sesion 2: Nociones topologicas y limite de funciones
CV2.1[14:30-21:39] Demostracion de que un conjunto es abierto

Contexto del episodio: El profesor presenta la definicién de conjunto abierto en un espacio
topolégico y desarrolla varios ejemplos, de bolas en R, R? y R3, luego discute con los es-
tudiantes si el conjunto A = {(x,y) € R?/y/x2+y2 < r} es abierto o no. La demostracién

queda escrita en el tablero en la siguiente forma:
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Sea ro = r— \/x0> +y0? y B = {(x,y) € R?/||(x,y) — (x0,30)|| < ro}, por demostrar que
B CA.

(x,) € B— ||(x,¥) — (x0,50) || < r—+/x0>+yo>.
Va2 +y? =) < |[(x—x0,y —yo) || + | (xo —yo) ||
<r— \/x02+y02+ \/x02+y02 =r

— (x,y) € A.
Andrés : Tomo n = 2, estoy en R?, un disco de radio r. Entonces mi conjunto A van a ser

todos los (x,y) de R?, tales que la raiz de x cuadrado mds y cuadrado es menor a r {Ok?
Este conjunto ;/es abierto, o no? Si, es abierto. De hecho, la frontera acé no estd incluida. Lo
podemos demostrar, de hecho. Yo me puedo dar un punto acd, (xp,yo). (Qué radio necesito
generar en torno a ese (xo,yo), para que la bola que pueda generar entorno a él, esté com-
pletamente contenida en este conjunto A. Si yo digo que es abierto tengo que confiar que es
abierto, pero ;por qué el punto (xg,yp)? y yo les voy a demostrar que existe un radio tal que
la bola de centro (xo,yo) de ese radio estd totalmente contenida en este conjunto. ;Qué radio
me sirve? Sea rg igual ;a quién?

Estudiante: La resta.

Andrés: La resta entre quien y quien.

Estudiante: »r menos la distancia del centro al punto.

Andrés: es decir, r menos raiz de x( al cuadrado mas y( al cuadrado. Ok, perfecto. Bien, en-
tonces eso me va a generar un radio. Yo quiero mostrar ahora que cualquier punto ..., voy a
construir la bola que estd aqui. Entonces voy a decir, sea B igual al conjunto de los (x,y), que
estan en R?, tales que la distancia, es decir, la norma de (x,¥), a (x0,y0), €s menor estricta
que ro. Entonces para demostrar, que la A es abierta, yo tengo que demostrar... por demostrar
que B es subconjunto de A, o sea que esta bola que construi ahi esta totalmente contenida en
el A ;como se demuestra una inclusion de conjuntos? Tomo un punto que estd acd [en B] y
demuestro que estd aca [en A] ;Ok? Entonces, sea (x,y), en B. Si estd en B ;qué propiedad
cumple? La propiedad que define al conjunto B. Es decir, la norma de (x,y), menos (xo,yo)
es menor estricto que el rg que es r menos raiz de xo al cuadrado més yq al cuadrado. Por
estar en B, el punto satisface esto ;Y yo qué quiero demostrar? que ese punto de acd esta en
A, o sea que satisface esto [\/)ﬁy2 < r]. ;ya? Bueno, hay que hacer lo que hay que hacer,
tomo la raiz de x cuadrado mds y cuadrado y veo si lo puedo hacer menor o igual a r. Bueno,
esto es la norma de (x,y) ¢no es cierto?. Entonces, miren yo conozco el punto que estd acd
[en la bola de centro (xg,yp)], un punto que esta ahi, yo no lo sé comparar todavia con ese
[(x,y)], pero si puedo hacer este camino de éste acd y de éste aca [del punto en la bola a su
centro (xp,yo) y de (xo,y0) a (x,y)]. Si hago eso ;qué desigualdad ocupo?

Estudiantes: Desigualdad triangular.

Andrés: Exacto, entonces ésta [||(x,y)||] es menor o igual por desigualdad triangular que la
norma de (x,y) menor que (xg,yo), mds la norma de x(. Serfa desigualdad triangular. Intro-
duje un punto ahi entremedio, y apliqué desigualdad triangular. Ok, esto de acd es esto de
aca ;jno? , entonces yo se que el primer tipo de aca [|| (x —xp,y —yo)|| ] es menor estricto que
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r menos la raiz de xo cuadrado mas yg cuadrado, pero éste objeto de acd es exactamente la
raiz de xo cuadrado mds y( cuadrado. Se cancela ese [—+/xo% + yo2] con ese [1/x0% + vo2],
y entonces un punto que estd en B satisface esto, calculo su norma y veo que su norma es
menor estricta que r. Todos los tipos que tienen norma menor estricta que r estan en A. Parti
de alguien que estaba en B y compruebo que estd en A. Entonces las bolas, en general las
bolas abiertas como éste son conjuntos abiertos. Este proceso se puede hacer para cualquier
X0, Yo, puede estar muy cerca de la frontera, que también puedo hacer el mismo proceso. La

demostracion es la misma.

CV2.2[1:03:05-1:10:40] Limites en términos de vecindades

Contexto del episodio: El profesor define el limite de una funcién en términos de vecindades
:Sea f: A CR" — R™, A es abierto, seax € A = AU JA, diremos que limy_5 f(X) = beRm™
siy solo si VV, vecindad de b, 3U, vecindad de 5, tal que f(UNA) C V. Luego se apoya en
un diagrama para exponer este concepto y posteriormente presenta el siguiente no-ejemplo
del limite en términos de vecindades. En el tablero queda escrito lo siguiente:

f:R?—R

1 si x>0

s —
(x.) 0 si x<0

v =(1/2,3/2),f(U) € V,VU, vecindad de (0,0).

Andrés: Supongamos que tenemos la siguiente funcién, f de R? en R, aqui el n vale dos y en
R el n vale uno. Tal que tomo un (x,y) y lo manda en 1 si x es mayor o igual a cero, 2 si x es
menor estricto que cero. Entonces acé el R” es R? y mediante la funcién, esto va a parar a la
recta real, a R. ;A donde va a caer en R?, tiene dos opciones o cae en cero si x es menor que
cero, 0 cae en uno si x es mayor o igual a cero. Tengo esas dos opciones. Pregunta, ;puedo
decir que el limite cuando (x,y) tiende a un (0,0) de f(x,y), eso vale 1, puedo decir eso {no?
Estudiante: No.

Andrés: ;Por qué no? Supongan que aca esta el punto yg es un punto ahi. Entonces si me
aproximo al punto (0,yp), si me aproximo a él, puedo decir que f(x,y), ;vale uno?, ;qué esta
pasando?

Estudiante: No, hay que hacer el limite por la izquierda y por la derecha.

Andrés: Pero tratemos de verlo a la luz de esta definicion [sefiala la definicion de limite en
términos de vecindades escrita en el tablero], si esto no esta pasando es porque existe alguna
vecindad del 1, el b acd es el 1, tal que para que ninguna vecindad U de este punto (0,0) eso
se cumpla [f(UNA) C V1], ;Que vecindad del 1 quieren? Si tomo una vecindad muy grande,
miren lo que va a pasar, tomo una vecindad entorno al 1 de radio 2, algo super grande, que
me va a incluir a cero, si tomo esa vecindad del 1, esa vecindad me incluye al uno y al cero,
por lo tanto, si yo me tomo cualquier vecindad acd [en R?], la que sea, cualquiera vecindad
acd [en R?], bajo la funcién va a ir a parar ac4 dentro [a la vecindad de 1 con radio 2], porque

tengo dos opciones no mds, ser cero o ser uno. Pero qué pasa si la achico y de mi vecindad
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dejo fuera al cero, tomo una vecindad asi no més, [sefiala una vecindad pequeiia en torno al
1] {qué va a pasar?

Estudiante: Van a haber puntos x menores a cero, que van a caer solo en la vecindad de uno
y no en la de cero.

Andrés: Exacto, para cualquier vecindad que este aqui [en R?], cualquiera por muy chica
que sea, hay valores que estan acd no cierto al lado izquierdo, y esos valores bajo la funcion
se van a salir de esta vecindad acé [la vecindad pequefia de 1], porque van a caer acd [en la
vecindad de 0], entonces no estd pasando que el f(U NA), sea subconjunto del V. Entonces
esta va a ser mi vecindad V [la vecindad pequena de 1], a cualquier U que tome aci [en R?],
la f de esa U no va a estar completamente contenida acd [en la vecindad pequefia de 1],
se sale, toma tanto valor acd [en 0] o aca [en 1] por muy chica que sea. Entonces se viola
este concepto de limite que esta aqui, porque, existe una vecindad V de 1, por ejemplo, la
vecindad V = (1/2,3/2), tal que f de U no esta contenido en V para toda U vecindad de
(0,0). Cualquier U vecindad que este en torno a ese punto va a contener tipos con x negativo,
y por lo tanto no van a ir a parar ahi. Por eso ese limite de ahi no existe. Pero es un lio estar
trabajando con vecindades, es lio completo estar trabajando con vecindades y haciendo el
dibujito, para eso existen los épsilon delta, justamente para poder manipular, para poder

analizar.

CV2.3[1:10:55-1:14:20] Equivalencia de las definiciones de limite

Contexto del episodio: El profesor expone la definicién de limite en términos de épsilon
y delta y hace una relacion con la definiciéon que habia presentado antes en términos de
vecindades. En el tablero queda escrito lo siguiente :

limg 5 f(X) = b, < YV, vecindad de b, U, vecindad de Xp, tal que f(UNA) CV.
limy .5 f(X) =b Ve >0,38 > 0,siX €A, [¥— %l <8, —, | f(X) bl <e.

Andrés: Entonces diremos que limite cuando x tiende a x(, de f de x es igual a b, si solo si,
para todo épsilon mayor que cero, ese para todo épsilon mayor que cero me esta diciendo
para cualquier vecindad V de b, para bolas en torno a b tan pequefias como yo lo desee. Existe
un delta mayor que cero, ahi voy a decir que existe una vecindad U de x( en el dominio, tal
que, si x pertenece al dominio, y la norma de x menos el xy es menor que delta. Aqui estoy
diciendo, si el x pertenece al A y su norma es menor que el delta significa que x pertenece a
la vecindad U NA, entonces la distancia de f de x a b es mas chica que épsilon. Lo que estoy
diciendo aca es lo siguiente. Tomo el b, me construyo una bola de radio épsilon en torno al
by acd esta el xg, el xo puede o no estar en el dominio. La gracia es que si el x estaen el A,
si el x esta en el conjunto A y su distancia de xo es menor que delta, entonces bajo la funcién
tengo que ir a parar acd, es decir, f de x menos b tiene que ser menor estricto que esto. El
f de x tiene que estar dentro de esa bola [una bola de radio épsilon]. Es la misma definicion
que esta acd, pero con objetos matematicos que puedo manipular, vamos a ver como se usa.
Entonces para todo épsilon mayor que cero, para cualquier vecindad del b, por muy pequeiia

que sea, puede ser asi o asa. Siempre va a existir un delta mayor que cero, una vecindad del
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Xo acé, tal que cuando yo la intersecto con el A, o sea si el x esta en A y en la bola de centro

delta, la imagen de ese x tiene que ir a parar a la bola de alla [una bola de épsilon].

Sesion 3: Limites y continuidad
CV3.1[7:05-12:05] Demostracion de la existencia de un limite

Contexto del episodio: El profesor desarrolla varios ejemplos del limite de una funcién.
Luego presenta el siguiente limite, analiza su comportamiento con los estudiantes, donde

ademds demuestra la existencia del limite utilizando la definicién épsilon-delta.

x2

ey 00) 77— =0

2
'—; = — 0| es muy pequefio cuando /x% + y? es muy pequefio.
VX +y

x| = Va2 < /22 +)2.
X < |x[vV/x2 452,
2

0< ——— <] < Va2 1?2
Vx2+y?
Parae > 0,36 >0, 6 = ¢, tal que, si \/x2+y? < § = €, entonces

E.

2
X
N

Andrés: Entonces la intuicion me dice que este limite se debe ir a cero, ;como puedo demos-

<Vxa2Hyi<

trar que esto se va a cero?, tengo que acotar. Una herramienta poderosa para demostrar que
esto se va a cero es acotar, porque yo quiero mostrar que x cuadrado, dividido en x cuadrado

mas y cuadrado, menos cero, es tan pequeflo como yo quiera, cuando x e y se van a (0,0), es
2
X

N

punto (x,y) a este punto (0,0) es muy pequeiia, es decir, cuando la raiz de x cuadrado mas
2
x

N

mas chico que épsilon cuando esto de aca es la distancia del x coma y al 0 coma 0 es muy

decir, quiero demostrar que esto es muy pequeiio — 0| cuando la distancia de este

y cuadrado es muy pequeia. Quiero demostrar que esto es muy pequeflo —0[,0

pequeia, o sea cuando este \/)ﬁy2 es mas chico que un delta, eso es lo que quiero demos-
trar. ;Qué herramientas tengo?, ;cémo lo puedo hacer?, ;el médulo de x a quien es menor o
igual? El médulo de x, ;cudl es?

Estudiante: Raiz de x cuadrado.

Andrés: Raiz de x cuadrado. ;jEste nimero de aca [v/x2] es mds chico que este nimero de
acd [v/x2 +y2]?

Estudiantes: Si.

Andrés: Bueno, entonces lo uso, esto mas chico que x cuadrado mas y cuadrado [\/)? <
\/m]. (Qué pasa si ahora multiplico todo esto por modulo de x? Voy a obtener: modulo
de x por médulo de x es x cuadrado, va a ser menor o igual a modulo de x por la raiz de

x cuadrado mads y cuadrado. ;De qué me sirve eso?, me sirve para decir que x al cuadrado
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partido por la raiz de x cuadrado mas y cuadrado, que es lo que yo quiero acotar, es menor o
igual que el modulo de x. Y el médulo de x yo se que es mas chico que la raiz de x cuadrado
2
2, X .
mds y cuadrado, —— < |x] < \/x%+y?, (siono?

X2+ y
Estudiante: ahi si podria aplicar el limite.

Andrés: Exacto, si el x coma y tiende a 0 coma 0, esto de acéd [y/x2 +y?] va a tender a 0, y
2

esto xj——i—yz’ obviamente es mayor o igual a 0, y va a ser que esto /x% + y? converja a 0.
Entonces puedo decir que para épsilon mayor que O existe delta igual al épsilon, tal que si la
raiz de x cuadrado mas y cuadrado es mas chico que el delta que es igual al épsilon, entonces
x cuadrado partido por raiz de x cuadrado mas y cuadrado, como esto es siempre méas chico
que esto, es mas chico que épsilon, pueden hacerlo asi, pueden justificar también dicien-
do, bueno si esto es se va a cero [y/x2 + y2] necesariamente esto queda como un sdndwich

dentro, se tiene que ir a cero.

Sesion 4: Diferenciabilidad en varias variables
CV4.1 [43-00 -48:00] Una condicion suficiente para la diferenciabilidad

Después de exponer un teorema que presenta una condicion necesaria para la diferenciabili-
dad el profesor enuncia un teorema que muestra una condicién suficiente para la diferencia-
bilidad y expresa lo siguiente :

Andrés: Entonces el teorema de la caracterizacion de la diferenciabilidad es una condicion
necesaria, una funcién diferenciable tiene que ser continua, ahora les voy a dar una condi-
cion suficiente, pero no necesaria, solamente suficiente. Esta si sirve para demostrar que una
funcion es diferenciable en un punto, la condicidon necesaria sirve para demostrar que no es
diferenciable, porque si no es continua, ni a palos es diferenciable. Entonces, el teorema dice
que si tengo una funcién de la cual existen las derivadas parciales y son continuas entonces
puedo concluir que la funcién es diferenciable. Entonces el resumen de todas estas implican-
cias es f con derivadas parciales continuas implica f diferenciable y f diferenciable implica
que existen las derivadas parciales y f es continua, entonces, si f es diferenciable entonces

la f es continua y ademads tengo esta informacion, que existen las derivadas parciales.

CV4.2 [48:30- 57:30] Reciproco de la condicion suficiente

Contexto del episodio: El profesor profundiza en las implicaciones antes expuestas y mues-
tra que el reciproco de la condicién suficiente no se cumple, esto es, una funcién puede ser
diferenciable sin que sus derivadas parciales sean continuas. En el tablero queda escrito lo
siguiente :

| x*sen(1/x), x#0

flx) = 0 =0
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limy_0f(x) =0= f(0), f es continua en x = 0.

2
— 1
limx_ng(o) = limxﬁow =0, f es diferenciable en x = 0.
X — X
2xsen(1/x) —cos(1/x), x#0
o= { 2o —ees19, <
, x=0

limx—>0f/(x) = ﬂ

Andrés: Esta funcién f, ;es continua o no, cuando x es diferente de cero?, esto es la mul-
tiplicacién de dos funciones continuas y puedo calcular el limite cuando x se va a cero de
f(x) eso es igual a cero y eso es f(0). Entonces la f es continua y tengo la esperanza de
que sea diferenciable. ;Qué pasa ahora?, quiero ver si le puedo sacar una derivada en cero,
el limite cuando x tiende a 0 de f(x) — f(0) partido por x menos 0. Hacemos eso y esto es
0, entonces f es diferenciable en x = 0. Vamos ahora a calcular la derivada parcial, f prima
de x. Si derivo, tengo que hacer regla del producto, 2x por seno de 1 sobre x, mas x cuadrado
por coseno de 1 sobre x por menos 1 por x cuadrado, eso es cuando x es distinto de cero.
(Y que pasa cuando x vale cero?, la derivada es cero. Entonces, ahi esta la derivada, cuando
x es distinto de cero es eso [2xsen(1/x) — cos(1/x)], y cuando x es cero es 0. ;Esa funcién
es continua o no?, ;qué pasa con el limite cuando x tiende a cero en f prima de x? ;me da
f prima de cero eso o no? Este limite se va a cero [2xsen(1/x) — cos(1/x)] porque este es
acotado [sen(1/x)] y este se va a cero [2x]. Y este [cos(1/x)] ;cuando x se va a cero que pasa?
Estudiante 1: infinito.

Estudiante 2: no existe.

Estudiante 3: el coseno se indefine.

Andrés: Ese limite no existe. Si me voy a cero, el coseno empieza a oscilar cada vez mas
rapido. Si x se va a cero, el coseno es un numero muy grande, en torno a cero, esto se mue-
ve mucho entre menos 1 y 1. Entonces el limite de esto no existe, por lo tanto, f prima es
discontinua en x igual a cero. Entonces esto es un contra ejemplo. Tengo una f que es dife-
renciable, sin embargo, las derivadas parciales no son continuas, tengo una f que la puedo
derivar, pero la derivada no es continua. Entonces puede darse este caso, que la puedo derivar,
pero la derivada no es continua. Ya, pero como la f es diferenciable, las derivadas parciales
existen, y la f es continua, esta implicancia funciona, pero de acd a acd no funciona. f es

continua, existen derivadas parciales pero f no es diferenciable.

Entrevista Andrés

Preguntas de informacion personal
a. (Cuantos anos de experiencia docente posee? Desde el aiio 2006 (12 afios)

b. (En qué niveles educativos ha ensefiado? Siempre en educacién superior
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c. ({Qué cursos ha desarrollado con més frecuencia en los ultimos tres afios? Analisis

funcional y Célculo IIT

d. ¢(Cuantas veces ha desarrollado el curso de Calculo III en los dltimos afios? El curso
de Célculo lo he hecho desde el 2016

e. (Posee algin tipo de formacién pedagdgica o didactica? No, licenciado en matemati-

cas y doctor, pero pedagogia, nada.

[ECV1];Qué es una definicion?

Yo comparo mucho la manera como se hace matematica con el derecho, dsea, ti tienes
que definir el concepto que vas a usar para luego hablar de €l y hacer desarrollos sobre él.
Cuando uno escribe un articulo, uno esta escribiendo un teorema y de repente tu usas un
objeto matematico y te das cuenta que hay que definirlo, entonces eso es un ejercicio al cudl
uno estd sometido constantemente. Se define para que no quede ambigiiedad al respecto.

[ECV2]; Cuales son los elementos de una definicion?

Para mi una definicién de un objeto matemdtico es identificarlo de manera que no quede
ambigiiedad al respecto, lo identifico como algo y que yo no pueda decir, pero mira, existe
este otro que también es esto, no deben quedar cabos sueltos. Que no pueda venir otra perso-
na y decirme, mira, el objeto que estas definiendo no puede existir porque es contradictorio
esto, con esto, o que sea lo suficientemente especifico, bueno hay definiciones de cosas ge-
nerales, pero que sea especifico para poder trabajar con él y sacarle propiedades después. Es
identificar algo de manera precisa y sin ambigiiedades, es eso y no puede ser otra cosa.

[ECV3] ;Coémo se genera una definicion?

En mi caso, yo siempre las genero a posteriori, no a priori, puede haber otros matematicos
que lo hagan distinto, pero yo estoy trabajando, explicando algtn resultado o tratando de
idear como explico algo y bueno me doy cuenta que estoy usando un objeto matematico
que en realidad merece haber sido definido como tal anteriormente, porque si lo haces asi
es mds fécil el trabajo, tu partes definiéndolo y luego lo usas y la gente sabe, que lo que se
estd usando acd es lo que defini previamente. Eso lo aplico mucho en la clase, aunque en la
clase a veces me sucede que estoy explicando algo y digo: no lo defini, pero normalmente la
manera en que se presenta en la clase o en un articulo es que tu defines primero y luego lo
usas, cuando tu generas algo es porque eso merece una definicion porque hace més facil la

presentacion.

[ECV4] ;Son importantes las definiciones cuando se esta ensefiando?

Jpor qué?, ;cudl es su papel?

Hacen mas f4cil la presentacion, hace mds didactica yo creo la presentacion, porque tu defi-
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nes algo y luego lo usas, eso es mas simple que estar tratando de explicar algo y que aparezca
este objeto, pero este objeto no estd definido entonces tienes que explicarlo en el momento,
entonces es mas simple definirlo antes y luego usarlo. La definicion se da primero también

para uno ordenarse en la estructura matematica de algo que quiere transmitir.

[ECV5] ;Cual es el rol de los ejemplos que usted presenta luego de las definiciones?

Los ejemplos son para aterrizar [los conceptos], porque si no los conceptos pueden ser muy
abstractos, tu defines un concepto matematico y el estudiante te dice ;qué serd eso?, por
ejemplo, ti defines una distancia como una cosa que satisface ciertas propiedades y luego
alguien puede decir, bueno, pero eso qué sentido tiene, entonces luego tu dices, bueno, esto
y esto es una distancia, la métrica euclidiana es una distancia, puedes definir una distancia a
partir de una norma, y eso da mas intuicion de lo que estds tratando de transmitir. Entonces
los ejemplos posteriores a la definicidn son para aterrizar, porque a veces la gente no sabe de

donde agarrarse, entonces con el ejemplo ti lo contextualizas.

[ECV6] ;Cual es su objetivo al cuestionar a los estudiantes sobre la definicion del pro-
ducto cruz?

Usted pregunta a los estudiantes si tiene sentido definir el producto cruz en R* 0 en R

Bueno, ya les habia explicado a los estudiantes en qué consistia el producto cruz, esto era
un repaso, ya les habia explicado que tienes dos vectores y tienes que hacer necesariamente
salir un tercero que es ortogonal a los otros dos, entonces, ya te tienes que salir del plano.
Era, ponerlos en el aprieto de pensar si era posible hacerlo en R? o en R dada la situacién

geométrica que se estaba dando.

[ECV7] Profundice en la siguiente situacion:

Al hablar de dngulo entre dos vectores, usted les pregunta a los estudiantes si se puede
extender esa definicion a R" y luego de presentar la definicion, les cuestiona si eso estd bien
definido, ;porqué?

Claro porque ahi tu te puedes ir a cualquier dimension, pero pierdes la intuicion geométrica,
sin embargo, existe una definicion de ese concepto, del producto interno que la extiende a
otras dimensiones y se extiende porque eso te da una propiedad que es siper importante en
cualquier dimensién incluso en dimensiones infinitas que te sirven para calcular distancias,
por ejemplo, para calcular el tipo que mejor se aproxima en un cierto conjunto. Dado un
conjunto tengo alguien fuera del conjunto, como calculo la distancia minima de este tipo
que esta afuera a este conjunto que esta aca, eso tiene que ver mucho con el producto punto
en espacios con producto interno, espacios de Hilbert, en muchos espacios y ahi también
trato de hacer un link con el curso que dicto después, el curso de andlisis funcional, donde
extendemos todas estas nociones incluso a dimension infinita. Tt puedes hablar de dngulos

entre vectores en dimension infinita y hablar de bien definido ahi es en el sentido de las
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funciones, a mi me ensefiaron que tu defines una funcién, en este caso seria el producto
punto que va a parar a R, en ese sentido estaba bien definido significa que dado dos pares acd
esto efectivamente te dé un nimero real y no a otra cosa. Por ejemplo, si esto estuviese mal
definido significa que, si tienes un x y un y acd, haces el producto y va a parar a un nimero

complejo.

[ECV8] Explique la siguiente expresion sobre la definicion de angulo entre dos vectores:

El hecho que ese niimero de ahi viva entre el -1y 1 es fruto de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz

Yo creo que ustedes me estan preguntando algo profundo, yo creo que no dije nada mas, pero
la desigualdad de Cauchy-Schwarz tiene un papel mayor, me demuestra hasta la desigual-
dad triangular. La desigualdad triangular que es mas bésica y que uno puede explicar mas
intuitivamente se demuestra con eso, asi que esa no es la mayor implicancia de la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz. Me sirvi6 en ese momento para decirle a los chicos que gracias a
la desigualdad de Cauchy-Schwarz uno puede definir ese angulo. Lo que pasa es que, uno
tiene capacidad de imaginacion en dos y tres dimensiones pero después ;como defines un
angulo en n dimensiones?, yo no se verlo, pero yo solamente digo, esta definicién que esta
ahi, esto que lo puedo definir asi, calza con la definicién en 2d, calza con la definicién en
3d, pero es valida para n dimensiones. No me lo sé imaginar, simplemente es valido y lo que
me garantiza que eso sea valido, que eso sea un nimero que corresponda a un dngulo, es la
desigualdad de Cauchy-Schwarz. La desigualdad de Cauchy-Schwarz me permite extender
mi definicidn de dngulo a mas dimensiones, eso es lo que queria decir, porque la desigualdad
es valida para n dimensiones y me permite extender la formula. Es que cuando tu defines un
angulo en dos o tres dimensiones lo haces de una manera que es valida solamente para ese
tipo de dimensiones, pero esta desigualdad te permite hacer la extension porque ella es vali-
da para n dimensiones y esta definicion es consistente, por ejemplo, porque esta definicion
de 4ngulo calza con el concepto de ortogonalidad. La ortogonalidad es algo que estd bien
definido incluso en dimension infinita y se define como que dos vectores son ortogonales
cuando x punto y vale cero, ademds, uno tiene la nociéon de que algo es ortogonal cuando
hay perpendicularidad y efectivamente si tu ocupas esta definicién de dngulo con coseno a
la menos uno de x punto y dividido con ..., entonces te das cuenta que cuando x punto y es
cero, vas a recuperar que el angulo entre ellos es pi medio y que hay perpendicularidad, en-
tonces calza en todo sentido la definicidon de dngulo. Si, yo creo que es eso, la desigualdad de
Cauchy-Schwarz es algo que esta definido de manera n-dimensional y nos permite extender

la definicién de dngulo a n dimensiones.

[ECVY] ¢A qué se refiere con graficar naturalmente?

Que lo pueda ver al menos en el computador, lo que pasa es que vivimos en un espacio

tridimensional, eso es como lo tangible, entonces que opciones tengo para poder ver una
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gréfica, algo que sea de R en R , algo que sea de R? en R, algo que sea de R en R3, también
puedo graficar cosas de R? en R? en la pizarra, Gsea, que a cada punto le asigno un vector,
quizas puedo graficar de R? en R> en el computador en que a cada punto le asignas un vector
y puedes graficar un flujo, pero mas alla de eso la pizarra no aguanta tanto, pero la definicién
de grafica se puede hacer para cualquier dimension, la gréfica la defines simplemente como
el conjunto de los pares (x, f(x)) donde x estd en el dominio de la funcién. Ahi lo hice al
revés dije que cosas se pueden graficar y luego dije, la cosa en realidad se puede extender,

primero los ejemplos y después la definicion.

[ECV10] ;Cual es su propésito al usar la definicion de limite en términos épsilon-delta
‘)

En el curso de calculo III es tan complicado hacerles entender a los alumnos el concepto de
limite, siento que tengo que hacer el esfuerzo porque es uno de los conceptos mas complica-
dos de explicar, me sale mucho mas fécil explicar ese concepto en cursos de andlisis, pero no
en el curso de calculo IIT que se entiende que es un poco mas operativo. A veces lo hago [uso
la definicién] porque hay que hacerlo, pero no porque realmente sienta que le estoy entre-
gando al estudiante algo mas poderoso, pero creo que si uno lo quiere ensefiar bien tiene que
hacerlo en detalle. La definicidn épsilon-delta lo que te permite realmente hacer una demos-
tracion de que tal cosa converge a tal otra cosa. La definicion tiene esa gracia de permitirte
escribir la demostracion. Antiguamente el curso de cdlculo III era con esa definicion, pero
hoy en dia no se estd exigiendo tanto esa competencia [la demostracién] eso lo aprenden en

espacios métricos después.

[ECV11] ;Cree usted que la definicion topolégica de frontera, coincide con la idea usual
que tenemos de frontera?

La frontera es algo que es comun, tu te paras ahi y te das un abierto y necesariamente con ese
abierto estas interceptando Chile y Pert al mismo tiempo. En el fondo, ;Chile es un abierto?

0 (Chile es un cerrado?

[ECV12] ;Cuando y por qué se recurre a la consideracion de casos para resolver un
problema ?

A mi me gustaria hacerlo siempre que sea posible. Bueno, yo improviso mucho en clase,
yo no tengo una clase a priori tan preparada y cuando hago casos es porque me sale en el
momento, pero pienso que es necesario cuando el concepto que estoy tratando de explicar da
para mucho, pues todos los casos en realidad son el mismo concepto. Aunque a veces digo
casos como para decir ejemplos, pero cuando los casos son para resolver un problema hago
eso, porque mi area de la matemaética requiere mucho resolver problemas con el compu-
tador y eso es una cosa que se viene ahora, ensefiar matematicas e introducir un lenguaje

computacional, porque quizds hoy en dia no es tan importante resolver una integral, antes
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cuando yo estudiaba matematicas me ensenaban técnicas de integracion, pero eso te lo hace
el computador, incluso te lo hace en muchos casos analiticamente, entonces hay que ensefnar
a los estudiantes a plantear los problemas y saber que eso se resuelve con una integral, pero
una vez que tu lo tienes planteado no es tan importante escribir el resultado final, eso se lo
puedes dejar a la maquina, lo que si es importante es escribir un algoritmo que pueda ser
llevado a una maquina, en eso los casos son importantes, y mi formacién computacional me
lleva a hacer las cosas en casos porque en el computador siempre tienes que hacer eso, mira
si el x estd aqui o acd pasa una situacion matematica completamente distinta, entonces a ve-
ces hasta tienes que ocupar una técnica distinta, por ejemplo, si estas analizando maximos y
minimos, es una técnica distinta buscarlos en el interior o buscarlos en la frontera, en una se

ocupa derivar e igualar a cero y en el otro se ocupan multiplicadores de Lagrange.

[ECV13] ;Usted hace alguna diferencia entre verificar y demostrar?

Bueno, a veces no soy muy prolijo en el uso del lenguaje pero para mi verificar significa ver
que algo cumple ciertas propiedades, es lo que muchas veces llamo el problema directo, por
ejemplo si tu tienes una ecuacion f(x) = 0, verificar que x satisface eso significa enchufar x
ahi y ver que me de 0, el problema inverso es encontrar x tal que f(x) sea cero, verificar es
que tu tienes el x en la mano y quieres chequear que eso se cumple, el problema inverso es

encontrar x que satisfaga eso.

[ECV14] ;Para usted es importante hacer demostraciones en clase?

Depende del curso, lo que hago aca [en pedagogia] y en matematica, no podria hacerlo en
ingeria. En este curso son estudiantes de pedagogia entonces tienen que tener nociones de
demostraciones y dentro de la audiencia también hay estudiantes que van a ir a licenciatura
que su trabajo va a ser hacer demostraciones después, entonces me siento obligado a mostrar-
les varias cosas de las demostraciones. A parte, yo como estudiante, yo estudie ingenieria y
no me gustaba que el profesor no explicara el porqué de las cosas, quizds eso me motivo a las
cambiarme después a las matematicas yo siempre fui critico de eso y me gusta hacer las de-
mostraciones, siento que si no lo hago soy mal profesor. Y para los que van a ser profesores,
siento que la mejor manera de explicar, para mi, es cuando tu estas realmente convencido de
que la cosa es cierta y uno se convence de algo cuando conoce la demostracion sabes porque
es, es como que uno después explica las cosas con propiedad porque sabe como esta fun-
cionando la matematica interna, es llegar al fondo de las cosas al final, cuando sabes cémo

funciona la estructura lo explicas con mayor propiedad.
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Demostrar

« Desarrollo de demostraciones

o Generalizacion

75:3 Cita 75:3 [ED5.1]

En documento:
15 75 EDO_revisado.pdf

Codificando:
o generalizacion

Contenido:

Diego: Esto lo que dice es que si a B le hago un cambio de coordenadas es lo mismo
que hacerle el cambio de coordenadas a la exponencial de B. Entonces si quiero calcu-
lar la exponencial empecemos por (PBP~!)", primero lo voy a calcular al cuadrado,
(PBP~1)2. Eso queda P por B por P! por P, por By por P~1. Y lo que va a pasar
es que estas dos del medio se van a cancelar [sefiala P='P] y me queda PB*P~!. Silo
pusiera al cubo las del medio se van a cancelar, efectivamente, entonces cuando lo tengo
al cubo me queda P por B por B por B por P! jEstd bien? PB3*P~!. Asf, lo que pode-
mos deducir, aunque hay que hacer la prueba por induccién, es que si coloco la expresién
a la n, entonces B queda a la n, osea, (PBP~!)" = PB"P~1. Entonces si divido por n

72:10 Cita 72:10 [EED3]

En documento:
15| 72 EDO.pdf

Codificando:
O casos

Contenido:
estds guiando una generalizacion pero...cuando tii haces matematicas, haces casos par-
ticulares y para generalizar primero se te tienen que ocurrir los casos particulares, tienes
que saber discriminar cudles de esos casos particulares son los que te sirven o los que te

van a dar luces para el problema general, que no lo sabes. Entonces el profesor siempre
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71:9 Cita 71:9 [EM3.1.1]

En documento:
1= 71 EM.pdf

Codificando:
o generalizacion

Contenido:
Juan: El ¢jercicio es tratar de demostrar la proposicion en R?, empezar en R? y después

preguntarse si eso se puede escribir con la métrica, generalmente lo que se usa es la

desigualdad triangular y por contradiccion mirar que pasa si las dos bolas se juntan.

20:29 Cita 20:29 [EEM10]

En documento:
15 20 Entrevistal_EM.pdf

Codificando:
o particularizar

Contenido:
naturaleza del objeto. El objeto es lo que es, y el proceso de comprension puede ser verlo con un
ejemplo sencillo y luego mas abstracto y mas abstracto. Asi se hace con los espacios métricos para
entender la topologia, empiezo con R, luego me voy al espacio vectorial normado, después me voy

al espacio métrico y ahi puedo llegar a la topologia y los ejemplos ayudan a comprender.

o Casos
73:6 Cita 73:6 [CV1.3.4]

En documento:
15 73 Calculo Vectorial .pdf

Codificando:
O casos

Contenido:

Andrés: Entonces supongamos que x punto y es distinto a cero, por lo tanto, = punto y
va a ser un nimero estrictamente positivo o estrictamente negativo. Las demostraciones
van a hacer equivalentes, créanme. ;Cudl quieren el positivo o el negativo?
Estudiantes: El positivo.

Andrés: Entonces sin pérdida de generalidad, puedo asumir que x punto y es mayor
estricto que cero (z-y > 0). Ya y esto es para cualquier ¢, para el que yo quiera, como
esto ocurre para todo t, para el que yo quiera, voy a asumir que ¢ es negativo, como

se cumple para todo t voy a asumir que ¢ es menor que cero y puedo dividir por .
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11:29 Cita 11:29 [AR1.2]

En documento:
2 11 Resumen_ClaseAndlisis.pdf

Codificando:
O casos

Contenido:

Entonces yo ya les habia comentado, les habia adelantado, la idea de la demostraciéon
que es la siguiente : Tome un intervalo [a, b] cualquiera y vamos a medir la longitud del
intervalo [Lo representa en la recta numérical. ;Cudnto mide este intervalo? [Senala la
rectal: longitud b — a, entonces a esa longitud € es un nimero positivo porque a es menor
que by el intervalo no es degenerado, entonces la longitud es positiva.

Vamos a suponer que a y b son dos nimeros positivos, que no es una gran suposicién
porque si fueran negativos por ejemplo los dos niimeros trabajo con —a y —b, tengo a y b
acd [los indica en el tablero, fuera de la rectal, luego —a, —b estén del otro lado del cero.
Y si encuentro un numero racional acd [senala en la rectal, entonces menos el numero va
a ser racional si encuentro un nimero irracional, menos el otro es irracional

Y si uno es positivo y el otro es negativo, entonces el cero es racional y esta entre los dos

y el irracional va a salir de la proposicion.

o Contraejemplo

71:2 Cita 71:2 [EM4.1]

En documento:
i 71 EM.pdf

Codificando:
o contragjemplo

Contenido:
Juan: Queremos mostrar un A que este incluido en B, pero que A no este incluido en B
(ok? entonces tenemos que tomar A y B muy cercanos pero que se diferencien por unos
puntos... Estos contraejemplos en general se encuentran en R, R?, o si no hay que mirar
la distancia trivial, el espacio de sucesiones o de funciones. Entonces, vamos a tomar una
bola, en el espacio R bueno la bola no, es el segmento, voy a tomar [0, 1] que es lo mismo
que A, porque es cerrado ;ok? entonces quiero que B contenga eso [ 4] , pero que B no
este incluido en A, para que B contenga eso [A] debe ser [0, 1] con. .. menos puntos. . . yo
puedo solo borrar uno de los puntos, entonces voy a tomar B igual a [0, 1[ por ejemplo,

? y asi hay

B igual a [0,1] asi, que eso contiene a A, pero A no esta incluido en B }y

muchos contrajemplos.
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71:3 Cita 71:3 [EM8.2]

En documento:
i 71 EM.pdf

Codificando:
o contragjemplo

Contenido:
Juan: Voy a tomar una sucesién de polinomios de [0,1] en R que no converge, ;0k?, o

que converge a algo que no sea un polinomio, y eso ya conocen un montén de cosas asi. Si
tomo la exponencial de x, esta es el limite cuando n va al infinito, de la suma en k de 0 an
de x a la k sobre k factorial. Esos dentro de la sumatoria son polinomios, y la exponencial
claramente no es un polinomio, por lo cual eso [el espacio que se habia definido] no puede
ser completo porque la sucesién converge, y el limite no pertenece al espacio, no es un
polinomio. Y el espacio no es completo, simplemente porque no es cerrado. Eso lo anoto
ahora porque es una cuestion stper importante, es un contraejemplo que realmente hay
que guardar en la cabeza, que en los polinomios, si no fijo el grado, me va a dar una
cosa que es mucho mas complicada que lo que imagino yo, y sirve para muchas cosas de
topologia, entonces, aunque este espacio parece realmente un espacio completo, porque

es stiper simple, el espacio de polinomios parece simple, pero no es completo.

20:24 Cita 20:24 [EEMS]

En documento:
i 20 Entrevistal EM.pdf

Codificando:
o contragjemplo

Contenido:
Bueno, una de las metas del curso era hacer ejemplos y contracjemplo, el objetivo era pasar de ese

nivel Barbie World al mundo abstracto. Ellos estdan acostumbrados a pensar de manera concreta
entonces para dar el curso me pongo en la situacion donde ellos reconocen cosas pero las tengo que
llevar a lo abstracto, entonces, yo digo lo que es una métrica pensandola como el valor absoluto y
hago un montén de ejemplos y demostraciones donde estoy copiando lo que pasa en R, pero
haciendo eso [solo eso] ellos pueden pensar que lo que estoy haciendo es R, entonces tengo que
poner contraejemplos para decir, mira lo que hice no es lo que piensas, lo que escribi es un lenguaje
mas abstracto que R y eso abre las puertas a que ellos se puedan dar cuenta que puede que hayan
escrito cosas que son falsas. Cundo estan mas comodos ahi les digo que lo que estan pensando sirve
para darte una idea, pero no es la verdad. Y el contracjemplo es para destruir algo que alguien esta

construyendo, pero falso, pero yo justamente al principio los empujo a construir cosas y luego
empezamos a destruir cosas. A veces ellos piensan que algo es cierto y cuando hacen el

contraejemplo se dan cuenta que no es cierto y esta idea de lo que es cierto viene de lo que vieron
antes, de lo que piensas y eso es algo que el profesor tiene que identificar bien para poner
contraejemplos porque ellos hacen generalidades que no hay, pero también como profesor uno los
empuja a hacer generalidades y entonces para afinar un poco las generalidades se hacen los

contracjemplos.



20:28 Cita 20:28 [EEM10]

En documento:
15 20 Entrevistal_EM.pdf

Codificando:
o contragjemplo

Contenido:
Bueno, los ejemplos y los contraejemplos, y tratar de entender profundamente los objetos, hacerlos

familiares, no verlos como algo abstracto, de hecho le digo siempre a mi curso que cuando un
matematico empieza a trabajar los objetos en abstracto ahi ya esta perdido, va a tener dificultades,
la primera meta es hacerce los objetos de manera concreta, y ver los limites posibles, que puedo
hacer y que no puedo hacer con ellos y justamente estan los contracjemplos, para entender la

naturaleza del objeto. El objeto es lo que es, y el proceso de comprension puede ser verlo con un

172

< Métodos de demostracion

o Demostracion directa
71:19 Cita 71:19 [EM6.2.1]

En documento:
15 71 EM.pdf

Codificando:
o demostracion directa

Contenido:
Contexto del episodio: El profesor esta demostrando el teorema: Si f, es continua

y converge uniformemente hacia f, entonces f es continua. Antes de escribir la de-
mostracién desarrolla con los estudiantes una idea de la demostracién que queda escrita

en el tablero en la siguiente forma:

Idea:
[f(@) = fla)| <[f(2) = ful@)] +|fu(z) = fala)] +|fala) — f(a)]
fn—f continuidad fo—f
§§ +§ +§ =¢

Ve > 0,3N > 0/¥n > N,Vo € Domf,|f.(x) — f(z)| < e

Juan: La idea aqui es usar una desigualdad triangular, pero poniendo varios términos
en la desigualdad, entonces lo que queremos hacer, la idea es ver f de x menos f de a,
jcierto? y minorar eso para x suficientemente cerca de a. Para hacer eso, vamos a intro-
ducir f, de x, porque eso lo sabremos comparar a f de . Vamos a introducir también
fode xy f, de a, y el tercer término es f, de a menos f de a. Esto, por el hecho de

que la funcién f, converge hacia f y porque f, es continua. Primero, yo voy a fijar un
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73:2 Cita 73:2 [CV1.2]

En documento:
i 73 Calculo Vectorial .pdf

Codificando:
o demostracion directa

Contenido:

Contexto del episodio: El profesor expone la desigualdad de Cauchy-Schwarz |73 <
[|Z]|||7]]. En el tablero la demostracién queda escrita en la siguiente forma:

0 < ||F+t7]%, vt € R

12 + > =(

&+ tg1)) - (I + 1)
— 172 + 2t7 - 7 + 21

f@) = Z? + 2t - 5+ 2||F* < 0,Vie R

Como f(t) <0, 4(z - i) — 4| 7|?||Z]|* < 0, por tanto, |7 -] < ||Z|||7]|-

Andrés: La demostracion es super entretenida, de hecho, es la misma demostracién
que se hace después en andlisis funcional, y tiene que ver con una parabola al final de
cuentas. Es super simple, miren. Uno sabe que la norma de cualquier vector es algo
positivo ;si? ;se acuerdan? es algo positivo o 0, entonces 0 siempre es mas pequerno
que si yo tomo la norma de x mas ¢ veces y al cuadrado. Hago esta combinacién lineal,
tomo z, y, construyo la combinacién lineal x més ¢ veces y, y esto siempre es positivo
en 0, esto es para cualquier ¢ de los niimeros reales, para cualquiera, cualquiera, esto
como es una norma al cuadrado esto siempre es mayor o igual a 0. Ok, desarrollemos
esto en funcién del producto interno. Esta no es la misma demostracion que hicimos
para R?. Entonces, voy a desarrollar este tipo de acd, como es la norma al cuadrado,

es igual al producto interno de z, més t veces y punto x més t veces y. Entonces z

73:11 Cita 73:11 [CV2.1]

En documento:
5 73 Calculo Vectorial .pdf

Codificando:
o demostracion directa

Contenido:
Andrés: es decir, r menos raiz de xy al cuadrado mas y, al cuadrado. Ok, perfecto.
Bien, entonces eso me va a generar un radio. Yo quiero mostrar ahora que cualquier
punto ..., voy a construir la bola que estd aqui. Entonces voy a decir, sea B igual
al conjunto de los (z,7), que estan en R?, tales que la distancia, es decir, la norma
de (z,y), a (x¢,y0), es menor estricta que 9. Entonces para demostrar, que la A es
abierta, yo tengo que demostrar... por demostrar que B es subconjunto de A, o sea
que esta bola que construi ahi estd totalmente contenida en el A jcodmo se demuestra
una inclusién de conjuntos? Todo un punto que esta acd [en B] y demuestro que estd
acd [en A] jOk? Entonces, sea (x,y), en B. Si estd en B jqué propiedad cumple? La
propiedad que define al conjunto B. Es decir, la norma de (x,y), menos (xq,yo) es

menor estricto que el ry que es r menos raiz de xy al cuadrado maés y, al cuadrado.
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o Contradiccion

11:33 Cita 11:33 [AR1.5]

En documento:
= 11 Resumen_ClaseAnalisis.pdf

Codificando:
o contradiccion

Contenido:
Lqué le podria sumar astutamente para llegar a una contradiccion? Si él fuera racional le
voy a sumar algo que sé que es irracional, que la suma me va a dar irracional.
Estudiante: —a
Diego: Le sumo —a, a es racional, —a es racional y la suma me da z que debiera ser
racional, pero z ya sé que es irracional, asi que la suma —a + a + z es irracional, no puede

ser racional, listo, gane, se acabé.

11:39 Cita 11:39 [AR1.7]

En documento:
i1 11 Resumen_ClaseAnalisis.pdf

Codificando:
o contradiccion

Contenido:

...que es igual a pro — pro + p. Es p que es menor que ¢, y por lo tanto es menor que la

mitad de esta longitud [sefiala en el tablero b—al, entonces como puede ser que la longitud

de este intervalo (p(rg — 1), pro) sea mayor que la otra. Si estos son los extremos de los
intervalos pry — 1y pro que contiene al [a,b] su longitud tiene que ser mayor, jno? ahi
estd la contradiccién, entonces si el rgp es mayor que b, entonces rop — (rg — 1)p es mayor
que b — a. Lo que estoy diciendo es que si ocurre pry mas grande que b, este intervalito
(p(ro — 1), pro) contiene al intervalo (a,b), por lo tanto su longitud tiene que ser mayor.
;Cudl es la longitud de este? .... Pero esto ya lo calculamos, da p que es menor que e,
que es b—a/2, entonces como b — a/2 va a ser mayor que b — a. Contradiccién. Entonces
ahora pueden decirle a sus alumnos con propiedad que entre dos racionales siempre hay

un irracional
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72:34 Cita 72:34 [EED25]

En documento:
i 72 EDO.pdf

Codificando:
o reduccion al absurdo

Contenido:

proceso de razonamiento la demostracion parte negando eso. Es decir medianamente
estas sacrificando en el juego de la demostracion, ti estas sacrificando toda tu partida
porque en el fondo es lo que quieres demostrar. Ahora se admite ese tipo de argumento,
antiguamente no era tan obvio que la gente aceptara ese tipo de argumentos. También
tiene otro riesgo que puede no llevarte nunca a contradiccién, no es cierto que siempre uno
llega a contradiccion y es lo que paso con la geometria y la demostracién no se encontro,
porque funciona bien cuando las proposiciones que ti quieres demostrar son decidibles
que efectivamente se pueden probar. Puedes partir de una afirmacién que no se puede
probar y esa nunca va a llegar en contradiccion es un tema nuevo porque en el fondo
cuando tienes un axioma puedes tener la construccién matematica con el axioma descrito
de una manera y tienes otra construccién matemética con la negacion del axioma y ambas

son validas.

71:30 Cita 71:30 [EM1.1]

En documento:
i 71 EM.pdf

Codificando:
o reduccion al absurdo

Contenido:
En el segundo caso tomamos z distinto a y, tenemos que demostrar que la parte
de la derecha no puede ser cero. Mostremos que d(x,z) + d(y, z) es distinto a 0,
bueno, por el absurdo suponemos que d(z, z) + d(y, z) = 0, lo quiere decir que los
dos son iguales a cero, ahi me estoy dejando llevar por la demostracion, entonces,
obviamente d(z,z) = 0y d(y,z) = 0 y la tnica cosa que puedo hacer con eso es
usar la definicién que dice que cuando vale cero [la distancia] entonces los puntos
son iguales, entonces © = z, y z = y, ahi tienen una contradiccion, x = y, esa es

contradiccién con x diferente a y.
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71:8 Cita 71:8 [EM3.1.2]

En documento:
i 71 EM.pdf

Codificando:
o contradiccion

Contenido:
Juan: El ejercicio es tratar de demostrar la proposicion en R?, empezar en R? y después
preguntarse si eso se puede escribir con la métrica, generalmente lo que se usa es la
desigualdad triangular y por contradiccién mirar que pasa si las dos bolas se juntan.
Entonces, suponemos que existe z en la interseccién [3z € B(a,r) N B(b, s) | jok? Ahora
tengo que escribir eso con métricas, d(a,b) < d(b,z) + d(z,a) jok? Eso lo podemos
escribir jcierto?, y aqui d(b,z) < sy d(a,z) < r entonces por desigualdad triangular

d(a,b) es inferior a s + r, contradiccion.

73:5 Cita 73:5 [CV1.3.3]

En documento:
2 73 Calculo Vectorial .pdf

Codificando:
o contradiccion

Contenido:
Que x por y es igual cero. ;Como lo puedo mostrar, cuando estan desesperados y
quieren hacer una demostracién y no saben qué hacer, que hacen?
Estudiante 1: Hacer un dibujito.
Andrés: No, contradigan la tesis. ;Qué significa contradecir o el absurdo aqui?

Estudiante: Suponer que x punto y es distinto de cero.

Entonces me va a quedar: dos & punto y mas ¢ veces y [la norma de y| al cuadrado es
menor o igual que cero [2z - y + t|ly[|*> < 0]. Si es negativo cambio la desigualdad, y
esto es clerto para todo ¢ negativo. ;Que hago ahora? este nimero es positivo 2z - y
| ¥ este nimero [t||y[|%] es negativo. Entonces el que esta haciendo negativo toda esta
desigualdad, la suma completa, es un negativo, el que esta haciendo todo negativo es
este término de acd [t||y]|?] , pero el t yo lo puedo dejar tan chico como yo quiera,
este lo puedo hacer tender a cero [t]|y||*], y esto tiene que seguir siendo negativo [la
desigualdad |, cudl es la tinica manera en que esto ocurra si esto [2x - y | es positivo.
La tinica manera que esto pase, que siempre sea negativo, es que sea una contradiccion
y que, x punto y sea igual a cero. Entonces en la ortogonalidad que habiamos definido

ahi, cumple que el z punto y sea cero. ;Me puedo devolver o no? Negué que = punto
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o Induccion
72:33 Cita 72:33 [EED22]

En documento:
i 72 EDO.pdf

Codificando:
o induccion

Contenido:

Diego: Es que la induccién es la definicién de los niimeros naturales, tii cuando vas a
hacer una demostracién por induccién estas chequeando la definicién de los naturales.
Entrevistadora: Los naturales siempre sé que existe el siguiente.

Diego: Porque los naturales son un conjunto que tiene ciertas propiedades, entonces ti
tienes que chequearlas. Quiero demostrar que esto vale para todos los naturales, dsea
quiero decir que todos los mimeros que satisfacen esta propiedad, los naturales todos
ellos satisfacen la propiedad ;Cémo sé que esos son los naturales? Los naturales por
definicién el 1 tiene que estar y la otra propiedad que tienen que define a los naturales
es que si un numero esta [en el conjunto] implica que el siguiente est4, entonces esas dos
condiciones implican que todo ese conjunto deben ser los naturales, esa es la definicién
de los naturales. Entonces lo que uno hace es que chequea esa propiedad, definitoria
en los naturales. Lo que estas chequeando cuando haces induccién es la definicién de

los naturales.

72:33 Cita 72:33 [EED22]

En documento:
i 72 EDO.pdf

Codificando:
o induccion

Diego: Recurri a la induceidn, lo que pasa es que la induccién no es sobre las matrices,
nunca es en sobre un objeto que no sea un numero natural. Ese teorema si t1 te fijas
hace una afirmacién sobre los naturales. Esto es una afirmacién para todos los niimeros
naturales. Formalmente digo. ;Cudl es el conjunto de los niimeros N mayor igual que
uno, tal que P por L por P ala menos 1 es igual a B? Entonces lo que quiero demostrar
que esta propiedad vale para todos los naturales dsea que lo que quiero demostrar es
que hay un conjunto S que es igual a N. Lo que dice la propiedad de induccién es que
si tengo un subconjunto de nimeros naturales cualquiera, tal que 1 estd en S y sin
estd en S implica que el sucesor estd en S, entonces S tiene que ser igual a N, no le
queda otra. Este es uno de los axiomas que define a los naturales, hay unos elementos
v hay un sucesor que hace que valga la propiedad de induecién. Entonces lo que he
hecho aca es la propiedad de induccidn.

Entrevistadora: Claro, aunque el contexto sean las matrices lo que estoy haciendo
es probando la propiedad sobre los naturales, no son los matrices.

Diego: Exactamente y eso lo que permite cambiarte de distintos contextos, porque
le da una propiedad que termina probando sobre los nimeros naturales, no sobre el

contexto que estas trabajando.
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o Contrareciproco
71:23 Cita 71:23 [EM5.1]

En documento:
i1 71 EM.pdf

Codificando:
O contrareciproco

Contenido:

Juan: Entonces lo que vamos a demostrar es que no B implica no A. Entonces ;que
es no B7, es que existe una sucesidn r, que converge a a, tal que f(x,) no con-
verge hacia f(a) [..] Ahora quiero decir que esta cosa f : M — N no va a ser
continua jok?, si f es continua, para todo £ positivo, existe & positivo, tal que f de
la bola de centro a y de radio § estd incluida en la bola de centro f(a) y radio
[Ve > 0,406 > 0, f(B(a,0)) C B(f(a),<)], tenemos esto jcierto? eso quiere decir que
voy a tener una sucesion de elementos que van dentro de la bola [ f(B(a,d)) ] tal que
las imagenes no estan dentro de esta otra [B(f(a),2)] v eso es absurdo.

« Tipos de demostraciones

o Bicondicional
71:14 Cita 71:14 [EM1.3]

En documento:
15 71 EM.pdf

Codificando:
o bicondicional

Contenido:
Juan: ;Siguieron la parte logica de la demostracion? Queriamos demostrar que A es
equivalente a B jcierto?, osea, d(x,y) = 0 <& = = y ( aqui la distancia es el supremo
y los puntos son funciones), lo que hemos mostrado es B — A en esta parte [ Vo € X,
si f(z) = g(x) entonces supyex|f(z) — g(x)| = 0] y acd en la iiltima parte mostramos
A — B [Sisupgex|f(z)—g(x)| = 0 entonces f = g] y hemos demostrado lo que queriamos.
Entonces tenemos que tener la idea global de la demostracién, la légica de la demostracion
es lo mas importante, mas que los detalles es entender lo que tengo que hacer para

demostrar la proposicién.
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71:31 Cita 71:31 [EM2.1]

En documento:
12 71 EM.pdf

Codificando:
o bicondicional

Contenido:

elemento es igual a cero, entonces empecemos por una implicacién, hagamos esta [«],
entonces, Vo € X, f(x) = 0 entonces sup|f(z)| = 0 es decir || f||oc = 0. Ahora asi [—]
suponemos que la norma infinito de f es igual a 0 [||f|| = 0] y en general tenemos una
caracterizacion, una cuestién que es mas simple que decir eso [que decir que la norma

es igual a cero], es decir que, para cada x, |f(z)| es negativo [|f(z)| < 0 o cero]. ;Ok?

11:43 Cita 11:43 [EAR4]

En documento:
12 11 Resumen_ClaseAndlisis.pdf

Codificando:
o condicidn suficiente

Contenido:
Tu tienes p implica ¢, una proposicién de este estilo, p es una condicién suficiente
para ¢, y ¢ es una condicién necesaria para p, y cuando doy flecha p es necesaria
y suficiente para q y ¢ es necesaria y suficiente para p, por ejemplo si es derivable
entonces es continua, ser derivable es suficiente para que una funcién sea continua
pero puede ser continua sin ser derivable. Ahora ser continuo es necesario para
que sea derivable pero no es suficiente. El que implica es suficiente el implicado es
necesario. Por ejemplo, si es un nimero natural entonces es racional, ser racional
no es suficiente para ser natural, pero al reves si, ser natural es suficiente para ser

racional.
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73:4 Cita 73:4 [CV1.3.2]

En documento:
1 73 Calculo Vectorial .pdf

Codificando:
o bicondicional

Contenido:

Andrés: z es ortogonal a y si solo si x -y es igual a cero. Es decir, el angulo entre los
dos, ya defini quien era el angulo, es /2. Y ahi esa definicién de dngulo respetaria esta
propiedad, pero vamos a ver si eso es cierto, si eso es consistente, ;Como se demuestra
un si y solo si?

Estudiantes: Para un lado y para el otro.

Andrés: Para un lado y para otro, super bien, pero si quieren ser mas académicos,
doble implicancia. Ya, jcudl es mas facil mostrar, esa [z -y es igual a cero implica que

son ortogonales] o esa [si son ortogonales x - y es igual a cero]? Yo creo que vamos a

73:17 Cita 73:17 [CV4.1]

En documento:
1 73 Calculo Vectorial .pdf

Codificando:
o condicion necesaria y suficiente

Contenido:
condicién necesaria, una funcién diferenciable tiene que ser continua, ahora les voy
a dar una condicion suficiente, pero no necesaria, solamente suficiente. Esta si sirve
para demostrar que una funcién es diferenciable en un punto, la condicién necesaria
sirve para demostrar que no es diferenciable, porque si no es continua, ni a palos es
diferenciable. Entonces, el teorema dice que si tengo una funcion de la cual existen las
derivadas parciales y son continuas entonces puedo concluir que la funcién es diferen-
ciable. Entonces el resumen de todas estas implicancias es f con derivadas parciales
continuas implica f diferenciable y f diferenciable implica que existen las derivadas
parciales y f es continua, entonces, si f es diferenciable entonces la f es continua y

ademds tengo esta informacién, que existen las derivadas parciales.



181

73:18 Cita 73:18 [CV4.2]

En documento:
iz 73 Calculo Vectorial .pdf

Codificando:
o condicion necesaria y suficiente

Contenido:
f prima es discontinua en x igual a cero. Entonces esto es un contra ejemplo. Tengo

una f que es diferenciable, sin embargo, las derivadas parciales no son continuas, tengo
una f que la puedo derivar, pero la derivada no es continua. Entonces puede darse
este caso, que la puedo derivar, pero la derivada no es continua. Ya, pero como la f
es diferenciable, las derivadas parciales existen, y la f es continua, esta implicancia
funciona, pero de aca a aca no funciona. f es continua, existen derivadas parciales

pero f no es diferenciable.

o Existencia

11:31 Cita 11:31 [AR1.4.2]

En documento:
17 11 Resumen_ClaseAnalisis.pdf

Codificando:
o existencia

Contenido:
Diego: Yo sé que raiz de dos no pertenece a los niimeros racionales, eso lo probamos,
es un numero real, existe y no es racional. Si yo ahora divido ese niimero por un entero
m, jraiz de dos dividido m va a seguir siendo racional o no?, lo que estoy diciendo
es, este no es racional [sefiala /2], pero este, [sefiala v/2/m] jtampoco es racional?
Entonces lo que digo es lo siguiente, al menos uno de estos niimeros tiene que estar

en ese intervalo (0,) Y hago la siguiente afirmacién : Existe m en los naturales tal

que 0 < % < . En efecto, fijense que es casi igual que la propiedad arquimediana,
si tomo la propiedad arquimediana para £ = V‘E—,ﬁ existe m en los naturales tal que 0 es

V2

m

menor que 1/m y menor &, y eso implica que < € y este bicharraco no pertenece a
Q. Asi que entre 0 y £ por mas chiquitico que sea £, siempre hay un racional y siempre
hay un irracional. Ok, entonces, vamos a escribir esto, esta afirmacion que acabo de
demostrar, la vamos a escribir como lema, ya, dsea es algo que lo vamos a utilizar un

poquito mas adelante, y esta antes de la demostracion.



182

11:41 Cita 11:41 [EAR3]

En documento:
2 11 Resumen_ClaseAndlisis.pdf

Codificando:
o existencia
o construccion

Contenido:
Yo cuando construyo algo lo doy explicitamente, ahora escoger un mimero es otra cosa,
tu puedes saber que existe pero no te puedo decir cual es, hay un minimo y tomo
ese, ahi estoy escogiendo, lo construiria si te muestro como obtengo ese nimero por
un proceso iterativo, algoritmico, una sucesién. En el caso de v/2/n, ahi seleccione
y construi, seleccioné /2 v construi V2 /n, lo estoy exhibiendo explicitamente, ahi es
constructivo porque tu puedes saber como obtener ese niimero. Ahf para probar el

lema, cualquier irracional te sirve desde que sepas que es irracional.

11:52 Cita 11:52 [EARS]

En documento:
i 11 Resumen_ClaseAnalisis.pdf

Codificando:
o existencia

Contenido:
no te dice nada y la demostraciéon te da una técnica para, por ejemplo, el teorema
del punto fijo ...... el argumento para darle sustento a la afirmacién, también te
dice como encontrar el punto y ahi la demostracion es mas valiosa que el enunciado en
realidad y asi hay demostraciones porque te dan el algoritmo para generar, para calcular
v los chicos no ven, no son capaces de distinguir si la demostracién es meramente
argumentativa o el valor esta en la demostracién. Otro clasico es: Si una funciéon es
armonica de variable compleja, existe la armonica conjugada, entonces la demostracién
es constructiva que te da un algoritmo, te dice como encontrar la arménica conjugada.
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72:31 Cita 72:31 [EED16]

En documento:
i 72 EDO.pdf

Codificando:
o existencia
o construccion

Contenido:

cambio el teorema del punto fijo de banach te dice cémo encontrar ese punto fijo, no
te dice cudl es pero te dice cémo encontrarlo. En cambio en el teorema de la funcién
implicita, ni el teorema ni su demostracién te dicen cémo encontrar esa funcién. Por
eso los dos son teoremas de existencia pero de calidad super distintas. Porque en uno es
el hecho de que existe y el otro te dice existe y se puede aproximar asi. El teorema de
punto fijo te dice existe y asi se encuentra, toma el limite, y chao. Lo mismo pasa con el
teorema de valor intermedio, dice que si tienes una funcién real en un intervalo cerrado
donde en un lado es positivo y en el otro es negativo entonces entre medio tienes el 0
siempre, ahi hay un punto y ademas te dice como encontrar la raiz, dividir en dos si esta
va arriba, y ahi hasta que encuentra la interseccion del intervalo encuentras lo que andas
buscando. Entonces el teorema existe en el cero de la funcién pero la demostracién te
dice como encontrar el 0 o uno al menos. Pero después el teorema del valor intermedio
no dice nada, porque te dice que hay un punto, pero cual es, no tienes idea. Lo que hace
la demostracién es tomar una funcién rara, girarla y después... entonces ya se perdio.

Los dos son teoremas de existencia.

72:25 Cita 72:25 [ED2.1.1]

En documento:
i 72 EDO.pdf

Codificando:
o existencia

Contenido:

En la demostracion, tomemos un punto cualquiera = € X, entonces para n igual o
mayor que 1 definamos x,,, la sucesién F' compuesto con F(x), n veces. A esa sucesion
la voy a llamar la potencia F* x, = Fo Fo---F(x) = F"*(z). [..] esa sucesidn que
construi, z, es de Caunchy [...] entonces existe un nimero z; en X, tal que el limite
cuando n es infinito de x, es el punto zy [lim, oo, = z0.] [...] Bien, jentonces el
limite de F(z,) era el limite de F'(F"(z)) pero entonces esto que estd aqui no es otra
cosa que F"F1(x) v esto que estd acd es el limite de z,,,,, pero si el limite de z, es z,
el limite de x,41 es lo mismo, asi que esto [F(z)] me queda igual a z5. Asi que z; es
un punto fijo.
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72:36 Cita 72:36 [EED20]

En documento:
i 72 EDO.pdf

Codificando:
o existencia
O negar existencia

Contenido:

Diego: Cuando uno prueba la existencia una de las formas de probarlo es mostrar el
objeto que necesita explicitamente, eso es cierto, pero muchas veces eso no es lo que
ocurre, aveces til no muestras la existencia del objeto explicitamente ; Cémo sabes que
existe raiz de dos?

Entrevistadora: Tengo una demostracion que ese mimero existe.

Diego: No hay ninguna demostracién. Lo que uno demuestra es que no puede haber
en los reales un nimero que al cuadrado me de dos, eso es lo que tu demuestras, que
lo sabia Euclides o Aristételes, eso es muy viejo. Después demostrar que raiz de dos
es real, es otra cosa. Que hay un mimero real que al cuadrado me da dos, eso es ofra
cosa v eso thi nunca dices cual es el nmimero, siempre hay un nimero que tiene esa
propiedad. Hay existencias que son mucho mas sutiles, por ejemplo: las raices de una
ecuacion, todo polinomio de grado tres tiene las mismas raices [tres] /Y cudles son?
No sé, no hay ninguna formula. De hecho, justamente el problema mas antiguo era
que 1o podiamos conseguir una formula general que te de todas las raices, eso hoy dia
no se puede hacer. Hace rato sabemos que no se puede hacer, pero existe, tiene raices

LY cudles son? No sé, ese es otro problema.

72:37 Cita 72:37 [EED21]

En documento:
i 72 EDO.pdf

Codificando:
o existencia

Contenido:
Diego: Es que son dos cosas distintas, la existencia de un objeto matematico y que
vo pueda decir quien es precisamente, muchas veces no puedo decir eso. Por ejemplo
las ecuaciones, toda ecuacion de grado 17 tiene una raiz ;Puedes dar una férmula para
encontrar esa raiz real, en funcién de los coeficientes del problema? No puedes, pero
sabes que existe. Entonces la existencia no tiene que ver con exhibir necesariamente al
objeto, lo que se termina haciendo es que tu no exhibes el objeto, pero si exhibes como
aproximar el objeto. Ti no sabes quién es raiz de dos, pero sabes cémo aproximar
la raiz de dos. Ti no sabes cudl es la solucién de una ecuacién, pero sabes cémo
aproximarlo. No exhibes el objeto propiamente tal, sino que exhibes aproximaciones

cada vez mejores.
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72:37 Cita 72:37 [EED27]

En documento:
i 72 EDO.pdf

Codificando:
o existencia

Contenido:
a veces es mas importante la demostracién que el enunciado, justamente en estos teo-

remas de existencia, yo podria hablar de teoremas de existencia "esto es asi” y seria
pésimo porque el corazén del teorema es la demostracién, porque la demostracién no
te dice cudl es la solucién, sino que te dice como hace el algoritmo para aproximar
la solucién, todo los mitos numéricos no funcionan con el teorema, funcionan con la
demostracion del teorema, se hacen por la demostracion del teorema, entonces esto
de que hago la demostracion o no la hago, es una discusion que se tiene que hacer
desde el conocimiento matematico, no se puede hacer desde lo pedagdgico. Porque las
demostraciones pueden ser tutiles y de hechos hay muchos casos, todos los teoremas de
existencia donde no se ve el objeto explicitamente, lo que se esta haciendo ahi es que
tipicamente hay un argumento de aproximacion y eso esta en la demostracion por como
se hace esa construccion aproximativa, entonces qué es mas importante el teorema o

la demostracion.

71:10 Cita 71:10 [EM1.2]

En documento:
i 71 EM.pdf

Codificando:
o existencia

Contenido:
Juan: Bueno, el primer punto (de la definicién de métrica) es el menos trivial, el menos
facil de todos, porque estamos tomando un sup y cuando uno toma un sup tiene que
demostrar que existe, hay que tener cuidado con eso, porque, sino, ;por qué estoy mirando
funciones acotadas y por qué no cualquier funcién?, para el sup sirven las funciones
acotadas... Entonces para ver el sup tengo que acotar este valor absoluto y tenemos
(@) = g(@)] < |f(@)] + lg(x)

cada x, y g va a ser inferior a una constante C” para cada z, y todo esto [senala la

entonces, f va a ser inferior a una constante C' para

desigualdad |f(x)| + |g(x)]] va a ser menor que C' + C” para cada x, entonces el conjunto

de estos valores [|f(z) — g(z)|] esta acotado por una constante, entonces el sup existe

[suprex|f(z) — g(z)| < C + C"]. Aclaro, esto no estaba escrito, pero para que un sup
exista el conjunto tiene que ser acotado y no vacio, entonces recuerden que X debe ser

diferente de vacio [X # 0].



186

o Unicidad

72:24 Cita 72:24 [ED2.1.2]

En documento:
15 72 EDO.pdf

Codificando:
o Unicidad

Contenido:

El teorema no termina ahi, ademéas dice que es tinico. Supongamos que haya otro. Si
z, distinto a z; es otro punto fijo de F. ;Qué pasa? ;Entonces cudnto vale la distancia
de z; a zp 7 Bueno, no sé, pero debe ser positiva, estrictamente positiva, porque son
distintos. Entonces F'(z;) es z;, asi que poner z; o I'(z1) es lo mismo, porque son
puntos fijos. Y poner zp o F(z) es lo mismo. Pero esto, por ser una contraccion la
distancia d(F(z), F'(21)) es mas pequeno que la distancia d(z1, zp). (Entonces cémo
es que un mimero positivo es estrictamente mas pequeno que ¢l mismo? No puede ser,
por lo tanto, zy es unico.

72:27 Cita 72:27 [ED3.1]

En documento:
1= 72 EDO.pdf

Codificando:
o Unicidad

Contenido:

Diego: Entonces vamos a hacer la demostracién de la unicidad. Yo tengo que demostrar
que la 4, de t y 7 de t son iguales en todo. Entonces, sean v, de un intervalo I; en R”
y 72 de un intervalo I, en R?, soluciones del problema de valor inicial, vamos a dar 2
soluciones. Entonces, vamos a llamar J a los t en I} N Iy, tal que v, de t es igual a v,

de t. Vamos a ver donde coinciden estas dos soluciones. Entonces, .J es distinto al vacio.

72:35 Cita 72:35 [EED19]

En documento:
15 72 EDO.pdf

Codificando:
o Unicidad

Contenido:
Diego: Depende de la unicidad que quieras demostrar, es decir, hay técnicas de de-

mostracién. La unicidad tipicamente se demuestra por contradiccion o suponiendo que
hay dos y demuestras que son iguales, eso es como lo cldsico. Ahora no se me ocurre

ninguna otra manera. Yo dirfa que esa es la primera cosa que intentaria, o ti muestras



187

72:14 Cita 72:14 [EED5]

En documento:
i 72 EDO.pdf

Codificando:
o Unicidad

Contenido:
lo fundamental es que en este caso, casi todas las ecuaciones corresponden a problemas

fisicos, entonces si la solucién es tinica sabes que no son los movimientos posibles es el
movimiento posible, no hay mas. O sea tengo los planetas, la velocidad inicial, y por mas
complejos que se muevan, se van a mover de una tinica manera, no se van a mantener
de dos maneras distintas. Tienes la temperatura, tienes la presién, tienes la humedad, y
sabes que el clima va a comportarse de una unica forma, no hay dos posibles porque si

no nuestra capacidad se pierde.

< Roles de la demostracién

o Verificacién

11:30 Cita 11:30 [AR1.3]

En documento:
1 11 Resumen_ClaseAnélisis.pdf

Codificando:
o verificacion

Contenido:
Diego: ;jRaiz de 2 es mayor o menor que 17
Estudiante: Es mayor que 1
Diego: Ahora, pregunta ;conozco algin numero irracional que sea menor que 17, y
;mayor que 07
Estudiante: La raiz de la raiz de 2
Diego: Ah y ;porque es menor que 17 Hay que probar que existe, y espera, hay que
probar que existe esa raiz y que es un nimero menor que uno, probar que la raiz existe
y probar otra cosa porque no nos dijeron un nimero entre cero y uno, sino un numero
irracional entre 0 y 1, entonces, tu puedes tomar un nimero real, probar que la raiz existe,

pero todavia no sabes si es irracional o no.
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11:54 Cita 11:54 [AR1.7]

En documento:
i 11 Resumen_ClaseAnalisis.pdf

Codificando:
o verificacion
Contenido:
que es b—a/2, entonces como b — a/2 va a ser mayor que b — a. Contradiccién. Entonces
ahora pueden decirle a sus alumnos con propiedad que entre dos racionales siempre hay

un irracional

20:30 Cita 20:30 [EEM3]

En documento:
15 20 Entrevistal EM.pdf

Codificando:
o verificacion

Contenido:

Bueno hay diferentes papeles y motivaciones para hacer una demostracion, de cierta manera cuando
uno desarrolla una demostracion, primero para los estudiantes por ejemplo los de pedagogia la
demostracion les ensena a manipular la logica entonces ese es uno de los papeles de la
demostracion. También hay un papel cientifico, que bueno en este caso no es tanto, porque ya yo
se que eso esta demostrado, entonces cientificamente no hay ninguna motivacion para hacerlo, pero

uno tiene que hacer la demostracion para asegurarse de que lo que uno esta diciendo es verdad por

o Conviccion
11:53 Cita 11:53 [AR1.4.1]

En documento:
11 11 Resumen_ClaseAnélisis.pdf

Codificando:
o conviccion

Contenido:

V2 yo sé que no pertenece a los racionales, lo probamos, es un niimero real, existe y no

% Ns R 4 7 > . s .
es racional. Si yo ahora divido ese niimero por un n nimero entero V2 (va a seguir siendo

n
V2

racional 0 no? Asi que v/2 no es racional y = ;tampoco es?
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20:31 Cita 20:31[EARL11]

En documento:
12 20 Entrevistal EM.pdf

Codificando:
o conviccion

Contenido: ]
un conjunto infinito. Con los racionales les cuesta entender, asi lo demuestres, pero
que pasa, que ellos no ven por ejemplo, aunque tu se los muestres que los reales no son
numerables, no te entienden, ellos pueden seguir la demostracion, cachar [darse cuental
que hay una contradiccién pero a pesar de eso, siguen pensando que los reales se pueden
poner en correspondencia con los racionales, ahi hay una situacion media extrana... El

74:38 Cita 74:38 [EED27]

En documento:
i 74 EDO_revisado.pdf

Codificando:
o conviccion

Contenido:
demostraciones. Hay como una idea de convencer al otro de que lo que le estoy diciendo
tiene sentido, de que no lo estoy engafiando con lo que le estoy diciendo, hay una idea de
convencimiento ahi. Depende de la audiencia y para quien estas comunicando, asi de general

73:10 Cita 73:10 [ECV14]

En documento:
1 73 Calculo Vectorial .pdf

Codificando:
o conviccion

Contenido:
mostrarles varias cosas de las demostraciones. A parte, yo como estudiante, yo estudie

ingenieria y no me gustaba que el profesor no explicara el porqué de las cosas, quizas eso me
motivo a las cambiarme después a las matematicas yo siempre fui critico de eso y me gusta
hacer las demostraciones, siento que si no lo hago soy mal profesor. Y para los que van a ser
profesores, siento que la mejor manera de explicar, para mi, es cuando tu estas realmente
convencido de que la cosa es cierta y uno se convence de algo cuando conoce la demostracion
sabes porque es, es como que uno después explica las cosas con propiedad porque sabe como
esta funcionando la matematica interna, es llegar al fondo de las cosas al final, cuando sabes
coémo funciona la estructura lo explicas con mayor propiedad.
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o Explicacion
11:50 Cita 11:50 [EAR9]

En documento:
15 11 Resumen_ClaseAnalisis.pdf

Codificando:
o explicacion

Contenido:
La afirmacién matematica siempre tiene que estar sustentada por la demostracion,
pero probablemente era porque estaba haciendo clases en pedagogia, lo que pasa
es que en ese curso especialmente que es de analisis en la recta si tengo cuidado
de mostrarle a los estudiantes que hay un montén de cosas que sus profesores les
ensenaron y ellos las aprendieron como loritos; entre dos racionales hay un irracional,
7 es irracional, e es irracional; pero, jpor qué?, ;cudl es la demostraciéon de que 7
es irracional? Claro porque ellos aprenden, tienen un montén de conocimientos que
se muestran como verdades establecidas, entonces en algin minuto hay que ver que

detras hay un argumento.

20:31 Cita 20:31[EEM3]

En documento:
15 20 Entrevistal_EM.pdf

Codificando:
o explicacion

Contenido:
eso también hay un papel de explicacion, se trata de decir porque lo que afirmamos es verdad y que
todo el mundo entienda la misma cosa. Es que cuando uno hace la demostracion es cuando uno
empieza a entender los objetos mas profundamente porque hay cosas que parecen obvias, pero
después cuando uno desarrolla la demostracion ve que hay muchos detalles y quizas lo que parecia

obvio no era obvio, y ahi se entiende que los objetos tienen detalles escondidos. Muchos

Definir

« Construccion de definiciones

o Extension

73:1 Cita 73:31 [CV1.1]

En documento:
17 73 Calculo Vectorial .pdf
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Codificando:
o extender-definicion

Contenido:

Andrés: Es ficil imaginarse hasta R?, que pueda existir un angulo entre dos vectores
(no es cierto? Dos vectores, uno para alla, otro para alld, y tengo el dngulo que
forman los dos. Puede ser asi, puede ser asa [lo indica con las manos|. ;Qué pasa en
R*? ;puedo extender ese concepto?, ;puedo entender lo que es un dngulo [en R*]?.
Entonces, jcémo puedo definir el dngulo entre dos vectores cuando ya estoy en R™?
Esta claro que yo ya no puedo visualizarlo, en los otros [espacios| yo puedo ver y puedo
dar indicio de qué significa. Entonces, ;qué significa angulo entre dos vectores de R"?
jcomo creen que pueden definir eso? teniendo cero intuiciones geométricas... Cero
intuiciones geométricas, ya no puedo ver lo que pasa. ;Cémo defino el angulo entre dos
vectores de R*? Con el producto punto, ;jcémo seria? Ya, voy a tomar dos vectores
x punto y, ahora ;qué le hago? Cuando estaba en R®, demostramos que el producto
punto tiene una interpretacion con el angulo ;jya? Ahora es un poco al revés, yo no
tengo nocién de dngulo, cuando estoy en R* o en R™. Entonces qué voy a hacer, voy
a extender la férmula que ya tenia en el producto punto, eso ya me da una nocién de
angulo. ;Cémo extiendo esa formula? Tienen la formula por ahi, tiene que estar en el
cuaderno, tres clases atras.

Estudiante: Con la norma y el producto punto, ahi sale

Andrés: Estoy de acuerdo, yo quiero definir € igual a qué ..., x punto y, dividido la
norma de x por la norma de y, y el coseno a la menos uno. Ok, esa es una definicién.
Yo no me puedo imaginar un angulo, qué es lo que es un angulo de R* o R?, pero puedo
extender la definicién que tenia para R? y para R?. Es cierto, digo bueno, el dngulo es
el coseno a la menos uno de eso. ;jEstd bien definido, o no? ;jEsta bien definido?, eso

es super importante... ;qué significa que este objeto esté bien definido?

73:22 Cita 73:22 [ECV7]

En documento:
73 Calculo Vectorial .pdf

Codificando:
o extender-definicion

Contenido:
Claro porque ahi ti te puedes ir a cualquier dimension, pero pierdes la intuicién
geométrica, sin embargo, existe una definicién de ese concepto, del producto interno
que la extiende a otras dimensiones y se extiende porque eso te da una propiedad que es
stuper importante en cualquier dimensién incluso en dimensiones infinitas que te sirven
para calcular distancias, por ejemplo, para calcular el tipo que mejor se aproxima en
un cierto conjunto. Dado un conjunto tengo alguien fuera del conjunto, cémo calculo
la distancia minima de este tipo que esta afuera a este conjunto que esta acd, eso tiene
que ver mucho con el producto punto en espacios con producto interno, espacios de
Hilbert, en muchos espacios y ahi también trato de hacer un link con el curso que dicto
después, el curso de andlisis funcional, donde extendemos todas estas nociones incluso
a dimensién infinita. T puedes hablar de angulos entre vectores en dimensién infinita
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73:23 Cita 73:23 [ECV8]

En documento:
17 73 Calculo Vectorial .pdf

Codificando:
o extender-definicion

Contenido:
digo, esta definicién que esta ahi, esto que lo puedo definir asi, calza con la definicién
en 2d, calza con la definicién en 3d, pero es valida para n dimensiones. No me lo sé
imaginar, simplemente es valido y lo que me garantiza que eso sea valido, que eso sea
un nimero que corresponda a un angulo, es la desigualdad de Cauchy-Schwarz. La
desigualdad de Cauchy-Schwarz me permite extender mi definicién de angulo a mas
dimensiones, eso es lo que queria decir, porque la desigualdad es vélida para n dimen-
siones y me permite extender la formula. Es que cuando tu defines un angulo en dos
o tres dimensiones lo haces de una manera que es valida solamente para ese tipo de
dimensiones, pero esta desigualdad te permite hacer la extensién porque ella es valida

para n dimensiones y esta definicién es consistente, por ejemplo, porque esta definicién

< Caracteristicas de la definicion

o No ambiguedad
72:17 Cita 72:17 [EED12]
En documento:

& 72 EDO.pdf
© no ambigiiedad

Contenido:

Diego: Es que cuando tu estableces esa categoria y quieres llamar a los elementos de
una manera asi, y que lo vas a hacer recurrentemente, entonces inventas una definicion
y dices que este objeto lo voy a llamar tanto y si satisface estas condiciones, porque si

no tendria que poner a cada rato las condiciones. Por ejemplo, un nimero primo, un
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72:18 Cita 72:18 [EED13]

En documento:
i 72 EDO.pdf
© no ambigiiedad

Contenido:
Diego: Es que la definicion es establecer un conjunto de cosas, un conjunto. Uno se

refiere a ese conjunto con cierto nombre, y a los elementos de ese conjunto con cierto
nombre. Pero son elementos que estan dentro de otra cosa, no sé, nimeros, son otros

objetos matematicos dependiendo de la teoria en la que esta. El cero es natural o no es

73:19 Cita 73:19 [ECV1]

En documento:
% 73 Calculo Vectorial .pdf
© no ambigiiedad

Contenido: )
él. Cuando uno escribe un articulo, uno esta escribiendo un teorema y de repente tu
usas un objeto matematico y te das cuenta que hay que definirlo, entonces eso es un
ejercicio al cudl uno esta sometido contantemente. Se define para que no quede am-

bigiiedad al respecto.

73:20 Cita 73:20 [ECV2]

En documento:
I 73 Calculo Vectorial .pdf
o no contradiccion
© no ambigiiedad

Contenido:

Para mi una definicién de un objeto matematico es identificarlo de manera que no quede
ambigiiedad al respecto, lo identifico como algo y que yo no pueda decir, pero mira,
existe este otro que también es esto, no deben quedar cabos sueltos. Que no pueda
venir otra persona y decirme, mira, el ohjeto que estas definiendo no puede existir
porque es contradictorio esto, con esto, o que sea lo suficientemente especifico, bueno
hay definiciones de cosas generales, pero que sea especifico para poder trabajar con él y
sacarle propiedades después. Es identificar algo de manera precisa y sin ambigiiedades,
es eso y no puede ser otra cosa.



o Equivalencia

72:22 Cita 72:22 [EED17]

En documento:

72 EDO.pdf

o eqivalencia-definicion

Contenido:

Diego: Bueno, lo que pasa es que ponen definiciones distintas por varias razones. Una
es porque la comunidad no se ha puesto de acuerdo en cudl es la definicién, y eso es super
usual, es un proceso que se va dando con el tiempo hasta que un concepto se cémo opera,
la matematica madura un concepto. Lo que hablabamos antes es que cada uno define, en
principio puede definir cualquier cosa, y que en general la definiciones que uno usa son
funcionales a lo que uno quiere comunicar, eso también lo habiamos visto. Lo otro es que
pueden haber distintas definiciones dependiendo de la aproximacién que haga del objeto
matematico, en el ejemplo que ti me diste son tres aproximaciones distintas de algo. Las
definiciones son equivalentes, pero en realidad no es que uno diga: bueno voy a definir.

Uno ve cual de esas definiciones utiliza.

71:6 Cita 71:6 [EM7.2]

En documento:
¥ 71 EM.pdf
o eqivalencia-definicion

Contenido:

Contexto: El profesor presenta una forma equivalente de escribir la definicién de sucesién
de Cauchy : Ve, IN >0, Vn > N, Vp > 0, d(Tp, Tnip) < €

Juan: La definicién de sucesién de Cauchy se reformula de la siguiente manera, para
todo épsilon positivo, existe n positivo, tal que para todo n mayor que N, y aqui cambia
un poco la formulacién, para todo p positivo, la distancia de z,, a x4, inferior a épsilon.
Esta es la misma solo que tengo un p positivo, y cambio el m, m lo pongo igual a n + p.
Esta la pongo porque es muy 1til, y a veces en la literatura se usa esta definiciéon como
definicién de sucesion de Cauchy en vez de la otra, es mas facil usar esta que la otra en

algunas demostraciones, pero claramente dicen la misma cosa.
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71:29 Cita 71:29 [EEM4]

En documento:
5 71 EM.pdf
o eqivalencia-definicion

Contenido:
Por ejemplo yo hice una tesis donde habia muy pocas demostraciones pero muchas defini-

ciones de objetos y luego me di cuenta que cambiando las definiciones las demostraciones
sallan mas faciles y justamente cuando uno define un objeto hay muchas maneras de
escribir la definiciéon del objeto y al realizar las demostraciones uno se da cuenta que
quizas puede poner una definicién equivalente por la cual la demostracién va a ser mucho
mas simple y eso justamente era lo que decia sobre entender el objeto porque uno se

da cuenta que cuando uno realiza la demostracién entiende como debe pensar el objeto.

73:7 Cita 73:7 [CV1.3.1]

En documento:
E 73 Calculo Vectorial .pdf
o eqivalencia-definicion

Contenido:

Andrés: Entonces , jsera que esa definicion de ortogonalidad es equivalente a que x
punto y es igual a cero?, veamos. Entonces x es ortogonal a y si solo si x - y vale cero
y por lo tanto, si x -y vale cero, ;cudnto vale el angulo?, ;cudl es el coseno a la menos
uno de cero?

Estudiante: 7/2

Andrés: x es ortogonal a y si solo si x -y es igual a cero. Es decir, el angulo entre los
dos, ya defini quien era el dngulo, es 7/2. Y ahi esa definicién de dngulo respetaria esta

propiedad, pero vamos a ver si eso es cierto, si eso es consistente, ;Cémo se demuestra

73:14 Cita 73:14 [CV2.3]

En documento:
73 Calculo Vectorial .pdf
o eqivalencia-definicion

Contenido:



Contexto del episodio: El profesor expone la definicién de limite en términos de
épsilon y delta y hace una relacion con la definicion que habia presentado antes en
términos de vecindades. En el tablero queda escrito lo siguiente :

limg_z f(Z) = b, < YV, vecindad de b, 3U, vecindad de @, tal que f(UNA) C V.
limgsy f(§) =b o Ve > 0,30 >0,si T € A, |F—ap|| <6, =, ||f(@) b <e.

Andrés: Entonces diremos que limite cuando x tiende a xq, de f de x es igual a b, si
solo si, para todo épsilon mayor que cero, ese para todo épsilon mayor que cero me esta

diciendo para cualquier vecindad V' de b, para bolas en torno a b tan pequenas como
vo lo desee. Existe un delta mayor que cero, ahi voy a decir que existe una vecindad
U de g en el dominio, tal que, si x pertenece al dominio, y la norma de x menos el z;
es menor que delta. Aqui estoy diciendo, si el 2 pertenece al A y su norma es menor
que el delta significa que @ pertenece a la vecindad U N A, entonces la distancia de f
de x a b es mas chica que épsilon. Lo que estoy diciendo aca es lo siguiente. Tomo el
b, me construyo una bola de radio épsilon en torno al b y aca esta el xg, el xy puede o
no estar en el dominio. La gracia es que si el x esta en el A, si el x esta en el conjunto
A y su distancia de zp es menor que delta, entonces bajo la funcién tengo que ir a
parar acd, es decir, f de x menos b tiene que ser menor estricto que esto. El f de x
tiene que estar dentro de esa bola [una bola de radio épsilon]. Es la misma definicién
que esta acd, pero con objetos matematicos que puedo manipular, vamos a ver como
se usa. Entonces para todo épsilon mayor que cero, para cualquier vecindad del b, por
muy pequena que sea, puede ser asi o asa. Siempre va a existir un delta mayor que
cero, una vecindad del zy acd, tal que cuando yo la intersecto con el A, o sea si el @
esta en A y en la bola de centro delta, la imagen de ese x tiene que ir a parar a la bola
de alld [una bola de épsilon].

73:24 Cita 73:24 [ECVS]

En documento:
% 73 Calculo Vectorial .pdf
o eqivalencia-definicion

Contenido:
para n dimensiones y esta definicion es consistente, por ejemplo, porque esta definicion

de angulo calza con el concepto de ortogonalidad. La ortogonalidad es algo que esta
bien definido incluso en dimensién infinita y se define como que dos vectores son ortog-
onales cuando x punto y vale cero, ademas, uno tiene la nocién de que algo es ortogonal
cuando hay perpendicularidad y efectivamente si tu ocupas esta definicién de dngulo
con coseno a la menos uno de x punto y dividido con ..., entonces te das cuenta que
cuando x punto y es cero, vas a recuperar que el angulo entre ellos es pi medio y que
hay perpendicularidad, entonces calza en todo sentido la definicién de angulo. Si, yo
creo que es eso, la desigualdad de Cauchy-Schwarz es algo que esta definido de manera
n-dimensional y nos permite extender la definicién de angulo a n dimensiones.
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o Elegancia

71:22 Cita 71:22 [EM4.4]

En documento:
¥ 71 EM.pdf
o elegancia-definicion

Contenido:
Juan: Hay varias maneras de hacerlo eso es cierto pero en algiin momento vas a tener que
decir que aparte de cero, no tienes otro punto de acumulacion, para hacer lo que dices tu
;cémo demuestras que los otros puntos no son puntos de acumulaciéon? porque siempre
va a haber una bola alrededor de cero, y cuando sacas la bola vas a tener que hacer todo
esto ... mas o menos es la misma demostracién. Hay muchas maneras de demostrar este
problema, hay varias soluciones pero en algiin momento hay que hacer esto de tomar
un punto afuera o lejos de cero,..., pero esta demostracion es la més linda porque estoy

demostrando usando las definiciones, un cerrado es un conjunto que el complemento es

abierto y asi la demostracién es mas simple.

71:28 Cita 71:28 [EM4.5]

En documento:
& 71 EM.pdf
o elegancia-definicion
o eqivalencia-definicion

Contenido:
Juan: Me di cuenta que ustedes muchas veces tratan de cambiar las definiciones, por
ejemplo, habfamos dicho que A = :4 U Fr(A), eso lo vimos, pero esa no es la definicién
de A y aveces es mas complicado utilizar eso que la definicién, eso se utiliza si no logro
hacerlo con la definicién, A es el conjunto de los z, tal que, para todo radio positivo la
bola de centro x y radio r intersectado con A me da el conjunto vacio y esta definicién
[A = {/¥r > 0,B(z,r) N A} = 0] es mucho mas ficil de utilizar, de hecho, si ven
en algunos libros, la definicién de A no es esta, sino que se define como el cerrado mas
pequeno que contiene a A, esta es una definicién general, pero esa definicién .. para
utilizarla!l por eso yo trato de darles una definicién que sea la mas 1til, que les sirva,
esa definicién general por supuesto la mostré porque ustedes tienen que conocerla, pero
si doy esta definicién es para ayudarles y de hecho si ven una demostracion con esta

]

[A={z/¥r >0, B(x,7) N A} = 0] es mas facil que con la otra [A = AU Fr(A)].
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Resolver problemas

< Estrategias heuristicas

o Casos

72:4 Cita 72:4 [ED1.1]

En documento:

15 72 EDO.pdf
O caso_1p

Contenido:

r—1

t+c, 70,z # 1. Entonces esas son las soluciones y la tarea era ver que pasaba con

Diego: Entonces habiamos hecho una separacién de variables y la solucién era (n|
ellas, porque con esto no sabemos cudl es el comportamiento de la solucion v lo que
hay que hacer es, jAah!, hay que ver caso por caso. Entonces, caso 1, & mayor que 1.

Entonces en ese caso ese coclente que estd aqui, z menos 1, que es positivo, dividido

x—1
s

por = que es positivo, es mayor que cero. Y por lo tanto esto [sefiala (n|*=1|] es igual a
{ mds una constante. Ahora exponenciamos, pero tenemos que & menos 1 partido por
x es igual a una constante ), por e elevado a la . {Esta bien esto? Entonces factorizo
x factor de 1, menos ¢; elevado a ¢ nos da 1, entonces queda x es ignal a 1 partido por
1 —cye! ;Si? Esa es la solucién, implicita, ;por qué? Porque recuerden que la solucion
de esto [de la ecnacion @’ = z(x — 1)] es una funcién v que va desde el intervalo a,
b en R, ;si?, tal que satisface que, 4/(t) tiene que ser igual a v(t)(v(t) — 1). Eso es
lo que habiamos dicho que era la solucién, bueno, aparte de las condiciones de a y b.
Entonces, no sé cudl es el z de 1, no sé cudl es. Bueno y jcémo se calcula esa constante
¢1? En este caso, cuando t vale 0, tengo z(0) menos 1 partido por z(0) igual a ¢;. Esa
es la constante. Bueno, lo que quiero decir es lo siguiente, para poder analizar que
pasa con la poblacion primero hay que calcular la solucidon implicita, ver la relacion
que tiene con la constante y ahi uno puede hacer un analisis tal cual uno lo hace en
Célculo 1. Vamos a hacer otros casos. jQué pasa con 0 < o < 17 y ;Qué pasa en el

caso ¢ < 07
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72:7 Cita 72:7 [EED2]

En documento:
i 72 EDO.pdf
O caso_rp

Contenido:
Diego: Es que depende de lo que tomes, pero hay veces que no es facil agrupar todos. O
sea si ti quieres hacer una ecuacion para todos los elementos dentro del conjunto, pero a
veces no puedes tratarlos todos por igual. Porque los elementos dentro de ese conjunto
pueden tener propiedades distintas o pueden tener propiedades que en algunos casos te

ayudan o te dificultan més una prueba. No sé, busquemos la solucion de la raiz de una

20:26 Cita 20:26 [EEMY]

En documento:
K| 20 Entrevistal _EM.pdf
O caso_rp

Contenido:

[20:10-22:30] ;Cuando y por qué se recurre a la consideracion de casos para resolver un problema
o hacer una demostracion?

Los casos se usan cuando tratas de demostrar algo de alguna manera y vez que la idea general
funciona pero hay detalles que no funcionan entonces se toman los casos, eso se hace cuando tengo
un problema y trato de decir algo pero veo que no siempre es verdad, entonces este caso digo como
se puedo hacer y después donde no es verdadero eso es otro caso. La aparicion de los casos viene

naturalmente cuando trato de resolver un problema pero la estrategia que saque no funciona en

general, pero normalmente si el objeto esta bien escrito todo junto funciona sin hacer excepciones.

73:25 Cita 73:25 [ECV12]

En documento:
E 73 Calculo Vectorial .pdf
0O caso_rp

Contenido:
lo que si es importante es escribir un algoritmo que pueda ser llevado a una maquina,
en eso los casos son importantes, y mi formacién computacional me lleva a hacer las
cosas en casos porque en el computador siempre tienes que hacer eso, mira si el x esta
aqui 0 aca pasa una situacion matematica completamente distinta, entonces a veces
hasta tienes que ocupar una técnica distinta, por ejemplo, si estas analizando maximos
y minimos, es una técnica distinta buscarlos en el interior o buscarlos en la frontera, en

una se ocupa derivar e igualar a cero y en el otro se ocupan multiplicadores de Lagrange.
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o Reformular un problema

74:1 Cita 74:1 [ED4.1]

En documento:
E 74 EDO_revisado.pdf
o cambiar un problema

Contenido:
. Cual es el espiritu del teorema? Si z es regular entonces puedo decir como es local-

mente. ;Aca qué que dice el teorema? Dice que si tengo una singularidad en algunos
casos localmente cerca del punto estacionario este va a ser conjugado al flujo de la parte
lineal. ;Cierto? Estoy cambiando el problema, de un problema que es no lineal en un
campo de vectores por un problema que se resuelve con matrices, jya?. Ahora, no
saco nada con cambiar el problema si no sé como se resuelven las flaquezas. O sea, te
cambio algo que no sé resolver por otra cosa que no sé resolver. ;Cudl fue la ganancia?
Ninguna. ;No? Aca tenfamos algo que no sabiamos cémo era y lo cambiamos por
algo que sabemos como es. Entonces hay 2 problemas que tenemos que abordar. . . el
primer problema es como son los puntos lineales. Lo primero es intentar describir si
A es una transformacién lineal de R” en R” | ;si?, si es lineal es posible estudiar z’
igual a Az. Si puedo decir algo ahi, entonces puedo decir algo alla [en el teorema).
IS17 Y después, 2, es que de repente en una de esas, si estudio eso voy a poder decir:
iAh!, es que cuando pasa que en el flujo lineal se comporta de una manera decente, tal
vez esa es la condicién técnica que me sirve para que, en el caso no lineal también se
comporte... ;Se entiende la idea? O sea, si yo tengo, por ejemplo, bueno, ustedes ya
han estudiado esto. Por ejemplo, jcudl es la condicién técnica para que haya inversa
local en una funcién cualquiera?

72:9 Cita 72:9 [EED2]

En documento:
¥ 72 EDO.pdf
© cambiar un problema

Contenido:
Diego: Claro, pero ahi podrias hacerlo para 0,1, pero lo que uno deberia hacer es explicar
por qué es suficiente hacerlo para 0,1. ;Eso es un caso?, no sé a lo que le llamas un caso.
Eso es como reducir un problema grande a un problema que puedes manejar. Pero puedes
hacer esas reducciones pero tienes que explicar bien por qué puedes hacer esa reduccién.

O sea que entre los intervalos 5, 7 es lo mismo, o que el intervalo 0, 1/2, o que -1, -10,



72:11 Cita 72:11 [EED4]

En documento:
i 72 EDO.pdf
o cambiar un problema

Contenido:
Diego: Una de las cosas que hacemos en mateméticas es tratar de transformar un

problema en otro, a veces pasa que, es super usual en matematica, que transformas un
problema que puede tener alguna dificultad intrinseca en otro problema que si tienes
mas herramientas para resolver, v a veces esas herramientas son mucho mds abstractas.
A veces tienes una ecuacién diferencial en términos de n, o 72, v te paso un problema
de punto fijo, es més ficil el problema, pero el operador, va no estd en r o en n, estd
en un espacio de Banach, una cosa mucho mds compleja. Ganas simplicidad, o sea
el problema es mas simple en un contexto mas complejo, siempre ganas y pierdes,
siempre todo suma 0. Lo mismo por ejemplo, cuando deciamos que vamos a ver solo
las ecuaciones de primer orden porque la ecuacién de segundo orden se reduce a la
primera. Se reduce, pero tienes que aumentar la dimension, entonces perdiste ... o
sea tenias un problema mas simple por una parte pero perdiste... Es medio asi, tienes
un montén de ejemplos matematicos donde puedes tomar un problema, reducirlo a lo
conocido o a algo mds faeil, pero siempre vas a tener que pagar un costo, y ese costo

es que se dificulte otra cosa, puede ser la dimension o qué sé yo.

o Elemento auxiliar

72:29 Cita 72:29 [EED7]

En documento:
e 72 EDO.pdf

Codificando:
o elemento_auxiliar

Contenido:
Diego: No sé. No sé en qué momento uno pasa... Yo recuerdo cuando estaba en primer
ano, el tipo sumaba un 0, cémo sabe cudl es el 0 o el 1 que hay que sumar, y después en
algin minuto, no sé cémo, por arte de magia, pasa a ser de lo mas natural. En la medida
que se vaya practicando. No sé, yo no sé como se hace eso. Pero es lo mismo que pasa
en geometria, que es exactamente lo mismo, vamos a poner este puntito y este segmento
auxiliar, y listo, y ahi se acabd, resolvié el problema, como se le ocurrié, no sé, pero lo

haces tantas veces. Después tu miras el problema dices "tiro esta recta y...”.
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72:30 Cita 72:30 [EED7]

En documento:
2 72 EDO.pdf

Codificando:
o elemento_auxiliar

Contenido:

un punto de la recta, lo que queda seguiria siendo homomorfo... Supongamos que el cero
va al origen, saco el 0 y saco la imagen por el homorfismo que es el origen. Pero acd me
quedan dos intervalos, 0 con infinito, que ese conjunto no es conexo, pero el plano menos
un punto sigue siendo conexo, no se puede separar. Eso significa que esos dos puntos no
son homomorfos porque tienen un conexo que va al mismo conexo y por lo tanto lo otro
tampoco puede ser.

Entrevistadora: En ese ejemplo esta quitando.

Diego: Quitas cosas, ahi dices "quiero resolver, y qué hago para resolver, quito, no

sumo”. Hay veces que sumas y otras veces que quitas.

71:33 Cita 71:33 [EM6.1.1]

En documento:

15 71 EM.pdf
Codificando:
o elemento_auxiliar
Contenido:
Idea:
[f(x) = f(a)] <[f(x) = fu(@)] +|fa(2) = fula)] +|fala) = f(a)]
fn—f continuidad fa—=f
<£ LE L8,
=3 3 3

Ve > 0,3N > 0/Vn > N,Vx € Domf,|f.(x) — f(z)| < e

Juan: La idea aqui es usar una desigualdad triangular, pero poniendo varios términos
en la desigualdad, entonces lo que queremos hacer, la idea es ver f de x menos f de a,
jcierto? y minorar eso para x suficientemente cerca de a. Para hacer eso, vamos a intro-
ducir f, de z, porque eso lo sabremos comparar a f de x. Vamos a introducir también
fodexzy f, de a, y el tercer término es f, de a menos f de a. Esto, por el hecho de

que la funcion f,, converge hacia f y porque f, es continua. Primero, yo voy a fijar un
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73:27 Cita 73:27 [CV3.1]

En documento:
i 73 Calculo Vectorial .pdf

Codificando:
o elemento_auxiliar

Contenido: ) -
cuando este y/x? + y? es mas chico que un delta, eso es lo que quiero demostrar. ;Qué
herramientas tengo?, ;cémo lo puedo hacer?, ;el médulo de x a quien es menor o igual?
El médulo de z, jcudl es?
Estudiante: Raiz de x cuadrado.
Andrés: Raiz de x cuadrado. ;Este nimero de aca [\/1—2] es mas chico que este niimero
de acd [\/z2 + y?|?
Estudiantes: Si.
Andrés: Bueno, entonces lo uso, esto mas chico que x cuadrado mas y cuadrado
[Va? < /a2 +42]. ;Qué pasa si ahora multiplico todo esto por modulo de z? Voy a
obtener: modulo de 2 por médulo de z es x cuadrado, va a ser menor o igual a modulo
de z por la raiz de x cuadrado mas y cuadrado. ;De qué me sirve eso?, me sirve para
decir que x al cuadrado partido por la raiz de x cuadrado mas y cuadrado, que es lo

que yo quiero acotar, es menor o igual que el modulo de x. Y el médulo de = yo se que
2
s

— L <hl< VTR
Y

es mas chico que la raiz de = cuadrado més y cuadrado,

/si o no?

o Diagramas
71:12 Cita 71:12 [EM7.3]

En documento:
71 EM.pdf
o usar_diagrama

Contenido:
Ahora miremos lo que estamos haciendo. Tenemos una sucesiéon que es de Cauchy, en-
tonces nosotros vamos a demostrar que converge. Aqui pongo R, aqui N, aqui tengo un
limite que existe, y tengo la sucesion acd. Lo que estoy haciendo, es que tomo un n
particular, acd, y estoy mirando el inf que va a ser el a,. Este a, no va a ser el limite,
pero si tomo n, cuando este n va a ser mas grande, ese n va a acercarse al limite, ;ok?

... Entonces, la intuicién es que a,, converge, ahi estd lo que vamos a demostrar.

R

4a,
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71:11 Cita 71:11 [EMA4.3]

En documento:
15 71 EM.pdf
o usar_diagrama

Contenido:

Entonces el dibujo es asi, tengo mi cero aca, tengo mi sucesioén, ahora tomo un punto
z en el complemento y sabiendo que la sucesién converge a cero, yo sé que tengo una
infinidad de puntos que van a estar cerca de cero jok? ... asi, sea un £ aqui [cerca de 0],
tal que = no pertenece a esto [al intervalo alrededor de £] y cuando borro este vecindario

yo tengo cosas mas lindas.

Sea ¢ positivo, tal que la distancia entre z y 0 es mayor a &, para estar seguros de estar
lejos jok? [Sea & > 0,|z — 0] > £] Sabemos que existe N, tal que para todo n > N,
[u, — 0] < 5. Una observacién importante es que = no pertenece al segmento [—¢,¢] y
este dibujo lo puedo dibujar de manera mucho mas simple. Yo tengo vecindario aca [en
color rojol, después tengo mi sucesién acd, es como una infinitud de puntos [azules|, el
resto queda acd [el resto de los puntos de la sucesiéon queda en el intervalo] y yo quiero

encontrar una bola en un x [en verde] que no pertenezca ni al rojo ni a los puntos azules.

Papel del lenguaje matematico

& Uso de los simbolos

71:5 Cita 71:5 [EM6.2.2]

En documento:
15 71 EM.pdf
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Codificando:
o seleccion

Contenido:

Juan: El ejercicio es demostrar que esta proposicion es verdad y lo que queremos de-
mostrar es la continuidad, entonces voy a escribir la definicién de continuidad: Ve >
0,30 > 0,d(z,a) < 6 — d;(II;(z,a)) < e. Observen que d; < d porque d es la suma de
las d;. Ya, entonces si quiero que la distancia d; sea menor a épsilon, es suficiente que yo
tome d menor a épsilon, jcierto? Sea épsilon positivo, suponemos § = € y tenemos que
d(z,a) inferior a § implica d;(II(x),a) inferior a d(z,a), inferior a épsilon. Eso es lo que
queriamos demostrar.

Estudiante: ;Porqué suponemos que delta es igual a épsilon?

Juan: Porque funciona! Yo tomo un épsilon positivo y quiero tener una desigualdad
sobre d; tal que esa distancia sea menor a epsilon, jok? Luego, yo sé que d;(I1;(z),a) es
més chico que d(z,a), que es menor a epsilon, entonces mi delta es épsilon. Suficiente,

tomar delta igual a épsilon.

71:15 Cita 71:15 [EM6.1.2]

Codificando:
o uso de los simbolos

Contenido:
Bueno, lo que sé es que voy a tener tres elementos [en la desigualdad], entonces voy a
tomar un epsilon sobre tres acd, para hacer mi suma. Entonces ahora empiezo a escribir
las hipdtesis, logicamente lo que hago ahora es ir hacia lo que quiero demostrar, ;ok?,
lo que quiero demostrar es que para todo epsilon bla bla bla, lo que tengo que hacer
acd es poner sea epsilon positivo y la definicién [de la convergencia uniforme de f,], y
como el epsilon va a ser el mismo en cada término de la desigualdad conviene ponerlo
dividido por tres, para que tengamos épsilon sobre tres, épsilon sobre tres y épsilon al

final. Entonces el N lo tengo que fijar, porque como tengo un existe, entonces después



206

71:15 Cita 71:15 [EM6.1.4]

Codificando:
o uso de los simbolos

Contenido:
Estudiante: Profe, es que no entiendo lo iltimo que hizo, ;porqué dividié £?
Juan: ;Por tres?
Estudiante: Si, ;por qué hizo eso?
Juan: Porque yo sé que voy a tener tres elementos en mi desigualdad, entonces épsilon
sobre tres, épsilon sobre tres y épsilon sobre tres me da épsilon
Estudiante: ;Y porque puso sea épsilon mayor que 07, jporqué puso eso?
Juan: Porque lo que quiero demostrar es esto. Vamos a demostrar que [ es continua.
Ve > 0,36 > 0,z —a| <8 — |f(x) — f(e)| < 2], entonces tengo que poner el épsilon
positivo, y ahora tengo que introducir el delta en la izquierda. Ese es el teorema del
que hablamos la dltima vez, el fin de la sesién anterior. Entonces cuando empiezo
la demostracion digo sea épsilon positivo, entonces tengo que usar la hipétesis y la
introduzco, pero la idea [de la demostracion], vo sé que es esta desigualdad, por eso
tomo épsilon sobre tres, porque se que después me va a servir, o puedo tomar un epsilon
primo y después mostrar una relacion entre épsilon y épsilon primo, esa es otra manera

de hacerlo.

71:17 Cita 71:17 [EM7.1]

Codificando:
o uso de los simbolos

Contenido:
Juan: Bueno, yo supongo que sea x,, en cualquier sucesion que converge hacia [, lo estoy

haciendo en conjunto M. Lo primero es que d(x,,,,), va a ser chico, porque los dos
elementos estan cerca del limite, se ve que aqui voy a utilizar la desigualdad triangular.
Y estas dos distancias [d(z,,, [), d(xp, ) | convergen hacia 0. Vamos a escribir entonces
la prueba formal pero esta es la idea. Formalmente, sea épsilon mayor a 0 y x,, que
converge a [, entonces existe N positivo, tal que para todo n més grande que N, d(z,.1)
es menor que épsilon, por lo cual si 2 es mas grande que N, y m es mas grande que
N, tenemos d de x,, a x,, es inferior a d(z,,!), mds d(x,,.[,) esto es inferior a 2¢, pero
aqui no me gusta el dos, ;jcierto?, entonces aqui divido por dos, entonces épsilon sobre

dos més épsilon sobre dos es inferior a épsilon.
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71:7 Cita 71:7 [EM7.4]

En documento:
i 71 EM.pdf

Codificando:
o seleccion

Contenido:
Juan: jtienen preguntas?, ;hay dudas con algo?
Estudiante: Profe, yo no entiendo porqué elije £ = 1.
Juan: Aci es porque yo quiero tener mi conjunto acotado, entonces es para tener una
idea, yo necesito una cota pero no es necesario que sea 1.
Estudiante 1:0 sea yo podria haber puesto ¢ igual a una letra no mas.
Juan: Si, cualquier cosa, pero con 1 especifiqué el epsilon. Es que aqui, para usar la
definicién de sucesion de Cauchy, tengo que para todo £ positivo, existe N positivo tal
que Xy esta acotado ¢ = ¢, entonces yo quise hablar de un £ en concreto, pero también
puedo escribir al principio fijamos ¢ positivo y N que depende de épsilon, ;ok?, pero yo

lo fije como 1.

o Cuantificadores

11:36 Cita 11:36 [ARL1.6]

Codificando:
o cuantificadores-significado

Contenido:
Estudiante: Ahora falta que caiga adentro [del intervalo [a, b]]

Diego: Que caiga adentro porque ese m puede ser super grande, pero ese es el problema,
uno dice, con el para todo yo siempre puedo escoger cudl de todos es el que me conviene,
pero cuando es la existencia, es lo que cayé no mas, ahi uno no se puede. .. lo que cayé
en la noche. . ..entonces como el existe te da lo que cayé no mas, uno tiene que hacer

algiin trabajo para que lo que caiga sea conveniente.

11:44 Cita 11:44 [EARS5]

Codificando:
o cuantificadores-significado

Contenido:
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Eso, que existe te dice que hay uno pero no sabes, en principio hasta podria ser el tinico,
no tienes posibilidad de eleccion, cnando hay una proposicion que dice existe un objeto
con tal propiedad, tu tienes que tomar ese objeto v arreglartelas si necesitas construir
algo con ese objeto, arregldrtelas para que la construccion te de lo que quieres, pero,
la existencia es justamente eso, hay un tipo con el que pasa eso, no tienes chance de
escoger dentro del universo. El comentario [ la existencia es lo que cayé no mas| es
una analogia, por ejemplo la propiedad arquimediana te da un nimero natural que
satisface que si tu tomas un mimero real hay un niimero natural. .. no son todos los

naturales.

11:48 Cita 11:48 [EARS]

Codificando:
o cuantificadores-significado

Contenido:
reduccion al absurdo, por la negacién sobre todo y propiedades que tienen muchos
cuantificadores, distintos para todos y existe son un problema en general, porque
ademas tenemos la mala costumbre y esto hasta dentro de los matematicos de no
usar una regla fundamental en la elaboracion de las proposiciones que primero van
los cuantificadores, entonces ponemos el para todo al final y cuando hay que negar
eso, ese para todo, va antes del existe, va después, entonces, eso siempre hay una

dificultad cuando hay una negacién alli. Cada vez que hay una negacién que puede

73:6 Cita 73:6 [CV1.3.4]

En documento:
1 73 Calculo Vectorial .pdf

Codificando:
o cuantificadores-significado

Contenido:

Andrés: Entonces supongamos que x punto y es distinto a cero, por lo tanto,  punto y
va a ser un nimero estrictamente positivo o estrictamente negativo. Las demostraciones
/an a hacer equivalentes, créanme. ;Cudl quieren el positivo o el negativo?
Estudiantes: El positivo.

Andrés: Entonces sin pérdida de generalidad, puedo asumir que = punto y es mayor
estricto que cero (z-y > 0). Ya y esto es para cualquier ¢, para el que yo quiera, como
esto ocurre para todo ¢, para el que yo quiera, voy a asumir que t es negativo, como

se cumple para todo ¢ voy a asumir que ¢ es menor que cero y puedo dividir por t.
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71:21 Cita 71:21 [EM4.2]

Codificando:
o cuantificadores-significado

Contenido:
Juan: [—] Yo supongo que A es abierto y tomo un punto z en A y quiero encontrar un
vecindario no se qué, pero para encontrarlo, hay que sacarlo de algin lado, entonces es
importante ver que la definicién acé [de abierto] dice que existe algo y existe algo es que
yo encuentro una soluciéon a mi problema, entonces como x pertenece a A existe una bola
de centro x y radio r positivo tal que la bola esta incluida en A [3B(z,r)/B(z,r) C A],
ya sabemos que la bola es un abierto y en particular es una vecindad, entonces la bola

funciona [para afirmar la implicacién de la proposicién].

71:24 Cita 71:24 [EM5.1.1]

Codificando:
o negacion cuantificadores

Contenido:
Jque es no B?, es que existe una sucesién z,, que converge a a, tal que f(z,) no converge
hacia f(a) y eso ;qué quiere decir? es super complicado decir que no converge, es que hay
elementos de la sucesion arbitrariamente largos que estan afuera de cualquier entorno de

f(a), esto es, VB(f(a),e), 3z, ¢ B(f(a),£), con e > 0.

71:20 Cita 71:20 [EM6.1.3]

Codificando:
o cuantificadores-significado

Contenido:
que f, de x menos f de x es inferior a épsilon. Y entonces ya habiamos dicho que en la
convergencia uniforme esta expresiéon [V € Dom| va al inicio [Vz € Dom, Ve > 0] en vez
de estar acd [después de Ve,Vn > NJ, jsi?, porque en la convergencia simple yo fijo un
x y miro la convergencia, en la convergencia uniforme yo fijo epsilon y N grande y digo
la afirmacion para todos los términos y eso es lo mismo que decir que el sup es menor a

epsilon. Bueno, lo que sé es que voy a tener tres elementos [en la desigualdad], entonces
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71:26 Cita 71:26 [EM8.1]

Codificando:
o cuantificadores-significado

Contenido:
topoldgico, entonces vamos a hablar de una cuestion de continuidad. f es uniformemente
continua si para todo epsilon positivo, existe delta positivo, tal que d(x,y) menor a delta,
implica que d(f(z), f(y)) es inferior a epsilon. Esto dice que como tengo las cosas cercanas
acd [en M|, miro la imagen [de la funcién] y voy a tener cosas cercanas alld. Y aqui uno
ve que esto es casi la definicién de continuidad, pero lo que quiero es que la implicacion
sea valida en cualquier lugar de mi intervalo, jok?, entonces en vez de poner para todo
x, y acd [antes del existe], lo voy a poner después del existe, y eso es exactamente lo que
quiere decir uniforme, que en general, el para todo que iba al principio en la continuidad

aqui va después del existe.

73:13 Cita 73:13 [CV2.2]

Codificando:
o negacion cuantificadores

Contenido:
porque van a caer acd [en la vecindad de 0], entonces no esta pasando que el f(U), sea
subconjunto del V. Entonces esta va a ser mi vecindad V' [la vecindad pequena de 1], a
cualquier U que tome acé [en R?], la f de esa U no va a estar completamente contenida
acd [en la vecindad pequenia de 1], se sale, toma tanto valor acd [en 0] o acd [en 1] por
muy chica que sea. Entonces se viola este concepto de limite que esta aqui, porque,
existe una vecindad V' de 1, por ejemplo, la vecindad (1/2,3/2), V tal que f de U no
esta contenido en V' para toda U vecindad de (0,0). Cualquier U vecindad que este en
torno a ese punto va a contener tipos con x negativo, y por lo tanto no van a ir a parar
ahi. Por eso ese limite de ahi no existe. Pero es un lio estar trabajando con vecindades,
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< Uso del lenguaje

o Precision y economia

11:28 Cita 11:28 [AR1.1]

En documento:
17 11 Resumen_ClaseAnalisis.pdf

Contenido:
R tal que = se encuentra entre a, y b, para todo n mayor o igual que 1. Y esta

proposicion indica que cada vez que intersecto intervalos cerrados y acotados que estén
encajados. Estdn encajados, ah! eso me faltaba decir, tienen que estar encajados si
no, no es cierto, si no estan encajados los intervalos la interseccion es vacia, toma el
intervalo [0,1] vy después toma el intervalo [10,12] y la interseccién nada, tienen que
estar encajados. Entonces para decir que tienen que estar encajados, se escribe asi, yo
lo habia escrito pero voy a escribir a, menor que b, para todo I, conteniendo a I,,,,.
Que hemos demostrado con esto, entonces, que tomo un intervalo encajado, que cada
vez son mas pequenos, que son cerrados y acotados entonces en la interseccion de todos

ellos hay algo, algo hay ahi.

11:46 Cita 11:46 [EARG]

En documento:
17 11 Resumen_ClaseAnalisis.pdf

Contenido:
Justamente, eso es la matematica, la matematica no se puede hacer mas facil, pero
hay un intervalo, un intervalito, algo més pequeno, después la formalizacion, lo
escrito, responde a ideas que uno tiene. No es que uno tienda a hacer mas facil eso.
Cuando les digo, lo que ahi hay adentro, eso es no formal, eso es una explicacion
para que tengan una idea, la idea de la interseccion, de lo que esta ocurriendo en
ese fenémeno y decir interseccion no vacia es una formalizacién de una idea, que
ahi adentro hay algo. La matemaética es la formalizacion de una idea, no al revés,

no hay matemadtica sin ideas, si no, no tiene ningiin sentido.
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11:47 Cita 11:47 [EART]

En documento:
i 11 Resumen_ClaseAnalisis.pdf

Contenido:
En el fondo, las formulaciones en el lenguaje matematico son simplemente

formulaciones de ideas que no tienen porque ser necesariamente expresadas desde
el inicio en un cardacter puramente riguroso, de hecho una idea mia es que no hay
formas de escribir nada puramente riguroso, osea hay formas pero son impracticables
para la comunicacion, tu no puedes comunicar matematica si usaras el rigor logico
absoluto, en el ejemplo [de la continuidad] que te di antes, el delta siempre depende
del punto, del epsilon, de la funcién, si te pones a escribir todo eso en el lenguaje
matematico nadie termina entendiendo nada, entonces uno tiene que aceptar cierta
licencia de formalidad. De repente tu puedes tratar de captar la misma idea con

distintas analogias [metdforas] y después la formalizacién es otra cosa, pero por

72:15 Cita 72:15 [EED12]

En documento:
i 72 EDO.pdf

Contenido:
una definicién que evite esa repeticién. Ahora, puede pasar que esas condiciones, esa

definicion... esa definicion en general existe cuando uno escribe un texto, un trabajo o
habla o expone, estableces esa definicién para economizar el lenguaje. El lenguaje tiene
que tener un principio de economia. Por eso es que la gente, los lingiiistas sobre todo, se
oponen a estos y estas, damas y caballeros, porque no hay economia de lenguaje. Es un
principio de la lengua, que deberia ser econémica. Entonces uno establece definiciones
para la economia de la transmisién del contenido. Eso en principio puede durar lo que

dura la transmision del contenido, el capitulo del libro, el texto o la clase. Pero a ve-
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72:19 Cita 72:19 [EED14]

En documento:
2 72 EDO.pdf

Contenido:

Diego: Porque de alguna manera, en clerto sentido la matematica es un lenguaje,
entonces lo que uno hace es ir aproximandonos a usar lenguaje formal, o sea aproximarse
a ese lenguaje como culto. Lo que pasa es que escribir matemadtica pura es imposible,
o sea es posible pero vo no he visto hablar a ningin matematico légico que escriba
la matematica en la forma correcta v pura. Entonces ahi pasa de nuevo el tema
de la economia, que en realidad cuando escribes, escribes porque quieres transmitir,
también. Entonces dices renuncio a escribir formalmente, super formalmente, a fin de
que la trasmision sea un poco mas expedita. Pero no puedo renunciar a alejarme tanto
de esa formalidad de manera que la trasmision vuelva a ser inexpedita. Tengo que
alejarme para que la trasmision se facilite, porque estoy hablando con otra persona que
no habla el lenguaje de la matematica, espanol o inglés, o habla lo que sea, me tengo
que alejar de ese lenguaje formal para que nos podamos comunicar pero no tanto como
para que se deje de entender el mensaje. Por ejemplo, qué seria alejarse mucho, no
establecer los cuantificadores, porque ahi tienes la expresion, esto vale para todo, hay
alguno, entonees.

72:21 Cita 72:21 [EED15]

En documento:
2 72 EDO.pdf

Contenido:

desde cualquier consideracion cultural, cualquiera. O sea quedd escrito en un lenguaje
tinico universal. Lo que pasa que no puedes escribir todas las clases asi, porque ademas
(Ueremos comunicarnos, Uno renuncia un poco a eso, como que uno se va alejando de
eso, va aumentando el espacio de precision. Entonces, uno se aleja y establece una
especie de contrato intrinseco con el interlocutor, que ya es conversado, donde ambos
entendemos que a este nivel las imprecisiones que uno tenga no van a ser relevantes.
No voy a decir una mentira porque en una cosa fui impreciso. Ahi hay una especie de
contrato mutuo. Pero tampoco estoy tan alejado para que efectivamente lo que diga
no se pueda entender.

Entrevistadora: O sea, se puede ser riguroso sin ser formal.

Diego: Es medio subjetivo todo. O sea para mi la rigurosidad es cuando escribes
formal, pero en general la gente no hace eso, sino que usualmente va a abriendo el
espectro para facilitar la comunicacién. Y eso depende mucho del interlocutor. Por
ejemplo, si vo hablo con un colega en algunas cosas puedo ser mucho mas laxo y en
otras cosas puedo ser mucho més preciso, y si hablo con un estudiante en algunas cosas

debo ser mucho méas preciso v en otras cosas puedo ser mucho mas laxo.
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