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RESUMEN

La presente investigacion muestra como estudiantes de enseflanza media
—primer y segundo afio — manifiestan de manera informal e instintiva, algunas de las
propiedades del objeto matematico: “relaciones de equivalencias y particiones”,
enfrentados ante situaciones cotidianas, sin tener un conocimiento previo de dichas
nociones — al menos de forma explicita—.

Como parte de la verificaciébn de estas nociones; se establece un posible
camino de construccién cognitiva y para eso la teoria APOE— (Acciones, Procesos,
Objetos y Esquemas) desarrollada por E. Dubisnky, basada en las ideas de
abstraccion reflexiva de J. Piaget — resulta apropiada; en primer lugar por su caracter
tanto epistemologico como psicoldgico y en segundo lugar, porque permite elaborar,
a través de una Descomposicion Genética Provisoria (DGP), un modelo viable de las
nociones reveladas.

Con base en lo anterior, se establecié como disefio metodoldgico el estudio de
caso. Se elaboré una DGP, a partir del analisis tedrico propuesto en el ciclo de
investigacion que este marco proporciona, el cual incluye, dentro de otros: un analisis
historico epistemologico; que da cuenta de la relevancia que han tenido —las
relaciones de equivalencia y particiones; y las nociones que la subyacen— en el
desarrollo de la matematica y la historia humana en general. Se realizé también un
analisis curricular, con un enfoque especial a las bases curriculares de la Educacion
Parvularia, considerando que es ahi donde comienzan los primeros vinculos formales
con las nociones asociadas a los objetos en estudio. Se realiz6 ademas la aplicacion
y analisis de una actividad grupal exploratoria y de una entrevista individual semi-
estructurada.

Los resultados del estudio, permiten constatar y modelar la mayoria de las
propiedades involucradas en los conceptos de relacién de equivalencia y particion.
Los estudiantes las manifiestan y utilizan de forma similar a alguien con dominio de
los objetos matematicos.

Palabras clave: Teoria APOE, Relacién de equivalencia, particion y clasificacion.



ABSTRACT

This research shows how High School Students (first and second level) informally express
instinctive, some of the properties of the mathematical object: “Equivalence relations and
partitions”, faced everday situations, without a previous knowledge of those functions- at
least explicitly-.

As a part of the verification of these notions; it is establishing a possible way of cognitive
construction and that the Actions, Processes, Objects and Schemas Theory (APOS) developed
by E. Dubinsky, based on the ideas of J. Piaget’s reflective abstraction- It is appropriate; first
by both epistemological and psychological and secondly, because it allows elaborate, through
a Genetic Descomposition Interim (DPG), a viable model of revealed notions.

Based on the above, it was established as a methodological case study design. A DGP was
drafted, from the theoretical analysis proposed in the research cycle that this framework
provides, which it includes, within other: epistemological historical analysis; that realizes the
relevance they have had- equivalence relations and partitions (ERP); and the underlying
notions- in the development of mathematics and history in general. A curriculum analysis
was also performed, with a special curricular based of Nursery Education approach,
considering that, this is where the first formal links with associations to study objects begin.

The application and analysis of an exploratory group activity was also carried out and semi-
structured individual interviews.

The results of the study allow to state and model most of the properties involved in the
concepts of ERP. Student demonstrate and use similar to someone with expertise domain of
mathematical objects.

Keywords: APOS THEORY- RELATIONSHIP EQUIVALENCE - PARTITION- CLASIFICATION.



INTRODUCCION

Recuerdo que cuando estaba en el colegio estaban de moda ciertos juegos
gue llamaban la atencién, y uno se tentaba a participar pues quien lograba ganarle a
nifios de cursos superiores marcaria un hito en la historia de la inteligencia humana y
por lo tanto una muy buena reputacion. Uno de estos juegos se llamaba, “adivina el
numero”. Un estudiante de un curso superior — gesticulando como un verdadero
mago — decia: "Yo puedo adivinar tu edad y tu mes de nacimiento en menos de un
minuto; tan sélo necesito que hagas unos simples calculos: el mes de tu cumpleafios
multiplicalo por dos, ahora simale 5, y a este resultado multiplicalo por 50, simale tu
edad; resta 370 a tu resultado, y ahora dime ¢qué resultado te dio?" jY
magicamente recitaba mi mes de nacimiento y mi edad! Por supuesto que, a la edad
de 11 afios, todos mis comparieros y yo, con rostros de sorpresa, no podiamos creer
lo que sucedia. Simplemente existia el mundo de la magia.

Pues bien, ahora, siendo ya profesora, he sido testigo, utilizando la misma
técnica con mis estudiantes en la introduccion al contenido de sistemas de
ecuaciones, como son capaces de utlizar, de forma totalmente inconsciente,
propiedades de los sistemas numéricos al desarrollar una ecuacion lineal con una
incognita con el objetivo de adivinar nimeros como aquellos de la edad. Y asi como
con muchos otros contenidos, los estudiantes son capaces de utilizar conceptos
matematicos, en muchos casos avanzados, de forma casi natural e instintiva.

A patrtir de lo anterior, el presente trabajo esta enfocado en la identificacion de
las propiedades de los conceptos de relacién de equivalencia y particién (E-P)* que
manifiestan estudiantes de ensefianza media enfrentados a situaciones fuera del
ambito escolar, para posteriormente modelar este posible camino cognitivo.

Estos conceptos forman parte del area del algebra abstracta, cuya ensefanza
se encuentra explicitamente dentro del curriculo de la Educacion Superior de algunas
carreras cientificas en Chile. De aqui la motivacion por los objetos matematicos de
las (E-P): uno podria suponer que ciertos conceptos pueden ser manifestados por
estudiantes por el simple hecho de haberlos aprendido en un curso previo, por lo que
se mantienen en la consciencia; no obstante, nuestro objeto matematico no es algo
gue hayan visto de forma explicita en cursos anteriores a la Educacion Superior,
dado que éstos no se encuentran en los programas de estudio propuestos por el
Ministerio de Educacion.

La transversalidad de este topico permite visualizarlo desde dos perspectivas:
dentro del ambito matematico y fuera de él. A esto apunta Mena-Lorca (2011) quien
resalta su importancia para el aprendizaje de diversos objetos matematicos dentro
del curriculo de educacion superior. Declara como las (E-P) son desaprovechadas en
sSu ensefianza, pese a que éstas se encuentran de forma copiosa tanto en la propia
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Notacion que se utilizara, desde ahora, para denotar los conceptos de relacion de equivalencia y particion en
su representacion tanto singular como plural.



matematica como en la vida diaria, y establece que una nocion apropiada de este
objeto matematico se podria utilizar mejor en diversas areas, tales como las del
trabajo con cocientes en grupos, anillos y otras estructuras, que permiten el estudio
de algunos teoremas delicados, como el de isomorfismo de grupos. Ademas
manifiesta que:

Los objetos del llamado mundo real, no son, en rigor, necesarios para
desarrollar una teoria matematica, pero nos interesa declarar al respecto
sobre ciertas practicas sociales que parecen estar en la génesis de estas
nociones matematicas —desde muchos siglos antes de su definicion formal en
la Matematica, si bien, con las mismas propiedades que ésta abstrajo—.
(Mena-Lorca, 2011, p.151).

Precisamente, hacia la génesis de los conceptos matematicos de las (E-P), es
donde apunta nuestra investigacion.

Un concepto clave dentro de este origen es la idea de clasificacion. Desde el
enfoque cognitivo, Castro, Castro y del Olmo (2002) apoyados en las investigaciones
de (Piaget e Inhelder, 1976), la sefialan como una de las estructuras operatorias
basicas del conocimiento, que responden a una serie de caracteristicas, cuentan con
una estructura operatoria y anteceden en su aparicion a las clasificaciones
matematicas. La tarea de clasificar elementos de un conjunto cualquiera produce
particiones en él y en cada una de éstas se generan relaciones de equivalencia.

A su vez, las relaciones de equivalencia estan asociadas a la seleccién de un
criterio o atributo que permita relacionar los elementos. A esto alude Kamii (1994),
qguien dentro de su investigacion define al conocimiento l6gico-matematico como uno
de los tipos de conocimiento distinguidos por Piaget, que se compone de las
relaciones que construye cada individuo al observar dos elementos que podemos
diferenciar segun un atributo; esta diferencia seria un fundamento de este tipo de
conocimiento. Desde esta perspectiva, el aprendizaje de las relaciones logico-
matematicas las podemos encontrar ya desde los primeros niveles educativos
chilenos establecidos en las bases curriculares, desde la Educacion Parvularia hasta
primero basico, del Ministerio de Educacion de Chile (Mineduc, 2001). Este
aprendizaje contempla la identificacion de atributos y propiedades, el desarrollo de
distintas relaciones tales como la comparacion, el orden y la correspondencia, para
luego establecer las relaciones de semejanza y diferencia.

Por otra parte, Mena-Lorca (2011) da cuenta de cémo el transito de (E-P) y (P-
E)? es apoyado, por parte de los individuos, en una nocién inconsciente tanto de los
conceptos de relacion de equivalencia y de particion, cuando se enfrentan ante
situaciones cotidianas, e incluso que hacen uso, también de manera inconsciente, del
teorema RE/P que liga ambos conceptos. Refiriéndose al teorema del isomorfismo de
grupos, senala: “El teorema matematico que denominamos RE/P, tan relevante para
nuestro teorema (y tan similar a él) se apoya fuertemente en nociones ingenuas, no

2 . . . . e . . .
Hace referencia del transito de las particiones a las relaciones de equivalencias.



conscientes y espontaneamente aprehendidas del mismo” (Mena-Lorca, 2011,
p.170).

Es asi como surge el interés de verificar, a través de un estudio de casos, las
construcciones y mecanismos mentales que manifiestan estudiantes de primer y
segundo afio medio en cuanto a estas nociones. Para esto utilizamos la teoria APOE,
gue constituye un marco ad-hoc para explicar cdmo los individuos construyen
mentalmente la comprension de los conceptos matematicos.

Precisamente la frase anterior en italicas obliga a que nuestro trabajo sea una
innovacion en este marco, debido a que el enfoque de nuestro estudio no se
encuentra en los conceptos matematicos formales de las (E-P), sino en su génesis.
Ello manifiesta una carencia de investigaciones que den cuenta de
descomposiciones genéticas que mostraran un modelo cognitivo acerca de
razonamientos que preceden a una nocidbn matematica y que ademas son
manifestadas por los sujetos sin tener consciencia de ello —pero que, sin embargo,
las propiedades expresadas corresponden a un objeto matematico—. Esto significo
gue, en este trabajo, tanto las estructuras como los mecanismos mentales definidas
por APOE sufrieran ciertas modificaciones, las que seran fundamentadas en su
momento.

La investigacion comienza con el Capitulo 1, donde se presentan los
antecedentes. Estos incluyen un analisis curricular preescolar, donde se trabaja
explicitamente algunos de los conceptos que dan origen a las (E-P); un analisis
historico epistemologico, que nos permiten analizar la evolucion y dificultades que
han tenido las nociones matematicas desde sus inicios hasta su estructura formal;
ademas de investigaciones reportadas que incluyen un andlisis epistemoldgico
genético e investigaciones relacionadas con el concepto en estudio. Lo que en su
conjunto nos llevaran a plantear las preguntas de investigacion y a la vez formar
parte del andlisis tedrico del ciclo de investigacion de APOE.

En el Capitulo 2 se explicita el marco tedrico que sustenta este trabajo,
fundamenta la construccion de la DGP y nos proporciona una metodologia propia
gue permite lograr finalmente los objetivos planteados y responder a la pregunta de
investigacion.

En el Capitulo 3 se exponen la hipétesis y los objetivos de investigacion, los
gue delinearan y proporcionaran un camino viable para la investigacion.

El Capitulo 4 se presenta la metodologia de investigacion: se explicita el ciclo
de APOE y la aplicacion de sus tres componentes y en funcion de éstos se
desarrollan el disefio y la descripcion de la DGP.

En el Capitulo 5, se analizan los resultados de las aplicaciones de los
instrumentos, ademas de la elaboracion de la DGP, a partir de éstos se presentan las
conclusiones.



CAPITULO 1: ANTECEDENTES Y PROBLEMA DE INVESTIGACION.

1.1. Andlisis Curricular Chileno

El andlisis presentado incluye de forma detallada sélo las bases curriculares
de la Educacion Parvularia las que incluyen primer afio basico. Estas consideran
elementos relevantes para nuestra investigacion, que podrian abrir camino y dar
algunos argumentos a nuestra hipotesis. Ademas se muestran de forma explicita
algunas de las propiedades que subyacen nuestro objeto de estudio, no asi en el
curriculo de los niveles superiores: Ensefianza Media y Educacion Superior.

1.1.1 Componentes estructurales de las bases curriculares en la Educacioén
Parvularia.

Dentro del ambito relacion con el medio natural y cultural del curriculo esta el
nudcleo de aprendizaje relaciones l6gico-matematicas y cuantificacion, cuyo objetivo
general es:

“Potenciar la capacidad de la nifia y el nifio de: Interpretar y explicarse la
realidad estableciendo relaciones logico matematicas y de causalidad; cuantificando
y resolviendo diferentes problemas en que éstas se aplican”.

Cada nucleo de aprendizaje consta de aprendizajes esperados (AE) que
definen lo que se espera que cada nifio y nifia aprenda.

Nos enfocaremos en los aprendizajes esperados pertinentes a nuestra
investigacion los cuales se presentan a continuacion:

AE 1° CICLO (0-3 afios)

e |dentificar progresivamente y manifestar sus preferencias por algunos atributos
y propiedades de los objetos que explora: textura, peso, volumen, sonidos y
movimientos entre otros.

e |dentificar en diferentes objetos propiedades tales como: forma, tamafo, peso,
volumen, para establecer comparaciones.

e Establecer al explorar objetos de su interés, distintas relaciones de
agrupacion, comparacion, orden y correspondencia.

AE 2° CICLO (3-6 afios)

e Establecer relaciones cada vez mas complejas de semejanza y diferencias
mediante la clasificacion y seriacion entre objetos, sucesos y situaciones de su
vida cotidiana, ampliando asi, la comprension de su entorno.



Asi mismo, segun el mapa del razonamiento l6gico matematico, que se inicia
en el tramo | (6 meses de edad) y finaliza en el tramo V (6 afios). Desde el tramo Il
los logros de aprendizaje van ligados a los conceptos de comparacion, clasificacion y
orden, los cuales van variando segun la cantidad de atributos junto a la reproduccion
de patrones combinando distintos elementos.

1.2.Analisis historico epistemoldgico

El objetivo de este andlisis, esta centrado en la indagacion de la evolucién de
los conceptos matematicos y sus dificultades, asi como también de sus aplicaciones.
“‘La epistemologia histérica, que se ocupa de la ciencia tal cual funciona, busca
coherencia interna a través de los diferentes problemas y conceptos que le dan
sentido, de manera que involucra necesariamente un cuestionamiento
epistemoldgico” (Mena- Lorca, 2011, p.5).

1.2.1. Clasificaciones en el desarrollo de la humanidad

Clasificar elementos de un conjunto produce particiones en él y cada particion
genera una relacion de equivalencia; por lo cual la accion de clasificar presenta ideas
implicitas de estos conceptos. Asi es como aquella idea, se encuentra estrechamente
relacionada con los conceptos de (E-P) que nos convocan; por lo que nos interesa
tanto su origen como su aplicacion.

Pérez (2013), da cuenta de como el clasificar se presenta de forma natural
desde tiempos prehistoricos — a partir del descubrimiento de la agricultura hace unos
diez mil aflos—, cuando las pequefias comunidades de seres humanos se dieron
cuenta que la caza no era la Unica forma de alimentarse.

En las colinas de Oriente Medio, mientras los hombres cazaban, las mujeres
recolectaban semillas silvestres; en este sentido, debian clasificar aquellas que eran
comestibles y las que no las desechaban. Una de estas mujeres hace un
descubrimiento historico: las semillas que desechaban echaban raices entre la
basura, lo que le dio la idea de plantar sus mejores semillas en terreno fértil,
convirtiétndose asi en la primera agricultora del mundo. Este descubrimiento
cambiaria el ritmo de la historia de la humanidad; dando lugar a la aparicién de las
ciudades, la ciencia y los imperios.

Por consiguiente, podriamos pensar en la importancia del concepto de
clasificacion y lo que éste genera; su relevancia es tal, que sin el razonamiento que
subyace a una clasificacion, las sociedades y las distintas culturas no habrian podido
evolucionar.
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Por su parte Jiménez (2010), hace mencién al trueque en las antiguas
civilizaciones, donde por ejemplo: dos ovejas equivalian a cinco sacos de harina y
cinco sacos de harina podian ser equivalentes a una vaca; no existen evidencias de
gue este tipo de trueque sea transitivo, pero asi deberia haber sido.

Podemos notar que la accion de clasificar diferentes elementos, ha estado
presente en la humanidad desde siempre y muchas de estas clasificaciones han
evidenciado diferentes tipos de conocimiento, alguno de los cuales contribuy6 al
desarrollo humano y a la matemética. Veremos algunos ejemplos de esto ultimo.

1.2.2.  Clasificaciones y (E-P) en la historia de la Matemética. Algunas
aplicaciones.

Un estudio epistemolégico anterior sobre las relaciones de equivalencia
realizada por Jiménez (2010); muestra como el Papiro de Ahmes— la mas antigua de
las evidencias matematicas egipcias—, ya mostraba dentro de sus 87 problemas
algunos conceptos que cumplen con las propiedades de las (E-P) -entre ellos: areas
y proporciones— o bien aquellos, han sido objetos construidos a partir de la relacion
entre elementos que satisface las propiedades de una relacion de equivalencia, la
gue induce una particion; un caso de esto son las fracciones, contenidas en el
sistema de los numeros racionales.

Ademas, apoyados en el libro de (Boyer, 1968) —donde es posible encontrar
el origen de variados conceptos que cumplen con ser una relacion de equivalencia y
analizar la utilidad implicita que ha tenido este objeto matematico—; podemos
encontrar en el mismo Papiro, como uno de los problemas geométricos da inicio a
una teoria de congruencia®: el célculo del area de un triangulo isésceles; el cual
muestra que para su calculo era necesario tomar la mitad de la base y multiplicarla
por su altura; en la justificacion realizada por Ahmeés se sugiere que el triangulo
isosceles se podria considerar como formado por dos triAngulos rectangulos, donde
uno es cambiado de posicion de tal manera de formar ese rectangulo. En
consecuencia, podemos observar como la busqueda de relaciones entre figuras
geométricas llevd a establecer teorias que cumplen con las propiedades de una
relacion de equivalencia y que sirven de base en la construccion de conocimientos
matematicos nuevos.

Luego, en la antigua Grecia, alrededor del afio 300 a.C, en los Elementos de
Euclides; se explicitan postulados y axiomas 0 nociones comunes; entre éstos
ultimos tenemos: “Cosas que son iguales a la misma cosa son iguales entre si; cosas
gue coinciden una con otra son iguales entre si”. Las que hacen referencia a una de
las propiedades que define a una relacion de equivalencia: la propiedad transitiva.

3 . .z . . . . .
En el conjunto de los triangulos del plano, la congruencia es un ejemplo de relacién de equivalencia.
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También, en el libro | de los Elementos, podemos encontrar entre otros
teoremas sobre congruencia de triangulos y propiedades de las rectas paralelas, y en
el libro V se dedica Euclides a establecer la ya bien fundamentada teoria de
proporciones, evitando en lo posible en ese momento el uso de proporciones. Se
puede verificar, como estos conceptos de congruencia, paralelismo y proporciones,
cumplen con ser relaciones de equivalencias.

Por dltimo, también podemos ver a Gauss y su libro Disquisitiones
arithmeticae, un tratado sobre teoria de nimeros en latin, donde aborda el &lgebra de
las congruencias, ejemplo primitivo del trabajo con clases de equivalencia. La
anotacion adoptada por Gauss es la misma que actualmente se utiliza: b = ¢ (mod.a)
y posteriormente construyé un algebra para ésta relacion “=” analoga al algebra
usual expresada en el lenguaje de la igualdad “=". Sin embargo, sélo algunas de las

reglas del algebra usual pueden ser aplicadas a esta nueva situacion.

Por otra parte, la relacion " = ” tiene las mismas propiedades fundamentales
de reflexividad, simetria y transitividad que la relaciéon ” = ".

i. a=a(mod. m)
i. sia=b(mod.m)= b =almod.m)
ii. sia=b(mod.m)Ab=c(mod.m)= a=c (mod.m)
Por lo tanto " =" como “= " son consideradas relaciones de equivalencia.

Por otra parte, segun Pérez (2013), el hecho de particionar un conjunto
permite identificar elementos y propiedades relevantes de los elementos que se
escogen, con el objetivo de aprovecharlos de una mejor manera, de modo que lo que
se quiera hacer tenga mejores resultados. Es el caso de Arquimedes, quien logré dar
una estimacion aproximada de la razén de una circunferencia a su diametro.
Utilizando inicialmente el hexagono regular inscrito en la circunferencia, calculando el
perimetro de los poligonos obtenidos duplicando de forma sucesiva el nimero de
lados, hasta llegar al poligono regular de 96 lados. Ahora bien, los elementos
escogidos para esta demostracion, no fueron casual, la clasificacion de los poligonos
en regulares e irregulares permiti6 estudiar con una mayor profundidad las
propiedades que cada uno de estos conjuntos aporta, tanto para el estudio de si
mismos como en el estudio de elementos relacionados y asi escoger los poligonos
precisos que permitieran realizar la demostracion.
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1.2.3. Historiade laldgica.

A partir de la distincién descrita con relevancia en el trabajo de (Mena-Lorca,
2011); de considerar una relacién como una funcién proposicional en dos letras y no
como el subconjunto del producto cartesiano — que actualmente se utiliza en los
textos, lo cual trae consecuencias cognitivas importantes en su aprendizaje—; es que
describiremos a continuacién las evoluciones histdricas respecto a los conceptos de
conjuntos, relaciones y légica.

Se analiza la evolucion de estas nociones a partir de 1847, comenzando por
De Morgan (1847), Frege (1879), Peirce (1883), Russell (1903) y los Principia (1910).
Es asi como en el trabajo de (Bochenski, 1968) se considera a De Morgan como el
fundador de la moderna légica de las relaciones. En un trabajo publicado en 1860,
De Morgan publica algunas nociones para comenzar a fijar un lenguaje, entre ellas:

Supongamos que X..LY signifigue que X es uno de los objetos del
pensamiento, que respecto de Y guarda la relacion L, o que es uno de los L de
Y. supongamos que X.LY signifique que X no es ninguno delosL de Y. XeY
son aqui sujeto y predicado: dichos nombres se refieren al modo de entrar en
la relacion, no al orden de mencion. Por lo tanto Y es predicado en LY.X lo
mismo que en X.LY. (Bochenski, 1968, p.392)

Trata ademas la composicion de relaciones: la conversa (inversa) de una
relacion y la contraria; para finalizar enunciando que: “una relacion es transitiva
cuando el relativo de un relativo es un relativo de la misma especie. Esto se
representa simbolicamente como LL))L, de donde LLL))LL))L, etc”. (Bochenski, 1968,
p.392).

Sin embargo, no establece una definicion formal de las relaciones de
equivalencia; excepto una propiedad sobre la transitividad “La reciproca de una
relacion transitiva es una relacion transitiva” utilizando por primera vez simbolos para
referirse a la nocién de relacion de relaciones. (Jiménez, 2010)

Posteriormente, en 1879 el Ilégico y matematico aleman F.L.G
Frege—considerado el mas importante de todos los pensadores de la ldgica
matematica— publicé Begriffsschrift; donde sentd las bases de la l6gica moderna y
propone también un lenguaje formalizado (conectores, cuantificadores, implicancia y
barra de negacion).

Luego de fijar los principios axiomaticos de la légica, publica su obra mas
importante titulada: leyes basicas de la Aritmética, la cual contenia dos volumenes; el
primero se publicd en 1893 y el segundo diez afios mas tarde. En ésta, aborda la
tarea de deducir los conceptos de la aritmética desde los de la légica formal,
discrepando por completo de C.S.Peirce de que la matematica y la légica son
claramente distintas. Frege al definir la axiomatica para los conjuntos, no repar6é en
gue su postulado: — que para toda propiedad ¢(X) definible en su teoria, existe un
conjunto “Y” cuyos elementos son exactamente los conjuntos “X” que cumplen
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¢(X) —, contenia una contradicciéon. Bertrand Russell le envia una carta donde lo
advierte acerca de la grave inconsistencia, sobre lo que se obtiene si se toma la
propiedad ¢(X) := X ¢ X; la cual es conocida posteriormente como la paradoja de
Russell.

Peirce y Peano, al mismo tiempo de Frege; propusieron una nueva meta en la
l6gica matematica: la fundamentacion de las matematicas, donde se consideran
importantes conceptos y métodos ldgicos.

Este periodo finaliza con los Whitehead y Russell (1910-1913); que tiene una
clara motivacién del trabajo de Frege, donde se logra apreciar el poder de la l6gica
formal y junto a ello algunas definiciones y propiedades como la de equivalencia.

Asi también, en (Bochenski, 1968), se hace referencia a que Peirce y
Schréder han comprendido la importancia de la I6gica de las relaciones, sin embargo
sus métodos—basados no en Peano, sino en la Légica simbdlica mas antigua que
procede con modificaciones de Boole— los considera complicados y dificiles por lo
gue la mayoria de las aplicaciones son irrealizables. Esto es debido a que aparte de
los defectos de la l6gica simbdlica primitiva, su método carece técnicamente de
considerar esencialmente a una relacion como una clase de pares, precisando por
consiguiente formulas elaboradas de adicion, para tratar cada relacion en particular.
Russell estima; que eso es debido a un error filosofico de considerar de forma
habitual a las sentencias relativas menos radicales que las sentencias de clases o las
sentencias predicado-sujeto y esto ha llevado a querer tratar las relaciones como una
especie de clases. A partir de una filosofia opuesta a la anterior, tomada de su amigo
G.E. Moore, de donde ha pasado a un tratamiento formal y distinto de las relaciones,
considera a este tratamiento mucho mas apropiado y eficaz como instrumento de
investigacion para la matematica actual.

Asi, junto a Whithead escribe los Principia Mathematica. Donde algunas de
sus definiciones son:

e La relacion se la puede considerar como la clase de los pares (x,y) de los
cuales es verdad una funcion dada ¢(x, y).

e Se considera como clase de relaciones: Rel = R{(3®).R = 29! (x,y)}

e La notacion "xRy" significa “ x guarda la relacion R respecto de y”’ se
recomienda por su practicidad y reemplaza a la complicada x{xy®(x,y)}y.

e Algunos conceptos basicos sobre la légica de las relaciones descritos en los
principia:

o RcS.=:xRy.Dx,y,.xSy
o RNS=2Zxy(xRy.xSy)
o RUS =Xy(xRy.V.xSy)
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o —R=Zxy{~ (xRy)}
o V==%P(x=x.y=1)

e Si R es una relacion, la relacion de y con x en el caso de xRy, se llama la
conversa de R. La conversa identidad es identidad y la conversa de diversidad
es diversidad. La conversa de R se escribe R. Cuando R =R , R se llama
relacion simétrica, si no se llama relacion no-simétrica. Si R es incompatible
con R , R se llama asimétrica.

Asimismo, Jiménez (2010) se refiere a los Principia Matheméatica, donde se
formaliza la légica y junto a ellos algunas definiciones y propiedades como la
equivalencia. En principio, la equivalencia la definen entre proposiciones ldgicas p y
q — no haciendo referencia a relaciones de equivalencia—, sin embargo, pese a no
tener una definicién formal para una relacion de equivalencia; la equivalencia p = g
es una relacion de equivalencia.

Una de las conclusiones que podemos extraer del analisis de la historia de la
I6gica, es la notacion utilizada, ya que es denotada la funcion proposicional x tiene la
relacion R respecto de y, como xRy. Ademas se mencionan ejemplos, donde utilizan
la siguiente notacion: “el producto relativo de hermano y padre es tio paterno” o “si R
es la relacion de hijo a padre, R’y significa el hijo de y”, y no como pares ordenados,
es decir, una relacion se define como una funcién proposicional y no por su grafico tal
coémo lo mencionaba (Mena-Lorca, 2011)

Jiménez (2010) menciona algunas definiciones que aluden a la relacion
identidad a través de las siguientes caracteristicas:

F.x=Xx
Fix=y.2y=x
Fx=yy=zZ>2x=2Z
Luego se define de forma generalizada:

e Una relacion es llamada reflexiva cuando la relacion se mantiene entre un
término y el mismo término.

e Una relaciéon es llamada simétrica si, cuando se mantiene entre x e y, también
se mantiene entre y y x. luego aflade que una relacion es simétrica cuando la
relacion es igual con su conversa.

e Una relacion es llamada transitiva si, cuando se mantiene entre x e y, y entre
y Yy z, también se mantiene entre x y z.

A pesar de describir las propiedades de esta relacion no se define
formalmente una relacion de equivalencia.
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Sin embargo, aparece de forma natural el concepto de clase “una clase son
todos los objetos que satisfacen alguna relacion proposicional” se afirma ademas,
gue toda funcion proposicional determina una clase, y que a partir de las clases, se
puede obtener, alguna funcion proposicional que las determiné. Esto hace referencia
al teorema RE/P pero como algo natural donde su justificacién es evidente.

Finalmente se define de manera formal una relacién de equivalencia, como
aquella que es reflexiva, simétrica y transitiva, haciendo hincapié que la implicancia
es, solamente reflexiva y transitiva, pero para obtener caracteres de igualdad, se
necesita tener las tres propiedades.

Para finalizar, podemos apreciar de manera cronoldgica, el analisis historico
epistemoldgico, a través de la siguiente figura:

Frege Peirce
Lenguaje Relaciones
formalizado en general

f : . } | "I ?
| 1 T T T T T T
1650 a. ¢ 300 a.c 287 a.c 1798 1860 1879 1883 1910 — 1913
l De Morgan
Gauss
l Solede: Logica moderna de las

Ahmés - Algebra de las Russell
* Proporciones congruencias. * Logica de las
- Frat:':innes Elementos de Euclides. (clas.eslde 5 relaciones
* Teoria de X Postulados y axiomas equivalencia) . Def:v pmp: De
congruencias « Cosas que son iguales a 2 equivalencia
la misma cosa son
iguales entre si.

relaciones
Euclides

Figura 1: Sintesis del analisis histérico epistemologico
Fuente: Autoria propia

1.3.Andlisis Epistemoldgico Genético.

Se realiza una aproximacion de caracter psicolégico que contribuira junto a los
aspectos histoéricos, a la construccion de la DGP. Se considerara para este trabajo
las implicaciones de la teoria de Piaget®.

1.3.1. Conocimiento l6gico matematico.

Kamii (1994) en su investigacion define el conocimiento |6gico-matematico
como uno de los tipos de conocimiento distinguidos por Piaget; el cual se compone
de las relaciones que construye cada individuo. Si observamos dos elementos de los
cuales podemos diferenciarlos segun un atributo, esta diferencia seria un fundamento
de este tipo de conocimiento. Los elementos son observables pero la diferencia entre

4 .e o 2. . .z .z
Se utilizan elementos de uno de los distintos enfoques tedricos para la comprension de la construccion del
concepto de niumero en la primera infancia, incluyendo la l6gica de las clases.
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ellos no; esa diferencia es una relacion entre ambos objetos creada mentalmente por
el individuo.

“Piaget aducia que el conocimiento l6gico mateméatico es inventado por cada
uno, es decir, es construido por cada niflo desde dentro” (Kamii, 1994, p.12). Por lo
gue no puede ser descubierto o aprendido a través de la transmision por el entorno,
al contrario de los signos matematicos y el sistema de notacion considerados como la
parte superficial de la aritmética.

Asimismo, existen otras relaciones® que se pueden realizar como la similitud o
el conteo. Segun Piaget la relacion que se puede establecer entre objetos,
refiiéndose a un ejemplo en particular, va a depender del sujeto quien la realice, por
lo tanto es tan correcto decir que los objetos son similares como decir que son
distintos. (Kamii, 1994, p.21).

En el caso del conteo, el asignarle un namero para denotar la cantidad de
elementos no es observable, pero si los elementos a contar, por lo tanto el nimero
también es considerado una relacion creada mentalmente por cada persona.

Veamos un ejemplo: si tenemos cinco fichas del mismo color, alguien podria
realizar una comparacion en cuanto al color de las fichas y dira que son iguales, sin
embargo si realiza un conteo, dira que son cinco. El atributo respecto al color de las
fichas es observable, pero el numero cinco no lo es. Por lo tanto, el nimero es
considerado un ejemplo de conocimiento I6gico-matematico.

Ademéas, se debe considerar que el progreso en la construccion del
conocimiento légico-matematico por parte del nifio es realizado mediante la

coordinacion de relaciones simples, como por ejemplo, “igual”, “distinto”, y “mas” que
ha creado anteriormente entre distintos objetos.

1.3.2. Tipos de abstraccion

Piaget admite la existencia de dos fuentes internas y externas del
conocimiento, donde el conocimiento fisico o el conocimiento social son en parte
externos al sujeto, al contrario de la fuente del conocimiento l6gico-matematico que
es considerada interna.

Segun Piaget, la abstraccion de ciertas cualidades, como por ejemplo, del
color de los objetos, es diferente a la abstraccion del nimero, por lo que se designan
en términos distintos. Piaget designé como abstraccion empirica o simple a la

5 . e . g . . s . s . o

En este caso como parte de la definicion del conocimiento l6gico-matematico planteado por Piaget, en Kamii
(1994) se mencionan algunos ejemplos de relaciones que se pueden establecer entre fichas de colores, las que
pueden ser “similar”, “del mismo peso” y “dos”.
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abstraccién de las propiedades de los objetos y abstraccion reflexionante® a la
abstraccion del numero.

En la abstraccion empirica el nifio se centra en la propiedad determinada e
ignora las otras; sin embargo, la abstraccion reflexionante es considerada como una
construccién llevada a cabo por el pensamiento que comporta la construccion de
relaciones entre objetos y estas relaciones no tienen existencia en la realidad
exterior, solo existen en el pensamiento de los sujetos que establecen esta relacion.

Segun Piaget estas dos abstracciones no pueden actuar la una sin la otra. Por
ejemplo, el nino no podria establecer la relacién “igual” si no puede observar las
propiedades del objeto.

Para la abstraccion empirica es necesario tener un marco de referencia l6gico-
matematico, el cual es construido mediante la abstraccion reflexiva, esto permite al
nifio relacionar las nuevas observaciones con el conocimiento que ya posee, por
ejemplo; para darse cuenta del color azul de un cierto objeto el nifio necesita un
esquema de clasificacion que le permita distinguir entre ese y otros colores, al igual
gue necesita un esquema de clasificacion que permita distinguir entre los objetos de
otros que ya conoce.

La abstraccion reflexiva, pese a su dependencia inicial de la abstraccion
empirica, si puede lograr la independencia en otras etapas, por ejemplo; cuando se
pasa a numeros mayores, estos no se aprenden a partir de conjuntos de objetos, es
decir, no se aprenden a través de la abstraccion empirica sino mediante la
abstraccion reflexiva a medida que el nifio pueda construir relaciones. (Kamii, 1994)

1.3.3.  Clasificaciones y la formacion de conceptos.

Siguiendo con esta misma idea, para Skemp (1980) — dentro de la
investigacion de (Castro, Castro y del Olmo, 2002)— las clasificaciones estan en la
base de la formacion de conceptos.

Esta accidén, que muchas veces realizamos constantemente sin mayor
analisis, esta asociada a variadas situaciones cotidianas, como por ejemplo:

e EIl hecho de nombrar un objeto subyace a una clasificacion. Al nombrar un
objeto se hace referencia a varios de ellos con caracteristicas y funciones
similares.

e Definir un objeto es otra forma de clasificaciébn. De esta manera se puede
conocer la funcion del mismo.

6 . .
Reflexiva o reflexionante.
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e Cada vez que se reconoce un objeto como algo que ya hemos visto, también
se realiza una clasificacion.

El desarrollo de este proceso, consiste en abstraer algunas propiedades
invariantes que se mantienen en la memoria mas tiempo que el recuerdo de una
particular forma de representaciéon del objeto. Cuando ya esta formada esta
abstraccion, las siguientes experiencias son reconocidas a través de comparaciones
de semejanza y similitudes.

Para estos autores, las clasificaciones y el concepto de abstraccién son
esenciales en la formacion de los conceptos.

Una abstraccion es un tipo de cambio mental duradero, el resultado de
abstraer, que capacita para reconocer nuevas experiencias como poseedoras
de similitudes con una clase ya formada. Es algo aprendido que capacita para
clasificar; es la propiedad definidora de una clase. Abstraer es una actividad
gue tiene como resultado una abstraccion o concepto. (Castro, Castro y del
Olmo, 2002, p.38)

En definitiva, la estructura operatoria de la clasificacion es considerada basica
y esencial en el desarrollo del pensamiento del nifio.

1.3.4. Origen de laoperacion de clasificacion.

Piaget e Inhelder (1976) analizan el problema de las génesis de las
clasificaciones y seriaciones de forma simultanea, realizando una descripcion de los
factores estructurales a partir de los cuales, posiblemente, se originan estos
conceptos.

Para esto, su trabajo se moviliza a través de ciertas hipotesis que podrian
aportar a una explicacién sobre los factores estructurales que darian origen a estas
operaciones entre ellos: la acciéon del lenguaje; los factores perceptivos y
sensomotrices.

Si bien, la orientacién del trabajo de (Piaget e Inhelder, 1976); se centra en
estudiar la formacién de las operaciones de la clasificacion y seriacion y los
mecanismos formadores que dan cuenta de su evolucidn, no obstante, en nuestro
estudio nos limitaremos a analizar s6lo las conclusiones de dichas hipoétesis; y en
relacionar estos mecanismos formadores de algunas propiedades que se
relacionarian, con los conceptos tanto de la clasificacion como de las (E-P).

Por lo tanto, en cuanto al lenguaje como hipétesis de origen; el estudio de los
primeros esquemas verbales y preconceptos del nifilo —ya estudiados por Piaget —
concluyen que: “si bien la adquisicion del lenguaje acelera la formacién de las
categorias y permite tarde o temprano una transmision de las clasificaciones
colectivas nada de esto se da desde un comienzo”. (Piaget, 1975, p.14). Ademas,
declaran como la accion del lenguaje favorece una serie de asimilaciones sucesivas
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gue engendran varias otras relaciones de semejanzas y diferencias en funcioén de los
obstaculos opuestos a esas asimilaciones.

En cuanto a la estructura cognoscitiva de la percepcién, se establece que
antes de aprender a clasificar los objetos, el nifio los percibe de acuerdo con ciertas
relaciones de semejanza y diferencia. La percepcion capta relaciones y no sélo
términos aislados, donde sus relaciones puedan establecerse posteriormente a
través de mecanismos como las asociaciones o los juicios.

En cuanto a los esquemas sensomotrices — sistema de percepciones y de
movimientos como tales— se establece que antes de la adquisicion del lenguaje los
nifios y nifias entre los 6-8 y 18-24 meses, demuestran conductas que anuncian tipos
de organizaciones relacionadas con las clasificaciones. A medida que se va
organizando el esquema de la percepcion, éste se encuentra supeditado al de la
accion; es decir, los esquemas sensomotrices considerados genéticamente tan
esenciales como las percepciones. Por ejemplo los nifios pueden reconocer en
ciertos objetos sus caracteristicas de utilizacion, correspondiente a sus esquemas de
asimilacion como balancear, golpear, sacudir, etc. Si se le presenta un juguete
desconocido, es capaz de aplicar estos esquemas tratando de comprender la
naturaleza de ese objeto, Piaget llamo a este tipo de clasificacion “clasificacion
practica”. Por lo tanto, ya en el nivel sensomotriz y pre-verbal del desarrollo se
pueden observar conductas que anuncian la clasificacion.

1.3.5. Clases y relaciones

Se mencionan, ademas, la existencia de tipos de enlaces como formas de
organizacion que puede considerarse que prefiguran ciertos aspectos de las
estructuras operatorias de las clases y las relaciones. Estas estructuras son
consideradas como enlaces generales que estan en juego en las clasificaciones.

A partir de un sistema de clases A, A"y Btalesque B=A+ A"y Ax A =0 donde
A’ es la complementaria de A sobre B ya que A" son disyuntas.

e Se le llama comprehensién de esas clases; al conjunto de las cualidades
comunes a los individuos de cada una de esas clases y al conjunto de las
diferencias que distinguen a los miembros de una clase de los miembros de la
otra.

e Las relaciones de semejanza se les llaman a las cualidades comunes a los
componentes de una clase.

e Se le llama alteridad a las diferencias entre los componentes de la clase A" y
los de la clase A cuando éstos se parecen bajo B.

e Extension es el conjunto de los componentes o individuos que pertenecen a
una clase definida por su comprehension.
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e Cuantificacion intensiva es la atribucién a los componentes de una clase de

los cuantificadores “todos”, “algunos” (incluyendo “algun”) y “ninguno”.

e Inclusion de la clase A en la clase B a la relacion que verifica las expresiones
“todos los A son algunos B”.

e Se le llama pertenencia inclusiva a la relacion entre un individuo x y una clase
A de la que forma parte.

1.3.6. Criterios para una clasificacion

Como parte de su investigacion, proponen una serie de propiedades para la
clasificacion:

¢ No existen elementos aislados o sin clase. Esto quiere decir, que habra que
clasificar todos los elementos y que si existiera un (x) que fuera el Unico de su
especie, dara entonces lugar, a una clase especifica (aunque singular).

e No existen clases aisladas, es decir, que toda clase especifica A,
caracterizada por la propiedad a, se opone a su complementaria
A’(caracterizada por no —a) bajo el género mas proximo B, tal que A + A" = B.

13 ”

e Una clase A comprende a “todos” los individuos de caracter “a”.

e Una clase A no comprende sino los individuos de caracter “a”.
e Las clases del mismo rango son disyuntas. A X A" =0

e Una Clase complementaria A" comprende sus caracteres propios ax, que no
posee su complementaria A.

e Una clase A 0 A’ esta incluida en toda clase superior que comprenda todos
sus elementos, comenzando por la mas préxima B:seaA=B—-A"0A" =B —
Ay A X B = A, loque quiere decir que “todos” los A son “algunos” B.

e Las inclusiones de una clase en otra se producen por el orden del minimo
criterio de clasificacion o criterio mas fino.

e Simplicidad en comprehension: iguales criterios (por ejemplo colores) para
distinguir clases del mismo rango.

e Simetria en las subdivisiones: si la clase B, esta subdividida en 4, y en A", de
acuerdo con un criterio que se vuelve a encontrar en B,, entonces B, estara
subdivididaen A, yen A’,.
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Con lo anterior podemos notar que el concepto de clasificacidon es una de las
estructuras basicas de conocimiento y revelan una serie de caracteristicas. Por lo
tanto, tienen una estructura operatoria y preexisten a las clasificaciones matematicas.

1.4.Investigaciones reportadas
1.4.1. Dificultades en la ensefianza'y comprension del concepto (E-P)

En (Mena-Lorca, 2011) se da evidencia acerca de las dificultades presentes
en el estudio de algunas materias dentro del curriculum universitario habitual de
matematicas, las que son ratificadas tanto por ensefiantes como investigadores;
sobre todo en los conceptos de grupo normal y grupo cociente, las que presentan un
obstaculo aun mayor.

Algunas de esas dificultades son las siguientes:

e Estudiantes de pregrado de distintas carreras, que son capaces perfectamente
de explicar y descubrir (E-P) desde ejemplos cotidianos incluyendo los
conceptos de mayor o menor finitud; muestran problemas en su escritura
simbolica, es decir, existe la dificultad para la escritura en términos formales.

e Los estudiantes tienen la claridad de las razones que fundamentan que una
determinada coleccion de subconjuntos de A constituye una particion de 4; sin
embargo no pueden escribir esa demostracion en términos formales.

e EIl estudiante visualiza de forma frecuente y mejor las particiones que las
relaciones de equivalencia; pues, encuentra mas sencillo demostrar que una
relacion definida en A es de equivalencia que probar que una coleccién de
subconjuntos de A es una particion de A.

Otro aspecto relevante en su estudio hace referencia a como las relaciones de
equivalencia son un tanto desaprovechadas en su ensefianza pese a que éstas se
encuentran de forma copiosa por donde se mire, y lo beneficioso que seria tener una
nocion apropiada de este concepto para el trabajo con cocientes. El principal
obstaculo, tanto desde un punto de vista matematico como cognitivo, se presenta en
la comprensién del objeto matematico cociente y de lo que implica trabajar con él.

El establece que existen ciertas incoherencias que derivan en un obstaculo en
el aprendizaje de esa materia; cuando se ensefia a los estudiantes, por ejemplo, que
una funcién es una ley, que una relacién es un subconjunto del producto cartesiano y
gue una funcién es un caso especial de relacion.

A partir de esto su interés por atribuir de esquemas ricos y coherentes de
relacion de equivalencia y particion, el cual dista de los tratamientos habituales en la
literatura, los que muchas veces tienen consecuencias cognitivas y problemas en su
comprension. Parte relevante de esto, es el mantener la distincion entre los objetos
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l6gicos y conjuntisticos, lo que no siempre se realiza, pues —los mismos textos de
estudio, siguiendo a Russell— suelen definir a una relacién como el subconjunto del
producto cartesiano y no como una funcién proposicional en dos letras.

1.4.2. Importancia de las (E-P)

Como se ha explicitado, el concepto de clasificacibn se encuentra
estrechamente ligado a las relaciones de equivalencia y la generacion de particiones,
de ahi que nuestros objetos matematicos (E-P) puedan estar situados en un nivel de
generalidad, lo que implica que los podamos encontrar en todo lo que hacemos e
incluso lo que pensamos, a propésito de la construccién de conceptos visto
previamente en este trabajo.

Es asi, como ha contribuido a la evolucion de nuestra propia humanidad,
permitiendo asi su desarrollo. La accion de clasificar proporciond conocimientos
relevantes en el desarrollo de la sociedad; por ejemplo, el hecho de poder clasificar
entre buenos y malos granos para su cultivo y obtener asi el alimento sent6 las bases
para el descubrimiento de la agricultura.

Asi mismo, esta accion ha contribuido al desarrollo de la propia matematica:
cuando se establece una particion, generalmente su objetivo es formar relaciones
entre elementos, mejorar lo que ya se tiene o descubrir nuevos elementos que
contribuyen al conocimiento y desarrollo de la matematica. Asi lo afirma (Mena-
Lorca, 2011), quien cita entre otros ejemplos a la definicion de niameros enteros de
Brahmagupta en el afio 628, a partir de la relacion de equivalencia con los que se les
construye a partir de N x (N — {0}).

Por lo tanto, confirma que la idea de la construccion y utilizacion de cocientes,
se extiende mas allda de la matematica, como una tarea que se realiza
frecuentemente, independiente de la actividad que se realice.

1.4.3. Las (E-P) y su aplicacién.

Existe diversidad de objetos matematicos que satisfacen las propiedades
correspondientes a las relaciones de equivalencias, asi también podemos encontrar
una cuantiosa variedad de ejemplos extra-matematicos que pueden ser denominados
con la misma expresion.

Respecto a éstos ultimos, son utilizados en variados ambitos, frecuentemente
de forma inconsciente y por lo general en ausencia de definiciones explicitas o
conjuntos propiamente definidos. Las nociones de (E-P) son consideradas esenciales
e incluso es dificil encontrar tareas donde no estén presentes, sin embargo, se dan
de forma implicitas, tomaremos algunos ejemplos: la toma de decisiones del dia a dia
o ir de compras, son actividades donde se debe recurrir a las relaciones de
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equivalencia, y segun las caracteristicas cognitivas de quienes las utilizan, definiran
si éstas son mas o menos finas; un ejemplo de esto: un fanéatico del futbol contiene
una mayor cantidad de clases de equivalencia, respecto a reglas, puntajes, etc. a las
cuales recurrir al mirar un partido, en comparacion con alguien que no entiende de la
materia, como yo. El uso del lenguaje sea éste mas o menos refinado dependera de
un mayor o menor conocimiento de él.

Cada substantivo y cada adjetivo determinan particiones en un conjunto
referencial ad hoc, lo que manifiesta claramente la dependencia del
pensamiento respecto de las relaciones de equivalencia — y, por supuesto, de
los correspondientes grados de finura relativa, segun los usuarios—. (Mena-
Lorca, 2011, p.27)

Asimismo, es posible apreciarlas también en biologia, quimica, psicologia, en
esta ultima; sobre las relaciones entre conductas en la adaptacion e incluso en la
elaboracion de programas informaticos que apuntan al procesamiento de imagenes,
entre otros.

En definitiva, las (E-P) son utilizadas de forma tan natural e implicita, incluso
en ausencia de toda formalidad, tanto en la vida diaria, en otras disciplinas como en
la cultura en general.

Por otra parte, en el contexto matematico, se pueden apreciar tanto en
estudios universitarios como en contenidos de ensefianza media; respecto a esto
ultimo, sélo de forma tacita. En (Mena-Lorca, 2011) se muestran algunos ejemplos:

e La igualdad es una serie de relaciones de equivalencia que llevan ese
apelativo: igualdad de conjuntos, de numeros, de funciones, de matrices
etcétera.

e Al determinar soluciones de una inecuacion se debe particionar el conjunto de
los nimeros reales o algun subconjunto de él.

e El paralelismo de rectas en el conjunto de rectas del plano es una relacion de
equivalencia.

e En el conjunto de los triangulos del plano, la congruencia y la semejanza—la
segunda menos fina que la primera—. Ademas podemos considerar triangulos
de la misma area, mismo perimetro, etc.

e El campo C de los numeros complejos es el cociente del anillo R[x] de los
polinomios con coeficiente en R sobre el ideal maximal (x? + 1), esto es,
C=R[x]/{(x?*+1).

e En Z son relaciones de equivalencias las congruencias R,, (médulo n, donde
n es un numero natural fijo) definidas por:

e xR,y x=y(modn) = 3k €Z)(y—x =kn)
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1.4.4. Relaciones de equivalencia como practica social

En el trabajo de (Mena-Lorca, 2011) se puede observar en primera instancia,
el uso de las (E-P) como préactica social — de forma casual— pues deja en claro que
tal nocion es ajena al marco teérico de su estudio.

Sin embargo, podriamos suponer este hecho — sin entrar en mayor detalle— a
partir de que las (E-P) en si mismas son actividades creadoras de conocimiento,
utilizadas por los seres humanos dentro de un determinado contexto y que surge de
manera natural e implicita. Segun Arrieta (2003) define a una préactica social: como
un conjunto de acciones espontaneas que, de forma intencional, desarrollan las
personas para construir conocimiento.

1.45. RE/P"ylateoriade grupos.

Segun Mena-Lorca (2011), las relaciones de equivalencia le permiten dar una
expresion mas precisa a los cocientes dentro de la teoria de grupos y por lo tanto al
teorema del isomorfismo para grupos; ademas le da la facultad para expresar de
manera mas acabada el conjunto de teoremas de isomorfismo el cual forma parte de
la descomposicidon genética de su estudio.

El establece la importancia de los grupos cocientes tanto dentro de la teoria de
grupos como también en otras, donde los objetos matematicos cuentan con grupos
subyacentes tales como: anillos, espacios vectoriales, grupos topoldgicos, etc.
Ademas de la construccion de los numeros reales y complejos que se basan en esa
nocion.

En su estudio se muestra una propuesta diferente a la ensefianza del teorema
del isomorfismo; se reconoce y aprovecha la idea de cociente que presentan los
estudiantes previamente en su haber cognitivo en cuanto a particion sin estructura, y
le da la formalizacion apropiada para posteriormente incorporar los elementos de
estructura necesarios en la ensefianza de ese teorema. Para ello, se propone lograr
una construccion apropiada del objeto matematico cociente de tal manera que esté a
disposicion para su uso.

Pues bien esa nocion presentada por los estudiantes en su haber cognitivo es
la que detectaremos y modelaremos en esta investigacién, cuando es movilizada
frente a situaciones no matematicas precisamente.

7 ./ ™ o . . .
Notacién utilizada en (Mena-Lorca, 2011) para denotar el teorema que liga las relaciones de equivalencia con
las particiones que ellas determinan en los conjuntos donde se encuentran definidas.
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1.4.6. Unadescomposicion genética de los objetos matematicos (E-P)

(Jiménez, 2010) a partir del trabajo previo del profesor Mena, propone una
aproximacion— a partir de una Descomposicion genética— de un camino cognitivo de
construccion de las (E-P).

Define que un sujeto se encuentra en una concepcion accion de la relacion de
equivalencia, si es capaz de comprobar las propiedades de reflexividad, simetria y
transitividad. Esta concepcion se interioriza en un proceso cuando el estudiante es
capaz de identificar una relaciébn de equivalencia sin necesidad de realizar los
calculos respectivos. Ella declara que la encapsulacion de este objeto es compleja,
debido a que se construye de forma conjunta con la concepcién objeto del concepto
de particién y por lo tanto, la coordinacién de estos objetos dara paso a la concepcion
esquema de una relacion de equivalencia.

De forma paralela, define que un sujeto se encuentra en la concepcion accion
de particion si: en primer lugar, es capaz de verificar que se cumpla la definicion de
particion, es decir, que la union de las partes dé como resultado todo el conjunto y
gue la interseccion de dos subconjuntos cualesquiera de la particibn sea vacia; y en
segundo lugar, el alumno podria ser capaz de realizar una particion sobre un
conjunto dado de manera matematica o extra matematica. Este ha logrado
interiorizar aquellas acciones en un proceso cuando reconoce Yy realiza particiones
sobre un conjunto mas grande, incluso infinito, de esta manera la concepcion objeto
se desarrolla de forma paralela con el objeto de relacion de equivalencia y la
coordinacion entre ambos da paso a la construccion del esquema de particion. A
continuacioén la DG propuesta por (Jiménez, 2010).
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Figura 2: Descomposicion genética de los conceptos de relacion de equivalencia y

particion.
Fuente: Jiménez (2010)
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1.5.Relaciones de equivalencia y particiones en la Matematica

En cuanto a los conceptos de relacién de equivalencia y particion (Mena-
Lorca, 2011) destaca la importancia principalmente de distinguir entre el objeto l6gico
relacién y el conjunto que define en un producto cartesiano, es decir, su gréfico. A
partir de eso definimos:

Definicién: Una relacion binaria es una funcion proposicional en dos letras.
Notacion: p(x,y), xRy, R

Dados dos conjuntos A y B, denotaremos A X B al conjunto constituido por los
pares ordenados (a, b) tales que a pertence a Ay b pertenece B. Esto es:

AXx B ={(a,b); a€ Ab € B}

Definicion: La funcién proposicional p(x,y) Ax € A Ay € B se llama relacion
binaria en A X B, 0 bien de A a B, donde A se llama conjunto de partida de R, B el
conjunto de llegada de R.

Si A = B, una relacion de 4 a B se llama una relacion en A.

La funcidon proposicional xRy determina un subconjunto Gz de A X B por
(x,¥) € Ggp & xRy.

Definicion: Sea R una relacion en A X B. Entonces, el grafico de R es el
conjunto G(R,A,B) = Gg = {(x,y) € A X B: xRy}

Proposicion: sea G c A x B. Entonces, G induce una relacion R en A X B por
xRy < (x,y) € G, cuyo grafico es precisamente G = G.

Segun lo anterior, darse una relacion en AXB, es equivalente
(aparentemente) a darse un gréafico en A X B, de ahi radica el hecho de que ciertos
autores utilicen la definicion de que una relacion es un subconjunto del producto
cartesiano.

Podemos encontrar ejemplos donde dos relaciones no son equivalentes (en
general) y sin embargo su grafico, sobre un determinado conjunto, si lo sea.

Una de las razones principales mencionadas respecto a esta distincion y que
son relevantes para nuestro estudio, es que comprender una relacion desde un punto
de vista logico es mas natural que pensarla como conjunto de pares
ordenados.(Mena-Lorca, 2011).

Definicion: Sea R una relacion de A en B. Se definen los conjuntos Dominio
de R (se anota Dom R) y recorrido de R (se anota Rec R) por:

Dom (R) = {x € A: 3y € B)xRy}
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Rec (R):{y € B:(3x € A) € xRy}

Observacion: Rec (R) se llama también conjunto de imagen de R y se anota
Im(R) o codominio de R y se anota Cod(R).

Relaciéon inversa

Definicién: sea R un relacion en A X B. Se llama relacion inversa de R y se
anota R~ a la relacion definida en B x A por y R™1x & xRy.

Observacion: se tiene de inmediato que el conjunto de partida de R~ es el
conjunto de llegada de R y que el conjunto de llegada de R~! es el conjunto de
partida de R. Mas aun, se tiene que Dom (R™1) = Cod(R) ; Cod(R™) = Dom (R).

Restriccion de unarelacion

Sea R unarelacion de A a By sea A; c A. Se llama restriccion de R a A; y se
nota R|,, alarelacion definida por R(x,y) Ax € A; Ay € B.

Funciones

Sea xRy una relacién de A a B. Se dice que R es una funcion de A a B si y
solo si:

i. Dom(R)=A

ii. (Vx € A)(Vy € B)(VYy” €EB)(xRy AxRy” =y =y")

Definicion: sean f, g funciones de A a B. Se dice que f y g son iguales y se
anota f = g siy solo si:

i. Dom(f)=Dom(g)
i (Vx € Dom(f))(f(x) = g(x))

Definicion: Sean R, S relaciones definidas en A x B. Se dice que R es mas
fina que Sy se anota R < S siy solo si (Vx € A)(Vy € B)(xRy = xSy).

En tal caso, se dice también que S es menos fina que R, y se anota S > R.

Observacion: <, > son relaciones (definidas sobre conjuntos de relaciones),
una inversa de la otra.
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Relaciones de equivalencia
Una relacion R en A se dice
Reflexiva (Va € A), (aRa)
Simétrica (Va,b € A) (aRb = bRa)
Transitiva (Va,b,c € A) (aRb A bRc = aRc)

Definicién: Una relacion de equivalencia en un conjunto A es una relacion
refleja, simétrica y transitiva en A.

Cuando R es una relacion de equivalencia, si aRb diremos que a es
equivalente a b y usaremos la notacion a~b.

Una relacion de equivalencia definida sobre un conjunto A induce una particion
en A.

Definicion: Una particion en un conjunto A es una coleccion P, =P de
subconjuntos de A tal que:

i.  UgepE =4

Es decir, todo elemento de A esta en alguno de los elementos de P, es decir,
en alguno de los subconjuntos de A que constituyen 2.

i. (VEEP)VFEP)ENF+@=FE=F)
(Esto es, dos elementos de P no pueden tener elementos en coman).

Una particion es, por tanto y simplemente, una division de A en pedazos, cada
trozo es un elemento de P.

Si P es una particibn de A, se suele considerar P como una familia de
subconjuntos de A y la definicién se escribe:

Definicion: una particibn en un conjunto A es una familia P = {4;};¢; de
subconjuntos de A tal que:

i. UiEIAi = A
Sea A un conjunto, R, = R un conjunto de relaciones definidas sobre A.

Se consideraran en R, las siguientes relaciones.
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Definicién: Sean R, S € R. Definimos
i. R=x=So (VxeA)(Vye A)(xRy < xSy)
i. RS (VxeA)(Vy € ARy = xSy)

Observacién: Las relaciones en R se traducen en relaciones en el conjunto $
de gréficos que R determina.

i. R~So Gp=Gs
i. R <SeGxcGy
Es inmediato que, en R
~ Es reflexiva, simétrica y transitiva.
< Es reflexiva y transitiva, pero no antisimétrica.

Tomamos entonces el cociente R = R/~ de R sobre la relacién ~ .Esto es,
cada elemento de R es el conjunto de las relaciones de equivalencia que son
equivalentes sobre A.

Podemos definir una relacion sobre R que seguimos denotando <,

R <S & (Vx € A)(Vy € A)(xRy = xSy), donde R,Sson representantes de
las clases R, S respectivamente.

< Esta bien definida en R y en realidad < es un orden en ‘.
Proposicién: con las notaciones anteriores.

i. =~ esuna relacion de equivalencia en R

ii. < esunordenen®R.
Se define “mas fina que” para el caso de las particiones.

Definicién: Sean A un conjunto, y sean P = {A4;};; Y Q = {Bj}jE] particiones

de A. Se dice que P es mas fina que Q y se anota P < Q siy sblo si (Vie)(3j €
J)(A; € By)
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TEOREMA RE/P

Segun este teorema una relacién de equivalencia definida en un conjunto A
induce una particién en A, y viceversa. A continuacion se detalla:

Sean A un conjunto R =R, el conjunto de las relaciones de equivalencia
definidas en Ay B = B, el conjunto de las particiones definidas en A. Entonces

i.  Toda relacion de equivalencia R en A induce una particion P en A.

ii. Toda particién P en A define una relacién de equivalencia R, en A.

Definicién: Si R es una relacién de equivalencia en A, la particibn que R
define en A se llama cociente de A sobre R y se anota A/R. Si a € A, el elemento de
A/R al que a pertenece se llama clase de equivalencia de ay se anota ag, 0 bien, si
no hay peligro de confusion a. Asi a = ag = {x € A: aRx}

Por consiguiente se tiene que: A/R = {az:a € A}

Si R es una relacién de equivalencia en A, la correspondencia g = m: A —
A/R definida por % (a) = ai es una epiyeccion.

Definicion: La correspondencia anterior mg se llama proyeccién canonica o
epiyeccion candnica de A en A/R.

La proposicion anterior permite estudiar las relaciones de equivalencia ya sea
en cuanto a funciones proposicionales o bien desde la perspectiva de las
particiones que ellas definen. Lo que resulta aln mas interesante cuando hay
mas de una en juego. (Mena-Lorca, 2011, p.30)

La demostracion del teorema muestra que las distintas clases de equivalencia
definidas por una relacion de equivalencia en A no tienen dos a dos elementos
comunes y todo elemento de A pertenece a una clase. Reciprocamente, dado un
conjunto cualquiera € de subconjuntos de A, no vacios y sin puntos comunes dos a
dos, tales que todo elemento de A pertenezca a alguno de ellos, existe una Unica
relacion de equivalencia en A cuyas clases son dichos subconjuntos.
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1.6.Pregunta de Investigacion:

Investigaciones como (Jiménez, 2010) y (Mena-Lorca, 2011) evidencian la
utilizacion informal y manifestacion por parte de estudiantes de Educacion Superior
gue no necesariamente pertenecian a carreras en el area de las matematicas; y sin
embargo, eran capaces de dar ejemplos donde estaban involucrados los conceptos
matematicos; e incluso al no tener nociones de los conceptos, mencionaban
propiedades tales como la simetria o las propiedades de una particién, eso si, con
ciertas dificultades para expresar lo que observaban.

Estas dificultades se pueden observar, cuando se estudia dicho concepto de
forma explicita en el contexto de la matematica a nivel superior, puesto que, existe
cierto inconveniente tanto en su comprension como en su aplicacion posterior, la que
es evidenciada por investigadores y profesores universitarios. Esto se incrementa por
ciertas inconsistencias en la ensefianza del concepto matematico, las que se pueden
ver en algunos textos de estudio y las cuales son explicitadas en el trabajo de (Mena-
Lorca, 2011).

Desde otra perspectiva, el concepto de (E-P) esta presente en ambitos mas
alla de la matematica; la gente comun o estudiantes dan cuenta de su empleo frente
a situaciones cotidianas y lo utilizan con fines practicos.

La clasificacién es considerada como una acci6n® que precede a nuestro
objeto de estudio, a partir de él se establece la nocion de particion y en esta ultima se
definen relaciones de equivalencia. Piaget ratifica este hecho, considerandolo como
elemento central en el desarrollo del pensamiento l6gico matematico, y demuestra
como desde una edad muy temprana, la utilizacion de este concepto se vuelve
central para desarrollar nuestros primeros conocimientos. Ademas comprueba, como
esta estructura operatoria basica de la clasificacion rige desde etapas muy
tempranas nuestra forma de pensar y actuar. (Piaget e Inhelder, 1976).

A partir de estas evidencias y de su relevancia; surge la necesidad de describir
y proponer un posible camino que permita modelar las estructuras y mecanismos
mentales que movilizan estudiantes de primer y segundo afio medio acerca de las
nociones que subyacen a las (E-P) y la relacién entre ellas, frente a situaciones fuera
del ambito matematico.

A partir de lo anterior, se expone la siguiente pregunta de investigacion en
términos de APOE; marco teérico que provee de elementos esenciales como la
elaboracién de una DGP y sustenta nuestro trabajo desde lo empirico a lo cognitivo.

¢,Cudles son las construcciones y mecanismos mentales que evidencian,
estudiantes de primer y segundo afilo medio sobre las nociones de (E-P) frente a
situaciones extra-matematicas?

® Accion: ejercicio de la posibilidad de hacer. Segun la Real Academia Espafiola y no en términos de APOE.
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CAPITULO 2: MARCO TEORICO

Ed Dubinsky y su equipo de investigadores llamado RUMEC (Research in
Undergraduate Mathematics Education Community), desde 1980 vienen
desarrollando una idea distinta del concepto de ensefianza y su principal objetivo es
la contribucién al conocimiento basico sobre el pensamiento humano y que éste
tenga utilidad principalmente en matematicas, desarrollando asi investigaciones en
esta area, las que permiten aportar a su desarrollo curricular.

La teoria APOE (Accién, Proceso, Objeto, Esquema), APOS en inglés. Es una
teoria cognitiva constructivista; basada esencialmente en el concepto de abstraccion
reflexiva introducido por Piaget, para describir el desarrollo del pensamiento I6gico de
los nifios, las que luego prolonga a nociones matematicas mas avanzadas. Se apoya
en la premisa de que un individuo puede aprender cualquier concepto matematico si
se les proporcionan las estructuras necesarias para entender estos conceptos que se
han construido (Dubinsky, 1991).

Segun Trigueros (2005), esta teoria se encuentra en un desarrollo dinamico y
continuo; pues se van introduciendo nuevos conceptos los cuales permiten analizar y
comprender la forma en la que los estudiantes universitarios entienden y son
capaces de integrar los conceptos de las Matematicas en un nivel superior.

2.1 Antecedentes de la teoria APOE

Segun Dubinsky, para la construccion de esta teoria fueron tomados dos
aspectos fundamentales de la teoria de Piaget; la primera tiene relacion con la
cercania entre la naturaleza de los conceptos matematicos y su desarrollo en la
mente del individuo; de alli se origina la preocupacion de APOE por buscar
explicaciones de caracter tanto epistemologico codmo psicoldgico (Mena-Lorca, 2011);
y la segunda hace referencia al concepto de abstraccion reflexiva.

En (Arnon, et al., 2014) aluden a Piaget, quien define al concepto de
abstraccion reflexiva como el mecanismo principal para las construcciones mentales
en el desarrollo del pensamiento; y el mecanismo mental por el cual todas las
estructuras logicas-matematicas son desarrolladas en la mente del individuo. De este
modo, los sujetos construyen su conocimiento matematico por medio de un proceso
de abstraccion, Piaget definié tres tipos de abstraccién: empirica, reflexiva y
pseudoempirica.

i. La abstraccion empirica alude a los objetos del mundo externo y la
adquiere un nifio a partir de la manipulacién de los objetos como parte
de su interaccion con el medio.

ii. La fuente de la abstraccion reflexiva se encuentra en los individuos,
guien construye relaciones entre fendbmenos a través de la coordinacion
de acciones.
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iiil. La abstraccién pseudo-empirica sucede cuando un individuo interactta
con los objetos y ademas establece relaciones a partir de ello,
utilizandolos como apoyo para establecer coordinaciones.

Las estructuras previas que los estudiantes poseen determinaran la
construccién del nuevo concepto; y las conexiones entre estas estructuras definirdn
el conocimiento matematico de ese individuo. Esta idea de conocimiento matematico
gque hemos venido usando, se define como: “Su tendencia a responder a las
situaciones matematicas problematicas reflexionando sobre ellas en un contexto
social y construyendo y reconstruyendo acciones, procesos Yy objetos matematicos y
organizandolos en esquemas con el fin de manejar esas situaciones”. (Dubinsky,
1996, p.32-33).

Es asi, como la construccibn de un concepto esta relacionada con las
estructuras previas de un individuo ademas de las ideas que se pueda hacer del
objeto durante su experiencia con él. (Roa y Oktac, 2010)

A Esto Piaget y Garcia (2004) llaman asimilacion, un mecanismo que consiste
en apreciar al conocimiento matematico como una relacion indisociable entre
el sujeto y el objeto donde el objeto es el contenido al cual el sujeto le impone
una forma extraida de sus estructuras anteriores, pero ajustadas al contenido,
y modifica el esquema asimilador por medio de acomodaciones o las
diferenciaciones en funcion del objeto que acaba de asimilar. (Roa y Oktac,
2010, p.92)

De esta manera, Dubinsky y su equipo de investigacion se plantean el objetivo
de ayudar a los estudiantes a construir las estructuras adecuadas para cada nuevo
concepto matematico y establecer las conexiones apropiadas para ese concepto con
sus estructuras previas.

2.2 Nocion de Esquema

Segun Dubinsky (1991), un esquema se caracteriza por su dinamismo y
reconstruccion continua como determinada por la actividad matematica del sujeto en
situaciones matematicas especificas.

La coherencia de un esquema esta definida por la capacidad de un individuo
para establecer si se puede utilizar para resolver una situacion matematica en
particular.

Segun Trigueros (2005), un esquema se define: como la coleccion de
acciones, procesos, objetos y otros esquemas que se relacionan de forma consciente
0 inconsciente en la mente de un sujeto en una estructura coherente, y que podrian
ser utilizados en la solucién de un problema matematico. Cuando una persona es
enfrentada ante un problema matematico, evoca un esquema para resolverlo. Esto
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implica poner en juego aquellos conceptos de los que dispone y las relaciones entre
ellos.

Ante una misma situacion, diferentes estudiantes utilizan los mismos
conceptos y diferentes relaciones entre ellos. El tipo de relaciones que cada
sujeto establece entre los conceptos que utiliza asi como el tipo de
construccién del concepto que muestran, dependen de su conocimiento
matematico. Se espera que a mayor conocimiento, se hayan construido mas
relaciones entre conceptos y que estas relaciones formen estructuras
cognitivas coherentes en el sentido de que el individuo distinga claramente
aquellas situaciones que puedan tratarse poniendo en juego un esquema
especifico y aquellas para las que no es adecuado. (Trigueros, 2005, p.11)

El desarrollo de un esquema se realiza pasando por tres fases o periodos: los
niveles intra, inter y trans, que se suceden segun un orden fijo. (Mena-Lorca, 2011).

e El nivel Intra se caracteriza por la focalizacion de acciones, procesos y objetos
individuales, en forma aislada de otros items cognitivos de naturaleza similar.

e EI nivel Inter se caracteriza por la construccion de relaciones vy
transformaciones entre esas entidades cognitivas. En esta etapa, un individuo
puede comenzar a agrupar itemes y aun llamarlos con el mismo nombre.

e En el nivel Trans el individuo construye una estructura subyacente implicita o
explicita, a través de la cual las relaciones desarrolladas en la etapa inter son
entendidas; y que da al esquema una coherencia mediante el cual el individuo
puede decidir qué pertenece a la amplitud del esquema y qué no pertenece.

2.3 Estructuras y mecanismos mentales.

En su teoria Dubinsky (1991) considera cinco tipos de abstraccion reflexiva, o
mecanismos mentales: la interiorizacion, la coordinacion, la inversion, la
encapsulacion y la generalizacion y estos mecanismos dan lugar a la construccion de
estructuras mentales tales como la accion, proceso, objetos y esquemas.

Segun Trigueros (2005) el paso por las etapas que componen las estructuras
mentales no necesariamente se realiza de manera secuencial. Un sujeto puede
permanecer mucho tiempo en etapas intermedias e incluso estar en una etapa de
construccién para ciertos aspectos de un concepto y en otra para otros. Lo que si es
seguro, es que la utilizacion que puede realizar un sujeto frente a una tarea
matematica especifica es distinta si responde con un nivel de accién, de proceso o0 a
nivel de objeto.

Por consiguiente, en (Arnon, et al., 2014) se presenta una descripcion de
estas estructuras y mecanismos mentales:
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Un concepto es inicialmente comprendido como una accién, la cual es
externa, es decir, cada paso de la transformacion de un objeto previamente
concebido, debe ser realizado de forma explicita y encaminado a través de
instrucciones externas.

La concepcion accion es considerada relevante y necesaria en el desarrollo de
otras estructuras. Nuevas acciones podrian derivar en estructuras de orden superior,
estas acciones podrian ser tanto basicas como complejas, segun el contexto. Una
persona que solo se limita a una concepcién de accion se basa en sefiales externas.
Esta estructura es considerada como las méas primitiva y fundamental, ademas de la
mas recurrente en la ensefianza tradicional.

Los procesos son construidos a través de la utilizacion de uno de los dos
mecanismos mentales, la interiorizacion y la coordinacién, cada uno de estos
mecanismos conduce a nuevos procesos. Esta estructura se caracteriza por la
capacidad del sujeto de poder realizar los pasos de forma imaginativa sin tener que
hacer cada uno de ellos de forma explicita, ademas de poder saltar algunos y
realizarlos a la inversa.

El mecanismo de interiorizacion es lo que permite que este cambio mental
sea posible, ademas de que el sujeto se haga consciente de esa accion, pueda
reflexionar sobre ella y combinarla con otras acciones. Dubinsky define a este
mecanismo como una actividad especifica del mundo externo al mundo interno.

“La encapsulacion se produce cuando un individuo, aplica una accion a un
proceso, es decir, ve una estructura dinamica (procesos) como una estructura
estatica en la que pueden ser aplicadas acciones”. (Arnon, et al., 2014, p.21).

Segun Gamboa (2013), el mecanismo de encapsulacion es considerado el
mas importante en la construccion del conocimiento matematico, a la vez, es el mas
complejo de lograr; incluso puede suceder que demore mucho en ocurrir e incluso no
ocurra. Podemos notar cuando un sujeto ha logrado encapsular el proceso en un
objeto cognitivo; cuando las transformaciones realizadas pueden actuar sobre la
totalidad y puede construir tales transformaciones de forma explicitas o en la
imaginacion.

Segun Arnon, et al. (2014) a partir de (Dubinsky et al., 2005, p.5), “un individuo
tiene una concepcién objeto de un concepto si €l puede desencapsular el concepto
de vuelta al proceso subyacente y construir transformaciones que pueden ser
aplicadas al objeto”.

“‘El mecanismo de coordinacion es indispensable en la construccion de
algunos objetos. Dos objetos pueden ser desencapsulados, sus procesos
coordinados, y el proceso coordinado encapsulado para formar un nuevo objeto”.
(Arnon, et al., 2014 p.23)

Segun Gamboa (2013) el conocimiento tiene dos formas de construccion a
partir de APOE: la primera de ellas es a través de las acciones; las que se
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interiorizan en procesos los cuales se pueden coordinar en otros procesos y/o revertir
en otro proceso. Un proceso se encapsula en un objeto. La segunda forma es posible
a través de la desencapsulacion de objetos; donde un objeto se puede
desencapsular en el proceso que lo generd, de esta forma el proceso se puede
coordinar con otros procesos—los cuales se pueden haber generado ya sea por
interiorizacion y/o desencapsulacion — dando origen a nuevos procesos los cuales se
pueden encapsular en un objeto distinto del que se inicié por desencapsulacion.

Interiorizacién

~ N

Acciones Procesos

coordinacién

Objetos Inversion

Encapsulacion

desencapsulacion

Figura 3: Esquema de la Teoria APOE
Fuente: Asiala et al. 1996

2.4 Descomposicion genética

“Una DG es un modelo hipotético que describe las estructuras y mecanismos
mentales que un estudiante pueda necesitar construir con el fin de aprender un
concepto matematico especifico” (Arnon, et al., 2014, p.27). Esta DG puede ser
utilizada como una herramienta tanto descriptiva como predictiva, pues permite
detallar las estructuras que intervienen en el aprendizaje de un concepto, e incluir la
descripcion de las estructuras previas necesarias con las que debe contar un
estudiante como requisito en su aprendizaje.

Por otro lado, puede detectar las fuentes de dificultades de algun concepto
matematico particular, surgidas en el proceso de aprendizaje, lo que podria explicar
las diferencias en el desarrollo de los estudiantes en cuanto a las variaciones en su
rendimiento académico y por ultimo, servir de guia en el disefio de la instruccion.

Sin embargo, se establece que una DG no explica lo que sucede en la mente
de una persona, ya que eso es probablemente desconocido, no predice si es que una
persona aplicara una cierta estructura al momento de serle necesaria, ni tampoco
ofrece andlisis tedrico exclusivo de como se aprenden las matematicas. La teoria
APOE reconoce que una persona puede utilizar diferentes caminos de aprendizaje.
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2.4.1 Diseio y refinamiento de una DG

En cuanto a la elaboracion del disefio de una DG; ésta surge de la
comprensién mateméatica del propio investigador sobre una porcién de conocimiento
matematico; su experiencia como docente; investigacion previa del pensamiento de
los estudiantes sobre el concepto; desarrollo histérico del concepto en cuestion; y/o
andlisis de texto o materiales didacticos relacionados con el concepto. (Arnon, et al.,
2014)

Segun Asiala et al. (1996) en (Arnon, et al., 2014), una DG tiene que ser
probada experimentalmente con el objetivo de poner a prueba la validez del modelo.
Por consiguiente, si las construcciones descritas en la DG son realizadas por los
estudiantes, entonces se podria considerar un modelo compatible; en el caso de que
construyan el concepto de una manera diferente, entonces ésta requiere de un
refinamiento; y si las discrepancias son demasiado grandes, habria que elaborar una
nueva. Es asi cémo, cada refinamiento conduce a una nueva revision de la
instruccion y ésta a su vez proporciona una oportunidad para el nuevo analisis de los
datos. El ciclo de refinamiento-revision-analisis de los datos proporciona una DG
muy cercana a la cognicién del concepto por parte de varios sujetos. Y éste puede
ser utilizado en el disefio de instruccion.

Segun Mena-Lorca (2011) este refinamiento ocurre de dos maneras: por una
parte, la descomposicion genética guia el analisis, pues hay que verificar si acaso las
construcciones mentales propuestas parecen haber sido realizadas por los
estudiantes; por otra, los resultados de ese anadlisis pueden traducirse en
modificaciones en la descomposicion genética.

2.5Ciclo de Investigacion de APOE
Un proyecto de investigacion basado en la teoria APOE integra tres

componentes: analisis tedrico, el disefio y aplicacién de instrumentos y analisis y
verificacion de los datos.
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Las tres componentes del ciclo de investigacion se apoyan mutuamente.

Analisis teérico

Analisis y | Disefio y aplicacion

Verificacién de datos [* 1 de instrumentos

Figura 4: Ciclo de investigacion de APOE
Fuente: Asiala et al,. 1996

A continuacion, se vera en detalle la forma en coémo se llevan a cabo estas
tres componentes:

2.5.1 Analisis teorico.

La investigacion comienza con un analisis tedrico de la cognicion del concepto
matematico, el cual da lugar a la elaboracion de una descomposicion genética inicial.

El analisis teorico consiste fundamentalmente en describir las construcciones
mentales (acciones, procesos, objetos y esquemas) y los mecanismos
mentales (interiorizacion, coordinacion, encapsulacién y asimilacion) que un
individuo puede realizar para construir un determinado concepto matematico.

De esta manera, es posible considerar las interrelaciones que un estudiante
puede establecer entre las construcciones que ya ha hecho y un concepto
nuevo que asimila o construye. (Mena-Lorca, 2011, p.83)

Considerando lo descrito anteriormente, en cuanto a la elaboracion de la DG,
este analisis tedrico considera: en primer lugar, la comprension y la experiencia del
investigador en cuanto al objeto de estudio — como sefalan (Trigueros, 2005) y
(Mena-Lorca, 2011), se comienza desde la reflexion y definicibn mateméatica acerca
de los conceptos—. En segundo lugar, se utilizan los resultados de investigaciones
previas. En tercer y ultimo lugar, el andlisis de libros de texto y otros aspectos que se
estime que contribuyan a la delineacién de un camino viable para la construccion de
un concepto determinado.
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2.5.2 Disefio y aplicacion de instrumentos

Segun Parraguez (2009) posteriormente a la elaboracion de la
descomposicion genética provisoria, es necesario documentarla; es decir, que es
imperioso determinar la viabilidad del camino sefalado en ella. A partir de esto, se
elaboran y aplican instrumentos que permitan identificar las construcciones
mencionadas en la DG vy reflejar las construcciones expuestas en ella; mediante los
cuales los estudiantes pueden construir dichos conceptos.

La aplicacion de los instrumentos considerados en nuestra investigacion—
actividad exploratoria y entrevista individual semi-estructurada— fueron aplicadas
previamente al disefio de la DGP. De igual manera, formaron parte de la verificacion
de la viabilidad del camino sefalado.

2.5.3 Analisis de los datos

Esta etapa consta del andlisis de los resultados obtenidos en la aplicacion del
instrumento; éstos deben ser analizados desde la descomposicion genética
elaborada identificando los elementos o construcciones que fueron considerados y
los que no. El objetivo es refinar la DGP.

Segun Mena-Lorca (2011), este ciclo de investigacion se reitera segun se
estime conveniente para llegar a una comprension mas profunda de cémo el
concepto podria desarrollarse en la mente del estudiante.

La aplicacidon y el analisis de los datos en nuestro trabajo, permitieron refinar y
elaborar una actividad exploratoria y una entrevista individual semi-estructurada
mucho mas detallada y minuciosa, que pudieran arrojar resultados cada vez mas
precisos, que finalmente contribuyeran con la elaboracién y disefio de una DGP
mucho mas cercana a la cognicion de los estudiantes en cuanto a los conceptos
subyacentes de las (E-P).

Cada descomposicion genética debe ser el resultado de la aplicacién completa
de las tres componentes del ciclo de investigacion, lo que va a permitir documentarla
con datos empiricos.

Sin embargo, pese a que nuestro trabajo consta de las tres componentes,
éstas no fueron desarrolladas secuencialmente segun lo expuesto.
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CAPITULO 3: HIPOTESIS Y OBJETIVOS DE INVESTIGACION

3.1Supuesto o hipotesis

Algunos estudiantes de primer y segundo afio medio, pese a no tener una nocién
matematica de los conceptos involucrados— en nuestro caso sobre (E-P)— frente a
situaciones diarias, evidencian la utilizacion inconsciente de algunas de sus
propiedades.

3.20Dbjetivos de investigacion

3.2.1 Objetivo general

Describir las construcciones y mecanismos mentales que muestran y movilizan
estudiantes, acerca de los conceptos que subyacen a las (E-P), frente a situaciones
cotidianas, a través de una Descomposicion Genética provisoria en base a la teoria
APOE.

3.2.2 Objetivos especificos

e Realizar un estudio cognitivo, historico epistemoldgico, de investigaciones
reportadas y curricular en cuanto al concepto en estudio.

e Disefar y aplicar una actividad exploratoria y una entrevista individual semi-
estructurada a estudiantes de primer y segundo afio medio, que permita
evidenciar a grandes rasgos la utilizacion inconsciente de los conceptos
involucrados en la nocion de (E-P).

e Analizar los datos de la aplicacidon de la actividad y entrevista.

e Elaborar una Descomposicion Genética Provisoria, a partir de los
antecedentes de investigacion.

e Entregar resultados y conclusiones.
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CAPITULO 4: METODOLOGIA

Segun lo descrito previamente, el marco te6rico que sustenta esta
investigacion, cuenta con un ciclo de investigacion propio, el cual es propuesto por
RUMEC y se perfila bajo un paradigma cualitativo con un enfoque hermenéutico, que
permite utilizar como método de investigacion: el estudio de casos.

Este ciclo se constituye por tres componentes: Analisis teorico, disefio e
implementacion de la enseflanza y analisis y verificacion de datos; sin embargo, la
segunda etapa ha sido modificada, al igual que en la investigacién de (Parraguez,
2009) por el disefio y aplicacién de instrumentos.

Este estudio utiliza las tres componentes de investigacion del ciclo; el analisis
tedrico que incluye: la revision de distintas investigaciones previas en cuanto al tema
de estudio, las que nos proporcionaran aspectos tanto epistemolégicos como
geneéticos; y junto a los antecedentes histéricos nos permiten dilucidar sobre la
naturaleza de los conceptos y relacionarla con el desarrollo en la mente de los
estudiantes. Ademas se incorpora la revision del curriculum de la Educacion
Parvularia hasta primero basico, donde se originan algunas de las nociones
involucradas en los conceptos matematicos (E-P).

Este analisis nos faculta para disefiar y aplicar dos instrumentos de
recogida de informacion: una actividad exploratoria y una entrevista semi-
estructurada, para finalizar con el analisis y verificacién de los datos que dara pie
a la elaboracion de la DGP.

Como primer instrumento de recogida de datos, se construye una actividad
grupal exploratoria y posterior a esta actividad se realiza una entrevista individual
semi-estructurada a dos estudiantes de ensefianza media de diferentes niveles.
Tanto la actividad grupal y las entrevistas estan basadas en las principales nociones
gue constituyen los conceptos de (E-P) descrita en el trabajo de (Mena-Lorca, 2011)
y el teorema que los liga RE/P. Cada una de las preguntas o actividades
presentadas, tiene relacién directa con cada uno de éstos conceptos”®.

Para la aplicacion de la actividad grupal, fueron escogidos 11 estudiantes de
primer afio medio, cuyas edades fluctan entre los 14 y 15 afios, de un Liceo
Municipal de Valparaiso y posteriormente la aplicacion de la entrevista semi-
estructurada a dos estudiantes de primer y segundo afio medio, de 14 y 15 afios de
edad, la primera de ellas pertenece al mismo liceo y la segunda a un colegio
particular subvencionado.

Los criterios de seleccion de los 11 estudiantes ademas de la estudiante de
primer afio medio, se apoyan sobre la disponibilidad de éstos, al formar parte la
investigadora del cuerpo docente del establecimiento al que pertenecen y la
segunda, al ser aplicable la entrevista en un ambiente fuera del ambito académico.

9
Ver anexo 1.
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4.1 Anédlisis tedrico

A partir de lo establecido como parte del ciclo propio de investigacion de APOE; se
inicia con un analisis tedrico que incluye el estudio del curriculo, un andlisis histérico
epistemoldgico, un estudio epistemoldgico genético, ademas de investigaciones
reportadas y la experiencia de estudiantes. La que se resume como sigue:

4.1.1 Andlisis curricular

Los conceptos de relacion de (E-P) no son nociones que podamos encontrar—
al menos de forma explicita— dentro del curriculo de Educacién Basica y Media. So6lo
es posible apreciar su ensefianza formal dentro de algunos programas de carreras
universitarias como Ingenierias, licenciatura en Matematica, pedagogia en
Matematica, entre otras.

No obstante, si consideramos la génesis cognitiva detras de estos conceptos
podemos apreciar la relevancia de este tema y su presencia desde los primeros
niveles educativos, con diferentes enfoques.

Es asi, como las bases curriculares de la Educacion Parvularia, (Mineduc,
2001) se encuentran ligadas a las relaciones del tipo l6gico-matematico, vinculado
con la estructura operatoria de la clasificacion, donde uno de sus objetivos es: la de
interpretar y explicarse la realidad estableciendo relaciones |dgico-matematicos,
cuyos aprendizajes esperados varian segun el ciclo de aprendizaje y dentro de éstos
se encuentran la identificacion de los atributos y propiedades de los objetos,
estableciendo distintas relaciones de agrupacién de forma progresiva, de semejanza
y diferencias a partir de la clasificacion de objetos.

En cambio, desde la Educacién Basica—especificamente desde segundo
basico— a la Educacion Media, podemos encontrar una variedad de objetos
matematicos considerados dentro de los programas de estudio propuestos por el
Ministerio de Educacion de Chile (Mineduc, 2015), que satisfacen las propiedades
correspondientes, como se ha sefialado anteriormente, entre ellos: la relacién de
semejanza establecida en el conjunto de triangulos en el plano (o en el espacio); la
relacion de paralelismo que se puede establecer en el conjunto de rectas en el plano
(o en el espacio). Entre varios otros.

4.1.2 Analisis histérico epistemolégico

De acuerdo a lo analizado, la accion de clasificar elementos de un conjunto,
subyace propiedades tanto de relaciones de equivalencia como de particiones y
como tal esta accién ha estado presente desde el inicio de la humanidad generando
y aportando tanto al desarrollo de nuestra sociedad como al matematico.
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Por otra parte, sabemos—a partir de lo analizado en el capitulo 2— que una de
las relaciones fundamentales consideradas en la construccion de APOE, extraidas de
la teoria de Piaget es; la cercania entre la naturaleza de los conceptos matematicos y
su desarrollo en la mente del individuo; esto nos permite relacionar el estudio
epistemoldgico desde su sentido histérico al genético; es decir, que hay ciertos
aspectos en el desarrollo de la historia de la humanidad que se van replicando, de
alguna manera, en el individuo cuando aprende.

En consecuencia, podemos concluir, a partir de lo estudiado —analisis
historico-epistemolégico y genético — como la humanidad, segun el tiempo
transcurrido, ha ido mostrando dificultades para formalizar y expresar con propiedad
los conceptos de (E-P) y esto también se evidencia en los individuos, los cuales
presentan los mismos inconvenientes.

Por ultimo, desde el descubrimiento de la agricultura—con la utilizacion del
concepto de clasificacion—; el hallazgo del papiro de Ahmes— donde encontramos
conceptos matematicos que cumplen con ser relaciones de equivalencia—; hasta la
formalizacion de la l6gica—Principia Mathematica con Bertrand Russell—; se puede
evidenciar cOmo sujetos sin tener una nocion clara ni explicita del concepto, sin tener
consciencia de aquello, utilizan y emplean sus propiedades, al igual que alguien que
muestra dominio de los objetos matematicos.

4.1.3 Analisis epistemologico genético

Podemos extraer de la investigacion de Piaget e Inhelder (1976), bajo las
hipétesis que delineaban su estudio; en primer lugar, como ciertos factores
estructurales que se encuentran en la génesis del concepto de la clasificacion— el
lenguaje, la percepcién y los esquemas sensomotrices—, podrian influir en la
construccion de las nociones subyacentes de las (E-P). Es asi como, desde los
niveles pre-verbales del desarrollo, se pueden observar conductas de clasificacion:
reconocen a partir de los esquemas sensomotrices — que incluye la estructura
cognoscitiva de la percepcion — las caracteristicas de utilizacion de ciertos objetos y
las comparan con esquemas de asimilacion de acuerdo con las relaciones de
semejanza y diferencia. Y la utilizacidbn posterior del lenguaje, contribuiria a la
formacion de categorias, la transmision de las clasificaciones y la creacion sucesiva
de varias otras relaciones de semejanza y diferencia.

En segundo lugar, se establecen formas de organizacion para estructuras
operatorias que estan presentes en las clasificaciones: las clases y relaciones. Por
ejemplo: se establecen las similitudes y diferencias que deben poseer elementos de
igual y distintas clases, comprension de la relacién parte-todo, la utilizacién correcta
de cuantificadores, ademas de una serie de propiedades referentes a la formacion de
clases a partir de una clasificacion, las cuales fueron detalladas® en el capitulo 1.

10 . .z e . s
1.3.4 origen de la operacion de clasificacion.

44



Por otra parte, Kamii (1994) apoyandose en las investigaciones de Piaget,
sostiene que tanto el conocimiento l6gico matematico, cdmo el conocimiento fisico,
se construyen a través de dos tipos de abstracciones: la empirica y la reflexiva. El
conocimiento légico matematico esta ligado, segun este estudio, a las relaciones
construidas mentalmente por cada individuo; las relaciones que realiza por ejemplo
entre objetos pueden ser relaciones de: igualdad, de diferencia, entre otras.

Correspondientemente, se afirma que la construccion del conocimiento fisico,
se encuentra supeditada a un marco de referencia l6gico-matematico, que permita
relacionar las nuevas observaciones con conocimiento que ya posee, por lo que para
la abstraccién empirica, que se relaciona con la abstraccion de las propiedades de
los objetos, es necesario un marco de referencia logico-matematico, el cual se
construye mediante la abstraccion reflexiva.

Por lo tanto, el marco de referencia l6gico matematico que provee la
abstraccion reflexiva es vital en la construccion de esquemas de clasificacion, que
permitan distinguir entre las propiedades de los objetos y establecer tipos de
relaciones.

Es asi, como se intenta comprender y modelar, a partir del siguiente diagrama,
un camino cognitivo previo a la manifestacion de las propiedades de las (E-P).

Se construye Marco de
mediante la referencia logico-
abstraccion reflexiva matematico

Clases ya
formadas
Compara a través
de las relaciones
de semejanza o
diferencia, entre
otras.

WL W
®Tiewwy )
S S
< NAAE ‘
(e - |"" #'-i # & Abstraccion
e o dg empirica

Abstrae
propiedades
de los objetos

Figura N°5: Construccién de esquemas de clasificacion.

4.1.4 Aplicacion de actividad exploratoria y entrevista semi-estructurada

El disefio de esta actividad y la entrevista se basan en el teorema RE/P
propuesto en el trabajo de (Mena-Lorca, 2011) y el cual es explicitado en el capitulo
1.

La actividad exploratoria se realizdé con un grupo de 11 estudiantes dentro de
la sala de clases de la Institucion Educativa a la cual pertenecen. Esta consiste en
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una actividad cinésica donde la investigadora da algunas instrucciones de
movimientos que deben efectuar los alumnos y en base a éstos realiza preguntas.
Por otro lado, las entrevistas individuales fueron aplicadas, una de la manera formal,
es decir, dentro del ambito educativo y la segunda fuera del ambito escolar. La razén
de ésta ultima, tiene relacion con nuestra hipotesis y objetivos planteados, los cuales
se enfocan en evidenciar las nociones fuera del ambito matematico, e inmerso en
una situacion cotidiana.

Para la aplicacion de la entrevista semi-estructurada, se les presenta a las
estudiantes un conjunto de distintos tipos de frutas y en base a esto la entrevistadora
realiza preguntas. Ambas actividades constan de un registro audiovisual, que se
designa por la letra V1 (video 1), V2 (video 2), etc. y se describe el minuto exacto en
gue se realiza cierta pregunta o respuesta, por ejemplo: V1. 7:55 (registro en el video
1 en el minuto 7 con 55 segundos).

Los resultados de la aplicacion de ambos instrumentos, junto con los
antecedentes del andlisis tedrico dan pie a la elaboracion de la descomposicion
geneética provisoria de APOE.

A continuacion se detallan tanto los resultados de la actividad grupal cémo los
de la entrevista semi-estructurada. Estos son presentados, en algunos casos, de
forma combinada a medida que las preguntas y/o respuestas apunten a la misma
propiedad o teorema.

Se presenta al comienzo la propiedad o teorema a la que apuntan, seguido del
resultado de la actividad y entrevistas, para finalizar en cada seccion con la
construccion mental del estudiante en relacion a su respuesta y, en algunos casos,
registro visual.
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Teorema RE/P

Toda relacion de equivalencia R en A induce una particion Py en A.

Entrevista

Se les presenta a las estudiantes un conjunto de fotos de distintos tipos de frutas y se
les pregunta:

Informante 1.

Entrevistadora:  ¢Qué puedes hacer con esos elementos? ¢Que se te ocurre?
¢ Podrias explicar lo que hiciste?(V1. 00:02)

Estudiante: Dividirlos, por fruta por lo que son, los iguales en un grupo. (V1-
00:08.)

El criterio que utilice es que tienen que ser “iguales”. En este
grupo solo hay peras por ejemplo (V1.03:02)

Entrevistadora: ¢ Qué provoco el criterio en el conjunto? (V1.03:28)

Estudiante: Que se separaran.(V1.03:59)

Informante 2.
Entrevistadora: ¢ Que se te ocurre hacer con esos elementos? (V1. 00:07)
Estudiante: Ordenarlos por tipo de fruta o por tipo de color. (V1. 00:09)

Entrevistadora:  Hazlo entonces! ¢Qué es lo que acabas de hacer? [Le pregunta
luego de haber realizado la clasificacion]

Estudiante: Ordenarlos por tipo de color, por ejemplo las rojas, las que son
solamente rojas van aca, las que tienen una mezcla de rojo y
verde ahi, las que son verdes, las que tienen una mezcla de
verde con otro color, las amarillas y esos quedaron solitos
porque son diferentes [apuntando a dos frutas de su anico color].

Entrevistadora: ¢ Qué provoco el criterio en el conjunto?

Estudiante: Separarlos, seleccionarlos, segun el orden que yo determinég,
gue seria: el color. (V1. 02:45)
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Aplicar esquema de relacion
de igualdad de cualquier
conjunto

Aplica segin
coherencia

asimilacion

Realizar una particion en base a
un criterio.

(Toda relacion de equivalencia R

induce en A una particion Py en)

1 A proosso) |

Teorema RE/P

Toda relacion de equivalencia R en A induce una particién P, en A y toda particion
P en A define una relacion de equivalencia R, en A.

Actividad exploratoria
“‘E1G1” hace referencia a un estudiante perteneciente al grupo 1.

‘E2G1” se refiere a un estudiante distinto al anterior pero del mismo grupo y asi
sucesivamente.

La investigadora forma dos grupos con los estudiantes. (G1 y G2), y les solicita que
uno de los grupos se divida segun algun criterio establecido por ellos sin explicitarlo
al grupo contrario, de tal manera que el otro grupo deba reconocer aquel criterio de
clasificacion. Posteriormente se cambian los roles. (V2. 00:11)

El primer grupo (G1) realiza una particion relacionada con el criterio “tipos de ropa”.

Entrevistadora: ¢ Cual es el criterio? [Preguntandole al grupo que debe determinar
el criterio] (V2. 01:16)

E1G2: Que ella no tiene poleron y las otras si. (V2. 01:16)

Luego es el turno del otro grupo (G2); se agrupan segun un criterio, y G1 debe
determinarlo.
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E2G1:
Entrevistadora:

EstudiantesG1 y
G2:

Entrevistadora:

E3G2:

Que tiene buzo, que tiene zapatillas de color. (V2. 02:02)
¢, Cual fue el criterio utilizado? (V2. 02:10)

Segun las zapatillas, por el color. (V2. 02:13)

O sea que dos personas estan en el mismo grupo si es que...

Tienen el mismo color de zapatos. (V2. 02:23)

G1 vuelve a realizar otra particion y G2 debe determinar el criterio.

E4G2:

E4G2:
Entrevistadora:

E4G2:

Entrevistadora:

E1G2:

Entrevistadora:

ESG2:

Que tu tienes aros y ellas no. Porque tienen la partidura al medio.
[apuntando a uno de los grupos] (V2. 04:01)

Ellas tienen corbata y ella no. (V2. 04:17)
Entonces ¢ Cudl seria el criterio general?

Que ellas tienen polera y las otras tienen camisa y corbata. (V2.
04:33)

¢,Cudl seria el criterio general en ese caso? (V2. 04:37)

Que se separaron porque unas no tenian corbatas y las otras si.
(V2.04:41)

Dos personas pertenecen al mismo grupo si cumplen... (V2.
04:40)

Si estan formales o no formales. (V2. 04:45)

G2 realiza una particion segun el criterio “tipos de zapatos, con o sin cordones”.

Entrevistadora:

E6G1:

Estudiantes:

E4G1:

¢,Cual es el criterio?

Que los zapatos de ellos son cerrados y los de ellas son chinitas.
(V2. 06:46)

No, por ahi va. (V2. 06:51)

Ellos tienen cordones y los otros no.
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Entrevistadora: En ese caso ¢Cual es el criterio en general? dos personas
pertenecen al mismo grupo si...

E4G2: Si tienen los cordones. (V2. 07:52)
E1G2: Porque ellos tienen cordones y nosotros no. (V2. 07:56)
E3G2: Si nosotros tenemos cordones pertenecemos al grupo, si ellos no

tienen cordones no pertenecen al grupo. (V2. 8:23)

En base a una particion definir
el criterio.
(Toda particion P en A define
una relacion de equivalencia
Rpen A) (proceso)

Reversion

Realizaruna particionen basea
un criterio.

(Toda relacion de equivalencia®R

induce en A una particion Px en)
A (proceso)

Propiedad

Verifican dos de las tres propiedades que demuestran que una relacion es una
relacion de equivalencia:

Simétrica (Va,b € A) (aRb = bRa)

Transitiva (Va,b,c € A) (aRb A bRc = aRc)

Actividad exploratoria

La investigadora realiza una simulacién con grupos de amistad (simula que
ciertos estudiantes son amigos sin serlo) y segun eso les pide realizar una particion

segun grupos de amistad. (V4. 01:22).

En este caso, de manera intencional,

cuenta que no todos los pertenecientes a una misma clase, seran amigos.

la entrevistadora relaciona a los
estudiantes por amistad de tal manera que al momento de agruparse, se daran
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Entrevistadora:

Estudiantes:

Entrevistadora:

E7:

Entrevistadora:

E7:

Entrevistadora:

E5:

Entrevistadora:

E5:

E2:

El:

EG:

Entrevistadora:

E5:

ES

Sepéarense por amistad. ¢Entonces dos personas pertenecen al
mismo grupo si son...? (V4. 01:52)

Amigos. (V4. 02:22)

¢, Cada persona del grupo cumple con el criterio?
No, porque no son amigas. (V4. 02:28)

¢, Quiénes no son amigas?

Ellas dos de alla y ellas dos tampoco [apuntando a dos de los tres
grupos] (V4: 02:31)

¢, Qué sucede en este caso? ¢Qué sucedié con ese grupo por
ejemplo? [apuntando a un grupo donde no todas las estudiantes
son amigas y una de ellas tienen amistad con otra estudiante de
otro grupo] (V4. 03:07)

Que ella no puede estar aqui porque no somos amigas de ella.
[apuntando a una estudiante de otro grupo, que si era amiga de
una estudiante de ese grupo] (V4. 03:24)

&Y tu eres amiga de ella segun la simulacion? [refiriéndose a una
estudiante del mismo grupo] (V4. 03:27)

Si.
Yo era amiga tuya, pero tu no eras amiga de ella. (V4. 03:35)

Que ella sea amiga de ella o ella sea amiga de ella da igual
[apuntando a sus dos compafieras de grupo de forma
bidireccional] aqui yo soy amiga de ella, pero ella no es amiga de
ella [apuntando a la otra compafiera] y ella si es mi amiga jaqui
de las tres no todas somos amigas! (V5. 00:00)

Ella es amiga de las dos pero ellas no son amigas [dice otra
compafiera de otro grupo]. (V5. 00:26)

¢, Qué es lo distinto en ese caso? [Apuntando a otro grupo] (V5.
00:30)

Que ella es mi amiga (apuntando a otro grupo) pero yo no puedo
estar ahi porque no soy amiga de la Monserrat. (V5. 01:05)

Entonces porque estoy yo aca si yo no soy amiga de ella. (V5.
01:13)
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E1l:

E7:

Entrevistadora:

E1l

Porque eres amiga mia.

Pero ella también es amiga de ella (haciendo una comparacion
entre una estudiante de su grupo con otra de otro grupo). (V5.
01:18)

¢, Qué es lo distinto en este caso? ¢Qué diferencia pueden notar
entre la division generada ahora y las anteriores? (V5. 01:35)

Por ejemplo aqui no todos somos amigos. (V5. 01:58)

Entrevista

Posteriormente a la clasificacion segun el criterio “tienen el mismo color”, la
investigadora se enfoca en una de las clases, en este caso, la clase del color rojo y
en base a eso les pregunta:

Informante 1

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:
Entrevistadora:

Estudiante:

Aca tenemos todos los elementos que son del color rojo
[apuntando a una de las clases de frutas rojas, segun el criterio
“tienen el mismo color’]l; Cémo sabes que son todos rojos? Si
detallamos mejor. Si tomo dos elementos al azar ¢Como me
aseguro que cumplen con ese criterio de que son rojos?
(V3.02:52)

Porque los estoy viendo. Porque los dos tienen el mismo color.

¢, Como seria esa distincion? explica lo que piensas cuando haces
esa distincion.

En rojo, los miro a los dos, los comparo, los miro y tengo que ver
si son rojos.

¢, Como podrias saber si estos elementos también son rojos, con
estos que ya tienes.

También los comparo.
¢, Podrias detallar la comparacion, mostrarla paso a paso?

Los comparo por el color, comparo este con este y después miro
el otro y los comparo también. Con los demas hago lo mismo.
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Entrevistadora:

Estudiante:

Informante 2

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiantes:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Y en el caso que fuese un solo elemento? ¢Se podria
comparar?

No, porque no hay otro con quien comparar. (V3. 04:25)

¢, Qué puedes decirme respecto a los elementos que tenemos
ahi? [Apuntando a la clase de frutas rojas] (V2. 00:39)

Tienen el mismo patrén de colores. Todos son derivados del rojo.

El hecho de que digas que todos son rojos, ¢ podrias detallarlo?
¢, Como sabes que todos son rojos?

En cada una de las frutas, todos tienen el color rojo, en distintas
tonalidades pero es el mismo color.

Y si yo tomo dos elementos al azar, ¢ me aseguro de que seran
rojos?

Si.

Y ¢,como?

Comparo ese con ese ambos son rojos, lo mismo sucede con
ese, con ese, con ese. Entonces si tu comparas todos los

elementos con esa guinda todos tendrian el mismo color. (V2.
01:35)

¢, Como harias esa comparacion?

De partida tomo uno, por ejemplo ese, y ahi tomaria otro
cualquiera, si yo lo comparo con respecto a ese [y junta dos,
después tres, luego cuatro frutas].

Ya pero haber primero fuiste comparando asi: ese con ese
[compara sOlo entre dos elementos] ¢Colmo seria esa
comparacion? ¢ Qué es lo que dices para comparar?

Primero debo mirarlo bien y veo que el que los cubre es el color
rojo, ambos tienen el color rojo, entonces ambos tienen esos dos
colores en comun.

¢Algo mas de esa comparacion?
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Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

No.

¢Entonces ta estas comparando este con este, 0 ese con ese?
[aludiendo a la propiedad simétrica]

Las dos comparaciones serian iguales. (V2: 02:45)
¢, Qué mas podrias hacer?

Seguir comparandolos con los otros elementos. Por ejemplo ya sé
gue esos dos tienen el mismo tono y los demés también cumplen
con la misma tonalidad.

Por ejemplo, si yo quisiera saber si este cumple también
[apuntando a una tercera fruta] ¢ Qué harias? ¢ Compararias este
con este, o con quién? ¢ Podrias detallar esa comparacion?

Si lo comparo con este, son iguales si lo comparo con ese ya son
diferentes tonalidades.

.Y ese con ese?

Igual son diferentes tonalidades, pero sigue cumpliendo con el
color rojo

¢Eso me serviria para todos los demas? ¢ Seria una forma de
asegurarme de que todos tienen el mismo color?

Si.

¢, Me podrias detallar algo mas? ¢ Para que serviria hacer ese tipo
de comparacion?

Es mas para asegurarse de que estan ordenados de manera
correcta, simplemente eso.
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(s‘lﬂ:':‘dtﬁ"‘:’ En base auna particion definir
a P una particionde un ' TS
X Coordina el criterio.
conjunto AP = {Py,Ps, ... Pp} s : (Foda particién P enA define
define larelacion candnica como una relacién de equivalendia
xRy S x,y€ P; VieN) R, en A} (proceso)
(proceso)

Verificar dosde lastres propiedades
de una relacion de equivalendia.
(proceso)
Simétrica (Va, b € 4)(aRb = bRa)
Transitiva (Va,b,c € 4) (aRb A
bRe = aRc)

Propiedad
Verifica que una familia de subconjunto de un conjunto dado es una particion
(VEEP)(VFEP)ENF+0=E=F)

UeepE = A

Entrevista

Se realizan las siguientes preguntas, posterior a la clasificacion realizada por la
estudiante, del conjunto de frutas, segun el criterio “tipos de frutas’.

Informante 1

Entrevistadora: ¢ Existen elementos de un conjunto que no cumplan con las
caracteristicas del criterio utilizado? ¢Todos cumplen? ¢Aqui
todos son del mismo tipo de fruta [apuntando a un grupo en
particular? (V1.7:29)

Estudiante: No aqui hay una mandarina. Ahora si. [Moviendo ese tipo de fruta
donde corresponde]. Si todos cumplen. (V1. 7:55)

Entrevistadora: ¢ Existe alguna relacion de elementos de grupos distintos? ¢Qué
los relaciona a este con este otro? ¢Hay alguna relacion
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Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

[apuntando a distintas clases] (V1.07:58)
No ninguna.

¢Me podrias decir algo mas? ¢Porque dices que no existe
ninguna relacion?

Porque estas son frambuesas y estas son naranjas, la Unica
relacion que podrian tener es que son frutas, pero nada mas. (V1.
8:18)

En comparacion con el conjunto inicial [La clasificacién por tipo de
fruta] ¢Qué podrias decir? ¢Podria volver al estado inicial? (V1.
13:42)

Juntandolo todo de nuevo, es posible volverlo al estado inicial.
(V1. 14:04)

¢ Podrias pensar esto de forma general, en otros conjuntos? Que
veas en cualquier parte. (V1. 14:47)

Con los libros de clases, los tienen que separar por biologia,
matematica, lenguaje, quimica. Que todos tienen que ser de un
ramo igual, de la misma asignatura. Cuando estamos en mi casa
con la ropa, porque la ropa se separa por la persona que
corresponde con su ropa. El criterio seria la ropa que es mia y la
de mi hermana. (V1.15:25)

Posteriormente a la clasificacion realizada por el criterio “tienen el mismo
color” se realizan las siguientes preguntas:

Informante 2

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

¢ Qué relacién tienen este con este? ¢Hay alguna relacion?
[apuntando a clases distintas] (V1. 03.28)

No. O sea son frutas, es como la Unica relacién que tienen.
&Y entre elementos de un mismo grupo, qué relacion hay?

Tienen el mismo color.
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Posteriormente de haber realizado otra clasificacion segun otro criterio, la
entrevistadora le pregunta lo siguiente:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

En comparacién con el conjunto inicial ¢Qué podrias decir?
¢Podria volver al estado inicial?¢y qué tendrias que hacer? (V1.
10:55)

Si, tendria que volver a ordenarlos por color.
Me refiero al estado inicial, antes de aplicar el primer criterio.

Si, pero no habria ningun orden, no estarian agrupados por
ninguna similitud.

¢, Entonces qué sucede si yo uno los conjuntos?

Se mezclarian, se desordenaria, simplemente eso, si llegara a
unir los conjuntos se unirian solamente porque son frutas, no
tendrian el orden por color, o por tipo de fruta, no habria un orden
sino simplemente estarian todos mezclados (V1. 12:17)

Y eso ¢lo volveria al conjunto inicial?
Si.

¢, Podrias nombrarme otros criterios, no especificamente de este
conjunto, sino en cualquier parte? (V1.13:00)

No se...con cosas de una casa, cosas electrodomésticas,
eléctricas, los sillones, las camas, los muebles, eso. (V1. 13:24)

JY ahi cual seria el criterio?

Por tipo, depende de las cosas, electrodomésticos juntos,
muebles juntos. También podrian ser por personas, unirlos por
similitudes, por ejemplo las personas con el mismo tono de
cabello, o con tono de piel o segun el vestuario, cosas asi. (V1.
13:24)

Explicame como harias alguna de esas agrupaciones.

La division va a depender de los factores, por ejemplo si lo hago
por tipo de pelo, los dividiria en diferentes zonas, por ejemplo los
de pelo negro, castafio, pelirrojo, rubio, o sea esa seria la division
gue yo haria. (V1.14:54)
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& 0 Verificar propiedades y caracteristicas de
= &s una particién.
— D N (proceso)

Realizar una particién en base a
un criterio.

(Toda relacién de equivalencia R

induce en Auna particién Pg en)
A (proceso)

Aplicar esquema de

relacién de igualdad a Coordina

ejemplos cotidianos
(proceso)

(VEEP)(VFEP)ENSf + 0= E=F)
UpepE = A

Sean A un conjunto, ysean P = {A4;}i, Y Q = {B]-}],€] particiones de A. Se dice que P
es mas fina que Q y se anota P < Q siy solo si (Vi € I)(3j € J)(4; € B))

Entrevista

A partir de la clasificacion inicial segun el criterio “tienen el mismo color” se realizan
las siguientes preguntas:

Informante 1

Entrevistadora:

Estudiante:

Informante 2

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Sobre la clasificacion anterior, segun el criterio “tienen el mismo
color” ¢se te ocurre hacer algo mas sobre lo que ya tienes?
[Posteriormente se le pide dibujar o encerrar en un circulo lo que
tiene ¢ hay algun otro circulo que falte?] (V1.17:13)

Separarlos. Pero esta vez por frutas. (V1. 17:40) Aca también
separarlos por fruta. Separar todos los grupos por frutas. Si, el
gue separa a todo el grupo de esto. [Encierra en un circulo cada
grupo incluyendo el grupo inicial]. (V1. 20:10)

Sobre esa misma clasificacién [segun el criterio tienen el mismo
color] puedes hacer algo mas? (V1. 21:15)

Mmmm....no.
Si nos vamos a este conjunto [apuntando a una de las clases],

¢podrias hacer algo con este conjunto? ¢Qué se te ocurre?
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Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Agruparlos por los que tienen una sola fruta en la imagen y los
gue tienen varias. (V1. 21:46)

El criterio entonces fue utilizado solo en esa clase, o sea de la
division anterior, realizaste otra y ¢ podria suceder para los demas
también?

Si, los dividi al igual que el otro grupo.

Realizaruna particionen base a Coordina
un criterio.

it B AR Realizaruna sub-clasificacion

(proceso)

induce en A una particion Px
A(proceso)

Entrevista

Posteriormente a encerrar en un circulo todos los sub-grupos formados a partir de la
realizacion de sub-clasificaciones, se realizan las siguientes preguntas.

Informante 1

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

¢,Que podrias decir acerca del dibujo que te queda? ¢Me podrias
explicar que simboliza? (V2. 04:05).

Que los divide mas que los otros grupos, que los encierra mas
subgrupos de los otros. Que este es un grupo pero que ese grupo
se subdivide por lo que son, el grupo grande es el color, y el
grupo pequeio los relaciona que sean de la misma fruta. (V2.
04:10)

Entonces la clasificacibn que tenias inicialmente la volviste a
dividir, ¢utilizando el mismo criterio para todos los subgrupos?
¢,Cudles fueron los criterios que utilizaste entonces? (V2. 00:14)

Si, la subdivision que hice todos tienen que ser de la misma fruta
y la otra era que todos tienen que ser del mismo color. (V2. 00:22)
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Realizarunaparticionen basea
un criterio.

(Toda relacionde equivalencia® Realizaruna sub-clasificacion
induce en A una particion Py en) . (proceso)
Alproceso) Coordina

Utilizar propiedad de mayor
finitud para el casodelas
particiones (proceso)
(vEeP,)(3F e P,)(ECF)* )

Propiedad

R <SS e (Vx € A)(Vy € A)(xRy < xSy), donde R, S son representantes de las clases
R,S, respectivamente.

Entrevista

Posteriormente al haber realizado las estudiantes particiones mas finas, la
entrevistadora se enfoca en una de ellas y realiza las siguientes preguntas:

Informante 1

Entrevistadora:  Enfoquémonos en uno de los subconjuntos ¢, Qué podrias decir de
los elementos de aqui con los de alla? [Apuntando a clases
distintas] .(V2. 00:35)

Estudiante: Tiene pepas, es verde, también tiene verde y este tiene tallo y
este no.

Entrevistadora:  ¢Alguna otra cosa? Algo que puedas decir aparte de las
caracteristicas de los elementos. En funcion de los criterios que
utilizaste. Por ejemplo, ¢ existe alguna relacién entre este y este
[apuntando a clases distintas]

Estudiante: No, que son frutas.

Entrevistadora: ¢ Segura que no hay ninguna relacion entre grupos distintos? y
¢entre elementos de un mismo grupo ¢,Cudl seria la relacion?

Estudiante: Que las dos son frutillas.
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Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Ya! Que las dos son frutillas, entonces en este caso, cumplen con
el primer criterio. Y hay alguna relacion entre este grupo y este
otro [apuntando nuevamente a grupos distintos]

Que las dos son rojitas.

Entonces cumplen con el mismo color.

Si.

Entonces hay alguna relacion entre ese y ese [apuntando a otras
clases distintas]

Si, que son del mismo color.

Me podrias decir de forma general algo mas de eso.

Eso po! Que todas son rojas, del mismo color.

Entonces ¢ hay alguna relacion entre los subgrupos?

Si el color.

¢ Y todos se relacionan por lo mismo?

Si.

Y hay alguna relacion con el otro criterio ¢ Cual era el otro criterio?
Que son frutas.

Que son frutas, entonces ¢hay alguna relaciébn entre los
subgrupos?

Si, las dos son frutas.
Me refiero al criterio “tipos de frutas” ¢ lo recuerdas?
Ah! Entonces no. (V2. 02:48)

Si tomo elementos del mismo conjunto, [apuntando a una de las
dos particiones mas finas] ¢ Qué criterio los relaciona? (V3. 00:08)

Porque son frutillas.
O sea ¢ por el segundo criterio, que seria tipos de frutas?

Si.
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Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Si yo tomo este con este [apuntando a dos frutas del mismo color
pero de diferente tipo]

El color.
¢, Se relacionan por el otro criterio, “el mismo tipo de fruta”?
No.

Que piensas, sobre si tomo elementos al azar ¢Por qué se
relacionarian?

Por el color.
¢ Eso seria lo seguro?
Si.

Entonces yo tomo elementos al azar, ¢ Qué me podrias decir de
eso?

Que los saca por el mismo color.

¢Es posible que al momento de sacar dos elementos
cualesquiera se relacionen por el mismo tipo de fruta?

Si es que coincide si (V3. 01:18)

Ah! Pero tiene que coincidir, ¢y por el color? ¢ También tendria
gue coincidir?

Si.

¢ También? Si yo saco dos elementos ¢ es posible que no tengan
el mismo color? ¢ Podrias explicarme eso por favor?

Se relacionarian por fruta. Eh! No sé.

Si yo tomo dos elementos de aqui ¢ Cual seria la relacion segura
gue tendria?

El color. (V3. 02:21)
¢, No es seguro que saque el mismo tipo de fruta?

No, no es seguro porque son al azar.
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Informante 2

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:

Estudiante:

Ya aqui hay dos criterios ¢cierto? [Apuntando a una de las
particiones mas fina] ¢, Cuales serian los dos? (V1. 25:33)

Cantidad de frutas, y no creo que ese era el Unico.

Ya pero inicialmente tl habias utilizado un criterio antes, ¢Cual
era?

Por el tono de color.
¢ Y el segundo seria entonces?
Por la cantidad de frutas.

Ya tenemos dos entonces, uno es el color y el otro es por la
cantidad de frutas en la foto. ¢ Entonces si tomo dos de aqui [por
cual criterio se relacionan? [Apuntando al conjunto donde tiene
solo una fruta]

Porque solamente hay una fruta y porque tienen el mismo color
(V1.26:18)

O sea se relacionan por ambos criterios.
Si.

Y si yo tomo este de aqui [apuntando a la clase de varias frutas
en la foto] ¢ sucederia lo mismo? ¢ Me podrias explicar?

Si exacto. En ambos casos serian igual, la cantidad de fruta
porque hay mas de una y tienen en comun los colores.

Si yo los junto y tomara por ejemplo dos elementos ¢ Cual seria la
relacion entre ellos?

El color.

&Y si yo tomara este y este?[apuntando a dos elementos de una
misma clase] (V1. 27:27)

El color y la cantidad.
Entonces aqui se relacionarian por ambos criterios.

Si.
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Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevistadora:
Estudiante:
Entrevistadora:

Estudiante:

¢ Y eso siempre va a suceder?

En estos grupos. No, porque igual podria ser solamente por color,
dependiendo de la imagen que saque.

¢Y qué es lo que podemos asegurar ahi?
De que tienen en comun el color (V1. 27:50)
Y no es seguro.

Que salga la misma cantidad, no. Si lo hace al azar puede que
salga uno con mucho o solamente uno (V1. 27:55)

Utilizar propiedad de

Utilizar propiedad de or
peop e mayor finitud para elcaso

finitud para el casodelas

particiones [proceso) de las relaciones.
(vEeP,)(3Fe P)(ECF)* (proceso)=)
L(vx)(¥y) (xRy = xSy) |

Coordina

Esta seccion de la entrevista, se enfoca en indagar si €l o la estudiante es capaz de
aplicar las mismas propiedades evidenciadas anteriormente a ejemplos cotidianos,
por lo que carece de una propiedad matematica especifica como en los casos

anteriores.

Informante 1
Entrevistadora:

Estudiante:

Entrevista

¢, Podrias darme algun ejemplo de otros conjuntos? (V2.05:12)

Las sillas con las mesas y la pizarra, que si divide por lo que son
pero estan juntas por que las tres se usan para estar en clases,
los muebles los dividiria por lo que son, por el tipo, sillas con
sillas, mesas con mesas, después podria volver a separar las
sillas por color de silla o de mesa. (V2. 05:44)
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Informante 2

Entrevistadora: ¢ Podrias darme ejemplos que se te ocurran fuera de éstos, donde
pudieras realizar sub-clasificaciones? (V1. 28:52)

Estudiante: Mmm.... En dar ejemplos, no sé qué hacer, mmm no, no se me
ocurre ninguno ahora.

Entrevistadora: Donde por ejemplo tengas un conjunto y realizas una division
segun un criterio.

Estudiante: ¢ Y después lo vuelvo a dividir?
Entrevistadora:  Claro, ¢ Donde podrias ver ese tipo de cosas?

Estudiante: Se podria ver en donde venden cosas para materiales igual se
podrian dividir en varios grupos, con los mismos factores, o sea
color o por ejemplo con los cuadernos que tengan doble espiral o
cuadernos con uno solo o con el espiral plateado, negro y se
podrian hacer muchas mas divisiones.(V1. 29:37)

Entrevistadora:  En ese caso ¢ Cuantos criterios tendrias?

Estudiante: También podrian dividirse por los que tienen lineas, los que son
hojas blancas y hojas a cuadros, ahi habrian tres divisiones, esas
mismas divisiones yo las podria seguir dividiendo por el espiral
gue te habia dicho, por el tipo de espiral, por lo colores que
tengan en similitudes y seguir dividiéndolos asi. (V1. 30:18)

Utilizar propiedad de mayor Utilizar propiedad de

finitud para &l casodelas mayor finitud para el caso
particiones (proceso) de las relaciones.
(VEeP,)EFepP)(ECF) (procuo)=

Coordina

Aplicar esquama de relacion
de igualdad aesjemplos

cotidianos paraelcasode

La forma de estructurar nuestra DGP esta ligada a una nocion diferente de
cémo se plantea su elaboracion y disefio actualmente. El presente trabajo propone
un estudio y elaboracion de una DGP enfocada hacia nociones de un concepto
matematico preliminares a su construccién formal y de la cual no hay evidencia de
investigaciones similares enmarcadas dentro de la teoria APOE. La DGP propuesta
en esta investigacion se plantea en una perspectiva diferente, en funcion de
conceptos matematicos que no requieren de aprendizaje y se encuentran de forma
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natural en el haber cognitivo de las personas, pero que sin embargo es posible de
modelar.

A continuacion, se describe y presenta una Descomposicion Genética
disefiada con base en: el andlisis tedrico, los resultados de la actividad exploratoria y
las entrevistas.

4.2Descomposicion genética de las nociones de (E-P)

Arnon et al. (2014), apoyados en la investigacion de (Dubinsky y McDonald,
2001) senalan que un esquema formado por un individuo sobre un cierto concepto
matematico se compone de la accién individual de acciones, procesos, objetos e
incluso otros esquemas, unidos por reglas generales que permiten formar un marco
en la mente de los sujetos que pueden aplicar a una situacion en particular; y la
coherencia de este marco radica en determinar, la pertinencia de su aplicacion para
ciertos fendmenos.

En nuestro caso —apoyados en el analisis epistemoldgico genético—,
consideramos que previo a la accion de clasificar elementos de un conjunto, el sujeto
relaciona las nuevas observaciones con conocimiento que ya posee, lo cual es
permitido a través de un marco de referencia logico-matematico. Por lo tanto, los
esquemas de clasificacion le permitirian distinguir entre las propiedades de los
objetos y establecer algun tipo de relacion.

A patrtir de la evidencia, nos enfocaremos en la relacién de igualdad como una
relacion de equivalencia, la que formara parte de un esquema —en términos de
APOE— coherente, evocado y aplicado sobre situaciones reconocidas, a traves del
mecanismo de la asimilacion. Este esquema, al ser aplicado, contribuira a la
construccion de las estructuras y mecanismos mentales que describimos a
continuacion.

& v

Aplicar esquema de relacion
de igualdad de cualquier
conjunto

Aplica segin
coherencia

asimilacion

Realizar una particion en base a
un criterio.

(Toda relacion de equivalencia R

induce en A una particion Py en)
A (proceso)
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Las entrevistas mostraron que las estudiantes, al presentarles un conjunto de
elementos y pedirles que hicieran algo con aquello - sin explicitar una tarea en
especifica— lo primero que realizan es la clasificacion de esos elementos seguin un
criterio. Lo que permite realizar esta tarea es la activacion del “esquema de la
relacion de igualdad”. La aplicacion de este esquema induce al proceso “realizar una
particion en base a un criterio”, y este proceso se revierte al manifestar de forma
implicita e instintiva el proceso “en base a una particion, definir el criterio”. Se puede
evidenciar este transito en la actividad grupal exploratoria, donde los estudiantes
pasan de un proceso a otro sin ser conscientes de ese transito, al ser capaces de
particionar un conjunto a partir de un criterio, y de encontrar el criterio
correspondiente a una particion.

En base a una particion definir Realizaruna particionen basea
el criterio. un criterio.

{Toda particion P en A define Reversion [Toda relacion de equivalencia®

una relacidn de equivalencia induce en A una particion P en)
Ry en A) (proceso) A (proceso)

El proceso “en base a una particion definir el criterio”, al ser coordinado con
el proceso “relacion canonica”, permite describir por parte de las estudiantes el
proceso “verificar dos de las tres propiedades de una relacion de equivalencia”.
Ahora bien, este paso sucede de forma implicita: en el momento de realizar una
particion estan determinando una relacion que pasa por el hecho de identificar
inicialmente los que pertenecen a la misma clase, para posteriormente determinar la
relacion de equivalencia y por lo tanto sus propiedades. Esta relacion se realiza sin
pensar en la propiedad canonica con todo lo que implica, pero si justifica la relacion
de equivalencia que alli se encuentra.

“Reladién candnica”
(Sea P una panticionde un

En base 3 una particion definir
Coordina &l criterio.

conjunto AP = {Py, Py, ... Py ) 58 (Toda particiéo P anAdefine
define Iareladdn candnica como una relacién de equivalencia
xRy S x,y€ P; VieN) R, en A) [proceso)
[proceso)

Verificar dosdelastres propiedades
de una relacion de equivalendia.

A partir del proceso ‘realizar una particion en base a un criterio” y el proceso
“verificar propiedades y caracteristicas de una particién” la coordinacion de ambos
permitiria la construccién del proceso “aplicar esquema de relacion de igualdad a
ejemplos cotidianos” mediante el cual las estudiantes son capaces de explicar y
describir ejemplos externos a la actividad.
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Realizar una particidén en base a
un criterio.

(Toda relacién de equivalencia R

induce en Auna particién Pg en)
A (proceso)

Aplicar esquema de

relacion de igualdad a Coordina

ejemplos cotidianos
(proceso)

Verificar propiedades y caracteristicas de
una particién,
(proceso)
(VEEP)(VFEP)ENf20=2E=F)
UpepE = A

\

A partir del proceso ‘realizar una particion en base a un criterio” las
estudiantes nuevamente realizan el proceso “realizar una sub-clasificacion” sin
instrucciones externas. Al preguntarles si podrian realizar algo mas —posterior al
haber realizado una clasificacion, a partir de un criterio— manifiestan este proceso.
La coordinacién de ambos, implica la descripcion de los conceptos de mayor 0 menor
finitud, es decir, la construccion del proceso “utilizar la propiedad de mayor finitud
para el caso de las particiones” el que ademas es representado a través de un dibujo.

Realizaruna particion en basea
un criterio. . .z

(Toda relacionde equivalencia® Realizaruna sub-clasficacion

induce en Auna particion Px en) [proceso)
A(proceso) Coordina

Utilizar propiedad de mayor
finitud parael casodelas
particiones
(VEeP,)(3FE P)ECF)® e

Este proceso, coordinado al proceso ‘utilizar la propiedad de mayor finitud
para el caso de las relaciones”™ el cual es manifestado de forma explicita por las
estudiantes—, implica la construccion del proceso “aplicar esquemas de relacion de
igualdad a ejemplos cotidianos, con el cual las estudiantes son capaces de identificar
y describir modelos similares en el ambito extra-matematico.

-

Utilizar propiedad de
mayor finitud para el caso

Utilizar propiedad de mayor
finitud para el caso de las
particiones (proceso)
(YE € P))(3F EP,)ES F)*

de las relaciones.

Coordina

Aplicar esquema de relacién
de igualdad a ejemplos
cotidianos para el caso de
mayor y menor
finitud(proceso)
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A continuacion se presenta la descomposicion genética. Cabe sefalar que, tal
como se muestra en el grafico, el lado izquierdo de la DGP esta enfocado hacia las
relaciones entre los elementos, mientras que en el derecho se orienta hacia las
particiones; esto es, debido a la forma en cémo se llevaron a cabo las preguntas
tanto de la actividad como de las entrevistas.

Aplicar esquema de relacign  Aplica segin

de igualdad de cualquier coherencia
conjunto
asimilacion
“Relacién candnica™ i s § : 4
{Sea P una particién de un En base a una Ipamclén definir Realizar una pa.:ﬂa.én en base a Coordina
confilito AR = (PR P sel Coordina el eriterio. un criterio. Reali b-clasificacié
define a relacién u‘::!n:nicat;m | (Toda particion P en A define Reversion (Toda relacidn de equivalencia R il u?a e ;’5 [ 2l
xRy <> %,y € P, Vi€N) | | una relacion de equivalencia induce en A una particién Px en) proceso
Il;mcasc:} ‘ Ry en A) (proceso) | A (proceso)
: Utilizar propiedad de mayor Utilzar proglecsc de
Verificar dos de las tres r;g’c'f:r: ;‘eqi“i’;:a‘fa cocrdina IR L e ol mayor finitud para el caso
propiedades de una relacion de x ek rticiones (proceso) de las relaciones.
equivalencia. (proceso) £j=mplas cotidianos o A = | (proceso)
Sidtia (va, b é:un:ﬂb = (proceso) (VE € P)EEE PIESE) I_&a:l(iv_)ﬂxyazm_
bRa) .
Transitiva (Ya,b,c € A) (aRb A Verificar propiedades y caracteristicas de Coun
bRe = aRc) una particidn.
(proceso)
(WVEEP)VFEP)ENf#B=E=F)
UgepE = A Aplicar esquema de relacidn
de igualdad a ejemplos
cotidianos para el caso de
mayor y menor
finitud{proceso)
|
] iz
[ Relacion Particion
. S

Figura 6. Descomposicion genética provisoria de las nociones de relacion de equivalencia y
particion

69



CAPITULO 5: CONCLUSIONES

Al analizar los datos, en este caso —de la actividad exploratoria y la aplicacion
de la entrevista— podemos observar como la hipdtesis propuesta “Algunos
estudiantes de primer y segundo afio medio, pese a no tener una nocién matematica
de los conceptos involucrados— en nuestro caso sobre (E-P)— frente a situaciones
diarias, evidencian la utilizacion inconsciente de algunas de sus propiedades”, fue
ratificada.

Estudiantes de primer y una de segundo afio medio evidencian la utilizacion
de las nociones de (E-P) fuera del ambito matematico, carentes incluso de un
lenguaje formal, y las expresan de manera natural e inconsciente.

Ellos demuestran facilidad en la identificacion de criterios que inducian las
particiones puestas en juego; sin embargo, los describian en términos particulares y
enfatizando las caracteristicas de los grupos. Tuvieron dificultad en expresar las
relaciones de equivalencia en términos generales; por ejemplo al preguntar en la
actividad exploratoria a uno de los grupos cual era el criterio utilizado por sus
comparieros para establecer la agrupacion, respondian: “Que ellas tienen polera y las
otras tienen camisa y corbata” o que “ellas tienen polerén y las otras no”. No
obstante, al realizar uno de los grupos la particion y el otro grupo lograr encontrar la
relacion de equivalencia, se infiere que logran identificar los que pertenecen a una
misma clase, pero ahora la sitian en términos de una relacion de equivalencia.

Las construcciones mentales expuestas en la DGP son evidenciadas por los
estudiantes en ambas actividades. La aplicacion del esquema de la relacion de
igualdad fue utilizada de una manera casi universal, puesto que este esquema es el
gue permitié la construccion de las demas estructuras y mecanismos mentales. Ellos
manifestaron la utilizacion de la relacién de igualdad al escoger los criterios que les
permitian particionar tanto los grupos de estudiantes —en la actividad exploratoria—
como los elementos de frutas —en la entrevista individual—, asi como también para
dar ejemplos de particiones en su vida diaria.

Entre las propiedades que permiten verificar si una relacidon es de equivalencia
0 no, solo dos pudieron ser observadas: la simetria y la transitividad;, ambas
propiedades fueron verificadas por las estudiantes, con el objetivo de comprobar que
los elementos cumplieran con los criterios con los cuales fueron clasificados, pese a
no enunciarlas explicitamente -como era de esperar—, la utilizaban de manera
natural. Asi también ocurri6 en uno de los ejercicios de la actividad grupal,
especificamente cuando debian clasificarse por grupos de amistad; donde ellos
realizan la comparacién de manera explicita y natural para dar a conocer que este
tipo de particion discrepaba con las otras agrupaciones.
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No asi la propiedad refleja, que pese a las preguntas disefiadas para ello en la
entrevista, no fue expresada por parte de las estudiantes, dando a conocer que Si
tenia un solo elemento no tendria con quien compararlo.

En cuanto a la forma en como se llevan a cabo las estructuras mentales,
nuestra descripcion dista un tanto de la forma usual dada en APOE. En primer lugar,
en el proceso de “la relacion canonica”: la identificacion realizada por las estudiantes
se hace sin pensar en esa relacion como tal, es decir; en el momento en que
reconocen una particion lo hacen pensando en los elementos que pertenecen a una
de las clases, eso es lo que les permite identificar algan atributo en coman, es la
manera en que manifiestan este proceso. Sin embargo, ello no se explicita como tal,
lo cual puede ser debido a la abstraccién de la propiedad o a la falta de conocimiento
de ella.

En segundo lugar, en relacion a algunos de los mecanismos como la
interiorizacion o la encapsulacion y las estructuras mentales tales como acciones u
objetos en términos de APOE— segun nuestras evidencias y fundamentada por la
investigacion de (Mena-Lorca, 2010)— en este caso no se las necesita, pues las
nociones con las cuales tratamos se encuentran en la cognicion de las personas
desde etapas muy tempranas -como lo pudimos ver en la investigacion de (Piaget e

Inhelder, 1976) - y ademas ésta transformacion no es realizada de forma consciente;
las estudiantes de forma natural y sin instrucciones externas desarrollan particiones y
particiones mas finas; son capaces de relacionarlas con ejemplos cotidianos y
manifiestan algunas de sus propiedades.

En tercer y ultimo lugar, el motivo por el cual se considerd la relacion de
igualdad como un esquema y no como la estructura mental “objeto”; se debe al
hecho de que si la relacién de igualdad fuera un objeto, la desencapsulacion llevaria
hacia sus procesos subyacentes, los cuales estan constituidos por las propiedades
de reflexividad, simetria y transitividad. Sin embargo, no es eso lo que se realiza; sino
gue la relacion de igualdad —que permite reconocer las relaciones de equivalencia y

particionar los conjuntos - se aplica como un esquema coherente que se pone en
juego en una situacion en particular.

Por otra parte, el andlisis realizado a los antecedentes historico-
epistemoldgicos, nos demuestran —como bien lo plante6 Dubinsky— que realmente la
naturaleza de los conceptos matematicos se repite en el desarrollo de tal concepto
en la mente del individuo. Esto se pudo ver al revisar la evolucion de los conceptos
de (E-P) en la historia, los cuales se fueron desarrollando con cierta dificultad y
dilacion en su expresion y formalizacién con propiedad; y luego observar que ello se
replico en los estudiantes. Esto fue comprobado en la investigacion de Mena-Lorca
(2011) quien manifestd que estudiantes de pregrado de distintas carreras mostraban,
en cuanto a la comprensién de estos conceptos, problemas en la escritura en
términos formales.

Sin embargo, fuera del ambito formal y académico, pudimos observar que las
personas en estudio manifestaron las propiedades e incluso fueron capaces de dar
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ejemplos de (E-P), sin tener una nocion clara ni explicita de los conceptos, al igual
que alguien que muestra dominio de los objetos matematicos.
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Anexo 1.:

Teorema RE/P

O Toda relacidn de equivalencia R induce en A una particidn Py en A,

Py
/—\ \\*A/ : o AcTviv3
Ry y-

=

L. OToda particién P en A define una relacidn de equivalencia R enA [ »

[ | » Ugdy=A |—- Sean ®,5 € ®. Definimos

e— oon (MENMENANA O = A= 4) " RS (vxed)(vy e xRy e x8y) L ACTV. 2
SRS

Sea R una relacion de equivalencia definida en A. Se dice que:

* R esreflexiva ssi (Wx € A)(xRx) —1
= R essimétrica ssi (Vx € A)(Wy € A)(xRy = yRx) L-,/
* R estransitiva ssi(vx € A)(Wy € A)(¥z € A)(xRy A yRx = xRz)

; = sediceque P es mis fina que Q yse anota P < Q siy sélo si (¥i € )(3] € /)(A; & B) [desde la particién]
T = R <5 e (Vx € A)(¥y € A)(xRy & x5y) [desde la relaciin]
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