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“No intentes ser un hombre de éxito.
Intenta ser un hombre de valor.”
Albert Einstein.



Resumen

El presente trabajo propone un preproceso para la metaheuristica Tabu Search, la
cual estd orientada a encontrar soluciones de Problemas de Optimizacion Combinatorial
o Satisfaccion de Restricciones. El objetivo del preproceso, es disminuir el tiempo compu-
tacional para encontrar el 6ptimo global, en su defecto el 6ptimo local. Este proyecto
ilustra la integracion de la técnica de consistencia local AC3 y Tabu Search para facilitar
la solucion de diferentes instancias del SuDoku Problem.

Palabras Clave: Optimizacion, Metaheuristicas, Tabu Search, Programacion con Res-
tricciones, Problemas de Satisfaccion de Restricciones, Consistencia Local, SuDoku.

Abstract

This paper proposes a preprocessing phase to the Tabu Search metaheuristic, which
is aimed at finding solutions to Combinatorial Optimization or Constraint Satisfaction
Problems. The purpose of the preprocessing is to reduce the computational time to find
the global optimum, if not the local optimum. This project illustrates the integration of
the local consistency technique AC3 and Tabu Search in order to facilitate the resolution
of different instances of the Sudoku Problem .

Palabras Clave: Optimization, Metaheuristics, Tabu Search, Constraint Programming,
Constraint Satisfaction Problems, Local Consistency, SuDoku.
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1. Introducciéon

Este trabajo se centra en la integracién de Programacidn con Restricciones con la
Metaheuristica Tabu Search para la soluciéon de instancias de Puzzles de Sudoku. Més
especificamente, se analizard la integracion de técnicas especificas de filtrado como lo es
Are Consistency, de la Programacidn con Restricciones, y la lista tabi de Tabu Search.

Debido al gran tamano y complejidad de ciertos Problemas de Optimizacion Combi-
natorial y de Satisfaccion de Restricciones, se han introducido las Metaheuristicas para
resolver problemas que se escapan en tiempos de respuesta o soluciones, a las ya tradicio-
nales técnicas de optimizacion.

Si bien las Metaheuristicas obtienen soluciones en tiempos reducidos, en comparacion
a las técnicas mas clasicas como la Investigacion Operativa, existen tiempos “muertos” en
donde el algoritmo busca soluciones siendo que estas no son factibles, segtin las restric-
ciones del problema, es por esto que se ha ideado realizar un preproceso al dominio del
problema acotando la busqueda de soluciones. Para realizar el preproceso, se ha propuesto
inicialmente utilizar la técnica de Arc Consistency que permite actualizar el dominio del
problema, dejando que todos las posibles soluciones sean consistentes.

Se ha seleccionado la Metaheuristica Tabu Search, esto se debe a que ésta Metaheuristi-
ca hace uso de estructura de memoria al momento de realizar las btisquedas de soluciones,
para restringir la busqueda a soluciones ya visitadas. Es por esto que la actualizaciéon rea-
lizada por las técnicas de consistencia local sera importante para la estructura de memoria
o "lista tabu", ya que es ahi en donde se encuentran las restricciones para la busqueda de
soluciones. Se definiran, en un momento previo a la ejecucion de la Busqueda Tabu, las
restricciones de la solucion inicial encontradas por el algoritmo de Consistencia Local.

El problema escogido para aplicar esta integracion de técnicas es el SuDoku Problem,
en adelante simplemente sudoku, el cual es un popular juego de tipo puzzle de tipo NP-
completo [29]. Como se menciond anteriormente el problema de Sudoku es ampliamente
estudiado en la Programacion con Restricciones [13] [16] [28] y Metaheuristicas |20] [28].
Estos métodos son eficientes para resolver Sudokus, pero no entregan soluciones para todos
las complejidades de problemas Sudoku. Sin embargo, en éste estudio se centrara en resol-
ver Sudoku con un hibrido conformado con la Metaeuristica Tabu Search y la integracion
de Arc Consistency para el filtrado y actualizacion del dominio de las soluciones parciales.

La razon principal de por qué resolver Sudokus con la técnica anteriormente mencio-
nada, es aprender mas acerca de las capacidades de la integracion de distintas técnicas
orientadas a la resolucion de problemas combinatorios, de forma de poder conocer nuevas
técnicas que permitan resolver y/o satisfacer de forma maés eficiente este tipo de proble-
mas.

Es por lo anterior, que en este trabajo, se ha decidido conocer los contenidos funda-
mentales tanto de Programacion con Restricciones como de Metaheristicas, para que asi
en las siguientes secciones del trabajo se declare como aplicar los objetivos del proyecto,
el cual es resolver el Sudoku Problem.



2. Definicion de Objetivos

2.1. Objetivo General

Resolver el Sudoku problem utilizando Tabu Search y pre-proceso basado en Arc-
Consistency

2.2. Objetivos Especificos

= Comprender las técnicas de filtrado pertenecientes a la programaciéon con restriccio-
nes en particular, la denominada arc-consistency.

» Implementar un algoritmo de arc-consistency para filtrar soluciones infactibles en el
Sudoku problem.

» Combinar el algoritmo de filtrado basado en arc-consistency con un algoritmo Tabu
Search para resolver el Sudoku problem.



3. Estado del Arte

Se han presentado distintos enfoques generales para resolver problemas de optimiza-
cion o satisfaccion de restricciones. Relacionado a ésta investigacion, existen publicaciones
en que se ha hecho uso de metaheuristicas apoyandose en técnicas de Programacion con
Restricciones.

Ejemplo de lo anterior, es la llamada metaheuristica hibrida CN-Tabu o Consistent
NeighborHood Tabu Search |7], la cual es un nuevo enfoque general para resolver proble-
mas de optimizacion de restricciones. TabuSearch se realiza en una vecindad consistente
bien disenada, o sea, es construida utilizando Programacion con Restricciones, para verifi-
car la consistencia de las soluciones. Después de cada asignacion de variable, las variables
de conflicto se eliminan para mantener la coherencia de las restricciones de instancias. Por
lo tanto, en lugar de permitir que se hagan movimientos no factibles en configuraciones
completas, estas trabajan con configuraciones parciales, pero consistentes, hasta que se
encuentre una solucion.

En [3] se realizo6 una examinacion de los efectos de la aplicacion del pre-procesamiento
a través de Arc Consistency, con el fin de verificar el desempeno de TabuSearch. Se utilizo
un set de datos del Centre d’Electronique de I’Armement - CELAR. En el cual para ciertos
problemas no se encuentran soluciones, debido al gran espacio de biisqueda y a que cuenta
con solo un pequeno nimero de soluciones en este espacio. Es por esto, que para encontrar
una solucion més facilmente se redujo el tamano del espacio de bisqueda, mediante el uso
de arco consistencia. En [8], hace referencia a un problema de redes de telecomunicaciones
hertzianas, que consiste en la asignacion de recursos de frecuencias con el fin de minimizar
la interferencia electromagnética por la proximidad de las antenas, la utilizaciéon se hizo de
Arc Consistency y Path-Inverse-Consistency con el fin de reducir el espacio de bisqueda,
y generar soluciones parcialmente consistentes, para apoyar a TabuSearch en la bisqueda
de soluciones.

En relaciéon al problema escogido, a pesar de ser un juego de rompecabezas muy po-
pular, es un problema NP-Hard, que puede ser muy dificil de resolver dependiendo de
las condiciones iniciales del problema. En relaciéon a como abordar este problema, existen
investigaciones que siguen el enfoque anteriormente mencionado, como lo es en la combi-
nacion de metaheuristicas con las técnicas de la Problemas de satisfaccion de restricciones
(CSP) en donde hacen uso Simulated Annealing y distintas heruisticas que hacen utilizan
técnicas de consistencia. Algunas investigaciones que se resumen en [20], demuestrando de
forma empirica, que las Metaheuristicas basadas en poblacién superan enormemente a las
basadas en trayectoria o biisqueda local, por lo que serd interesante realizar la comparaciéon
con un hibrido de Tabu Search y Arc Consistency.



4. Programaciéon con Restricciones

La Programacion con Restricciones es un paradigma de programacion en donde las
variables son expresadas en restricciones. La idea de la programacion de restricciones es
resolver problemas mediante la declaracion de restricciones sobre el area del problema y
consecuentemente encontrar soluciones que satisfagan todas las restricciones, y en su caso
optimicen unos criterios determinados.

4.1. Problema de satisfaccion de restricciones

Preparar un plato de comida o definir el diseno aerodinadmico de un transbordador, son
problemas de la vida real que suceden dia a dia ;Qué tienen estos problemas en comun?
Estos tipos de problemas poseen un conjunto de variables que modelan la problematica, y
asociadas a éstas se encuentran las restricciones. FEstas restricciones restringen los valores
que pueden ser asignados a las variables.

Comiinmente los problemas del tipo anterior hacen referencia al modelo de Problemas
de Satisfaccion de Restricciones-Constraint Satisfaction Problems (CSP), y se resuelven
utilizando técnicas de satisfaccion de restricciones. En general, estos problemas se tienen
las caracteristicas de ser grandes y complejos, tipicamente de complejidad NP (Nondeter-
ministic Polynomial time).

Las etapas bésicas para solucionar un CSP, consiste en establecer el modelo y pos-
teriormente resolverlo aplicando técnicas especificas, tales como busquedas apoyadas en
métodos heuristicos y procesos inferenciales.

4.1.1. Definiciones y conceptos basicos

Existen conceptos claves de este paradigma, que corresponden a los aspectos de:

s Modelamiento del problema, que permite representar un problema mediante un con-
junto finito de variables, un dominio de valores finito para cada variable y un conjun-
to de restricciones que acotan las combinaciones validas de valores que las variables
pueden tomar. En el modelo del CSP, es fundamental la capacidad expresiva, con el
fin de poder captar todos los aspectos significativos del problema.

= Técnicas de consistencia o inferenciales que permiten deducir nueva informaciéon
sobre el problema a partir de la explicitamente representada. Estas técnicas también
permiten acotar y hacer més eficiente el proceso de bisqueda de soluciones.

» Técnicas de busqueda de solucion, apoyadas generalmente por criterios heuristicos,
bien dependientes o independientes del dominio. El objetivo es encontrar un valor
para cada variable del problema de manera que se satisfagan todas las restricciones
del problema.



4.1.2. Modelado del problema

Un problema de satisfaccion de restricciones puede ser representado mediante una terna
(X, D,C), en donde:

» X ={zy,...,2,} es un conjunto de n variables.

» D=<Dy,.., D, > esunatupla de dominios finitos donde se interpretan las variables
X, tal que la i-ésima componente D; es el dominio que contiene los posibles valores
que pueden asignarse a la variable ;. La cardinalidad de cada dominio es d; = || D;||.

» C = {c1,c9,...,¢,} es un conjunto finito de restricciones. Cada restriccion k-aria ¢
estd definida sobre un conjunto de k variables var(c;) € X, denominado su ambito,
y restringe los valores que dichas variables pueden simultdneamente tomar. Parti-
cularmente, una restriccion es binaria cuando relaciona tnicamente a dos variables
x; A xj, y se suele denotar como c;;. Todas las restricciones definidas en un CSP son
conjuntivas, de manera que una soluciéon debe de satisfacer a todas ellas.

La instanciacién de una variable es un par variable-valor (x,a) que representa la
asignacion del valor a a la variable z (x = a). La instanciacion de un conjunto de variables
es una tupla de pares ordenados, donde cada par ordenado (x;, a;) asigna el valor a, siendo
a; € D;, a la variable z;. Una tupla < (z1,a1), ..., (z;,a;) > es localmente consistente si
satisface todas las restricciones formadas por variables z1, ..., ; de la tupla. Para simplificar
la notacion, se sustituira la tupla < (z1,a1), ..., (x;,a;) > por (a, ..., a;).

Un valor a; € D; es un valor consistente para x; si existe al menos una solucién del
CSP en la cual x; = a;. El dominio minimo de una variable z; es el conjunto de todos
los valores consistentes para la variable, es decir, quedan excluidos aquellos valores que no
forman parte de ninguna solucion (Vz; € X,Va € D;,x; = a forma parte de una solucion
del CSP).

Una solucién a un CSP es una asignacion (ay, as, . . ., a,) de valores a todas sus varia-
bles, de tal manera que se satisfagan todas las restricciones del CSP. Es decir, una solucion
es una tupla consistente que contiene todas las variables del problema. Una solucion par-
cial es una tupla consistente que contiene algunas de las variables del problema. Un CSP
es consistente, si tiene al menos una solucién, es decir una tupla consistente. Dos CSPs
son equivalentes si ambos representan el mismo conjunto de soluciones.

4.1.3. Definicién y Tipologia de las Restricciones

Las restricciones se caracterizan fundamentalmente por su aridad, que es el nimero de
variables involucradas en dicha restriccion. Una restriccion unaria es una restriccion sobre
una sola variable. Una restriccion binaria es una restriccion que consta de dos variables.
Una restriccidn no binaria (o n-aria) es una restriccion que involucra a un nimero arbi-
trario de 3 o més variables.

A continuacion se presentan ejemplos de los tipos de restricciones recién expuestos:

Una restriccion sobre un conjunto de variables puede definirse extensionalmente me-
diante un conjunto de tuplas validas o no validas y también intensionalmente mediante
una funcién aritmética. La representacion extensional de una restriccion k-aria esta for-
mada por un conjunto de tuplas, cada una con k elementos, y expresa el conjunto de



Restriccién segin N° Variables Ejemplo
Unaria r<5b
Binaria T4 — T3 # 3
Ternaria 201 — X9 +4x3 > 4
N-Aria 1+ 205 —x3+ 524 <9

Tabla 1: Tipo de restricciones segiin ntimero de variables involucradas.

valores que las k variables pueden tomar simultaneamente. Claramente, en el caso de CSP
continuos es imposible representar las restricciones extensionalmente ya que generalmente
hay un ntimero infinito de tuplas validas.

Tipo de definicién de restricciones Ejemplo
Intensionalmente 1+ 22 < T3+ T4
Extensionalmente {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}

Tabla 2: Definicién de restricciones.

En el caso de una definicion intensional, se puede tener restricciones no-disyuntivas o
disyuntivas, segin expresen una tnica relacién o méas de una relaciéon disyuntiva entre las
variables, ademas de

Tipo de relacién entre variables Ejemplo
No-Disyuntiva 1 < To
Disyuntiva T1 < To VX1 > Tg & X F# To

Tabla 3: Relacion entre restricciones.

Por otra parte, las restricciones también pueden ser cualitativas, cuando expresan una
relacion de orden entre las variables (por ejemplo, x1 < x3), 0 métricas cuando expresan
una distancia métrica entre las mismas (por ejemplo, 1 < x9 + 7). Las restricciones
métricas requieren de una métrica en el dominio de interpretacion de las variables.

Un tipo especial de restricciones son las restricciones lineales. Una relacion lineal sobre
X ={x,...,x;} es una expresion de la forma:

k
Zp1xz{<7§77é727>}b (1)

Donde p; son los coeficientes y b € R. En base a combinaciones logicas de desigualdad
(#) e inigualdad (<), se pueden expresar todas las relaciones en {<,< #,> >}. Las
Restricciones Lineales Disyuntivas (DLR) son disyunciones de restricciones lineales.

4.1.4. Ejemplos de CSP

El primer paso en la resolucion de un CSP es su modelamiento, es decir, su representa-
cién en términos de variables, dominios y restricciones. Al igual que ocurre con el lenguaje



natural, el modelamiento de un problema se puede realizar de muchas maneras diferentes.
Respecto al modelamiento de un problema CSP hay dos aspectos basicos:

= [a potencia expresiva de las restricciones, es decir, la capacidad de modelar las
restricciones realmente existentes en el problema real.

= La eficiencia de la representacion, ya que dependiendo del modelamiento del CSP,
el problema se resolvera con mas o menos eficiencia.

4.1.4.1. El problema de las N-Reinas

Este problema consiste en colocar N reinas en un tablero de ajedrez de dimension
NxN, de forma que ninguna reina esté amenazada. De esta forma no puede haber dos
reinas en la misma fila, misma columna, o misma diagonal. Si asociamos cada columna a
una variable y su valor representa la fila donde se coloca una reina, el problema puede ser
formulado como:

» Variables: {z;},7 =1...N.
= Dominio = Vx € N, para todas las variables.
» Restricciones: (Vz;, z;i # j):

e z; # x; , No en la misma fila
e z; —x; # — j, No en la misma diagonal SE

e z; —x; # — j, No en la misma diagonal SO

Resultando para el caso particular de N = 4 (Tablero 4z4):

= [z — ol # 1
= |z — w5 # 2
= [z — | # 3
= [z — 5] # 1
m ||z — | # 2
[z — | # 1

. 7£ (I’l,$2,$3,$4) ;

Mas adelante (pag. 10) se mostrara graficamente como es resuelto este problema, utilizando
un algoritmo de bisqueda llamado BackTracking Cronologico, y se detallara en Algoritmo
1.
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4.1.4.2. Criptografia

El tipico problema criptografico ”send + more = money” consiste en asignar a cada
letra {s,e,n,d, m,o,r,y} un digito diferente del conjunto {0,...,9} de forma que se satis-
faga: send + more = money.

La manera més facil de modelar este problema es asignando una variable a cada una
de las letras, todas ellas con un dominio {0, ...,9 con las restricciones que obliguen a
7 Y )
que todas las variables tomen valores distintos y con la correspondiente restriccion para
que se satisfaga ”send + more = money”. De esta forma las restricciones son:

» 10°(s+m) +10%(e + 0) + 10(n + 1) + d + e = 10*m + 10%0 + 10*n + 10e + y;

» Va;,x; con (z; # x;); donde: z; Az, € (s,e,n,d,m,o0,1,y);

4.2. Algoritmos de btisqueda

Los métodos de busqueda se centran en explorar el espacio de estados del problema.
Estos métodos pueden ser completos, explorando todo el espacio de estados en busca de
una solucién, o incompletos si solamente exploran una parte del espacio de estados. Los
métodos que exploran todo el espacio de blisqueda garantizan encontrar una solucion, si
existe, o demuestran que el problema no es resoluble. La desventaja de estos algoritmos es
que son muy costosos. A continuacion se explicaran brevemente los dos métodos completos
més usuales.

4.2.1. Generate And Test

Este método genera las posibles tuplas de instanciacion de todas las variables de forma
sistematica y después testea sucesivamente sobre cada instanciacion si se satisfacen todas
las restricciones del problema. La primera combinacion que satisfaga todas las restricciones,
serd la solucion al problema. Mediante este procedimiento, el nimero de combinaciones
generado por este método es el Producto Cartesiano de la cardinalidad de los dominios de
las variables:

Il (2)

Esto es un inconveniente, ya que se realizan muchas instanciaciones erréoneas de valores a
variables que después son rechazadas en la fase de testeo. Por ejemplo, vease Figura 1,
para el caso del problema de las 4-Reinas, se generarian 4* = 256 tuplas a testear. El
proceso de generacion requeriria 256 - 4 = 1024 asignaciones de variable.



Figura 1: Solucién al Problema de 4-Reinas mediante Generate And Test.

4.2.2. Backtraking Cronolégico (BT)

Este método realiza una exploracién en profundidad del espacio de bisqueda, instan-
ciando sucesivamente las variables y comprobando ante cada nueva instanciacion si las
instanciaciones parciales ya realizadas son localmente consistentes. Si es asi, sigue con la
instanciacion de una nueva variable. En caso de conflicto, intenta asignar un nuevo valor
a la ultima variable instanciada, si es posible, y en caso contrario retrocede a la variable
asignada inmediatamente anterior.

El Algoritmo 1 describe el tipico proceso de BT aplicado a la resolucion de CSP,
donde V[n] representa el vector de asignaciones a las variables (x1, s, ..., z,,) del problema,
ordenadas segiin un determinado criterio. La funcion Comprobar(K; Vn]), descrita en
(3) comprueba la validez de las k instanciaciones ya realizadas {V[1],V[2],..., V]k]}, es
decir, si se satisfacen las restricciones locales existentes entre las variables (z1, za, ..., Tx).

Compobar(k,V[n]) = Tsii : Vi(1 < k) : (V[k], V[i]) € cx (3)

Si el algoritmo finaliza con éxito, el vector V[n] representa la tupla de valores solucion.
Los algoritmos tipo BT realizan solo una comprobaciéon hacia atras en cada instanciacion,
por lo que pertenece al tipo de algoritmos Look-Backward. Los algoritmos Look-Backward
tratan de explotar la informacién del problema para comportarse mas eficientemente en las
situaciones sin salida, llevando a cabo la comprobaciéon de la consistencia hacia atrds, es
decir, entre la variable actualmente instanciada y las pasadas ya instanciadas. El backtrac-
king cronologico es un algoritmo muy simple pero también es muy ineficiente. El problema
es que tiene una vision local del problema, de forma que solo comprueba las restricciones
entre las variables ya instanciadas, e ignora la relacién entre dichas variables (x4, xo, ..., z)
y las que quedan por instanciar (Tgiq, ..., Tp).

En la Figura 2, se detalla graficamente como es resuelto el problema de las N-Reinas,
siendo para este ejemplo N = 4. En este ejemplo se indican los puntos de backtracking y
la solucion encontrada. Los nodos marcados con X representan que la asignacion realizada
no es consistente con las asignaciones previas, y por tanto son puntos de backtracking.



Algoritmo 1 Algoritmo de BackTracking

function BACKTRACKING(k, V|n|)
V[k] = Seleccion(dy,) ; Selecciona un valor de dj, para asignar a xy
if Comprobar(k,V[n]) then
if £ =n then
devolver V|[n] ; Es una solucion
else
Backtracking(k + 1,V [n])
end if
else
if quedan_wvalores(dy) then
Backtracking(k,V[n])

else
if £k =1 then
devolver 0 ; Fallo
else
Backtracking(k — 1,V [n])
end if
end if
end if

end function

Como cabia esperar, BT no realiza tanta btsqueda como Generate And Test, al detec-
tar cada inconsistencia en cuanto aparece. Pero para este simple problema, atin requiere
generar 26 asignaciones.

Figura 2: Solucion al Problema de 4-Reinas mediante BackTracking.
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4.3. Técnicas de consistencia

Las Técnicas de Consistencia o Procesos Inferenciales en un CSP tienen como objetivo
deducir nuevas restricciones, derivadas de las explicitamente conocidas sobre el problema.
Concretamente, estas técnicas borran valores inconsistentes de los dominios de las variables
o inducen restricciones implicitas entre las variables, obteniendo un nuevo CSP, equivalente
al inicial, donde se han hecho explicitas las nuevas restricciones implicitamente contenidas
en el primero. La obtencién de estas nuevas restricciones permite:

= Obtener respuestas a preguntas sobre el problema, relativas a restricciones implici-
tamente existentes entre las variables o sobre sus dominios.

= Acotar el espacio de soluciones, al haberse eliminado valores inconsistentes, haciendo
mas eficientes los procesos de biisqueda.

4.3.1. Consistencia completa

Proceso que permite la sintesis de todas las restricciones de un problema en una tnica
restriccion global, las soluciones se obtienen directamente. El problema de la obtencion de
esa restriccion global es que se trata de un problema exponencial.

Una restriccion C' puede verse como una relacion R (denotada por R,4) sobre un con-
junto de variables (o &mbito) A. Esta relacion, R4, se compone de un conjunto de tuplas
(t). una tupla t € R4 es una secuencia finita de valores, donde cada valor (o componente)
corresponde a una variable de A. Operaciones sobre relaciones fundamentales:

= Proyeccién: dada una relacién R4, su proyeccion sobre un conjunto de restricciones
B(B C A), es una nueva relacion IIg(R,) formada por las tuplas de R4 en donde
se han eliminado las componentes de las variables en A — B.

= Join: Dadas dos relaciones R4 A Rp, su join R4 X Rp es una nueva relacién con
ambito AUB. Una tupla t pertenece a la nueva relacién, si y solo si, sus componentes
corresponden a los de dos tuplas r € R4 As € Rp, tales que r A s tienen los mismos
componentes en las variables comunes A N B.

4.3.1.1. Adaptive Consistency

Sintetizar una tnica restriccion global que capture el conocimiento contenido en todas
las restricciones del problema es conceptualmente simple. Solo basta con calcular la restric-
cion n-aria, de la Ecuacién (2), en donde se obtienen todas las tuplas que la satisfacen
son las soluciones del problema, pero como se vi6 calcular esa restriccion es costosa en
tiempo y espacio.

Dechter y Pearl [6], han propuesto el algoritmo ADC (Adaptive Consistency). Este
algoritmo requiere un orden estatico de variables. Para cada variable, al algoritmo infiere
una nueva restriccion que resume el efecto de la variable en el restro del problema. Dicha
variable se sustituye por esa nueva restriccion, obteniendo un problema equivalente con
una variable menos. Este proceso, denominado eliminacion de variables, se repite elimi-
nando una variable a la vez, hasta que el problema se resuelve trivialmente. Si no se ha
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encontrado la restriccion vacia, el problema tiene solucion que se contruye de forma direc-
ta, sin busqueda.

Todas las restricciones que tienen a x; en su ambito, forman el conjunto B;. El join
de todas esas restricciones en una nueva restriccion denominada Ry, esta restriccion se
proyecta sobre el conjunto A (A := A; — {x;}), obteniedo la restriccion R4. Si R4 es la
restriccion vacia, el problema no tiene solucion y retorna falso, en el otro caso, se elimina
x; del conjunto de variables X, elimina B; del conjunto de restricciones C' y se anade R4
a C. Cuando se han eliminado todas las variables, la solucion se obtiene de forma directa,
procesando las variables de 1,...,n

Algoritmo 2 Algoritmo de Adaptive Consistency
function ADC(X,D,C)
fori=n—1do
B; = {RS]. S CHZL’Z S Sj};
Ai = RSj € BUSJ,
Ry, = (Rs,en;, X Rs,);
A=A —{x;};
RA = HA<RAi>;
if R4 =0 then
return false;

else
X =X —{z;};
end if
end for

fori=1—ndo
x; '= Asignacion consistente con previas asignaciones y Ry;;
end for
return true;
end function

4.3.2. Consistencia incompleta

Sintetizar la restriccion global de una red de restricciones puede paracer complica-
do. Una forma de abordar ese problema de manera mas asequible es el de resolver su-
bredes de un tamafo prefijado. Formalmente, una subred (X', D', C"), esta definida por
un subconjunto de variables X' = {xzy,...,x;}, X’ C X, sobre los dominios originales
D' = (Dy, ..., D), bajo el conjunto de restricciones C' = {c||c € C Avar(c) C X'}.

Encontrar la solucion a una subred no garantiza que el problema tenga solucion. Si
resolviendo una subred se encuentra ciertos valores o combinaciones de valores no aparecen
en niguna solucion de la subred, estos tampoco apareceran en las soluciones de la red.

Con este proceso, que se denomina de consistencia local, se afiaden nuevas restriccio-
nes al problema y permiten acelerar la biisqueda de la solucion global. Si se deduce la
restriccion vacia, el problema no tiene solucion.
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4.3.2.1. Consistencia de nodos

Una variable x; es nodo consistente siy solo si todo valor de su dominio D; esta permi-
tido por las restricciones unitarias sobre ;. Una red de restricciones es nodo consistente si
y solo si todas las variables son nodo consistente. Una red se convierte en nodo consistente
con el Algoritmo 3, y es equivalente a la operacion:

Algoritmo 3 Algoritmo NC-1
function NC-1(X,D,C)

for x; € X do
for a € D, do
if a ¢ R; then
D;:=D; —{a};
end if
end for
end for

end function

4.3.2.2. Consistencia de arcos

Un arco es una restriccion cualquiera del problema, asociada con una de las variables
implicadas en la misma. Se dice que un arco es consistente con respecto a un estado del
problema, si para cada valor (en el estado) de la variable asociada al arco, existen valores
(en el estado) para las restantes variables implicadas en la restriccion, que hacen esta tltima
vélida. Si no es asi, dicho valor de la variable se puede eliminar de su dominio. El algoritmo
de consistencia de arcos parte de un estado (variables + dominios) y modifica los dominios
hasta que todos los arcos sean consistentes. En general, los algoritmos de consistencia de
arco no permiten decidir si un CSP tiene solucién, excepto en los siguientes casos:

= Si algiin dominio queda vacio, entonces no hay ninguna solucion.

= Si todos los dominios contienen un tinico elemento, entonces tiene una solucion que
es la que se obtiene al asignar a cada variable el valor de su dominio.

= Si una variable tiene un dominio con m elementos y el resto de las variables tienen
un dominio con un dnico elemento, entonces hay m soluciones.

Una variable z; se hace arco consistente con respecto a la variable x; por medio del
Algoritmo 4, borrando de D; aquellos valores que no son compatibles con ningin valor de
z;. El efecto de la funcién revise(s, j) es equivalente a la operacion:

Una red de restricciones binarias se convierte en arco consistente mediante el Algoritmo

5.
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Algoritmo 4 Algoritmo Revise
function REVISE(i,))
cambio := false;

for a € D; do
if Abe D; / (a,b) € R;; then
D;:=D; —{a};
cambio := true;
end if
end for

return cambio;
end function

Algoritmo 5 Algoritmo AC-3
function AC-3(X,D,C)
Q == {(i,4)(J, ))llcij inC};
while Q # () do
extrae(i, j) € Q;
if revise(i, j) then
Q= QU{(k,)|cws € Ck £ .k # i}
end if
end while
end function

Para ilustrar, se puede ver el ejemplo en la Figura 3 el funcionamiento de esta técnica,
se supondrd que existe una restriccion binaria Cj; entre las variables x; A x;, entonces
arc(z;, ;) es un arco con consistencia ssi Ya € D; / 3b € D;, tal que la asignacion
x; = a A x; 1= b satisface la restriccion Cj;.

11.5} . . — X = v -2 . - - v{Ll.5}
Aplicamos consistencia al arco (xy)

1.2} - — =y -2 —  v{1..5}
Aplicameos consistencia al arco (v,x)

{1.2} ——————x<¥-2 ————— y{4..5}

Figura 3: Ejemplo de Arc Consistency.

Quitando del dominio todos los valores que hacen que el arco no sea consistente, permite
reducir los dominios, provocando que el problema se resuelva "més facilmente”.

4.3.2.3. k-consistencia

La consistencia de nodos elimina aquellos valores que no son posibles para una variable;
la consistencia de arcos elimina aquellos valores de una variable que no se pueden extender
de forma consistente a una segunda variable. De esta forma, se puede considerar conjuntos
de k£ — 1 variables y ver si se pueden extender de forma consistente a cualquier k-ésima
variable. Esta idea es la base de la k-consistencia. Una red de restricciones es k-consistente
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si y solo si para todo conjunto de k£ —1 varaibles asignadas de forma consistente y cualquier
k-ésima variable, existe un valor de esta variable consistente con los valores de las k—1 va-
riables anteriores. Los algoritmos que alcanzan la k-consistencia descartan combinaciones
de k — 1 valores que no se pueden extender de forma consistente a una k-ésima variable.

4.4. Estrategias de Enumeracién

Resolver un CSP consiste en encontrar una asignacion de valores a las variables, de
manera tal que no se viole ninguna restriccion |24|. El proceso consiste en la exploracion
sistematica de todas las posibles asignaciones de valores a las variables, formando un arbol
de busqueda [5]. Con técnicas de inferencia se procede a podar el arbol de bisqueda, en
donde se eliminan los valores que no son parte de alguna solucién. La enumeracion crea
una rama instanciando una variable y otra rama cuando la primera no se ha podido sa-
tisfacer. Entonces, al ejecutar una fase de enumeracion deben resolverse dos situaciones:
seleccionar la variable a ser enumerada y seleccionar el valor a asignar a dicha variable.
Para la primera decision se utiliza una Heuristica de Seleccion de Variable, encargada de
determinar el orden en que se enumeraran las variables, y para la segunda eleccion se
utiliza una Heuristica de Seleccion de Valor.

En conjunto, una Heuristica de Selecciéon de Variable y una Heuristica de Seleccion
de Valor, constituyen lo que se conoce como una FEstrategia de Enumeracion |30], que se
encarga de guiar la fase de enumeracion. En el &mbito de la Programacion con Restriccio-
nes, estas estrategias son cruciales en el rendimiento del proceso de resolucion, donde una
eleccion adecuada puede reducir considerablemente el costo computacional de buscar una
soluciéon a un CSP.

A continuacion se explican las heuristicas:

= Seleccion de Variables: Luego de investigaciones sobre la seleccion de variables du-
rante la bisqueda puede tener un impacto significativo en el tamano del espacio de
busqueda explorado. Generalmente las heuristicas de seleccion de variables tratan
de escoger lo antes posible las variables que més restringen a las demas. La intuicion
es tratar de asignar lo antes posible las variables mas restringidas y de esa manera
identificar las situaciones sin salida lo antes posible y asi reducir el ntimero de vueltas
atras. La ordenacion de variables puede ser estatica y dinamica.

e Las heuristicas de seleccion de variables estaticas generan un orden fijo de las
variables antes de iniciar la busqueda, basado en informacion global derivada
del grafo de restricciones inicial.

e Las heuristicas de selecciéon de variables dindmicas pueden cambiar el orden
de las variables dindmicamente basandose en informacion local que se genera
durante la busqueda.

El problema de los algoritmos de seleccion estaticos es que ellos no tienen en cuenta
los cambios en los dominios de las variables causados por la propagacion de las
restricciones durante la buasqueda, o por la densidad de las restricciones. Esto es
porque estas heuristicas generalmente se utilizan en algoritmos de comprobacion
hacia atras donde no se lleva a cabo la propagacion de restricciones.
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= Seleccion de Valores: En comparacion, se ha realizado poco trabajo sobre heuristicas
para la seleccion de valores. La idea bésica que hay detras de las heuristicas de orde-
nacion de valores es seleccionar el valor de la variable actual que més probabilidad
tenga de llevarnos a una solucién, es decir identificar la rama del arbol de bisque-
da que sea mas probable que obtenga una solucién. La mayoria de las heuristicas
propuestas tratan de seleccionar el valor menos restringido de la variable actual, es
decir, el valor que menos reduce el niimero de valores utiles.

Con una estrategia de enumeracién no se busca mejorar la resolucién de un solo pro-
blema, sino que se estd interesado en encontrar eficientemente soluciones para un espectro
amplio de diferentes tipos de problemas, a través de la observacion de indicadores que per-
mitan reaccionar frente a la eleccion de una mala estrategia. Los algoritmos a desarrollar
podran readecuar (auto- ajustar) su proceso de busqueda, aun si la estrategia inicial no
es la mas adecuada para el problema que se esta resolviendo.

El marco general de las técnicas de resolucion empleada es la Programacion con Res-
tricciones, que consiste fundamentalmente en alternar fases de consistencia y enumeracion.
Las técnicas de consistencia reducen el dominio de las variables, removiendo aquellos va-
lores que no pueden participar en la solucion; rigurosamente hablando, se fuerza algin
nivel de consistencia local, tal como arco consistencia o camino consistencia [15][4][24].
Sus instancias mas conocidas son Forward Checking, que asegura la consistencia de las
variables relacionadas (que participan en una misma restriccién) con la variable reciente-
mente enumerada, y Look-Ahead, que fuerza la consistencia de un CSP completo [15][25].

Por su parte la Enumeracion consiste en tomar un CSP y dividirlo en dos CSPs més
pequenos, hasta alcanzar alguno de ellos el estado solucionado o fallido; de esta forma, si
se tiene un CSP P, la etapa de enumeracion sobre una variable crea un CSP P’ donde un
valor es asignado a esta variable y otro CSP P” con el resto de valores del dominio de la
variable. En esta fase es donde se utiliza la estrategia de enumeracién, constituida por las
heuristicas de seleccién de variable y valor, las cuales ayudan a determinar qué variable
elegir en un determinado momento y qué valor asignarle a dicha variable. De esta forma,
la funcion Enumeracion del Algoritmo 6 es la aplicacion de la estrategia seleccionada
v Proceder por casos es la funcion que administra la eleccion de los puntos creados
por la enumeracién, lo cual permite la exploracion del arbol de blisqueda. En general, la
estrategia de enumeracion se especifica al comienzo del proceso de resolucion y permanece
constante durante toda la ejecucion de dicho proceso.

Algoritmo 6 Algoritmo de Resolucion
while no solucionado OR fallido do
Propagacin de restricciones;
if no fallido AND no solucionado then
Enumeracin;
Proceder por casos;
end if
end while
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4.5. Solvers

Fueron creados para desarrollar y resolver CSP, el primero surgi6é alrededor del ano
1960, siendo utilizados hasta la actualidad para desarrollar problemas que involucran va-
riables, dominios y restricciones. Para soportar restricciones y diversos paradigmas, han
sido creados variados tipos de solvers de diversa naturaleza. Si bien existen distintas cla-
sificaciones, se dard énfasis en explicar y ejemplificar tres categorias: los que utilicen la
programacion logica; aquellos que utilizan librerias; y por tultimo los lenguajes de modela-
do.

4.5.1. Programacidén légica con restricciones

La programacion logica con restricciones (CLP, Constraint Logic Programming) es el
paradigma que une la programacion logica y la satisfaccion de restricciones. El lenguaje
utilizado se caracteriza por tener una estructura algebraica. Las funciones especiales y
predicados simbolicos se interpretan sobre un dominio fijo, toda relaciéon que se establezca
con el dominio es denominada restriccion.

Esta idea fue impulsada por Colmerauer en el desarrollo de Prolog IT [1], luego fue
generalizado en el esquema CLP realizado por Jaffar and Lassez [14]. Algunos ejemplos
de solvers que soportan CLP se nombran a continuacion.

4.5.1.1. ECL‘PS®

ECL'PS® [19] es el méas reciente sistema CLP, proporciona una amplia gama de carac-
teristicas para solucionar problemas con restricciones tales como manejo de listas, arreglos
y registros, ademas de un conjunto de instrucciones de control como las condicionales y
las repetitivas. ECL!PS® también provee librerfas con la finalidad de tratar cierto tipo de
problemas como los que involucran dominios continuos o programaciéon matematica, que
ademaés se pueden combinar para resolver problemas en forma hibrida.

4.5.1.2. GNU Prolog

Es otro sistema que pertenece al grupo de CLP [11], ha sido disefiado para tratar
problemas con dominios finitos, sin embargo, también se puede utilizar para trabajar con
numeros reales. Tiene entre sus herramientas una larga lista de predicados predefinidos de
Prolog y restricciones para el manejo de listas y estructuras condicionales. Se ha incluido
soporte para problemas de optimizacion y heuristicas de ordenamiento, ademés de una
interfaz para llamar a rutinas externas escritas en el lenguaje C.

4.5.2. Librerias

Las librerias proporcionan un lenguaje necesario para enunciar problemas bajo res-
tricciones al haber limitaciones con algtin lenguaje de programacion. Por lo general son
implementadas por medio de clases y métodos especificos. Por ejemplo, una determinada
clase puede ser usada para definir el estado de las variables y los métodos, junto con las
relaciones entre ellos. Esta es una forma de implementar un sistema de restricciones sin
la necesidad de desarrollar un nuevo lenguaje de programaciéon. No obstante, el usuario
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estd obligado a conocer el lenguaje nativo para la determinada libreria que desee utilizar.
Algunos solvers que pertenecen a esta categoria se exponen a continuacion.

4.5.2.1. Generic Constraint Development Enviroment (Gecode)

Gecode es una libreria escrita sobre C++. Fue disenada para soportar variables de
dominio finito. El conjunto de restricciones que abarca, permite trabajar sobre tipos de
datos enteros, booleanos y conjuntos de variables, ademas soporta la definicion de heuris-
ticas de ordenamiento de variable y seleccion de valor. Entre algunos de los lenguajes en
los cuales se han desarrollado interfaces para trabajar con librerias Gecode se encuentran
Prolog (YAP Prolog), Java (Gecode/J), Ruby (Gecode/R), Lisp (GeLisp) y Phyton.

4.5.2.2. Koalog

Koalog es una libreria perteneciente al lenguaje Java que permite trabajar con proble-
mas relacionados con satisfaccion y optimizacion de restricciones. Admite definir conjuntos
de restricciones y dominios, ambos finitos. Entre sus cualidades, soporta especificacion de
heuristicas de seleccién de variables y valor. Ademas posee mecanismos de bisqueda que
pueden ser declarados mediante objetos especificos.

4.5.2.3. Choco

Es un solver de programacién con restricciones desarrollado como una libreria de Ja-
va. Provee un variado conjunto de restricciones para ser aplicadas sobre niimeros enteros,
reales, y conjunto de variables. Soporta problemas de optimizacion y el proceso de bis-
queda puede ser realizado por estrategia de seleccion de variables y valor, predefinida por
el solver o definidas por el usuario.

4.5.3. Lenguajes de Modelado

Apunta a simplificar la definicion de problemas basado en restricciones. Intenta alejar
al usuario de la complicada codificaciéon, atin presente en tipicas librerias o lenguajes de
programacion. El centro del lenguaje es generalmente mas comprensible porque propor-
cionan una seméntica y sintaxis mas simples. En algunos enfoques, la especificacion de
procedimientos de biisqueda es permitida, pero no obligatoria.

4.5.3.1. OPL

Uno de los principales lenguaje de modelado. Su sintaxis y seméantica ha sido usada
como base de los lenguajes de modelado modernos. El lenguaje OPL est4 compuesto por
muchos constructores de alto nivel, por ejemplo, estructuras de datos como arreglos, va-
riables de dominio finito, ciclos y estados condicionales y un conjunto de 6rdenes internas
para la asignacion de recursos. Heuristicas para definir variables y ordenar valores son
también permitidas. Una caracteristica interesante de OPL y tal vez su principal nove-
dad, es que sus estrategias de bisqueda, pueden ser especificadas usando el mismo estilo
utilizado para plantear el problema|23|.
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4.5.3.2. Zinc

Se encuentra entre los mas recientes lenguajes de modelado[26]. Posee una sintaxis que
soporta los predicados definidos por el usuario y las funciones. Esta provisto de estructuras
de datos, conjuntos, abstracciones de control y dominios finitos y continuos. La plataforma
se apoya en una arquitectura solver-independiente, donde los modelos de Zinc pueden ser
mapeados por tres modelos de Eclipse: modelo de programacion con restricciones, modelo
de biisqueda local y modelo de programaciéon mateméatica. Un modelo intermedio llamado
FlatZinc esta envuelto para facilitar la traduccion a otros modelos.
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5. Metaheuristicas

Una metaheuristica es un método heuristico, es un algoritmo que normalmente en-
cuentra buenas soluciones o se ejecuta razonablemente rapido, para resolver un tipo de
problema computacional general, usando los pardmetros dados por el usuario sobre unos
procedimientos genéricos y abstractos de una manera que se espera eficiente. Las me-
taheuristicas generalmente se aplican a problemas que no tienen un algoritmo o heuristica
especifica que dé una solucion satisfactoria; o bien cuando no es posible implementar ese
método 6ptimo. La mayoria de las metaheuristicas tienen como objetivo los problemas de
optimizacion combinatorial, pero por supuesto, se pueden aplicar a cualquier problema
que se pueda reformular en términos heuristicos, por ejemplo en resoluciéon de ecuaciones
booleanas.

Glover y Col. introducen por primera vez el término de metaheuristica en [18|, definen
las metaheuristicas como métodos que integran de diversas maneras, procedimientos de
mejora local y estrategias de alto nivel para crear un proceso capaz de escapar de 6ptimos
locales y realizar una bisqueda robusta en el espacio de bisqueda. En su evolucion, estos
métodos han incorporado diferentes estrategias para evitar la convergencia a 6ptimos loca-
les, especialmente en espacios de busqueda complejos. Este tipo de técnicas se caracterizan
por las siguientes propiedades:

= Las metaheuristicas son estrategias generales que guian el proceso de biisqueda.
= Kl objetivo es una buisqueda eficiente que encuentre soluciones casi 6ptimas.

= Pueden incorporar mecanismos para evitar la exploracion en regiones del espacio de
bisqueda no 6ptimas.

= El procedimiento de cualquier metaheuristica es genérico, no depende del problema.

» Las metaheuristicas utilizan métodos heuristicos especificos que son controlados por
una estrategia de mas alto nivel.

= Las metaheuristicas utilizan funciones de bondad para cuantificar el grado de ade-
cuacion de una determinada solucion.

En resumen, una metaheuristica es una estrategia genérica de alto nivel que usa diferentes
métodos heuristicos para explorar en busca de una solucién 6ptima o casi Optima en
espacios de busqueda de gran tamano. La metaheuristica debe identificar rapidamente las
regiones prometedoras del espacio de bisqueda global, y no malgastar tiempo en regiones
que hayan sido exploradas y/o no contienen soluciones de alta calidad.

5.1. Optimizacién Combinatorial

La optimizacion combinatorial es una rama de la optimizacién en matematicas aplica-
das y en ciencias de la computacion, relacionada a la investigacion de operaciones, teoria
de algoritmos y teorfa de la complejidad computacional. Los algoritmos de optimizacién
combinatorial resuelven instancias de problemas que se creen ser dificiles en general, ex-
plorando el espacio de soluciones, usualmente de gran tamano para estas instancias. Los
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algoritmos de optimizacion combinatorial logran esto reduciendo el tamano efectivo del
espacio, y explorando el espacio de buisqueda eficientemente.

Como se especifico anteriormente, el objetivo principal de la optimizacion es encontrar
la solucion a un problema, como se muestra en la Ecuacién 6.,en donde ¢ es la funcion
objetivo y F' es la region factible.

Min c(f) sujeto af € F (6)

Las restricciones de un problema de optimizacion definen el conjunto de soluciones (o “area”
factible) del problema. Si el conjunto de soluciones esta vacio, diremos que el problema es
no factible (infeasible), sino, se dice que es factible (feasible).

5.1.1. Definicioén formal

Una Instancia de un Problema de Optimizacion correspondera a un par (F,c), donde

F' es cualquier conjunto dentro del dominio de puntos factibles y ¢ es la funcién de costos,
tal que:

c:F—=R (7)

El problema es encontrar un f € F', tal que
o(f) <cly) VyeF (8)
En donde:
» [" serd llamado el dptimo global para esa instancia.

= Dado un punto factible f € F' en una instancia, se define como el vecindario al
conjunto de puntos N(f) que estan “cerca” del punto f.

= Un problema de optimizacion correspondera a un conjunto / de instancias de un
Problema de Optimizacion.

e Instancia de un problema # problema.

e La instancia posee suficientes datos de entrada que permiten encontrar una
solucion.

Ademés se define el término de 6ptimo local si:

c(f) < clg)Vg € N(f) 9)

Si f es optimo local y a la vez es 6ptimo global, se dice que el vecindario es exacto.

5.1.1.1. Ejemplo de Optimo Local

Sea una instancia de un problema de optimizacién F, ¢ definido por:
F=[0,1]CR (10)
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Figura 4: Ejemplo de funcion de costos.

y la funcion de costo ¢, que se muestra en la Figura 4. Se define el vecindario en funcion
de la distancia Euclidiana, segin la Ecuaciéon 11, para algin € > 0

N(f) ={z:ze FAlz—fl<e} (11)
Luego, si € es lo suficientemente pequeno, se tiene que:
» A, B, C seran Optimos Locales

» So6lo B es Optimo Global

5.2. Clasificacion de Técnicas Metaheuristicas

Hay diferentes formas de clasificar las técnicas metaheuristicas: basadas en la natura-
leza (algoritmos bioinspirados) o no basadas en la naturaleza, basadas en memoria o sin
memoria, con funciéon objetivo estatica o dinamica, etc.

La clasificacion mas empleada es la que se basa en si la técnica utiliza un tnico punto
del espacio de buisqueda o trabaja sobre un conjunto o poblaciéon. Segin esta clasificacion
las metaheuristicas se dividen en las basadas en trayectoria y las basadas en poblacion.

5.2.1. Metaheuristicas basadas en trayectoria

Estas técnicas parten de un punto inicial y van actualizando la solucion presente me-
diante la exploraciéon del vecindario, formando una trayectoria. La biisqueda finaliza cuan-
do se alcanza un nimero maximo de iteraciones, se encuentra una solucion con una calidad
aceptable, o se detecta un estancamiento del proceso.

» Simulated Annealing (SA), es una de las metaheuristicas mas antigua [18]. SA
simula el proceso de recocido de los metales y del cristal. En cada iteracion se elige
una solucion S7, a partir de la solucion actual Sy. Si S7 es mejor que Sy, S7 sustituye
a So como solucion actual. Si S es peor que Sy, se sigue aceptando pero asignandole
una determinada probabilidad. El algoritmo permite elegir soluciones peores a la
actual para evitar caer en un 6ptimo local.
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» Tabu Search (TB), es una de las metaheuristicas mas utilizadas en problemas de
optimizacion [11]. TB se basa fundamentalmente en la utilizacién de un historial de
busqueda, que permite ejecutar su estrategia de analisis y exploracion de diferentes
regiones del espacio de busqueda. Este historial o memoria se implementa como una
lista tabii. En cada iteracion se elige la mejor solucion entre las permitidas y se anade
a la lista tabd, donde se mantienen las soluciones recientes que se excluyen de las
siguientes iteraciones.

5.2.2. Metaheuristicas basadas en poblacién

Las técnicas metaheuristicas basadas en poblacién trabajan con un conjunto de indi-
viduos que representan otras tantas soluciones. Su eficiencia y resultado depende funda-
mentalmente de la forma con la que se manipula la poblacién en cada iteracién.

» Evolutionary Algorithm (EA) Este grupo de técnicas se inspiran en la capacidad
de la evolucion de seres o individuos para adaptarlos a los cambios de su entorno.
Cada individuo representa una posible soluciéon. El funcionamiento béasico de estos
algoritmos es el siguiente: La poblacion se genera de forma aleatoria. Cada individuo
de la poblacion tiene asignado un valor de su bondad con respecto al problema con-
siderado, por medio de una funcién de aptitud, capacidad, adaptabilidad o estado,
también denominada con bastante frecuencia por la palabra inglesa fitness. El valor
de la aptitud de un individuo es la informaciéon que el algoritmo utilizar para realizar
la busqueda. La modificacion de la poblacion se efectiia mediante la aplicacion de
tres operadores: seleccion, recombinacién y mutacion. En estos algoritmos se pue-
den distinguir la fase de seleccion, explotacion de buenas soluciones, y la fase de
reproduccion, busqueda de nuevas regiones. Se debe de mantener un equilibro entre
estas dos fases. La politica de reemplazo permite la aceptaciéon de nuevas soluciones
que no necesariamente mejoran las existentes. Algunas técnicas son Evolutionary
Programming (EP) [10], Evolution Strategy (ES) [12], Genetic Algorithm (GA) [22],
entre otros.

» Ant Colony Systems (ACO) [19], se inspiran en el comportamiento de las hor-
migas cuando buscan comida: inicialmente, las hormigas exploran el area cercana
al hormiguero de forma aleatoria. Cuando una hormiga encuentra comida, la lle-
va al hormiguero. En el camino, la hormiga va depositando una sustancia quimica
denominada feromona que guia al resto de hormigas a encontrar la comida. El ras-
tro de feromona sirve a las hormigas para encontrar el camino mas corto entre el
hormiguero y la comida. Este rastro es simulado mediante un modelo probabilistico.

» Particle Swarm Optimization (PSO) [17] son técnicas metaheuristicas inspira-
das en el comportamiento del vuelo de las bandadas de aves o el movimiento de
los bancos de peces. La toma de decision por parte de cada individuo o particula
se realiza teniendo en cuenta una componente social y una componente individual,
mediante las que se determina el movimiento de esta particula para alcanzar una
nueva posicion.
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5.3. Algoritmo Tabu Search

El nombre y la terminologia de busqueda tabu vienen de [9]. Una caracteristica distin-
tiva de este procedimiento es el uso de memoria adaptativa y de estrategias especiales de
resolucion de problemas. Tabu Search es el origen del enfoque basado en memoria y estra-
tegia intensiva en la literatura de las metaheuristicas, en contraposicion con los métodos
que no tienen memoria o que solo usan una débil memoria basada en herencia.

Los principios fundamentales de la bisqueda tabu fueron elaborados en una serie de
articulos y han sido unificados en el libro “Tabu Search” [11].

La filosofia de la btisqueda tabu es derivar y explotar una colecciéon de estrategias inte-
ligentes para la resoluciéon de problemas, basadas en procedimientos implicitos y explicitos
de aprendizaje. El marco de memoria adaptativa de TS no sélo explota la historia del
proceso de resolucion del problema, sino que también exige la creacion de estructuras para
hacer posible tal explotacion.

5.3.1. La estructura de la Biisqueda Tabu

Para aportar bases para la comprension de algunos de los elementos fundamentales de
la bisqueda tab, se ilustraré sus operaciones basicas con el ejemplo de N-Reinas ya visto.
Una de las principales complicaciones de la Busqueda Tabt, es establecer la estructura
que representara el problema, o representacion del problema. Para el caso de las N-Reinas,
segin el ejemplo antes visto, 4-Reinas la mejor representacion seria un vector de tamano

4 (X) (Tabla 4):

(3[4]1]2]

Tabla 4: Representacion 4-Reinas para Tabu Search.

La representacion anterior, incluye una restriccion la cual restringe una reina por co-
lumna, indicando en que fila se encuentra la reina:

Ry

Ry

Ry

Ry

Tabla 5: Explicacion de la representacion 4-Reinas para Tabu Search.

Como se ve en la tabla anterior, en la Tabla 5, se pueden extraer los siguientes valores
del vector:

= ¢ =1,...,4 Representa al nimero de Reinas, donde 4 puede ser cambiado por N para
generalizar el problema.

= 1; € X Representa la fila en donde se encuentra la Reina .
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= { Representa el numero de la columna.

El valor inicial de X es escogido segiin la estratégia que se considere, puede ser un orden
aleatorio del vector, correr un algoritmo Greedy con alguna solucién factible. Los métodos
TS operan bajo el supuesto de que se puede construir un entorno para identificar solu-
ciones adyacentes que puedan ser alcanzadas desde la solucién actual. Los intercambios
por pares son frecuentemente usados para definir entornos en problemas de permutacio-
nes, identificando movimientos que conducen una solucion a la siguiente. En el problema
anterior, un intercambio cambia la posicion de dos reinas como se ilustra en la Figura 5.

3 4] 1) 2 Cambio|Colisiones
3| 4 4
3| 1 5
4| 2 5

Figura 5: Estructura de Tabu Search.

En la figura, se hace el cambio de posicion de las reinas que se indican, por ejemplo
Cambio (3,4), La Rj se traslada a la fila 2 y la Ry ala fila 1. Los valores de los movimientos
generalmente proporcionan una base fundamental para evaluar la calidad de los mismos,
aunque también pueden ser importantes otros criterios. Un mecanismo principal para ex-
plotar la memoria en la busqueda tabu es clasificar un subconjunto de movimientos en un
entorno como prohibidos (o tabt). La clasificacion depende de la historia de la bisqueda,
determinada mediante lo reciente o frecuente que ciertos movimientos o componentes de
soluciones, llamados atributos, han participado en la generacion de soluciones pasadas.

Como base para evitar la bisqueda desde combinaciones de intercambio repetidas
usadas en el pasado reciente, invirtiendo potencialmente los efectos de movimientos an-
teriores por intercambios que podrian devolver a posiciones previas, clasificaremos como
tabt todos los intercambios compuestos por cualquiera de los pares de capas mas recientes,
estableciento una frecuencia de repeticiones.

5.3.2. Bitsqueda por entorno

TS puede ser convenientemente caracterizado mediante referencia a la busqueda en
el entorno, aunque se insiste en que la bisqueda en el entorno tiene un significado mas
amplio en TS que en algunas otras partes de la literatura de las metaheuristicas. Por
ejemplo, TS incluye procedimientos constructivos y destructivos entre los procesos que
dirige por memoria adaptativa, mientras que tales procedimientos y sus combinaciones
son a menudo excluidos de la definicion de busqueda en el entorno en otros enfoques. Una
representacion conveniente de btisqueda en el entorno identifica, para cada solucién x € X,
un conjunto asociado de vecinos, N(x) C X, llamado entorno de z. En busqueda tabn,
los entornos normalmente se asumen simétricos, es decir, 2’ es un vecino de x si y solo si
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Algoritmo 7 Método de Busqueda en el Entorno
function PASO 1: INICIALIZACION
(A) Seleccionar una solucion de arranque xActual € X
(B) Almacenar la mejor solucion actal a la conocida haciendo xMejor = xActual y
definiendo MejorCoste = c(xMejor)
end function

function PASO 2: ELECCION Y FINALIZACION

Elegir una solucion zSiguiente € N(xActual). Si lo criterios de eleccion empleados no
pueden ser satisfechos por ningtin miembro de N (xActual), o si se aplican otros criterios
de parada, entonces el método para.

end function

function PASO 3: ACTUALIZACION

Rehacer zActual = zSiguiente, y si c(xActual) < MejorCoste, ejecutar el paso 1(B).
Volver al paso 2.

end function

x es un vecino de x’. Los pasos en la buisqueda en el entorno se muestran en el Algoritmo 7.

5.3.3. Caracteristicas de la Biisqueda Tabu

La busqueda tabi, en contraste con los métodos precedentes, emplea una filosofia di-
ferente para ir mas all& del criterio de finalizar en un 6ptimo local. Se reduce énfasis a la
aleatorizacion, y generalmente se usa en un modo altamente restringido, con el supuesto de
que la busqueda inteligente deberia estar basada en formas mas sisteméaticas de direccion.

Por consiguiente, muchas implementaciones de bisqueda tabt son en gran parte de-
terministas. Una excepcion ocurre con la variante llamada bisqueda tabi deterministica,
la cual selecciona movimientos segtin probabilidades basadas en el estado y en las evalua-
ciones asignadas a estos movimientos por los principios basicos de la bisqueda tab.

5.3.3.1. Usos de Memoria TS especiales: Modificaciones de Estructuras de
Entorno

La idea de explotar ciertas formas de memoria adaptativa para controlar el proceso
de la busqueda es el tema central subyacente en la busqueda tabu. El efecto de tal me-
moria puede ser previsto estipulando que TS mantiene una historia selectiva H de los
estados encontrados durante la btisqueda, y reemplaza N(xActual) por un entorno mo-
dificado que puede ser denotado N(H,zActual). La historia determina, por tanto, qué
soluciones pueden ser alcanzadas por un movimiento desde la solucién actual, seleccionan-
do zSiguiente € N(H, xActual).

En las estrategias de Tabu Search basadas en consideraciones de periodo corto, N (H, z Actual)
C N(zActual), y la clasificacion tabu sirve para identificar elementos de N(zActual) ex-
cluidos de N(H, zActual). En las estrategias de periodo intermedio y largo, N (H, zActual)
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puede contener soluciones que no estén en N(xActual), generalmente soluciones elite se-
leccionadas (6ptimos locales de alta calidad) encontradas en varios momentos en el proceso
de solucion. Estas soluciones elite se identifican tipicamente como elementos de un grupo
regional en estrategias de intensificacion de periodo intermedio, y como elementos de dife-
rentes grupos en estrategias de diversificacion de periodo largo. Ademaés, las componentes
de las soluciones elite, en contraste con las soluciones en si mismas, se incluyen entre los
elementos que pueden ser conservados e integrados para proporcionar entradas al proceso
de bisqueda.

5.3.4. Criterios de Aspiracién

Los criterios de aspiracion se introducen en la busqueda tabi para determinar cuén-
do pueden ser reemplazadas las restricciones tabu, eliminando asi una clasificaciéon tabu
aplicada a un movimiento en otro caso. El uso apropiado de estos criterios puede ser muy
importante para permitir a un método TS proporcionar sus mejores niveles de ejecucion.

Las aspiraciones son de dos tipos: aspiraciones de movimiento y aspiraciones de atri-
buto. Una aspiracion de movimiento, cuando se satisface, revoca la clasificacion tabui del
movimiento. Una aspiracion de atributo, cuando se satisface, revoca el estado tabu-activo
del atributo. En el altimo caso el movimiento principal puede no cambiar su clasificacién
tabt, dependiendo de si la restriccién tabt puede ser activada por méas de un atributo.

Los siguientes criterios determinan la admisibilidad de una solucién ensayo, xEnsayo,
como un candidato a ser considerado, donde x Ensayo es generado por un movimiento que
ordinariamente seria clasificado tabu.

5.3.4.1. Aspiracion por Defecto

Si todos los movimientos disponibles estan clasificados tabt, y no se han hecho admi-
sibles mediante algunos otros criterios de aspiracion, entonces se selecciona el movimiento
"menos taba".

5.3.4.2. Aspiracion por Objetivo

= Forma Global: Se satisface una aspiracion de movimiento, permitiendo que x Ensayo
sea un candidato para la seleccion, si c(zEnsayo) < MejorCost.

» Forma Regional: Subdividimos el espacio de buisqueda en regiones R C X, identifi-
cada mediante cotas sobre los valores de funciones g(z). Se denota por MejorCoste(R)
el minimo ¢(z) encontrado en R. Entonces para xEnsayo € R, se satisface una as-
piracion de movimiento si c(zEnsayo) < MejorCoste(R).

5.3.4.3. Aspiracion por Direccion de Biisqueda

Sea direccion(e) = mejora si el movimiento més reciente conteniendo a e fue un movi-
miento de mejora, y direccion(e) = nomejora, en otro caso. Se satisface una aspiracion de
atributo para e si direccion(e) = mejora y el movimiento ensayo actual es un movimiento
de mejora, es decir, si ¢(xEnsayo) < c(xActual)
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5.3.4.4. Aspiracion por Influencia

Sea in fluencia(e) = (0V1) segin si el movimiento que establece elvalor de ComienzoT abu(e)
es un movimiento de baja influencia o un movimiento de alta influencia. Ademas, sea
Ultima(L), para L = (0 V 1), igual a la iteracion mas reciente en la que fue realizado un
movimiento de nivel de influencia L.

Entonces una aspiraciéon de atributo para e se satisface siin fluencia(e) = 0y ComienzoT abu(e) <
Ultima(1). Para multiples niveles de influencia L = 0,1,2, ..., la aspiracion para e se sa-
tisface si hay un L > influencia(e) tal que ComienzoT abu(e) < Ultima(L).
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6. Problema de Satisfaccion de Restricciones: Sudoku

El SuDoku es creado a partir de los trabajos del matematico suizo Leonhard Euler
(1707-1783) cuando se encontraba trabajando en la demostracion de teoremas sobre el
calculo de probabilidades.

Este juego fue exportado a Japén publicandolo en el periodico Monthly Nikolist en
abril de 1984 bajo el titulo "Suji wa dokushin ni kagiru", que se traduce como "los niime-
ros deben estar solos", y que posteriormente se abrevio como SuDoku (su: namero, doku:
s0lo).

En el ambito de las mateméaticas es visto como un problema de satisfaccion de res-
tricciones. Los juegos de puzzle como el SuDoku son muy populares debido a que se
caracterizan por la simplicidad de sus reglas, simplicidad que necesariamente no significa
no complejo, pues por el contrario se necesita de un razonamiento metoddico para llegar a
una soluciéon. Cada instancia de puzzle tiene una solucion tnica.

El analisis de la complejidad del SuDoku ya ha sido revisada por muchos autores, en-
tre ellos [29] quién postula que el SuDoku es un problema puzzle de tipo ASP-completo
(Another Solution Problem) a partir del cual, mediante inferencias formales, demuestra
que un SuDoku de Nx N casillas, es también NP-completo ' . El autor de [27] presenta el
problema del SuDoku como un Problema de Satisfaccion Restricciones, donde se comparan
los diferentes regimenes de propagacion para resolver el SuDoku y ademas sugiere nuevas
técnicas para resolver el problema sin la necesidad de realizar bisquedas.

7146 813 (5 9|7 |46 (2|83 |51
1 304 |5 6 9 1|8 /134|576 |29
2|5 301 7 2 (5|69 |3 (14|78
31712 (4(9]1 |8 513|712 (4|9]1 (8|6
4 218 31719 411|286 (37|95
9 117 413 6 |9 81 |7 502 (4|3
8 sP3 (1 |4)9 7 82|53 (1|49 |6 7
3 9 8 5112 314947 (8|65 (1|2
7161 9218 716[1f5(9(2]8|3 4

Figura 6: Puzzle Sudoku Resuelto

6.1. Definicién del Problema

El analisis del problema del Sudoku se divide en dos areas principales, el analisis de
las propiedades

» Cuadriculas Completas: Analisis de enumeracion de posibles soluciones para distintas
variantes.

» Puzles: Analisis centrado en los valores dados.

!Subconjunto de NP. Los problemas NP-Completo pueden ser resueltos en tiempo polinomial en una
Maéaquina de Turing No Determinista.
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Las técnicas utilizadas en ambos son basicamente los mismos: la combinatoria y la permu-
tacion (Teoria de Conteo), las cuales se refuerzan mediante la aplicacion de herramientas
de programacion. Existe muchas variantes de Sudoku, (parcialmente) caracterizadas por
el tamafo (N) y la forma de sus regiones.

Los calculos que existen sobre la cantidad de posibles soluciones de Sudoku rectangulares
se puede resumir en la tabla Tabla 6.1.

Dimensiones Nr Soluciones
127 ver Latin squares
222 288
2x3 28200960 = 2,8210"
224 29136487207403520 = 2,9210'6
2x5 1903816047972624930994913280000 = 1,9210%°
226 38296278920738107863746324732012492486187417600000 = 3,8210%
3x3 6670903752021072936960 = 6,7210%
3x4 81171437193104932746936103027318645818654720000 = 812104
3x5 Desconocido, estimado 3,5086x10%*
dxd Desconocido, estimado 5,9584x10%
4x5 Desconocido, estimado 3,1764210'™
5x5 Desconocido, estimado 4,3648210%%

Tabla 6: Comparativa de la cantidad de soluciones, segin la cantidad de sus bloques.

Para el Sudoku clasico, N = 9 y las regiones son cuadrados de 3z3 (llamados bloques
o0 cajas), como se muestra en Figura 7.

bloque columna
EA B i[5 |r
: 3|, Ik
I T ] T
. 1 3 l |
Fr-rc-p T |
41 _ 1 _ L - |- f_4u_1u_L
]

fila | 4 :9: :
ST 2003
5 |7

1 i

3 8|6 : !
1 I |

Figura 7: Ejemplo de Puzzle Sudoku

Un Sudoku rectangular, utiliza las regiones rectangulares de dimension de las filas de
la columna RxC'. Para Rzl (y 1xC), es decir, cuando la region es una fila o columna,
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Sudoku se convierte en un latin square. 2

El problema general de resolver problema SuDoku de un tamano n?zn? y bloques de
nan, siendo el SuDoku clasico es de n =3 .
Sea

= s una solucion de un problema de Sudoku con dimensiones especificas, satisfacion
de la restriccion de la Regla Unica 3.

» S = {s}, es el conjunto de todas las soluciones.
= [|S||, es la cardinalidad de S, o sea el niimero de elementos en S.

El ntiimero de soluciones depende de las dimensiones del problema, las normas aplicadas
y la definicién de soluciones distintas. Para la el bloque de 3x3, la convenciéon para el
etiquetado de las filas, columnas, bloques son como se muestran en Tabla 6.1.

Las filas se numeran de arriba a abajo, las columnas de izquierda a derecha. Por

11213145 (6|7 819
2Bl Bg Bg
3
4
5| By Bs B
6
7
8 | By Bg By
9

Tabla 7: Términos de un problema de Sudoku

extension, el sistema de etiquetado se aplica a cualquier bloque de un Sudoku rectangular.

Lss tripletas son combinaciones desordenadas de 3 valores que se utilizan en bloque-
fila (o bloque-columna), por ejemplo, una tripleta = {3,5,7} significa que los valores
3,5, 7 se presentan en un bloque-fila(columna), sin especificar el orden de ubicacién. Una
tripleta tiene 6(3!) permutaciones ordenadas. Por convencién, los valores de la triplea
estan representados por sus digitos ordenados. Los términos de triplea de bloque-fila y
bloque-columna son:

= rBR, identifica una tripleta de fila de un bloque B y fila R, por ejemplo, 56 es la
tripleta para el bloque 5, fila 6, con la etiqueta de fila de la cuadricula.

» ¢cBC, identifica de manera similar una tripleta en la columna del bloque B y de la
columna C.

La notacion {a, b, ¢} también refleja el hecho de un triplete es un subconjunto de los digitos
deseados.

2Matriz de nzn elementos, en la que cada casilla estd ocupada por uno de los n simbolos, de tal modo
que cada uno de ellos aparece exactamente una vez en cada columna y en cada fila.
3La restriccion es que cada digito aparece en cada fila, columna y bloque
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6.2. El nimero minimo de niimeros dados

En un Sudoku Clasico, segtn el trabajo [21] se demostr6 a través de una busqueda
exhaustiva que el nimero minimo de ntimeros dados, la cual es la solucién inicial parcial
de un problema, es de 17 niimeros.

Por lo tanto, para efectuar calculos de rendimiento de la integraciéon, habra que tener
en consideracion el nimero minimo de "pistas”. A continuacién se puede ver un ejemplo.

7 2 3
3
3
4 9
117 3
d 7
3 816
1

Tabla 8: Solucion parcial inicial de un problema(puzzle) Sudoku
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7. Integracién de Arc-Consistency con Tabu Search

Desde la perspectiva de la Programacion con Restricciones, y Gtil para esta integracion,
se ha trabajado con Arc Consistency, siendo utilizado para el pre-proceso y actualizacion
del dominio, en cada generacion de vecinos de la instancia del problema.

El desafio de este trabajo, es la integracion de Arc Consistency y Tabu Search, por lo
que para ilustrar de mejor forma como se realizaré e esta integracion se realizard mediante
un ejemplo, el cual serd una guia para abordar al menos el problema clasico de Sudoku
(929).

La instancia inicial de un problema de Sudoku es de n? x n? y las celdas pueden con-
tener valores de 1, ...,n%. Las celdas sin valores se consideran vacias.

Una instancia de un problema de sudoku tiene 3N? grupos de celdas n?. Hay un grupo
para cada una de las filas n%, una para cada una de las columnas n? y una para cada una
de los bloques n?.

Una solucion a un problema es colocar un valor de 1, ..., n” en cada celda vacia de modo
que cada grupo de células contenga exactamente un ocurrencia de cada valor de 1, ..., n?.

Las restricciones usan las mismas variables y dominios, pero tienen diferentes limita-
ciones. En todos las restricciones hay una variable X, distinta para cada celda c en el
puzle, siendo el dominio de cada variable 1, ..., n%.

Para la ilustracion de esta integracion se utilizara solamente un tablero de 424, con la
siguiente soluciéon parcial:

2

2

Tabla 9: Solucion inicial de un problema Sudoku de 22 x 22

7.1. Fase 1: Pre-Proceso

Hay que hacer énfasis, que si en la solucion inicial la celda contiene un valor, v entonces
el modelo inicial tiene la restriccion X. = v, por lo que seria util aplicar la técnica de
consistencia con el fin de actualizar el dominio de las variables, y ademas en caso de que
sea posible, actualizar la solucion inicial. Se destaca que en este proceso se itera hasta que
ya no existan més cambios en la solucion inicial o el dominio de las variables.

En la Tabla 7.1 ,se presenta el resultado de la primera fase sobre la solucién inicial y
el dominio de las variables.

Cabe notar que, Solucion y la ultima Solucion’ son equivalentes, y por lo tanto el
resultado esperado es el mismo. En caso de que se hubiese encontrado definido el valor 4,
el cual no se encuentra en el tablero, el Sudoku hubiese podido ser resuelto solamente en
la fase de pre-proceso.
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1 3,4 1 2.4 2.4
3 4 2,4 3 12,4
134 341,241,234
2 9 34 14 | 1,34
Solucion Dominio
1 311 | 24 2.4
4 3 41271 3 1,2
L 1,3 1341124 11,234
2 2 134 14 | 1,34
Solucion’ Dominio’
311 301 ] 24 ] 24
4123 41 2 3 1
1]34]124]1,234
2 234 14 | 1,34
Solucion’ Dominio’
3|1 31 1 [24] 24
4 311 4| 2 3 1
1 13424234
2 23414 34
Solucion’ Dominio’

Tabla 10: Pre-Proceso en Fase 1
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7.2. Fase 2: Aplicaciéon de Tabu Search

Una vez realizado el pre-proceso, el dominio generado y la solucion equivalentes se pro-
cede a encontrar una solucion satisfactoria al problema Sudoku, en caso de que no haya
sido resuelto durante el pre-proceso. Para comenzar, la btisqueda tabi (ver Algoritmo 10),
se comienza con una solucién inicial, la cual puede haber sido actualizada o no en la Fase
1.

Para generar nuevas soluciones parciales, también llamados vecinos o candidatos (ver
Algoritmo 9), se procede a verificar en donde falta la menor cantidad de valores por asig-
nar para completar una fila o columna. Una vez seleccionada la fila o columna, se procede
a calcular la probabilidad acumulada de los valores de una variable, entre las que falta
por definir, permitiendo dar mayor probabilidad a los valores que menos se encuentran
definidos en la solucion.

Siguiendo con el ejemplo, puede escogerse la filal o la columna2, ya que ambos poseen
la misma cantidad faltante de asignaciones en las variables, para este ejemplo se tomara
la columna 2, las variables disponibles para realizar la asignacién son C23 y Cs4, supon-
dremos que aleatoriamente se seleccion6 la variable C53. El paso a seguir es calcular la
probabilidad acumulada del dominio de (53 | el cual es {3,4}, siendo para 3 = [0; 04]
y para 4 = [0,6; 1]. Supiendo que aleatoriamente se gener6 un valor comprendido en el
rango [0,6; 1], se selecciona el valor 4, quedando C33 = 4. Entonces, la solucion parcial se
actualiza, y se somete a verificar su consistencia y actualizacion de dominio.

DO| | | W
w
—_

Solucién actualizada.

Como se puede observar, al aplicar la técnica de consistencia el sudoku se ha resuelto por
lo que el proceso se detiene.

Para prevenir ciclos y para salir de los 6ptimos locales, los nuevos atributos son agrega-
dos a la lista tabt si es que es aceptada en el vecindario de soluciones, y luego se procede
a la ejecucion del algoritmo AC3, con el fin de actualizar el dominio y la solucién en caso
de que existan nuevos valores que hayan sido "descubiertos". Se continuan creando nuevas
soluciones hasta que se cumple el criterio de detencion, ver Algoritmo 8, en donde todas las
variables se encuentran definidas con un valor y se han satisfecho todas las restricciones.
Una vez que la busqueda tabi se detiene, la mejor solucion es el Sudoku resuelto.

La eleccion y comparacion de la mejor solucion conocida hasta un cierto instante, vien-
de dada por el calculo del fitness. Para este CSP, se considerara la soluciéon con mayor
cantidad de variables definidas, debido a que se trabaja con soluciones parciales y en cada
iteracion se van descubriendo nuevos valores en las variables del problema.
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311 311142
4121311 412131
114 1141213
2 2131114
Solucién Dominio
311142 311142
4121311 4121311
1141213 11411213
2131114 2131114
Solucién’ Dominio’

Tabla 11: Generacion de Vecinos en Fase 2

Algoritmo 8 Condition Stop
if !ExistenCeros(sBest) then
if checkAC3(sBest) then > Verifica la consistencia de la solucion, es verdadera si
cumple todas las restricciones, falso en caso contrario
Solved
else
NotSolved
end if
break
end if

Algoritmo 9 Generar Candidatos
Require: solution, var Domain
val < var Domain( findCol Row());

pos < randi(length(var Domain(val))); > Valor aleatorio entre 1 y la cantidad de
elementos.
prob <= calcProb(solution(pos)); > Calcular la probabilidad acumulada para la

posicion seleccionada de la solucién parcial.
solution(pos) < (prob > rand())(1); > Seleccionar el primer valor que se encuentra en
el rango.
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Algoritmo 10 Sudoku Solver
Require: initSolution, var Domain,iterationStop, iterationRestart
tabuList < zeros(n?,n?)
sBest < s
f_sBest <= countZero(sBest)
1<=0
restart <= 0
while TRUE do
candidatelList <= null
for 1 < 0 to cantidateLength do
candidatelList <= candidateList + sCandidate > Genera vecinos de la solucion
actual segtin el dominio.
end for
tabuList = update(tabulList)
sCandidate < bestCandidate(candidateList, tabuList) > Busca el mejor candidato
de la lista.
if sCandidateF'itness < sBestFitness then
var Domain, sCandidate <= AC3(s)
tabuList <= dif ferences(tabulList, sBest, sCandidate)
sBest < sCandidate
restart < (
else if restart = iteration Restart then
s, s Best < initSolution
f_sBest <= countZero(sBest)
restart < (
else
restart-4-
end if
conditionStop()
end while
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8. Experimentos

8.1. Equipo utilizado

Todas las pruebas han sido ejecutadas en un Notebook Compaq 610 (Procesador Intel
Core 2 Duo T5870 2.0Ghz y 1 GB de RAM), bajo Fedora 17 de 32bits y los algoritmos
han sido desarrollado en Octave 3.6.3.

Los algoritmos no han sido desarrollados para procesamiento paralelo, por lo que solo
fue utilizado un ntucleo al ejecutar las pruebas.

8.2. Instancias de Sudoku utilizadas

Los problemas de Sudoku escogidos?, pertenecen a una investigacion hecha en [20], en
donde se explica que para determinar el nivel de dificultad se considera que si el problema
es resuelto en los siguientes intervalos de generaciones (iteraciones, ya que fueron generados
y resueltos con Algoritmo Genético).

s iteraciones < 3,500 es un problema facil de resolver.
= 3,500 < iteraciones < 10,000 es un problema de complejidad media de resolver.
= iteraciones > 10,000 es un problema dificil de resolver.

Ademés, cabe mencionar que todos los problemas considerados poseen solamente una
solucion.

8.3. Resultados y discusién

Para efectos de comparacion se consideraron todos los problemas seleccionados en la
tabla b de |20], ademés se incluyeron los demés problemas de complejidad media y dificil,
con el fin de verificar que la metodologia utilizada puede resolver cualquier tipo de Sudoku.

Algo importante a destacar, es que todos las pruebas han sido ejecutadas por lo menos
50 veces de Sudokus resueltos con un maximo de 1.000 iteraciones, por lo que si al momento
de realizar una prueba las iteraciones superar el méximo, la prueba se detiene y se marca
como fallida.

A continuacién se especifican las pruebas y los tiempos asociados a la resoluciéon de los
problemas:

4Sudoku Easy, Medium, Hard se encuentran disponibles en http://lipas.uwasa.fi/ “timan /sudoku/
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Problema Pruebas | Resueltos| Tiempo | Tiempo | Tiempo
Min. X Max.

Easy a | 30 30 1.324 1.331 1.354

Easy b | 30 30 1.026 1.032 1.049

Easy c 30 30 1.046 1.067 1.113

Medium | 30 30 2.296 5.170 13.389

a

Medium | 31 30 5.151 69.807 245.346

b

Medium | 33 30 3.687 78.042 252.876

¢

Hard a | 35 30 2.608 88.550 259.610

Hard b | 49 30 3.875 112.667 | 309.799

Para comparar los resultados con la tabla 5 del estudio [20], se consideraran solo los re-
sultados de Mantere et al, debido a que éste es superior en todas las pruebas a los de
Moraglio et al. |2]

Debido a que en este estudio solo se consideran los test con maximo de 1.000 iteraciones,
no es posible comparar los resultados en relacion a la cantidad de iteraciones o los tiempos
que este toma para encontrar solucién a los problemas. La comparacion se realizara por la
cantidad de soluciones encontradas, con un maximo de 30, en ciertos intervalos de intentos.

Propuesta GA

Tipos Intentos 100.000 Intentos 100.000

Nlimitados | Intentos | Ilimitados | Intentos
Easy a 30 30 30 30
Easy b 30 30 30 30
BEasy c 30 30 30 30
Medium a| 30 30 30 22
Hard a 30 30 30 2

En la tabla anterior se puede apreciar que el rendimiento de la metodologia propuesta
en este trabajo es perfecto, en comparacion a los resultados del Algoritmo Genético, y por
transicion a las otras técnicas que se mencionan en [20].

La sinergia que existe entre ambas técnicas es lo que permite resolver el problema, por
una parte se tiene al algoritmo de consistencia local, que permite actualizar el dominio
de las variables y verificar tempranamente cuando un valor asignado a una variable no
es valido, lo cual restrige ampliamente a la Busqueda Tabti al momento de generar los
candidatos. Por el lado de Tabu Search no hay que olvidar la Lista Tabt, que complementa
el trabajo de Arc Consistency potenciandolo durante el paso de las iteraciones que se
definan en la configuracion de la metaheuristica.
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9. Conclusiones

En esta investigaciéon se han presentado dos técnicas para la solucién de problemas
complejos, en los cuales existen caracteristicas similares, como lo son las variables y res-
tricciones.

En el estudio de la primera técnologia, Programacion con Restricciones (CP), se revi-
saron los modelos y las técnicas mas relevantes de un Problema de Satisfaccion de Res-
tricciones, siendo esta una de las dos ramas de CP. Dentro de las técnicas analizadas, se
trabajo con técnicas de consistencia con el fin reducir el espacio de bisqueda. En especi-
fico, se utilizo Arc Consistency, la cual permite la eliminaciéon de valores del dominio de
la variable, provocando la reduccién del espacio de busqueda, sin verse afectado el nuevo
espacio, el cual es equivalente al original.

Por otra parte, como se introdujo, las Metaheuristicas permiten resolver problemas en
tiempos reducidos en comparacion a técnicas mas clasicas. Para este estudio se presentd
la metaheuristica Tabu Search, que a diferencia de otras provee de una estructura de me-
moria llamada Lista Tabi, permitiendo llevar un registro de las "soluciones ya visitadas”
para la aplicacion de distintas estrategias. Una de las estrategias de la Lista Tabi, es la
restriccion a través de la estructura de memoria, la cual permite limitar la seleccion de los
valores al momento de realizar la buiisqueda en el dominio de las variables.

Para la aplicacion del hibrido se escogi6 el problema de Sudoku, el cual es un problema
tipo puzzle mateméatico con restricciones simples pero de alto costo computacional. Para
este problema se establecié un nuevo enfoque, el cual se divide en 2 etapas, para poder rea-
lizar la integracion entre las técnicas anteriormente mencionadas. La primera etapa consta
de filtrar el dominio de las variables del Sudoku, y en caso de poderse mejorar la solucién
inicial. Luego las variables recién generadas se someten a la segunda etapa en donde la
metaheuristica pueda encontrar la soluciéon que satisfaga las restricciones del problema.

A través de un gran ntmero de experimentos con instancias utilizadas en trabajos rela-
cionados a la resolucion y generacion de problemas de Sudoku, en este estudio se ha podido
verificar la eficacia para la resolucion del problema en los distintos niveles de complejidad.
Obviamente, luego de los experimentos se ha observado que al aumentar la complejidad,
so6lo en su nivel més alto, existe una tasa de fallos en los cuales el Sudoku no ha sido
posible de solucionar en una cantidad menor de iteraciones a las 1.000, pero esto se debe
a que como es un método heuristico, parte de éxito se encuentra asociado a la seleccion
correcta de valores en procedimientos aleatorios. Cabe senalar que si no existiese el tope
de iteraciones la tasa de éxito de resolucion del problema seria del 100 %.

Para finalizar, aunque se ha demostrado en éste trabajo que el enfoque propuesto de
un proceso netamente de busqueda estocastica y un soporte en la verificaciéon de la con-
sistencia de las variables, es capaz de resolver todas las instancias en las que fue probado,
por lo que es evidente que la sinergia que existe entre las técnicas utilizadas.

Para un trabajo futuro, cabe mencionar que durante el desarrollo y prueba del hibrido
se identifico que el principal problema es la selecciéon de los valores a asignar en la fase
de generacion de candidatos, por lo que una mejora al hibrido seria disminuir el uso de la
aleatoridad de la asignaciéon de los valores.

40



10.

Referencias

Referencias

[
2]

131

[4]

[5]

[6]

17l

18]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

Colmerauer A. Prolog II Reference Manual and Theoretical Model. ., 1982.

J. Togelius A. Moraglio and S. Lucas. Product geometric crossover for the sudoku
puzzle. IEEFE Congress on Evolutionary Computation, pages pages 470-476, 2006.

A. Bouju, J.F. Boyce, Dr. A. Bouju, Dr. J. F. Boyce, J.G. Taylor, C.H.D. Dimitropo-
ulos, G. Vom Scheidt, and Prof J. G. Taylor. Tabu search for the radio links frequency
assignment problem. In Proceedings of the International Conference on Digital Signal
Processing, 1995.

Figueroa C. Meneses R. Castro C., Monfroy E. Constraint Solving Using Dynamic
Variable and Value Selection. XXXI Conferencia Latino-Americana de Informética,
CLEI, 2005.

Monfroy E. Crawford B., Castro C. Programacion con Restricciones Dindmica. In-
genieria Industrial - Afio 8 N 2: 63 - 74.

Pearl J. Dechter R. Network-based heuristics for constraint satisfaction problems.
Artificial Intelligence, 34:1-38, 1987.

A. Dupont, M. Vasquez, and D. Habet. Consistent neighbourhood in a tabu search,
chapter 17. In Metaheuristics: Progress as real Problem Solvers. MIC-Kluwer, pages
367-386, 2005.

Audrey Dupont, Eric Alvernhe, and Michel Vasquez. Efficient filtering and
tabu search on a consistent neighbourhood for the frequency assignment pro-
blem with polarisation. Annals of Operations Research, 130:179-198, 2004.
10.1023/B:ANOR.0000032575.38969.ab.

Glover F. Future Paths for Integer Programming and Links to Artificial Intelligence.
Computers and Operations Research, 1986.

Walsh M Fogel L., Owens A. Artificial Intelligence through Simulated Evolution. John
Wiley, 1966.

Laguna M. Glover F. TabuSearch. Kluwer, 1997.

Rechenberg I. Evolutionsstrategie — optimierung technischer systeme nach prinzipien
der biologischen evolution. 1971.

J. Ouaknine I. Lynce. Sudoku as a sat problem. In 9th International Symposium on
Artificial Intelligence and Mathematics AIMATH 06, 2006.

Lassez J. Jafar J. Constraint Logic Programming. 14th Annual ACM Symposium on
Principles of Programming Languages (POPL), 1987.

41



[15] Apt k. Principles of Constraint Programming. Cambridge University Press., 2003.

[16] J. Gunther K. Moon. Multiple constrain satisfaction by belief propagation: An exam-
ple using sudoku. In 2006 IEEE Mountain Workshop on Adaptive and Learning
Systems, pages 122 — 126, 2006.

[17] Eberhart R Kennedy J. Particle Swarm Optimization. Proceedings of IEEE Interna-
tional Conference on Neural Networks, 1995.

[18] Vecchi M. Kirkpatrick S., Gelatt C. Optimization by Simulated Annealing. Journal
of Optimization Theory and Applications, 1985.

[19] Dorigo M. Optimization, Learning and Natural Algorithms. Politecnico di Milano,
Italy., 1992.

[20] T. Mantere and J. Koljonen. Solving, rating and generating sudoku puzzles with
ga. Fvolutionary Computation, 2007. CEC 2007. IEEE Congress on FEvolutionary
Computation (CEC 2007), 2007.

[21] Gary McGuire, Bastian Tugemann, and Gilles Civario. There is no 16-clue sudoku:
Solving the sudoku minimum number of clues problem. CoRR, abs/1201.0749, 2012.

[22| Barricelli N. Esempi numerici di processi di evoluzione. ., 1954.

[23] Van Hentenryck P. The opl optimization programming language. The MIT Press,
1999.

[24] Zoeteweij P. Composing Constraint Solvers. Enschede, 2005.
[25] Bartak R. On-Line Guide to Constraint Programming. 1998.
|26] Marriot K. Wallace M. Rafeh R., Garcia M. From Zinc to Design Model.

[27] H. Simonis. Sudoku as a constraint problem. In CP Workshop on Modeling and
Reformulating Constraint Satisfaction Problems, pages pages 13-27, 2005.

[28] E. Monfroy T. Lambert and F. Saubion. A generic framework for local search: Appli-
cation to the sudoku problem. ICCS 2006, Part I, LNCS 3991, page pages 641-648,
2006.

[29] T. Tato and T. Seta. Complexity and completeness of finding another solution and
its application to puzzles. IEICE Trans Fundam Electron Commun Comput Sci (Inst
Electron Inf Commun Eng), E86-A:1052-1060, 2003.

[30] S. Van Roy P., Haridi. Concepts, techniques, and models of computer programming.
MIT Press, 2004.

42



