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Resumen

Realizamos un estudio cognitivo del concepto Transformacion Lineal (TL), desde el cual
obtuvimos indicadores de los elementos constituyentes para la evolucion de la construccion
mental esquema asociada al concepto. En la investigacion propusimos un modelo
multinterpretativo, que sustentado fundamentalmente por la teoria APOE (Acciones,
Procesos, Objetos y Esquemas) (Arnon, Cottril, Dubinsky, Oktac, Roa, Trigueros y Weller,
2014), integra interpretaciones del concepto TL, las que permitieron identificar en forma
detallada componentes esenciales para la evolucion de su esquema.

Como disefio metodoldgico, incorporamos el estudio de caso (Stake 2010) a la metodologia
propuesta por APOE y el grupo RUMEC (Asiala et al.,, 1996). Esto por cuanto
consideramos que la complementa, ofreciendo criterios especificos para la seleccion de los
estudiantes, lo que nos permitio tipificar al caso estudiado. Es asi que se entrevisto a tres
estudiantes de la carrera de Pedagogia en Matematica, quienes fueron seleccionados por
haber mostrado, en un estudio previo, evidencias de poseer construcciones y mecanismos
mentales proximos a la construccion mental objeto para cada una de las interpretaciones del
concepto. De las entrevistas, se obtuvo el detalle sobre las construcciones y mecanismos
mentales puestos en juego en la construccion del esquema para el concepto TL, y a la vez,
se pudo establecer la evolucién en los esquemas mentales de los entrevistados.

Summary

We realize a cognitive study of the concept Linear Transformation (TL) from where we
obtained indicators of the constituent elements for the evolution of the mental construction
scheme associated with the concept. In the investigation we proposed a model
multinterpretative that sustained fundamentally for the theory APOE (Actions, Processes,
Objects and Schemes) (Arnon, Cottril, Dubinsky, Oktag, Gnaws, Corn merchants and
Weller, 2014), integrates interpretations of the concept TL, which allowed to identify in
detailed form essential components for the evolution of his scheme.

Since methodological design, we incorporate the study of case (Stake 2010) into the
methodology proposed by APOE and the group RUMEC (Asiala et to., 1996). We think
that it complements her offering specific criteria for the selection of the students, which it
allowed us to typify to the studied case. It is so we interviewed three students of the career
of Pedagogy in Mathematics, which they were selected for showing, in a previous study,
evidence of possessing constructions and mental mechanisms next to the mental object
construction for each of the interpretations of the concept. Of the interviews, the detail was
obtained on the constructions and mental mechanisms brought into play in the construction
of the scheme for the concept TL, and simultaneously, it was possible to establish the
evolution in the mental schemes of the interviewed ones.






PRESENTACION DE LA INVESTIGACION.

Nos propusimos investigar las construcciones mentales que los estudiantes ponen en juego
para la construccién del concepto transformacién lineal (TL). Reconoceremos en el
concepto componentes de origen funcional, matricial y geométrico, entendiendo cada uno
de estos componentes como diferentes interpretaciones de una misma definicion.

La siguiente figura resume algunas de las ideas antes descritas. Esta imagen aparece en el
libro digital “Aproximacion al Algebra Lineal: un enfoque geométrico™, de Isaacs y
Sabogal (2005), vy dio lugar a una reflexion inicial en esta investigacion.
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Figura 0. La imagen motivadora.

Los estudiantes de un curso de algebra lineal, ;reconocen las diferentes interpretaciones del
concepto TL que alli aparecen? ¢Es posible articular dichas interpretaciones del concepto
TL?

Analizamos el concepto de TL considerando tres formas en que éste se presenta; cada una
de ellas fue descompuesta en sus elementos fundamentales y articulados basicamente por el
concepto combinacién lineal. De esta forma, nuestro estudio propuso, basandose en la
metodologia propia de la teoria APOE, una descomposicion genética (DG) por cada
interpretacion del concepto TL, que permitié una descripcion detallada del esquema para el
concepto, que incorporé las tres interpretaciones, desde donde emerge un modelo
multinterpretativo para el estudio del concepto TL.

A continuacion hemos organizado por capitulos la forma en que narraremos el desarrollo de
nuestra investigacion.



CAPITULO 1:
PROBLEMATICA, ANTECEDENTES, HIPOTESIS Y OBJETIVOS DE
INVESTIGACION.

En este capitulo se describen problemaéticas de ensefianza y aprendizaje en el algebra lineal;
mostramos estudios especificos sobre las complejidades de aprendizaje para el concepto de
TL, tema que se encuentra presente en la mayoria de los programas de matematica a nivel
universitario. Es asi que en esta investigacion nos propusimos comprender los procesos
mentales que subyacen a las estrategias de aprendizaje del concepto TL en estudiantes
universitarios.

CAPITULO 2:
MARCO TEORICO: TEORIA APOE.

Presentamos la teoria APOE (Accién, Proceso, Objeto, Esquema) como sustento tedrico
que facilita describir las construcciones y mecanismos mentales que constituyen el esquema
del concepto de TL en sus tres interpretaciones. Es un estudio de caracter cognitivo que
documenta en forma detallada la forma de dichas construcciones; por su parte, la teoria
APOE es un marco teérico cognitivo de la didactica de la matematica, que posee entre sus
caracteristicas un modelo hipotético de construccién de un concepto matematico en estudio.

CAPITULO 3:
LA INVESTIGACION Y SU DISENO.

Esta investigacion, es un estudio cognitivo que hace uso la teoria APOE y de su ciclo de
investigacion para examinar procesos mentales que subyacen a las estrategias de
aprendizaje del concepto TL en estudiantes universitarios. Al disefio metodoldgico propio
de la teoria APOE, se adhiere un estudio de casos, por considerar que es una aproximacion
adecuada, que lo complementa. En este capitulo presentamos, y como parte del ciclo de
investigacion dispuesto en la teoria APOE, las DG propuestas en la investigacion que
constituyen la base del estudio para el modelo multinterpretativo; cada una de ellas da
cuenta de lo que denominamos una interpretacion del concepto TL, desde donde se
levantan los cuestionarios para andlisis de las producciones de los estudiantes del caso.

CAPITULO 4:
RESULTADOS DEL CUESTIONARIO. EVIDENCIAS PARA LA
INTERPRETACION FUNCIONAL, MATRICIAL Y GEOMETRICA DE LA TL.

En este capitulo se muestran los resultados de los andlisis de las producciones de los
estudiantes del caso a las tres interpretaciones del concepto TL. Nuestra propuesta para
analizar los esquemas de los estudiantes del caso se basan en el modelo multinterpretativo
para el concepto TL, el que ayuda a comprender las caracteristicas de las componentes de
los esquemas, al considerar las interpretaciones de concepto TL como esquemas mentales
que nos permitiran determinar la coherencia en el esquema global del concepto.



CAPITULO 5:
RESULTADOS DE LAS ENTREVISTAS. EVIDENCIAS PARA EL
ESQUEMA DEL CONCEPTO TL COMO UN MODELO
MULTINTERPRETATIVO.

Con el proposito de documentar la investigacion en profundidad, son entrevistados tres
estudiantes del caso. En este capitulo encontramos evidencias sobre construcciones y
mecanismos mentales para la construccion del concepto TL en sus tres interpretaciones; sus
entrevistas dieron cuenta de los niveles Intra-TL, Inter- TL y Trans-TL en el esquema del
concepto TL, permitiendo determinar sus componentes y evolucion.

CAPITULO 6:
CONCLUSIONES Y PROYECCIONES.

En este capitulo se recopilan los principales resultados de la investigacion, para desde alli
levantar algunas de sus proyecciones. La forma en que hemos dispuesto la recopilacion de
los resultados tiene por propésito mostrar el potencial del modelo multinterpretativo.






CAPITULO 1: ) )
PROBLEMATICA, ANTECEDENTES, HIPOTESIS Y OBJETIVOS
DE INVESTIGACION.

1.1 PROBLEMATICA.

La ensefianza del algebra lineal es un tema que se encuentra presente en la mayoria de los
programas de matematicas para carreras como ingenieria, licenciatura en ciencias o
economia; es asi que surge el interés por investigar los procesos de ensefianza y aprendizaje
de sus conceptos. Existen numerosas investigaciones que ofrecen evidencias sobre las
dificultades que muestran los estudiantes para comprender conceptos relativos al algebra
lineal. Por ejemplo, en la mayoria de las universidades, los cursos de &lgebra lineal no son
exitosos (Harel, 1989a; Harel, 1989b; Sierpinska, 2000; Sierpinska, Dreyfus y Hillel,
1999).

En su esfuerzo por formular una propuesta didactica especifica para el algebra lineal, desde
la teoria APOE, RUMEC (Research in Undergraduate Mathematics Education Community)
ha preparado materiales de ensefianza en los que se muestra su filosofia acerca de qué
contenidos debiera incluir y como debiera organizarse un primer curso universitario de
algebra lineal (Weller, Montgomery, Clark, Cottrill, Trigueros, Arnon y Dubinsky, 2002).

El problema central, segin Dubinsky y otros (Dubinsky, E., Dauterman, J., Leron, U. y
Zazkis, R., 1994), radica en que, en esta materia, el estudiante debe trabajar con conceptos
abstractos, pero su tendencia es a trabajar con procedimientos indeliberados- mecanicos,
limitando su comprensidn sobre los conceptos involucrados.

Esto pone en tela de juicio el conocimiento alcanzado de la ensefianza de estas materias, y
hay quienes piensan que en la mayoria de las universidades, los cursos de algebra lineal no
son exitosos (lIbid). En la mayoria de las investigaciones se logra poner en evidencia que
aun los estudiantes exitosos en los cursos de &lgebra lineal, no logran la comprensién de los
conceptos involucrados, pues no los aplican de modo adecuado en los cursos siguientes, por
ejemplo, los de ecuaciones diferenciales.

El problema que se presenta es si es posible ayudar a un mayor nimero de estudiantes,
futuros profesionales, a aprender de manera significativa, es decir, con comprension de lo
que han construido. Con base en esta preocupacion nos interesamos en estudiar como los
estudiantes comprenden el algebra (Cf. Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews, y
Thomas, 1996).

Nos propusimos, en particular, investigar las construcciones mentales que los estudiantes
ponen en juego para la construccién del concepto TL; reconoceremos en el concepto
componentes de origen funcional, matricial y geométrico, entendiendo cada uno de estos
componentes como diferentes interpretaciones de una misma definicion.
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1.2 ANTECEDENTES.

1.2.1 ANTECEDENTES HISTORICO EPISTEMOLOGICOS DEL
CONCEPTO TRANSFORMACION LINEAL.

El concepto de transformacion lineal, TL, es una conceptualizacion evolucionada que
requirié un gran desarrollo en la matematica, en la que se incorporan, por ejemplo,
nociones como funcién, linealidad, dependencia e independencia lineal, espacios
vectoriales, entre otros. Dichos conceptos contribuyen a la construccion de lo que hoy
entendemos por TL. Es asi que reducir el concepto a una sola descripcion, que esperamos
abarque todos los aspectos que incluye, es reduccionista.

Pensamos, en cierta medida, que el conocimiento de los antecedentes historico
epistemoldgicos involucrados en la construccion del concepto de transformacion lineal
aporta claridad sobre este importante concepto del algebra lineal. Dado que sus origenes se
remontan a nociones basicas como la proporcionalidad directa y la linealidad, consideramos
apropiado analizar algunas ideas sobre su construccion en el tiempo, que permitan
profundizar sobre los posibles problemas de comprension que dicha evolucién puede
generar en los estudiantes actuales. A continuacion presentamos esta breve descripcion
historica de la evolucién del concepto de transformacién lineal.

1.2.1.1. LANOCION DE LINEALIDAD COMO BASE EPISTEI\/IOLOGICA
PARA EL CONCEPTO DE TRANSFORMACION LINEAL.

La nocion de linealidad y la de algebra lineal, se funden en el concepto de TL. Estudios
epistemoldgicos sobre el tema, por ejemplo Luzardo y Pefia (2006), Acosta, Rondero,
Tarasenco (2008, 2010), sostienen que los origenes del concepto TL emergen desde los
sistemas de ecuaciones lineales, y éstos a su vez del trabajo realizado con las ecuaciones
lineales, las que constituyen un modelo para las nociones de progresion aritmética y de
proporcionalidad, ambas usadas en la resolucion de problemas cotidianos.

En diferentes culturas, como la egipcia, la china y la babil6nica, aflora la idea de linealidad.
Algunas de estas evidencias se encuentran en las Tablillas de Croquetta, que datan del
ultimo periodo sumerio hacia el afio 2100 a.C.; se presenta alli un problema que relaciona
proporcionalidades de &reas y produccion de granos. Otro ejemplo se encuentra en el
Papiro de Rhind, escrito hacia el afio 1650 a. C., en el que se consideran las ecuaciones de
primer grado, y en el cual no s6lo se resuelven problemas aritméticos, sino que se propician
elementos de solucién a ecuaciones lineales de la forma x +ax=b o x+ax+bx=c, con
a,b,cnumeros conocidos y X desconocido. Por su parte, los babilonios sabian cémo

resolver problemas concretos, que involucraban ecuaciones de primer y segundo grado;
también resolvian ecuaciones cubicas y cuadraticas, y sistemas de ecuaciones lineales. En
los siglos 111 'y IV a.C. los matematicos chinos continuaron la tradicién de los babilonios y
nos legaron los primeros métodos del pensamiento lineal. En el tratado Nueve capitulos
sobre el Arte Matematico, publicado durante la Dinastia Han, aparecen un sistema lineal y
su método de resolucion, conocido hoy en dia como método de eliminacion gaussiana.
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Durante este periodo —bajo esta perspectiva—, podemos decir que la formacion del
concepto se encuentra relacionada con problemas de lo cotidiano y vinculado a la
resolucion de ecuaciones, es decir, posee caracteristicas ligadas a lo aritmético. Por otra
parte, los aspectos geométricos de la nocion de linealidad, emergen en forma explicita con
Euclides, en su libro Los Elementos, escrito hacia el afio 300 a.C. Euclides formaliza en sus
postulados los conceptos geométricos, y entre ellos el de recta, haciendo uso implicito de la
nocion de transformacion de figuras geométricas, aunque reducidas a desplazamientos.
Podriamos decir que la nocion de TL aln se encuentra en una etapa de creacion.

Hacia el afio 370 a.C. Eudoxio de Cnido profundiza las ideas de la geometria antigua,
definiendo indirectamente la igualdad de dos razones a:b y c:d. En el siglo Il a.C., la
referencia al concepto de proporcionalidad se pone en evidencia en una carta que dirige
Arquimedes a Eratostenes, en la que basa sus demostraciones en la teoria de las razones y
proporciones de Euclides. Apolonio, quien hacia el 200 a.C. hizo uso implicito del
concepto de coordenadas en sus demostraciones sobre propiedades de las conicas, en lo que
Ilamé Propiedad Fundamental de las Cénicas, introdujo el proceso de coordenizacion del
espacio, que aunque pareciera estar lejos de la linealidad, desemboco en el ordenamiento
matricial de coordenadas que estan claramente relacionadas con una representacion del
pensamiento lineal. Ademas podemos vislumbrar cdmo se entrelazan dos perspectivas de la
linealidad —Ila geométrica y la proporcional—, para finalizar con una nocion mas
elaborada de coordenizacion. En la misma direccién, Pappus, en su obra Coleccion
Matematica, en el siglo Il d.C. establece la relacion anarmonica o razén cruzada, la que
posteriormente, en el siglo X1X, fue revivida con ayuda de las magnitudes con sentido y se
convirtié en el concepto basal para la nocion de vector. Segin Hofman (2002), es gracias a
Descartes, quien transforma la geometria en aritmética, que se agrega a las matematicas
todo lo que admite ordenacion y medida; las coordenadas se vuelven oficiales y se
establece un vinculo entre lo geometrico y las problematicas del algebra modeladas por la
proporcionalidad.

A fines del siglo XVII fueron desarrolladas ideas sobre la linealidad provenientes de los
babilonios y de los chinos. Un exponente de ello es Cramer, quien formaliza la escritura
para los sistemas de ecuaciones lineales; en su libro Introduction a I’Analyse des Lignes
Courbes Algebriques, presenta un método para la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales que poseen el mismo ndmero de ecuaciones que de incognitas mediante el uso de
determinantes. Es asi que hasta el siglo XVIII el algebra era en esencia el arte de resolver
ecuaciones. D'Alembert descubre que las soluciones de un sistema Ax = b forman una
variedad lineal; asi mismo, Lagrange y D'Alembert se dan cuenta de que la solucion general
del sistema homogéneo Ax = 0 es una combinacion lineal de algunas soluciones
particulares. Es la interpretacion matricial la que toma posicion explicita durante este siglo,
y es Frobenius, en su obra Sobre sustituciones lineales y formas bilineales, quien hace una
valiosa contribucién a la teoria de matrices y aporta al desarrollo del concepto TL, que
venia evolucionando desde el siglo XVIII con los trabajos de Cauchy, Weierstrass y
Kronecker, entre otros, y que gracias a Weil adoptaria su forma actual.

Son Hamilton, Cayley y Grassmann los responsables de la axiomatizacion de las nociones
de vector y de espacio vectorial propuestas por fisicos de fines del siglo XVII. Ademas,
Grassmann introduce, entre otras, las nociones de producto vectorial y de dimension de un
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espacio vectorial, que son algunas de las nociones fundamentales del algebra lineal como
hoy la conocemos. En cuanto a las funciones en la linealidad, es Euler en el siglo XVIII
quien propone una notacion cercana a la actual —f(x)—, pero Haenkel en el siglo XIX
establece su definicion en forma explicita. En el siglo XX, Klein unifica la geometria,
afirmando que ésta es el estudio de un espacio junto con un grupo de transformaciones y de
las estructuras que permanecen invariantes en ese grupo. El rol del concepto transformacion
cambia, constituyéndose en un eje unificador.

En nuestro estudio hemos articulado tres perspectivas del concepto TL, las que representan
diferentes epistemologias del concepto: sus origenes en lo geométrico que se vinculan a lo
algebraico configurando un problema que evoluciona a un modelo matricial y que
posteriormente se consolida con una perspectiva funcional. Es asi que en nuestra propuesta
la DG se construye pensando en lo funcional como un pilar unificador que a su vez da
cuenta de la propiedad de linealidad.

1.2.2 ANTECEDENTES DIDACTICOS SOBRE EL CONCEPTO DE TL.

La ensefianza del algebra lineal es un tema que se encuentra presente en la mayoria de los
programas de matematicas. Por esta razon existen numerosas investigaciones que ofrecen
evidencias sobre las dificultades que presentan los estudiantes para comprender los
conceptos relativos a esta disciplina; por ejemplo, Dorier y su equipo han logrado
establecer un tipo de fendmeno propio del algebra lineal a través de la descripcién del
obstaculo del formalismo (Dorier, Robert, Robinet. y Rogalski, 1997).

En particular sobre el concepto de TL, la documentacion hasta ahora obtenida da cuenta de
gue representa un obstaculo mayor; son diversas las investigaciones en didactica de la
matematica que han abordado su problematica de aprendizaje, y gran parte de las
perspectivas sitdan la problematica alrededor del obstaculo del formalismo.

Algunas de estas investigaciones sobre el tema dan cuenta de lo que hemos llamado
interpretaciones del concepto. Molina y Okta¢ en 2007, en su estudio “Concepciones de la
Transformacién Lineal en Contexto Geométrico™, recaban evidencias sobre la problematica
de aprendizaje del concepto TL; desde la perspectiva intuitiva, considerando la teoria de
Fischbein (1979) sobre la intuicién y los modelos intuitivos, identifican aquellos modelos
intuitivos que pudieran tener algunos estudiantes que sustituyen al concepto de TL en un
contexto geométrico. Dentro de la interpretacion —geométrica—, encontramos la
investigacion realizada en el afio 2006 por Uicab y Oktac “Transformaciones Lineales en
un ambiente de geometria dinamica”. La investigacion da cuenta de la presencia o0 ausencia
de razonamiento sistémico en los estudiantes, al resolver el problema de extension lineal, el
que consiste en determinar una TL por medio de las imagenes de los vectores de una base.
El problema es planteado geométricamente, el marco tedrico utilizado es la aproximacion
teodrica del pensamiento practico versus el pensamiento tedrico (Sierpinska, Nnadozie, y
Oktac, 2002). Ambas investigaciones recopilan evidencias sobre el aprendizaje del
concepto TL desde una perspectiva que incluye lo geométrico como un camino a la
visualizacion del concepto, concluyendo que persisten los problemas de aprendizaje.
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Asi también, Karrer y Jahn (2008) presentan una investigacion sobre la ensefianza y el
aprendizaje de las TL y el uso del Cabri Géometre como herramienta de apoyo, a fin de
explorar las tareas que implican distintos registros de representacion. Su estudio mostré que
el uso del Cabri Géometre promueve la identificacion de las relaciones entre lo gréfico y la
matriz asociada a una TL.

En el afio 2009, Roa y Okta¢ presentan su trabajo *““Construccion de una Descomposicion
Genética: Analisis Teorico del Concepto Transformacién Lineal. La investigacion, que se
sustenta en la teoria APOE, proporciond como resultado una descomposicion genética del
concepto que consider6 dos perspectivas de construccion: una considerando el concepto de
funcién asimilando el concepto de espacio vectorial, y la otra donde el concepto TL es un
caso particular del concepto de funcion, ambas basadas en la interpretacién funcional del
concepto TL.

Otros investigadores, Montiel y Batthi (2010), abordan la problematica de ensefianza de los
conceptos de la matriz, el cambio de base y la representacion matricial de las TL, bajo el
enfogque ontosemiotico (Godino, Batanero y Font, 2007), centrando su atencion en el rol de
problematicas semanticas y gestuales en la interaccion en el aula. Bagley, Rasmussen y
Zandieh (2012) centran su investigacion en la relacion conceptual que los estudiantes
establecen entre las matrices y las funciones lineales; en su informe determinan que algunos
estudiantes concilian ambos conceptos, y que son en este caso capaces de trabajar con
matrices sin dificultades; por el contrario, los que no articulan el concepto de funcién con el
de matriz tienen dificultades para trabajar con matrices. Wawro, Larson, Zandieh y
Rasmussen (2012) presentan en su trabajo una trayectoria hipotética de aprendizaje sobre el
concepto de transformacion lineal y su relacion con la multiplicacion de matrices. Pascual
(2012), en su tesis doctoral, presenta una secuencia didactica de ensefianza para la carrera
de ingenieria sobre el concepto TL basada en los antecedentes reportados por Dorier y su
equipo sobre el obstaculo del formalismo, haciendo uso de la ingenieria didactica como
metodologia de trabajo.

A pesar del esfuerzo realizado en la investigacion sobre el aprendizaje de la transformacion
lineal, las investigaciones reportadas no han hecho énfasis, propiamente tal, en aspectos
cognitivos importantes sobre la interpretacion matricial del concepto TL. Nos propusimos
entonces y como un resultado de esta investigacién, documentar esta interpretacion del
concepto.

1.3 EL OBJETO MATEMATICO DE ESTUDIO, LA TL Y SUS
TRES INTERPRETACIONES.

Hemos considerado pertinente explicitar la matematica asociada a lo que entenderemos por
interpretacion el concepto TL y su relevancia para este estudio.

En el concepto de TL es posible diferenciar, por lo menos, tres interpretaciones que
permiten, de manera independiente, hacer uso de él y en algunos casos en forma mas o
menos eficiente abordar problematicas en las que se requiere su dominio. Por ejemplo, la
interpretacion asociada a una funcién —o interpretacién funcional— con caracteristicas
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especificas, es un modelo propio de una matematica que asume a la funcion como eje
central de trabajo, permitiendo la discusion sobre la existencia, 0 no, de solucion para una
ecuacion diferencial. Por otra parte, la interpretacion matricial, esto es la matriz asociada a
una TL, corresponde a la resultante del proceso de coordenizacion de las imagenes de los
vectores de una base, la que, por ejemplo, permite un trabajo algoritmico eficiente,
adaptandose a los procesos de informatizacién de sistemas.

Para la interpretacion geométrica, hemos elegido el teorema fundamental del &lgebra lineal,
en desmedro de las representaciones geométricas clasicas como giros y reflexiones, las que
estan inmersas en este teorema, en el que se rednen conceptos generadores para el algebra
lineal en forma explicita, permitiendo la construccién de funciones lineales despojadas de
su carcaza formal.

Estas tres formas de representacion de la matemética, asociadas a una TL, permiten
resolver problemas vinculados al algebra lineal, construyendo modelos aplicables a
diferentes campos cientificos. A continuacion precisaremos los referentes usados para el
estudio.

En la interpretacion funcional del concepto TL asumiremos la siguiente descripcion
matematica, extraida del libro “Introduccion al Algebra Lineal” de Larson y Edwars
(2004). Sean V y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. La funcion T: V 2> W se llama
Transformacion Lineal de V en W si las dos propiedades siguientes son verdaderas para
todo uy ven Vy para cualquier escalar c en K.

TU+V)=T@U)+T (V). T(cu)=cT (u).

Para la interpretacion matricial del concepto TL, tomaremos como centro matematico la
matriz asociada a una TL que aparece descrita en el texto de Pool (2006) bajo el nombre de
Teorema Matriz Asociada a una TL (TMATL), donde se establece lo siguiente: sean V' y W
espacios vectoriales de dimension finita sobre un mismo cuerpo K, T:V — W una
transformacion lineal, B = {v,,v,, ..., v,,} una base de Vy B' = {w;,w,, ..., w,;,;} una base
de W. Los vectores T(v,), T (v,), ..., T(v,) estan en W y por lo tanto, cada uno de ellos se
puede expresar como combinacion lineal de los vectores de la base B’:

T(vy) = aywy + az;wy + - + QWi
T(vy) = a1owy + AWy + -+ + QaWp,

T(v,) = Wy + AWy + -+ + QWi
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En otras palabras, [T (v,)]g = [ Tw)le = Y la matriz asociada a la

aml amn
transformacion lineal T en las bases B y B’, que rotulamos como [T]5' es
all a12 o aln
a a a '
21 ez ] talque [T]g [vlg =[T()]g. paratodoven V.

Am1 Amz 7 Amn

Finalmente, hemos considerado para describir la interpretacion geométrica del concepto
TL, el teorema fundamental del algebra lineal, restringido a espacios y subespacios
vectoriales reales de dimensién a lo mas tres. Pensamos que ello permite una
caracterizacion visual del concepto TL y ademas posibilita articulacion con las otras
interpretaciones. Esta version aparece en el libro de Nakos y Joyler (1999).

En este teorema se considera sean (V,+,IK,.) y (W,+,IK,.) dos espacios vectoriales y B={vi,
V2 V3 . Vp} una base de V. Si w; wp ws Wy son n vectores cualquiera de W, entonces existe
una unica Transformacion Lineal f: VW talque f(v;)= w; para todo i=1...n.

El cardcter de este teorema construye implicitamente una TL en cualquiera de sus
interpretaciones, describiendo lo medular del concepto, la transformacion del espacio.

El propoésito de incorporar estas tres interpretaciones del concepto TL dentro de nuestro
estudio es construir un modelo de andlisis que permita describir las problematicas de
aprendizaje del concepto.

1.4 RELEVANCIA DE DISENAR UN MODELO MULTINTERPRETATIVO.

Nos propusimos realizar un estudio didactico sobre el concepto TL, deseando ampliar y
afinar el espectro de resultados hasta ahora obtenidos sobre las problematicas de
aprendizaje para la TL. Nuestro objetivo es abordarla de manera méas completa, al
considerar tres aspectos o interpretaciones fundamentales para su construccion como
concepto matematico, y de esta forma determinar indicadores o detonantes que hagan
posible su evolucién cognitiva en los aprendices.

El concepto de TL es un concepto unificador para el algebra lineal, como se describié en la
evolucion histérica del concepto; esto es, la resultante de diferentes perspectivas
matematicas que a través del tiempo convergieron o evolucionaron, desde un concepto
basal como el de linealidad, en la que es posible rescatar componentes de origen funcional,
matricial y geométrico. Por esta razon pensamos que es pertinente, para la caracterizacion
de un esquema de TL desde un punto de vista cognitivo, un modelo que incorpore estos
aspectos; es asi que planteamos las interpretaciones del concepto como objetos
matematicos de estudio, como los elementos de investigacion que nos permitiran
determinar la relacion en el esquema global del concepto TL y asi obtener evidencias sobre
las relaciones que lo constituyen.
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En la figura 1.1 se muestra el modelo multinterpretativo inicial que se uso para entender el
concepto TL como un todo. En él es posible apreciar que el concepto TL excede al
conjunto de las interpretaciones, por lo que podria ser abordado desde otras perspectivas, 0
incorporar los elementos de este entorno como una herramienta de analisis para determinar
la coherencia o estabilidad en el esquema del concepto.

/_ TRANSFORNACTION LINEAT _\
Funecicnal Nlatricial Geométrica
SORBITSETGN LINEAT
p oy

Figura 1.1 Modelo inicial para la investigacion

Disefilamos este modelo multinterpretativo como herramienta de investigacion para el
concepto de TL. Daremos cuenta de su forma de uso por parte de los estudiantes y de los
resultados obtenidos al incorporarlo a un marco tedrico de la didactica, en este caso la
teoria APOE.

1.5 HIPOTESIS.

En esta investigacion nos propusimos estudiar desde una postura cognitiva las
construcciones mentales necesarias para comprender el concepto de TL, entendido éste en
su complejidad de interpretaciones. Los datos proporcionados por las diferentes
investigaciones en el area sefialan que las TL son un tema cuyo aprendizaje decididamente
no se logra a profundidad, por lo general, en los cursos de algebra lineal; acerca del
concepto que nos ocupa, la literatura disponible es escasa y creemos que una aproximacion
adecuada y completa puede provenir de los estudios que ha realizado el grupo RUMEC,
utilizando como marco de referencia la teoria APOE.

Como explicamos, pensamos que la dificultad del problema radica en comprender el objeto
matematico en su totalidad, lo que involucra un aspecto funcional, uno matricial y otro
geométrico. La documentacion relacionada con el concepto TL en su interpretacion
matricial es escasa. No hay suficiente informacion sobre la forma en que esta version es
aprendida por los estudiantes. Por esta razon, nos proponemos documentar las
construcciones necesarias para aprender esta interpretacion del concepto.

Nuestra hipétesis de trabajo es que el aprendizaje (la construccion) del concepto TL se
alcanza de forma mas completa si se transita entre lo practico y lo tedrico, considerando a
la componente geométrica como una forma de visualizacion de la TL, de modo que el
estudiante tenga la oportunidad de recurrir primero a su conocimiento ingenuo, no formal,
de graficacion y luego, en un ambiente mas conocido, preocuparse de la buena definicion
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de la interpretacion funcional de TL, para poder alcanzar de forma eficaz la interpretacion
matricial de la TL, la cual constituye su forma més eficiente de presentacion.

Por otra parte, esta tesis posee un componente tedrico, que propone evidenciar la
coherencia del esquema del concepto TL, a través de su modelo multinterpretativo que
fusiona las diferentes interpretaciones del concepto.

1.6 OBJETIVOS DE INVESTIGACION.

Nuestra investigacion se propuso documentar la evolucion cognitiva del concepto TL,
entendido éste desde tres interpretaciones —funcional, matricial y geométrica—, en un
estudiante de algebra lineal, cuando van integrandose al conocimiento del estudiante las
diferentes interpretaciones, las cuales contienen nociones como funcion lineal, coordenada,
matriz cambio de base, matriz asociada a la TL, por mencionar algunas.

Nuestra principal pregunta de investigacion es:

¢Como construyen los estudiantes el concepto de TL, entendido éste como un esquema que
vincula diferentes perspectivas?

Para dar respuesta a esta pregunta propondremos los objetivos que a continuacion
enumeramos.

1.6.1 OBJETIVO GENERAL.

Investigar las construcciones mentales que puede utilizar un individuo como estrategia
cognitiva para construir el concepto de TL. Bajo la mirada de la teoria APOE: disefiar y
evidenciar una descomposicién genética del concepto TL, incorporando diferentes
interpretaciones del concepto. Establecer un modelo para determinar los niveles de
coherencia en el esquema del concepto TL.

1.6.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS.

Disefar y evidenciar sendas descomposiciones genéticas, DG; esto es, las correspondientes
construcciones mentales (acciones, procesos, objetos, esquemas) de los conceptos y
resultados que un estudiante utiliza para la construccion del concepto de TL:
1. Reconocimiento de la existencia de una interpretacién del concepto con caracter
funcional.
2. Reconocimiento de la existencia de una interpretacion del concepto con caracter
matricial.
3. Reconocimiento de la existencia de una interpretacion del concepto con caracter
geomeétrico.
4. Integracion de las diferentes interpretaciones del concepto TL, mediante una
articulacion de los esquemas correspondientes a las distintas interpretaciones.
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5. Establecer los indicadores desde la perspectiva de las interpretaciones y sus
respectivas interrelaciones para caracterizar los niveles de evolucion del
esquema del concepto TL.
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CAPITULO 2: ) )
MARCO TEORICO: LA TEORIA APOE.

La teoria APOE (Accidn, Proceso, Objeto, Esquema), desarrollada por Dubinsky y el grupo
de investigacion RUMEC, que actualmente se presenta en Arnon, Cottril, Dubinsky, Oktac,
Roa, Trigueros y Weller (2014), es un marco teodrico cognitivo de la Didactica de la
Matematica, que plantea como una de sus caracteristicas fundamentales proponer un
modelo hipotético de construccion para el aprendizaje de un concepto matematico en
estudio. Es asi que APOE, como sustento teorico, facilita describir las construcciones y
mecanismos mentales que constituyen el esquema de un concepto matematico, en este caso
el de TL, en sus tres interpretaciones. En nuestra investigacion se documenta en forma
detallada dichas construcciones.

2.1 ANTECEDENTES DE LA TEORIA APOE.

La teoria APOE fue creada por Dubinsky en 1991, y sus fundamentos se encuentran en la
teoria Piagetana sobre la construccion del conocimiento. La teoria APOE toma el concepto
de abstraccion reflexiva de Piaget, el cual originalmente fue propuesto para describir el
desarrollo del pensamiento l6gico infantil, pero en la teoria APOE se extiende el alcance de
la abstraccion reflexiva para comprender el desarrollo del pensamiento matematico
avanzado. Dubinsky, Weller, Stenger y Vidakovic (2008) destacan: “Piaget sefialé una
cercana relacion entre la naturaleza matematica de los conceptos y su desarrollo en la mente
de un individuo. Por tanto, el analisis basado en la teoria APOE es a la vez epistemoldgico
y psicolégico” (p.100).

Dubinsky trae la nocién de abstraccion reflexiva, propuesta por Piaget, para describir cémo
un individuo logra ciertas construcciones mentales sobre un concepto matematico
determinado, bajo la hipdtesis que “el conocimiento matematico de un individuo es su
tendencia a responder a las situaciones matematicas problematicas en un contexto social, y
construyendo acciones, procesos y objetos, organizandolos en esquemas con el fin de
manejar las situaciones y resolver los problemas” (Dubinsky y McDonald, 2001, p. 276).

El proposito central de Dubinsky con esta teoria es entender como las matematicas se
aprenden, bajo el supuesto que las estructuras clave para describir la construccion del
conocimiento son "Accion, Proceso, Objeto y Esquema” (APOE).

2.2 APOE: CONSTRUCCIONES Y MECANISMOS MENTALES.

Para Piaget la pregunta importante no es como se construye el conocimiento, sino como se
pasa de un estado de conocimiento a otro. Es de esta forma que la teoria APOE tiene por
propdsito describir la manera en la que se pasa de un estado de conocimiento a otro, en
particular en el caso de los conceptos que corresponden a la matematica que se introduce en
la educacion superior.

Desde el punto de vista de la teoria APOE, la construccion del conocimiento matematico
pasa por la construccidon de las estructuras Accion, Proceso, Objeto y Esquema que
constituyen las construcciones mentales. La descripcién del paso de una construccion

21



mental a otra se logra mediante la explicitacion de los mecanismos, entre los que
reconocemos la interiorizacion, la coordinacion, la encapsulacion y la tematizacion.

v Accion

“Una accidén es una transformacion de un objeto, el cual es percibido por el
individuo, hasta cierto punto, como algo externo” (Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky,
Mathews y Thomas, 1996); es decir, cuando se trata de una reaccion a estimulos, “los
cuales pueden ser fisicos 0 mentales. Una accion puede consistir en una simple respuesta o
en una secuencia de respuestas. En cada caso el efecto es transformar en forma fisica o
mental uno o varios objetos” (Dubinsky, 1997, pag. 96). Por ejemplo, una accion para el
concepto de TL corresponde a calcular la imagen de un vector especifico dada una TL. Una
accion es cualquier transformacion fisica o mental de un objeto para obtener otro objeto.
Cuando una persona reflexiona sobre una accion, puede comenzar a establecer un control
consciente sobre ella, entonces la accion es interiorizada y se convierte en un proceso.

v Proceso

“Cuando una accion se repite y el individuo reflexiona sobre ella, puede
interiorizarse en un proceso. Es decir, se realiza una construccion interna que ejecuta la
misma accion, pero ahora no necesariamente dirigida por un estimulo externo... En
contraste con una accion, el individuo percibe el proceso como algo interno, y bajo su
control, en lugar de algo que se hace como respuesta a sefiales externas” (Dubinsky, 1996).
“Nos referimos a la construccion de un proceso desde una accion como una interiorizacion.
Una vez que un individuo tiene construido un proceso, varias cosas son posibles. Por
ejemplo, dos 0 mas procesos pueden ser coordinados para obtener un nuevo proceso”
(Dubinsky, 1997, pag. 96). Un ejemplo de una construccion mental proceso para el
concepto TL, se encuentra cuando un estudiante es capaz de dar cuenta de los
procedimientos para construir la Matriz Asociada a una TL.

v" Objeto

“Cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un
proceso en particular, toma conciencia del proceso como un todo, realiza transformaciones
sobre él (ya sean acciones 0 procesos) y puede construir esas transformaciones, entonces
estd pensando en este proceso como un objeto” (Asiala, et al., 1996). De esta forma, se dice
gue un proceso ha sido encapsulado por el individuo en un objeto. Por otra parte, un objeto
puede ser desencapsulado para obtener el proceso del cual surgio. En Asiala (1996) se
menciona que “en general, se considera que la encapsulacion de procesos para obtener
objetos es extremadamente dificil”; es decir, tomar conciencia sobre las operaciones
aplicadas a un proceso y reflexionar sobre ellas resulta una dificultad para los estudiantes.
Un ejemplo de una construccién objeto para el concepto TL se tiene cuando un estudiante
es capaz de determinar si una TL es un isomorfismo entre espacios vectoriales.

Para Trigueros (2005), el paso por estas tres construcciones mentales, Accién, Proceso,
Objeto, no es obligatoriamente secuencial. Un estudiante puede pasar mucho tiempo en
etapas intermedias, e incluso estar en una etapa de construccidn para ciertos aspectos de un
concepto matematico y en otra para otros.
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v' Esquema

La nocidn de esquema se refiere a una coleccion mas o menos coherente de
objetos, procesos y otros esquemas. Los esquemas son las construcciones mas complejas
gue podemos determinar de un concepto matematico, y al mismo tiempo, son estructuras
inacabadas que evolucionan por la asimilacion de un nuevo objeto o proceso y la
reacomodacion de las estructuras por la construccion de nuevas relaciones entre los
componentes del esquema. Una caracteristica fundamental de los esquemas es su
coherencia, que alude a la capacidad del individuo para establecer si un esquema le permite
solucionar un problema particular. Por ejemplo, un estudiante despliega del esquema del
concepto TL, en su interpretacion geométrica, cuando demuestra coordinar de alguna
manera las representaciones figurales asociadas al concepto TL, con el concepto de funcion
y base de un espacio vectorial, pudiendo identificar los elementos fundamentales sobre los
cuales realizar acciones 0 procesos.

Entenderemos desde la perspectiva de Trigueros que los esquemas “permiten dar cuenta de
las relaciones que se establecen entre los distintos conceptos, y la forma en la que estas
relaciones evolucionan cuando un individuo se enfrenta a conceptos complejos, y a
situaciones en las que requiere utilizar conjuntamente conceptos que provienen de distintas
ramas de la matematica o distintos conceptos que antes no se consideraban relacionados
unos con otros. De esta manera permiten incluir otros objetos matematicos de la misma
rama de las matematicas, que para un individuo no tenian que ver unos con otros, antes de
encontrar dicha relacion” (Trigueros, 2005). Entonces, hablar de esquemas dentro de la
teoria APOE no corresponde solamente a un conjunto de especificaciones sobre las
acciones, los procesos y los objetos que intervienen en la solucién de un problema o de un
conjunto de problemas, sino que es necesario considerar las relaciones que entrelazan estos
elementos.

La evolucién de los esquemas ha sido tratada en diversas investigaciones que dan cuenta de
la construccion del esquema de distintos conceptos, como por ejemplo la regla de la cadena
para la derivacion en calculo (Clark, Cordero, Cottrill, Czarnocha, DeVries, John,
St., Tolias, y Vidakovic, 1997), series y sucesiones (McDonald, Mathews y Strobel, 2000),
la evolucion cognitiva del concepto espacio vectorial (Parraguez y Oktac, 2010). Sin
embargo, sobre la tematizacion de un esquema es escasa la bibliografia; podemos citar a
Cooley, L., Trigueros, M. y Baker, B. (2009) en su articulo “Schema Tematization: A Framework
and a Example”. Estas investigaciones evidencian sus resultados al considerar que un
estudiante reflexiona sobre su comprension del esquema de un concepto matematico, visto
como “una totalidad”, y es en este punto cuando el estudiante es capaz de realizar nuevas
acciones sobre el esquema; entonces se dice que el esquema ha sido tematizado en un
objeto.

En “APOS Theory, A Framework for Research and Curriculum Development in
Mathematics Education” (Arnon, et al., 2014) encontramos la siguiente definicion para
esquema tematizado: “A Schema can be thematized to become a cognitive Object to which
Actions and Processes can be applied. By consciously de-thematizing a Schema, it is
possible to obtain the original Actions, Processes, Objects, and other Schemas from which
the Schema was constructed” (Clark et al. 1997). Lo interesante en un esquema tematizado
es la posibilidad de reconstruir las acciones, procesos y objetos que lo construyeron. En
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nuestra investigacion y reconociendo la complejidad del concepto TL, separamos las
diferentes interpretaciones del concepto con el propdsito de reconocer las estructuras
mentales especificas que lo constituyen, y asi propiciar su evolucion.

Para Piaget y Garcia (1989) los esquemas evolucionan, y es posible reconocer tres niveles
en dicho desarrollo: un nivel Intra-, uno Inter- y el nivel Trans-. Se considera que el nivel
de esquema Intra- se relaciona con la construccion de acciones, procesos, objetos y
esquemas relacionados con un mismo concepto de manera aislada; en este nivel no hay
conexiones con otros esquemas, Yy las componentes internas aun se encuentran debilmente
relacionadas. El nivel de esquema Inter- se asocia con la existencia de relaciones entre
diferentes acciones, procesos, objetos y esquemas relacionados con un concepto, es decir,
en este nivel se identifica algun tipo de transformacion que permite relacionar de manera
mas fuerte los elementos constitutivos del esquema. Para la descripcion del nivel de
esquema Trans-, se procura identificar alguna conservacion que permita dar coherencia al
esquema, en el sentido que el estudiante sea capaz de determinar en qué situaciones el
esquema pueda ser utilizado como un todo y en cuales no. Una de las diferencias con los
otros niveles radica en que aun cuando el individuo puede evocar componentes del
esquema e incluso establecer relaciones entre ellas, no lo utiliza de manera coherente, como
un todo.

2.2.1 LA TRIADA: NIVELES INTRA-, INTER- Y TRANS- DEL ESQUEMA PARA
EL CONCEPTO DE TL.

Uno de los objetivos en esta tesis es dar cuenta de la evolucion de los esquemas
involucrados en la construccion del concepto TL, desde una perspectiva que integra tres
interpretaciones de este concepto, basadas en un modelo multinterpretativo. En términos
generales, para analizar el esquema del concepto TL y determinar sus componentes,
proponemos que un estudiante muestra un nivel de esquema Intra- TL, si en alguna de sus
interpretaciones muestra evidencia de haber construido una construccion mental objeto que
le permita realizar ciertas acciones sobre algunas estructuras fundamentales, pero no ha
construido relaciones que le permitan interpretar la relacion entre las distintas
interpretaciones como transformaciones del mismo concepto, por lo que responde a las
preguntas que dan cuenta de la construccion del objeto del concepto TL en alguna de sus
interpretaciones, sin establecer correspondencia con las otras interpretaciones del concepto.
Es asi que al enfrentarlo a situaciones referidas al concepto TL de un nivel superior, por
ejemplo en relacion al teorema del isomorfismo de espacios vectoriales, no podria
responder en forma adecuada.

Un estudiante que muestra un nivel de esquema Inter- TL, es aquél que por lo menos ha
articulado dos de las interpretaciones de este concepto. Es de esta forma que responde a las
preguntas que dan cuenta de la construccion del objeto del concepto TL, lo que le permite
establecer las primeras construcciones mentales relacionadas con las correspondencias con
los teoremas propios de las TL.

Para finalizar, un estudiante muestra un nivel de esquema Trans- TL si responde a las
preguntas que dan cuenta de la construccion del objeto del concepto TL, es capaz de
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establecer correspondencia con todas las otras interpretaciones del concepto y es capaz de
verlas como referentes al mismo concepto, por lo que estableceria conexiones con los
teoremas propios de las trasformaciones lineales, como por ejemplo el teorema del
isomorfismo de espacios vectoriales.

2.3 APOE Y SU CICLO DE INVESTIGACION.

La teoria APOE posee un ciclo de investigacion propio que en este caso formara parte de la
metodologia de investigacion, siendo potenciado por un estudio de caso, que provee
herramientas para la seleccion de los estudiantes y permite depurar las técnicas en la toma
de datos, y el analisis de éstos provendra de la teoria APOE.

El ciclo de investigacion esta constituido por tres componentes esenciales: Analisis
Tedrico, Disefio - Aplicacion de Instrumentos y Analisis - Verificacion de Datos (Asiala et
al., 1996).

Analisis tedrico

Analisis y - Disefio y aplicacion
Verificacion de datos | de instrumentos

+

Figura 2.1. Ciclo de investigacion de APOE. Asiala et al.1996.

Este ciclo de investigacion facilita documentar, mediante una descripcion detallada y
proxima, la construccion de estructuras mentales que realizan los estudiantes por medio de
un analisis tedrico. En dicho andlisis se utiliza la llamada descomposicion genética (DG)
del concepto, que sirve como modelo para la investigacion, el que puede ser refinado, para
posteriormente constituir un referente tedrico didactico para el disefio de material de
ensefianza. Paso seguido, por la implementacion experimental que viene dada por el uso de
los instrumentos disefiados, que podrian ser refinados y mejorados como resultado del
analisis de los datos empiricos obtenidos en el desarrollo del ciclo.

Como consecuencia de la aplicacion de este ciclo de investigacion determinaremos una

descomposicion genética refinada para la investigacion, que sin duda adn podra ser
mejorada mediante la repeticion de este ciclo.
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CAPITULO 3: ; )
LA INVESTIGACION Y SU DISENO.

En esta investigacion nos propusimos comprender los procesos mentales que subyacen a las
estrategias de aprendizaje del algebra lineal en estudiantes universitarios. Particularmente,
nos interesa describir los mecanismos y las construcciones mentales que un estudiante
realiza para aprehender el concepto de TL; para ello, utilizamos la teoria cognitiva APOE
(accidn-proceso-objeto-esquema) y su ciclo de investigacion. Como es sabido, las
estructuras mentales que un individuo ha desarrollado previamente determinan la
construccion de nuevos conceptos, en particular los matematicos. Para examinar estos
procesos pensamos que se requiere de registros de observacién de discursos, que permitan
el analisis de los actos y procedimientos realizados por los estudiantes, por lo que una
aproximacion adecuada es el estudio de casos. De esta forma, se incorpora dentro del ciclo
de APOE un estudio de casos.

3.1 EL CICLO DE INVESTIGACION DE LA TEORIA APOE.
UN ESTUDIO DE CASOS.

El ciclo de investigacion en la teoria APOE esta constituido por tres componentes: Analisis
Tedrico, Disefio - Aplicacion de Instrumentos y Analisis - Verificacion de Datos (Asiala et
al., 1996). Este ciclo de investigacion facilita documentar mediante una descripcion
detallada y proxima la construccion de los conceptos matematicos que realizan los
estudiantes, por medio de un analisis tedrico y con la implementacion experimental dada
por los instrumentos que se refinan y mejoran como resultado del anélisis de los datos
empiricos obtenidos en el desarrollo del ciclo. A continuacion detallamos cada una de estas
componentes y la forma en que se relacionan.

3.1.1 ANALISIS TEORICO.

El andlisis teorico consiste en el estudio profundo de los conceptos matematicos inmersos
en el concepto de TL, para determinar las construcciones mentales necesarias en el
aprendizaje de las diferentes interpretaciones de éste, mediante una descripcion hipotética
de las construcciones mentales del aprendiz, esto es, lo que llamamos una Descomposicion
Genética (DG), que consiste en una modelacion epistemoldgica cognitiva del teorema.
Hemos de aclarar que tal descomposicion no es Unica, pues depende de los caminos de
construccion del concepto y de las construcciones mentales a considerar.

3.1.2 DISENO Y APLICACION DE INSTRUMENTOS.

Una vez definida la descomposicion genética tedrica es necesario probarla, es decir, tener
alguna certeza de su viabilidad como un modelo descriptivo para la construccién de un
concepto matematico. En nuestro estudio se construyeron tres descomposiciones genéticas,
una por cada interpretacion, las que fueron validadas mediante cuestionarios
independientes. Se disefiaron y aplicaron instrumentos que permitieron identificar las
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construcciones mencionadas en la(s) descomposicion(es) genética(s) inicial(es), de modo
de reflejar de modo explicito las construcciones mediante las cuales los estudiantes pueden
aprehender el concepto de TL.

3.1.3 ANALISIS Y VERIFICACION DE DATOS.

En esta componente del ciclo, en la teoria APOE, se realiza el analisis de los datos
empiricos obtenidos en el Disefio y Aplicacion de Instrumento. Los resultados obtenidos
con la aplicacion de los instrumentos deben ser analizados desde la DG, detectando qué
elementos no han sido considerados o cuéles de las construcciones dadas hipotéticamente
no se perciben. Esto llevaria a una reformulacién de la DG y a la determinacion de una
version refinada de ella para este ciclo.

Como resultado de la aplicacion de este ciclo de investigacion, determinaremos una DG
refinada para esta etapa de investigacion, que sin duda ain podréa ser mejorada mediante la
repeticion de este ciclo.

3.1.4. UN ESTUDIO DE CASOS.

Consideramos pertinente utilizar un disefio metodologico de estudio de casos, pues es
particularmente apropiado para realizar investigaciones en un determinado periodo de
tiempo, identificando los distintos procesos interactivos que conforman la realidad (Cf. Del
Rincon y Latorre, 1992), permitiendo una aproximacion conceptual apropiada para
examinar las particularidades al interior de un contexto global de suyo mdultiple y complejo
(Cf. Goetz y Le Compte, 1988, p. 69). Por otra parte, es preciso dejar en claro que nuestras
conclusiones provendran de la teoria APOE y de su ciclo de investigacion. Los estudios de
casos se insertan dentro del ciclo de investigacion de la teoria APOE, para situar las
caracteristicas de los estudiantes participantes en la investigacion y aportar procedimientos
en la realizacion de la investigacion.

A continuacion y como parte del diseio metodoldgico, presentamos los criterios
incorporados desde el estudio de casos.

3.2 PARTICIPANTES.

Las unidades de estudio fueron 20 alumnos chilenos, que se trabajaron como caso (Stake,
2010), especificamente estudiantes de la carrera de licenciatura y pedagogia en matematica
de una universidad del pais. El procedimiento para la seleccion de los estudiantes al interior
del caso, utilizo las siguientes categorias:

1. Heterogeneidad de los estudiantes que pertenecen al conjunto.
2. Existencia en los programas de estudio de al menos una asignatura de algebra lineal.

3. Accesibilidad de los investigadores. Los estudiantes no fueron alumnos de los
investigadores en los cursos de matematicas.

Para la seleccion de los estudiantes, se hizo un muestreo tedrico y categorial, a saber:
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4 Avance curricular: que no hayan reprobado las asignaturas de algebra basica
y cursen a lo sumo el sexto semestre de su primera carrera, para descartar en lo
posible que sus construcciones mentales se limiten acciones y/o procesos.

v Geénero: numero similar de mujeres y de hombres, para evitar sesgos
indebidos en el estudio.

v Estudiantes voluntarios.

Se trabajé con una unidad de analisis determinada en atencion a los criterios antes
mencionados, y se disefiaron registros de observacion y protocolos de entrevistas
semiestructuradas, previstas por la teoria, las cuales se grabaron en video. En tabla 3.1 se
resume la informacion.

Tabla 3.1. Informacion sobre el caso. Fuente propia (2013)

TIPO DE ESTUDIANTE LICENCIATURA Y PEDAGOGIA

EN MATEMATICA

Universitario con el - Cuestionario
curso de algebra lineal
aprobado. (20)
- Entrevista

semiestructurada (3)

3.3 DESCRIPCION GENERAL DE LA APLICACION DEL CICLO DE
INVESIGACION.

La investigacion se desarrolld entre los afios 2012 y 2014. En ella aplicamos las fases
previstas en el ciclo de investigacion de la teoria APOE, incorporando un estudio de casos
con el proposito de potenciar el disefio metodoldgico.

Es asi que entre 2012 y principios de 2013, se realizaron los analisis teoricos dispuestos en
la teoria APOE para cada interpretacion del concepto TL. La construccion de instrumentos,
recopilacion de las primeras evidencias y anlisis de éstas, fueron realizadas durante el
primer semestre de 2013. Los resultados de dichos analisis se recopilaron y organizaron en
tablas —que encuentran en el capitulo 4—. Posteriormente y como parte del disefio
metodoldgico, se realiz6 una triangulacion de estos datos, desde donde se seleccioné para
la entrevista a los estudiantes del caso que mostraron construcciones proximas a la de
objeto para el concepto TL.

Durante el segundo semestre del afio 2013 y el primer semestre del afio 2014, se concluyd
el andlisis de los datos obtenidos de los instrumentos; a partir de estos datos se construyo el
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guion para entrevistar a algunos de los estudiantes de caso. Se realizaron tres entrevistas en
profundidad, las que fueron analizadas, para culminar con el escrito de esta investigacién

Por otra parte y paralelamente, se efectuaron presentaciones a nivel nacional e
internacional, en diversos eventos cientificos de educacion matematica, con el proposito de
comunicar los primeros avances y retroalimentar la investigacion, las que culminaron en
publicaciones en las actas de dichos eventos (Relme-Alme, Sochiem-Rechiem).

A continuacion presentamos el analisis tedrico que comprende la construccion de las
descomposiciones genéticas por cada interpretacion para el concepto TL.

3.4 ANALISIS TEORICO. DESCOMPOSICIONES GENETICAS PROPUESTAS
(DG).

Como parte del ciclo de investigacion dispuesto en la teoria APOE, a continuacion
presentamos las DG disefiadas en la investigacién para cada interpretacion del concepto
TL. Ellas constituyen la base del estudio del modelo multinterpretativo, desde donde se
levantan cuestionarios, analisis y la fundamentacion teorica para este estudio.

3.4.1 DG INTERPRETACION FUNCIONAL DEL CONCEPTO TL.

Hemos sefialado entre los antecedentes que existe una DG validada para la interpretacion
funcional del concepto TL (Roa, 2012). A pesar de ello, consideramos pertinente introducir
una nueva DG, propia para esta investigacion y que se adapte al modelo planteado.

A continuacion presentamos dicha DG, propuesta para determinar las construcciones y
mecanismos mentales puestos en juego para construir el concepto TL, en lo que hemos
Ilamado interpretacion funcional. Incorporamos algunos tramos de la descomposicion
genética mediante dos figuras (figura 3.1 y figura 3.2), referidas a lo que consideramos
tramos relevantes para dar cuenta de dicha construccion.

Bajo la hipotesis de la teoria APOE y las nociones matematicas sobre el concepto TL,
proponemos como modelo la siguiente DG:

La construccion del concepto TL en su interpretacion funcional como una construccion
mental objeto, se inicia a nuestro juicio desde una construccion mental esquema de los
conceptos espacio vectorial y funcién. Desde estos esquemas se toman algunos de los
componentes que lo conforman. Desde la construccidn mental esquema de espacio
vectorial, tomamos: espacio vectorial, vectores y combinacion lineal como construcciones
mentales objeto y base como construccién mental proceso. Por su parte, de la concepcion
esquema del concepto funcion: funcién como objeto, dominio y recorrido como proceso,
ademas de la expresion algebraica que define a una funcién como construccion proceso.

De las construcciones mentales objeto, se desencapsula los conceptos de espacio vectorial
como proceso y funcién como proceso, que coordinamos por medio de la restriccion a un
espacio vectorial de los conjuntos de partida y de llegada —dominio y recorrido—, es
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decir, de la construccién mental proceso del concepto funcién entendido f:A — B, donde
x — f(x); mediante la restriccion es posible obtener una construccion mental proceso del
concepto funcion sobre espacios vectoriales f:V — W, donde v — f(v)=w.

Paralelamente, es posible considerar una construccion mental proceso del concepto de
vector v, el que es reescrito en términos de un conjunto de vectores de V, lo que constituye
una construccién mental proceso resultante de la coordinacién del concepto de vector y de

combinacion lineal, definido de la forma siguiente, por: Vv,v;,v, eV oq,ap €R 'y
V=V +ayV, €V . Posteriormente se coordina el concepto de funcion restringida a

espacios vectoriales con el de vector reescrito como combinacion lineal. En la figura 3.1
realizamos un diagrama que muestra las coordinaciones antes descritas.

Yw,w,w,eWa' eR

‘ L] L]

Coordinados por la restriccion de la

. funcién definida sobre conjuntos a
Vv, Vi, V, € 4 o, < R espacios vectoriales W= ’l W +a 'w.elW
v=av,+a,v, eV
Proceso
Proceso
IV =W eincion
v f(v) Coordinados por
Coordinados por la entre espacios vectoriales la pertenencia
combinacion lineal
Proceso

Ofl_f‘(\.’] ) =+ (I}f('l-':) cW
S = flay +av,)eW

Proceso
Proceso

Figura 3.1. Coordinaciones fundamentales.

La construccion continua al coordinar este vector rescrito con la restriccion de la funcion
definida sobre conjuntos a espacios vectoriales, y su imagen se entendera como un
elemento del espacio de llegada. De esta forma se tiene una construccion proceso del
concepto de funcidn entre espacios vectoriales. Posteriormente tenemos dos coordinaciones
del proceso antes mencionado y los vectores en los espacios dados: uno a través de la
combinacion lineal de vectores en el espacio de partida, y el otro el reconocimiento de que
las imagenes de la funcion son vectores del espacio de llegada.

Los procesos antes descritos estan coordinados por la igualdad, para obtener el proceso que

define el concepto TL en su interpretacién funcional, y encapsular como un objeto que
posteriormente se rotula como TL. Figura 3.2.
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Figura 3.2. Tramo final de la DG para el concepto de TL.

La descripcion antes dada en términos de construcciones y mecanismos mentales para la
interpretacion funcional, sirvio como modelo para formular las preguntas del cuestionario y
su posterior analisis.

3.4.2 DG INTERPRETACION MATRICIAL DEL CONCEPTO TL.

Para la interpretacion matricial del concepto TL, consideraremos la matriz asociada a una
TL, que fue descrita en el capitulo 1 apartado 1.3.

Bajo las hipotesis de la teoria APOE y las nociones matematicas sobre el TMATL
anteriormente descritas, sostenemos que para que un estudiante construya el TMATL como
objeto, es necesario que muestre como conocimientos previos los de espacio vectorial de
dimensidn finita como esquema, que incluye el objeto espacio vectorial, el objeto base y el
objeto dimension. Asi también, consideramos el concepto de TL como proceso, y el de
Matriz como proceso.
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Espacio Vectorial Transformacion Lineal Matriz

ESQUEMA PROCESO PROCESO
Combinacion lineal
PROCESO
Espacio Base Dimension de un Vector
Vectorial PROCESO Espacio Vectorial OBJETO
OBJETO OBJETO
DESENCAPSULAR N Desencapsulamos del concepto

vector una concepcion proceso

para un vector w de W
W espacio vectorial e o e e
V espacio vectorial de dimension finita m WM AWy Tt T o Wi
de dimension finita n PROCESO
PROCESO Coordinados por la
Transformacion Lineal
T:V 2 W Funci6n
PROCESO
B=1vvv,

' e v
Fl=wowsawy, |

B denada de V
ase ordenada de Base ordenada de W

L

COORDINAR mediante la transformacion lineal
F(vp)=w " T(vy)=wy L. T (v,)=w,'

Coordenada de un vector
o) |
A OBJETO
[l =
o', |

Figura 3.3. llustra la primera parte de la DG.

La construccion del TMATL como objeto se inicia a partir del esquema espacio vectorial,
desde donde se consideran los siguientes componentes que lo conforman: espacio vectorial
como objeto, base como proceso y vectores elementos de dicho espacio vectorial como
objetos. Consideramos las construcciones mentales procesos de dos espacios vectoriales V
y W, con dimensiones finitas, no necesariamente iguales, digamos n y m respectivamente,
que se coordinan a través de la TL T en un nuevo proceso que permite considerar la
transformacion lineal como una funcion, cuyo dominio es uno de los espacios vectoriales y
cuyo codominio es el otro espacio vectorial, digamos T de V en W. Este proceso se coordina
con el proceso de base, dando origen a un nuevo proceso en el que es posible calcular las
imagenes de los vectores de una base B de V bajo la transformacion lineal T. Este proceso
se coordina con el proceso de espacio vectorial W en un nuevo proceso que permite
determinar que el conjunto de las iméagenes de los vectores de una base B de V pertenecen
al espacio vectorial W. El proceso combinacion lineal se coordina con el de espacio
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vectorial W en un nuevo proceso que permite identificar un vector w en el espacio vectorial
W, y escribirlo en términos de los vectores de una base B’ del espacio vectorial W. Este
proceso se encapsula en un objeto coordenada del vector w en la base B’, esto es, [w]g:.

El proceso de calculo de las imagenes de los vectores de una base B de V mediante la
transformacion lineal T se coordina con el proceso de escribir todos (generalizacion de
calculo de imagenes) los vectores de la base B.

El proceso de base B’ de W se coordina con el proceso que identifica a las imagenes de la
base B de V como elementos del espacio vectorial W, en un nuevo proceso que permite
escribir a estos vectores imagen como combinacion lineal de los vectores de la base B’ de
W (interiorizacion dada por el cuantificador, que determina que el proceso de coordenada
de un vector se repetird en todos los vectores de la base ordenada B de V). Este proceso se
coordina con el de matriz para obtener un ordenamiento de las imagenes mediante T, en una
matriz que se identifica con la matriz coordenadas. La interiorizacion de este proceso se
encapsula en el objeto matriz asociada a una transformacion lineal, rotulado como [T]s®

Una vez construida la MATL como una construccion mental objeto, es posible mirar su
evolucion, reglizando acciones sobre ella. A través del proceso de comparacion de los
objetos [T]s® y [T(v)]B es posible construir el proceso de determinar la igualdad entre
ambos objetos [T]g® [V]e = [T(v)]s-. Este proceso se coordina ademas con el proceso de
funcion en un nuevo proceso, que permite considerar esta igualdad como el resultado de la
aplicacion de una funcion, lo cual viene a ser la construccion mental proceso TMATL. Este
proceso se encapsulara en el objeto TMATL [T]s®[vls = [T(V)]e. En la figura 3.4, se
muestra un diagrama que ilustra la segunda parte de la DG.

34



COORDINACION
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[renly=|
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Figura 3.4. llustra la segunda parte de la DG.



La descripcion antes dada en términos de construcciones y mecanismos mentales para la
interpretacion matricial sirvié como modelo para formular las preguntas del cuestionario y
su posterior analisis.

3.4.3 DG INTERPRETACION GEOMETRICA DEL CONCEPTO TL.

Para describir la interpretacion geométrica del concepto TL, hemos considerado el teorema
fundamental del algebra lineal, restringido a espacios y subespacios vectoriales reales de
dimensién a lo més tres; pensamos que ello permite una caracterizacion visual del concepto
TL, a la vez que posibilita articulacion con las otras interpretaciones. El caracter de este
teorema construye una TL en cualquiera de sus interpretaciones, describiendo lo medular
del concepto. Es desde esta perspectiva que nos propusimos describir las construcciones y
mecanismos mentales necesarios para la construccion de la interpretacion geométrica del
concepto TL, asociando visualizaciones de subespacios de R*. En esta construccion
buscamos identificar los elementos del plano figural que aparecen en esta asignacion y
construyen el concepto de TL; entenderemos el concepto de plano figural como una
representacion semiética de R®, R* y R sobre el sistema de coordenadas cartesiano de
dimension tres.

Algunos de los conceptos matematicos que hemos considerado indispensables en esta
construccion son: funcion, espacio vectorial real, nociones basicas de geometria vectorial
euclidiana, base, dimension, combinacion lineal, dependencia lineal [li- 1d], relacion entre
vectores y preservacion de la linealidad. Todos estos conceptos los vincularemos mediante
una version simplificada del teorema fundamental del algebra lineal, a espacios y
subespacios vectoriales reales del espacio, el plano y la recta, esto es de R®, R y R.

3.4.3.1 DESCRIPCION DE LA DG EN LA INTERPRETACION GEOMETRICA
DEL CONCEPTO DE TL.

Consideraremos el espacio vectorial R® y el concepto de funcién como construcciones
mentales esquema. Desde el esquema de espacio vectorial R®, tomaremos los conceptos de
base, dimension, li, Id combinacion lineal y vector como construcciones mentales proceso y
los conceptos de subespacios de R® como construccién mental objeto. Por otra parte, desde
la construccion mental esquema del concepto funcion usaremos los conceptos de conjuntos,
dominio, recorrido y formas especificas de funciones lineales en el espacio, como
concepciones mentales proceso.

Paralelamente es posible representar los subespacios del espacio, el plano y la recta, como

se muestra en Tabla 3.2, en el plano figural, para nuestra DG, Estas construcciones son las
representaciones figurales de los subespacios de R®, R*y R.
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Tabla 3.2. Descripcion de la representacion figural de los subespacios de R, R’y R®.

Los subespacios de R son
el vector cero y
R mismo.

Los subespacios de R?son las rectas
que pasan por el origen, el vector cero 'y
el plano completo.

PARENY

2B

W

Los subespacios de R® son planos que

contengan al vector cero, las rectas que

pasan por el origen, el vector cero y el
espacio completo.

Desde la construcciéon mental esquema para el concepto de espacio vectorial R®
considerando las construcciones mentales objeto asociadas al espacio y sus subespacios,
desencapsulando los conceptos de dos espacios vectoriales R" y R™, con dimensiones
finitas, no necesariamente iguales, digamos n y m respectivamente, donde n y m pertenecen
a {1,2,3}, en las construcciones mentales procesos que se coordinan a través de la funcion
T en un nuevo proceso cuyo dominio es uno de los espacios vectoriales y codominio es el
otro espacio vectorial, digamos de R"en R™.

Este proceso se coordina con el proceso de base, dando origen a un nuevo proceso en el que
es posible calcular las imagenes de los vectores de una base B de R" bajo la T. Este proceso
se coordina con el proceso de espacio vectorial R™ en un nuevo proceso, que permite
determinar que el conjunto de las imagenes de los vectores de una base B de R" pertenecen

al espacio vectorial R™. En la figura 3.5 se representan estas primeras coordinaciones.
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Figura 3.5. Coordinaciones iniciales de algunos elementos de la interpretacién geomeétrica.

El proceso que identifica a las imagenes de la base B de R" como elementos del espacio
vectorial R™ construye una TL, pues todos los vectores del espacio de partida se pueden
describir como una combinacion lineal de los vectores de la base.

De este proceso finito de asignacién de vectores desde bases de los espacios vectoriales de
R, R? y R®, se coordina con la representacion figural de Funciones de R™ en R", con m, n en

el conjunto {1,2,3} ; como construccién mental proceso dicha coordinacién esta dada por la

combinacion lineal. En la figura 3.6 se muestran las relaciones que un estudiante debe
establecer con el plano figural dependiendo de su dimensién.

Una interpretacion figural para la dimensién dos

de la relacién entre dependencia y linealidad

L=

e

Una interpretacion figural en dimension tres de la
relacion entre
dependencia y linealidad

-

—_

]
% A
i

38




E f

- 7
a .

Figura 3.6 Relaciones figurales relativas a la interpretacion geométrica.

e

La interiorizacion de este proceso esta dada por el cuantificador que se asocia al concepto
de funcion, que determina que el proceso de asignacion de un vector se repetira en todos los
vectores de la base B de R".

Para construir esta interpretacion como una construccion mental objeto, debemos describir
como generar con los vectores imagenes y levantar la generalizacion a esta forma:
T(ogVy +aoVy +agVs) = aoqT (V) +aoT (Vo) +asT (V) con  aj €R. Esto es, un estudiante debe
coordinar el concepto de funcion con el de colinealidad que establece desde el plano
figural, para determinar si el conjunto de llegada preserva estas caracteristicas respetando la
condicion de funcion, lo que lleva a una construccion proceso de un tipo especifico de
funciones que al mismo tiempo debe coordinar con las imagenes que corresponden a un
subespacio del espacio de llegada.

La encapsulacion de los procesos anteriormente construidos mediante las propiedades de
linealidad y generacion desde una perspectiva geométrica, como se muestra en la figura 3.6,
es una construccion mental objeto, que Ilamaremos interpretacion geométrica si un
estudiante muestra que entiende la relacion causal entre el movimiento de vectores que
configuran una base para el espacio y el rol de da transformacion lineal en su interpretacion
funcional.

La descripcion antes tratada en términos de construcciones y mecanismos mentales para la
interpretacion geomeétrica sirvio como modelo para formular las preguntas del cuestionario
y su posterior analisis.

3.4.4 EL ESQUEMA'Y EL MODELO MULTINTERPRETATIVO.

Nuestra propuesta para analizar los esquemas de los estudiantes del caso se basa en un
modelo multinterpretativo para el concepto de TL. Es este un concepto unificador para el
algebra lineal, razon por la cual para la caracterizacion de su esquema como construccion
mental, proponemos considerar las interpretaciones como construcciones mentales objeto o
proceso; pensamos que son indispensables para la evolucion del esquema del concepto de
TL, y que nos permitiran determinar su coherencia, entendida esta Ultima como la
capacidad para reconocer relaciones al interior del esquema y establecer si éste permite
solucionar una situacion matematica particular, y en tal caso usarlo.

Como proponemos en el capitulo 2 (apartado 2.2.1), para analizar la coherencia en el
esquema del concepto TL y determinar sus componentes, pensamos que un estudiante
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muestra un nivel de esquema Intra- TL, si en alguna de sus interpretaciones da cuenta de
poseer una construccion mental objeto, la que le permite realizar ciertas acciones sobre
algunas estructuras fundamentales, pero no ha articulado las tres interpretaciones, por lo
gue responde a las preguntas que dan cuenta de la construccién del objeto del concepto TL
en alguna de sus interpretaciones, sin establecer correspondencia con las otras
interpretaciones del concepto. Es asi que al enfrentarlo a situaciones referidas al concepto
TL de un nivel superior, por ejemplo en relacion al teorema del isomorfismo de espacios,
no podria responder en forma adecuada. De igual forma, un estudiante que muestra un nivel
de esquema Inter- TL es aquél que por lo menos ha articulado dos de las interpretaciones de
este esquema, y de esta forma responde a las preguntas que dan cuenta de la construccion
del objeto del concepto TL, lo que le permite establecer las primeras correspondencias o
concordancias con los teoremas propios de las TL. Para finalizar, un estudiante muestra un
nivel de esquema Trans-TL si responde a las preguntas que dan cuenta de la construccién
del objeto del concepto TL, y es capaz de establecer correspondencia con todas las otras
interpretaciones del concepto, por lo que estableceria conexiones con los teoremas propios
de las trasformaciones lineales, como por ejemplo el teorema del isomorfismo de espacios
vectoriales.

En la figura 3.7 damos cuenta de esta idea sobre la estructura para el concepto TL, que
posee componentes de origen funcional, matricial y geométrico, sin desconocer que es mas
amplio. Un ejemplo importante de un concepto en este “exterior”, es el de isomorfismo de
espacios vectoriales, el que puede servir para examinar los elementos emergentes, pues
posee caracteristicas transversales para el algebra en general.

-

ESQUEMA
MATRICIAL

. v

Figura 3.7. Dibujo sobre las componentes del modelo para el concepto de TL.

Es asi que incorporamos en algunas de las preguntas de la entrevista la nocion de
isomorfismo de espacios vectoriales, a modo de poner a prueba todas las componentes del
esquema del concepto TL. Pensamos originalmente que las nociones desde la perspectiva
funcional, como las de inyectividad y epiyectividad, debieran emerger como construcciones
proceso junto con la de linealidad como construccion mental objeto, la que debe ser
desencapsulada en una construccién proceso que actuara coordinando al concepto kernel y
de dimensién, para asi construir una funcién que preserve la estructura de espacio vectorial.
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Los conceptos de grupo cociente y clase estarian en el limite del concepto TL, por lo que
este tipo de construccion obedeceria a un nivel Trans-, siempre que dé muestras de su
coherencia. Desde la interpretacion matricial, pensamos el kernel como una construccion
proceso, un elemento nuevamente importante para determinar el nivel de un esquema para
el concepto de TL; a su vez, en la interpretacion geométrica éste queda oculto, pues en una
asignacion entre vectores representados en el espacio corresponderia a un simple conteo en
la correspondencia entre coordinar el proceso de asignacion de vectores con la construccion
proceso del concepto de dimension.

Por otra parte, deberemos tener en cuenta que un esquema esta siempre en evolucion y
puede considerarse como un nuevo objeto al cual pueden aplicarsele acciones y procesos;
en tal caso, se dice que el esquema se ha tematizado. Es posible que en los analisis de las
entrevistas encontremos indicadores de algunos esquemas ya tematizados o cercanos a ello.

3.4.4.1 NIVELES DEL ESQUEMA PARA EL CONCEPTO DE TL EN EL MODELO
MULTINTERPRETATIVO.

A continuacion presentamos una breve descripcién de los niveles del esquema para el
concepto TL, basada en las DG de cada interpretacion del concepto TL.

Para trabajar con transformaciones lineales desde esta perspectiva global, un estudiante
tiene que poner en juego sus construcciones previas alrededor de esquemas de los
conceptos de espacio vectorial y funcion. Las relaciones de coherencia que establezca entre
los conceptos de base, dimension, vectores, combinacion lineal, dominio, recorrido,
imagen, coordenadas, MATL, determinaran los niveles Intra-, Inter- y Trans- para el
concepto TL

3.4.4.1.1 NIVEL INTRA- TL EN EL MODELO MULTINTERPRETATIVO

Pensamos que un estudiante muestra un nivel Intra -TL, cuando en sus argumentaciones
muestra algunos de los siguientes razonamientos ante una situacion especifica:

- Las funciones que reconoce como TL son entre espacios y subespacios vectoriales
de R".

- Asume que la estructura algebraica se conserva bajo cualquier funcién, esto es, la
combinacion lineal se preserva automaticamente.

- Las bases son” transformadas” en bases mediante una TL.

- Los conjuntos LI (LD) son “transformados” en conjuntos LI (LD) mediante una
TL.

- La prueba de que una funcién es una TL se reduce a comprobar que la imagen del
cero es el cero.

- Prueba que una funcion es una TL realizando la verificacion de la propiedad de la
combinacion lineal, sin verificar que el dominio y el recorrido son espacios
vectoriales o subespacios vectoriales de un cuerpo especifico.

- Construye la MATL para TL entre espacios y subespacios de dimension finita.

- Las bases ordenadas son conjuntos cualesquiera de los espacios dados.
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Dada la MATL calcula las coordenadas de imagenes de vectores multiplicando las
coordenadas de éstos por la matriz, en cualquier caso, y aplica la matriz cambio de
base de ser necesario.

La matriz es usada para determinar si la TL es un tipo especifico de funcion
(inyectiva o epiyectiva), y a su vez es vista como una TL.

Construye la asignacion de vectores desde el plano figural, esto es, reconoce la
existencia de una TL entre espacios y subespacios de R®, pero no la especifica en su
expresion algebraica o matricial.

Las bases son conjuntos de n-uplas y sélo son las bases candnicas.

Las imagenes de los vectores se calculan mediante combinaciones lineales de las
imagenes de éstos, no se aplica la TL.

En términos cognitivos y mas precisos podemos, desde APOE, establecer que en este nivel
(Intra- TL en el modelo multinterpretativo) las construcciones mentales mostradas para:

El concepto de espacio vectorial real es objeto, sobre el cual puede realizar ciertas
acciones, las que quedan limitadas a subespacios de R".

El concepto de funcion es proceso, y una TL es un tipo de funcion.

El concepto de combinacién lineal es proceso, una evidencia es la disociacién con la
estructura algebraica del cuerpo del espacio vectorial.

El concepto de kernel es proceso, se relaciona con el concepto de TL desde su
perspectiva funcional, esto es determina inyectividad.

El concepto de dimensidon es objeto, sobre el cual realiza ciertas acciones para
determinar biyectividad de una TL.

El concepto de MATL es proceso, no puede realizar acciones sobre ella.

El concepto de vector es objeto, pero realiza acciones limitadas a espacios
vectoriales y subespacios de R".

En este nivel no existe una clara conexion entre las nociones espacio vectorial, funcién TL,
matriz, coordenadas o bases. En términos del modelo multinterpretativo, muestra un nivel
de esquema Intra- TL si en alguna de sus interpretaciones da cuenta de poseer una
construccion mental objeto, la que le permite realizar ciertas acciones sobre algunas
estructuras fundamentales, pero no ha articulado las tres interpretaciones, las que por
hipétesis si se lo permitirian.

3.4.4.1.2 NIVEL INTER- TL EN EL MODELO MULTINTERPRETATIVO

Pensamos que un estudiante muestra un nivel Inter- TL en el modelo multinterpretativo,
cuando en sus argumentaciones muestra algunos de los siguientes razonamientos ante una
situacion especifica:

Las funciones que reconoce como TL son entre espacios vectoriales conocidos,
como por ejemplo: R" ,Mmxn Pn [X] ; esto es, con estructuras algebraicas sobre R
COMo cuerpo.

La combinacion lineal de vectores se conserva mediante una TL, pero reconoce que
los conjuntos LI no necesariamente son “transformados” en conjuntos LI mediante
una TL.

Para probar que una funcion es una TL se reduce a comprobar que la imagen del
neutro es el neutro.
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Prueba que una funcién es una TL comprobando la propiedad de linealidad, sin
verificar que el dominio y el recorrido son espacios vectoriales o subespacios
vectoriales de un cuerpo especifico.

Construye la MATL solo para TL entre espacios y subespacios de R" en R".

Las bases son conjuntos de n-uplas y posiblemente solo sean las bases canonicas, lo
que implica que las coordenadas son matrices transpuestas.

Las coordenadas de imagenes de vectores se calculan mediante combinaciones
lineales de las imégenes de éstos, no se aplica la matriz cambio de base en caso de
Ser necesario.

La matriz no es vista como una funcion, menos como una TL.

Construye la asignacion de vectores desde el plano figural, esto es, reconoce la
existencia de una TL entre espacios y subespacios de R® y es capaz de especificarla
en una de sus otras interpretaciones, funcional o matricial.

Las bases son conjuntos que logra determinar del plano figural mediante la
coordinacion de las concepciones proceso de los conceptos de base con el de
espacio vectorial. Aqui las bases candnicas son por eleccion.

Las imagenes de los vectores se calculan mediante la TL en cualquiera de sus
interpretaciones.

En términos cognitivos y mas precisos podemos, desde APOE, establecer que en este nivel
(Inter- TL en el modelo multinterpretativo) las construcciones mentales mostradas para:

El concepto de espacio vectorial real es objeto, sobre el cual puede realizar ciertas
acciones, las que quedan limitadas a subespacios de R", My, Pn [X].

El concepto de funcién es objeto, y una TL es un tipo de funcion.

El concepto de combinacién lineal es proceso, una evidencia es la disociacion con la
estructura algebraica del cuerpo.

El concepto de kernel es objeto, sobre el cual puede realizar ciertas acciones que le
permiten determinar la inyectividad de una TL.

El concepto de dimension es objeto, sobre el cual realiza acciones para determinar
relaciones entre los espacios vectoriales que construyen el conjunto de partida y
Ilegada en una TL.

El concepto de MATL es objeto, sobre el que realiza acciones, como calcular
imagenes de vectores.

El concepto de vector es objeto, pero realiza acciones limitadas a espacios
vectoriales y subespacios de R", My, Pn [X].

En este nivel los estudiantes, dependiendo del contexto del problema, relacionan los objetos
espacio vectorial real, funcion, TL, matriz, coordenadas y base como elementos
interconectados, aunque todavia pueden existir algunas dificultades. En términos del
modelo multinterpretativo, muestran un nivel de esquema Inter- TL, si por lo menos han
articulado dos de las interpretaciones de este esquema. Es de esta forma que responden a las
preguntas que dan cuenta de la construccién del objeto del concepto TL, lo que les permite
establecer las primeras correspondencias o concordancias con los teoremas propios de las

TL.
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3.4.4.1.3 NIVEL TRANS- TL EN EL MODELO MULTINTERPRETATIVO

Pensamos que un estudiante muestra un nivel Trans-TL en el modelo multinterpretativo,
cuando en sus argumentaciones muestra algunos de los siguientes razonamientos ante una
situacion especifica:

Las funciones que reconoce como TL son entre espacios vectoriales, esto es, con
estructuras algebraicas sobre K como cuerpo.

La combinacion lineal de vectores se conserva mediante una TL, y lo aplica a
conjuntos LI y base que no necesariamente son “transformados” en conjuntos LIy
base mediante una TL.

Prueba que una funcién no es una TL al comprobar que la imagen del neutro del
espacio vectorial de partida no es el neutro del espacio vectorial de llegada.

Prueba que una funcion es una TL comprobando la propiedad de linealidad,
teniendo claro cuéles son los espacios o subespacios vectoriales involucrados.
Construye la MATL para TL entre espacios y subespacios de dimension finita.

Las bases ordenadas son conjuntos cualesquiera de los espacios dados.

Dada la MATL calcula las coordenadas de imagenes de vectores multiplicando las
coordenadas de éstos por la matriz, en cualquier caso, y aplica la matriz cambio de
base de ser necesario.

La matriz es usada para determinar si la TL es un tipo especifico de funcion
(inyectiva o epiyectiva), y a su vez es vista como una TL.

Construye la asignacion de vectores desde el plano figural, esto es, reconoce la
existencia de una TL entre espacios y subespacios de R® y es capaz de especificarla
en cualquiera de sus otras interpretaciones, funcional o matricial.

Puede determinar el tipo de TL, si es inyectiva, epiyectiva o biyectiva, por lo que
las imagenes de conjuntos de vectores estan claras.

En términos cognitivos y mas precisos podemos, desde APOE, establecer que en este nivel
(Trans- TL en el modelo multinterpretativo) las construcciones mentales mostradas para:

El concepto de espacio vectorial real es esquema.

El concepto de espacio vectorial sobre un cuerpo es objeto.

El concepto de funcién es objeto, y una TL es un tipo de funcion.

El concepto de combinacion lineal es objeto; sobre el que realiza acciones, las que
relaciona con la estructura algebraica del cuerpo.

El concepto de kernel es objeto, sobre el cual puede realizar ciertas acciones que le
permiten determinar la inyectividad de una TL y construir cocientes.

El concepto de dimension es objeto, desde donde puede realizar acciones sobre el
espacio vectorial de partida para determinar relaciones entre los espacios vectoriales
gue construyen el conjunto de partida y llegada en una TL.

El concepto de MATL es objeto, sobre el que realiza acciones, como calcular
imagenes de vectores.

El concepto de vector es objeto, realiza acciones que le permiten construir una TL
desde el plano figural, esto es sobre R- espacios vectoriales.

En este nivel los estudiantes, independientemente del contexto del problema, relacionan las
nociones de funcion y espacio vectorial en términos generales, manejan y comprenden
todas las técnicas directas e indirectas que se relacionan con estas mismas nociones para la
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construccion del concepto TL. Desde la perspectiva del modelo multinterpretativo, un
estudiante muestra un nivel de esquema Trans- TL para el modelo multinterpretativo, si
responde a las preguntas que dan cuenta de la construccion del objeto del concepto TL y es
capaz de establecer correspondencia con todas las otras interpretaciones del concepto, por
lo que estableceria conexiones con los teoremas propios de las trasformaciones lineales,
como por ejemplo el teorema del isomorfismo de espacios vectoriales.

En este ultimo componente del analisis tedrico, se utilizan las entrevistas a los estudiantes,
lo que se perfecciona en el capitulo 5, en el cual se establece una lectura global de los
niveles para para el concepto de TL.

3.5 INSTRUMENTOS.

3.5.1 INSTRUMENTOS Y RECOGIDA DE DATOS.

Los instrumentos fueron disefiados para dar cuenta de las construcciones y mecanismos
mentales que un estudiante pone en juego para resolver ejercicios referidos al concepto de
TL. Siguiendo la metodologia propia de APOE, primeramente se plantearon 16 preguntas,
con el propdsito de encontrar a los estudiantes que construyan el concepto TL en una
concepcion proxima a la de construccion mental objeto en sus tres interpretaciones, para
posteriormente entrevistarlos.

Estas 16 preguntas fueron distribuidas de la siguiente forma:

v’ Para la interpretacion funcional se consideraron cinco preguntas, desde las cuales
fue posible determinar las construcciones y mecanismos que el caso puso en juego,
ademaés de entregar informacion sobre las dificultades para la construccion en esta
interpretacion.

v Para la interpretacion matricial se consideraron cinco preguntas, desde las cuales fue
posible determinar las construcciones y mecanismos que el caso puso en juego,
ademas de entregar informacion sobre las dificultades para la construccion en esta
interpretacion.

v’ Para la interpretacion geométrica se consideraron seis preguntas, desde las cuales
fue posible determinar las construcciones y mecanismos que el caso puso en juego,
ademaés de entregar informacion sobre las dificultades para la construccién en esta
interpretacion.

Es importante sefialar que este set de dieciséis preguntas fue entregado a los estudiantes del
caso en forma de cuadernillos separados, como se muestra en figura 3.7. Se solicitd dejar
registro del orden en que respondieron, asi como justificar su eleccion. El proposito fue
obtener informacion relevante para el disefio de la entrevista.
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Figura 3.8. Presentacion del set de preguntas del
cuestionario.

Para la realizacion de las entrevistas, se diseid un set de diez preguntas, las que
dependiendo el perfil del entrevistado se seleccionaron en orden y nimero. A continuacion
presentamos una descripcion detallada de los instrumentos usados en la investigacion.

3.5.2 CUESTIONARIO DISENADO PARA LA INTERPRETACION
FUNCIONAL DEL CONCEPTO TL.

3.5.2.1 PREGUNTAS DEL CUESTIONARIO.
En busqueda de evidencias empiricas para la DG descrita en este capitulo apartado 3. 4.1,
disefiamos un cuestionario de cinco preguntas, las que aparecen en Tabla 3.3, con la
intencion de documentar en una primera instancia las construcciones y mecanismos
mentales previstos en la DG.

Tabla 3.3. Preguntas del cuestionario interpretacion funcional del concepto TL.

Considere las funciones definidas del espacio vectorial V al espacio
vectorial W sobre K; determine en cada caso la imagen del vector v.

.p2 . 4
SO, 1.1-TR=>C conv=(1,0) 1.2- fiR[x]-R con
gu (X, y) > x+yi ax® +bx+c—(a,b,c,1)
v=x2+3
f:R>R? f:RP>R?
1.3-T: conv=2zr 14- conv=(0,0,1)
X—> (sin x,1-cosx) (x,y,z)—>(e2x+3y,z)

Considere las funciones definidas del espacio vectorial V al espacio
vectorial W sobre K; determine en cada caso si f es una transformacién
lineal.

Pregunta 2
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2.1_f:R2—)(C 22_f:P2[X]—)R4
(X y)=>x+yi ax? +bx+c—(a,b,c,1)
. 2 Y
2_3_f.R—>F-€ 2.4_f.R -R
X—> (sin x,1-cosx) (x,y,z)—>(ezx+3y,z)

Considere la funcion ¢ : r® —» r2definida por f(x,y,z):(e2X+3y,z)
Pregunta 3 ] . )
¢, Es la imagen del vector (1,2,1) igual a la imagen de

1(1,0,0)+2(0,1,0)+1(0,0,1)?
Justifique su respuesta.

Encuentre la transformacion lineal f : R> — R*talque f(1,1)=(-5,3)

Pregunta4 |\ f(-1,1)=(5,2). Para esta transformacion lineal
¢Es posible determinar f(1,2)?

Considere el espacio vectorial R" donde la suma y multiplicacion por
escalares estan definidas de la siguiente forma:

a+beselproductodeayb,

I - aes la r-ésima potencia de a.

Verifiqgue que la funcién logaritmo natural In:R* — Res una
transformacion lineal entre estos dos espacios.

Pregunta 5

Realizamos un analisis a priori y uno a posteriori para cada una de las preguntas antes
expuestas. A continuacion el analisis a priori de las preguntas de la tabla 3.3.
3.5.2.2ANALISIS A PRIORI DE LAS PREGUNTAS.

1.- Considere las funciones definidas del espacio vectorial V al espacio vectorial W
sobre K; determine en cada caso la imagen del vector v.

B2 . 2
11 f:R°>C , donde V=(1,0) 1.2 f:R-R , donde v=27
(X, y) > Xx+yi X—> (sin x,1-cosx)
: 4 B3 . p2
13 FR[]-R .donde v=x*+3 14 R OR . donde
ax? +bx+c—(a,b,c,1) (vavz)*(eszrSy:Z)
v=(0,0,1)
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La pregunta 1 contiene cuatro ejercicios disefiados con la intencion de establecer si un
estudiante muestra una construccion mental accion del concepto funcidén sobre espacios
vectoriales, al pedir el calculo de la imagen de un elemento especifico mediante una
funcién. Con dicho propdsito, las imagenes solicitadas en la pregunta 1 corresponden a los
siguientes valores:

1.1 f:RZ5C 12 f:P,[x]>R* '
(L0)— F(0.0)=1+0i X2 435 F(% +3) =(1,0,1,1)
13 F:R-R? 14 T:RER?
2z - f(2x) =(sin27,1-cos 27) = (0,0) (0,0)— f(0,0,2)=(11)

Por otra parte se espera gque surjan preguntas sobre si las funciones son o no Tl; en dichos
casos se presumira una construccion mental proceso del concepto funcion sobre espacios
vectoriales.

2.- Considere las funciones definidas del espacio vectorial V al espacio vectorial W
sobre K; determine en cada caso si f es una transformacién lineal.

21 f:R2>C 29 f:Py[x]—>R*

(X, y) > x+yi ax? +bx+c—(a,b,c,1)
03 T:R-R? g4 TR

X— (sinx,1-cosx) ' (X,y,z)—>(e2X+3y,Z)

La pregunta 2 consta de cuatro ejercicios disefiados para establecer si un estudiante muestra
una construccion proceso del concepto TL en su interpretacion funcional.

Entre las respuestas esperadas se cuenta demostrar mediante el uso de la definicion del
concepto TL, lo que mostraria una construccién proceso del concepto TL, puesto que debe
coordinar las construcciones mentales proceso de los conceptos de funcidn, espacio
vectorial y las propiedades de la estructura algebraica aditiva y multiplicacion por un
escalar, que definen auna TL.

Por otra parte, es posible dar respuesta a algunas de estas preguntas, sobre si son o no TL,
verificando que la imagen del elemento neutro para la estructura aditiva —cero vector— del
espacio vectorial de partida, es llevada al cero vector del espacio vectorial imagen mediante
la funcién, lo que constituye una condicidn necesaria pero no suficiente en la definicion del
concepto de TL; un estudiante, que hace uso de esta propiedad, mostraria una construccion
mental proceso del concepto TL en su interpretacion funcional, puesto que deberia
coordinar las construcciones mentales proceso de espacio vectorial y funcion por medio de
la combinacion lineal.

Otra respuesta esperada corresponde a quienes muestren preocupacion por el rol del cuerpo,
lo que fue considerado como una hipoétesis en la opcidn 2.1, pues muestra una construccion
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mas elaborada del tipo objeto para el concepto de transformacion lineal. A continuacion

ejemplos de respuestas esperadas:

f:R2>C

(X, y) > x+yi

los nimeros reales; en este caso lo es, pues cumple con la propiedad de la siguiente forma:
f((x,y)+A(a,b))=f(x+4a,y+4b)= x+ﬂa+(y+/1b)i =X+ Vyi+Aa+bli=f(x,y)+Af(ab)., dondeieR. .

2.2 Lafuncion no es una TL, pues f(0(x))=(0,0,0,1), la implicancia de esta propiedad da cuenta de la
buena definicion de la funcion.

2.1 Para determinar si la funcién es una TL primero podemos considerar si es sobre

2.3 Esta funcion no es una TL a pesar de que el cero va al cero, pues no cumple por ejemplo con
f(x+y)=(sin(x+y),1-cos(x+Yy)) # (sin(x),1-cos(x) ) +(sin(y),1-cos(y)).-

2.4 Con las operaciones usuales en los nimeros reales como el cuerpo se tiene que no es
una TL, pues el vector f(0,0,0)=(1,0)# (0,0).

3.- Considere la funcién f: R® > R* definida por f(x,y,z)= (#*¥,2) ¢, Es la imagen del
vector (1,2,1) igual a la imagen de 1(1,0,0)+2(0,1,0)+1(0,0,1)? Justifique su respuesta.

El propésito de esta pregunta es obtener evidencias sobre las construcciones mentales
realizadas en el proceso de construccién de una TL en su interpretacion funcional; en
particular se ha elegido una funcion que no es una TL. En términos de la DG, corresponde a
verificar la coordinacion mediante la combinacion lineal de las construcciones proceso de
los conceptos de funcidn y espacio vectorial. Por ejemplo, si un estudiante realiza el calculo
f(1,2,1)=(98,1)y no reconoce la necesidad de linealidad para que el mismo vector sea

descrito por la descomposicion en elementos basales, posee una construccion mental accion
del concepto de TL, pero una concepcién proceso del concepto funcién sobre espacios
vectoriales. Desde la matematica al considerar la igualdad

(1,2,)=1(1,0,0)+2(0,1,0)+1(0,0,1), se debe tener en cuenta si la funcion es o no lineal

para preservar la igualdad en la imagen, por lo que no es lo mismo, puesto que
f(1,2,1)=(e8,1) Y 1f(1,0,0)+2f(0,1,0)+1f(0,0,1) =1(e?,0) +2(e3,0) +1(1,1) = (e + 26> +1,1) -

Esto mostraria una construccion proceso del concepto TL, pues debe coordinar mediante la
igualdad la propiedad de conservacion de la linealidad.

4.- Encuentre la transformacion lineal f :R* — R*talque f(1,1)=(-5,3) y
f(-1,1)=(5,2). Para esta transformacion lineal ¢ Es posible determinar (1,2)?

La pregunta 4 tiene por propoésito dar cuenta de las construcciones mentales necesarias para
encontrar la imagen de un vector sin la ecuacion que define en forma explicita una TL.

Para responder es posible que un estudiante coordine las construcciones mentales proceso
de los conceptos de base y combinacion lineal, para posteriormente coordinarlos con el
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concepto de funcion; en nuestro caso, escribir el vector (1,2) como combinacion lineal de
los vectores (1,1) y (-1,1), mostrando una construccion proceso del concepto combinacion
lineal, y coordinar con la construccion proceso del concepto TL; asi, se tiene:

£(1,2) :% f@LY+3 f(-11), por loque se obtiene: {(1,2)=>(-5,3)+2(5,2) = (-5.5)-

Por otra parte, esta pregunta deja abierta la posibilidad de coordinar con la interpretacion
geomeétrica, esto es, reconstruir desde el plano figural la respuesta. Es posible que algln
estudiante encuentre la TL y despues calcule la imagen del concepto; una explicacion desde
la teoria es que en este caso el procedimiento para encontrar la TL haya sido interiorizado
en forma mecanica, como una secuencia inacabada de construcciones proceso, que no le
permiten actuar en forma eficiente.

5.- Considere el espacio vectorial R™ donde la suma y multiplicacién por escalares
estan definidas de la siguiente forma:

a+besel productodeayb,

I - a es lar-ésima potencia de a.

Verifique que la funcién logaritmo natural In: R™ — R es una Transformacién
Lineal entre estos dos espacios.

La intencion de la pregunta 5 es determinar si el estudiante muestra una construccion objeto
del concepto TL. Para esto, un estudiante debe coordinar los procesos dispuestos en la DG,
figura 3.2, de la verificacion de las propiedades que definen a una TL.

Un estudiante debe mostrar una construccién objeto del concepto espacio vectorial, lo que

le permitira realizar acciones sobre R™ . Por otra parte, desencapsula desde el concepto
espacio vectorial las construcciones mentales, proceso que define su estructura. La suma
a+b:=ab y la multiplicacién por escalar por ia:=a” seran coordinadas por el concepto
de funcioén, mostrando una construccion proceso del concepto TL, en este caso la funcion

In : RT —> R coordina las estructuras de los espacios vectoriales mediante la

siguiente definicion: ;In(a+Aib)=Inab? =Ina+A4Inb; posteriormente se encapsula esta
construccion en un objeto.

3.5.3 CUESTIONARIO DISENADO PARA LA INTERPRETACION
MATRICIAL DEL CONCEPTO TL.
3.5.3.1. PREGUNTAS DEL CUESTIONARIO.

Disefiamos un cuestionario de cinco preguntas (Tabla 3.4), con la intencion de documentar
en una primera instancia las construcciones y mecanismos mentales previstos en la DG.
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Tabla 3.4. Preguntas del cuestionario correspondientes a la interpretacién matricial del concepto TL.

Sea T: R?=> R3transformacién lineal definida por

Preguntal | T( X, ¥y )=( x+ Y, Xx-y, X), considere C,={(1,0),(0,1)} base candnica de
R?y C3={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} base canénica de R>.

Determine las coordenadas de la imagen del vector (2,1) en la base Cs.

Sea T: R® 2R’ transformacion lineal definida por
Pregunta2 | T(x,Y, z)=(x+ y-z, X+ z), considere B;={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} base
de R®y B,={(1,1),(0,1)} base de R?. Determine [T(2,1,0)]g.

Sea T: M2(R) =R transformacion lineal definida por

T( [i Zj )=(a+ b-c, d). Considere Bz={

[; 8}’((1) ;j((l) ﬂﬁ 3} base de R” y B,={(1,1),(0,1)} base de

Pregunta 3

R®. Determine [T((al bj)]Bz.
c d

Determine la matriz asociada a la transformacion lineal definida desde
Pregunta4 | IP,[x] (polinomios de grado menor o igual a dos) a R*, por
T(ax*+bx+c )=(a+ c, a-b, b), en las bases Bs={x? x*+x, X*+x +1} y
Bs={(1,1,0),(0,1,0),(0,01)} de IP,[x] y R® respectivamente.

Considere la transformacién lineal F:((1,0,0,1),(0,1,1,0)) — <x2, x+1>

B

C (1 2
. definida por [F]® = -donde B={((1,0,0,1),(0,1,1,0
Pregunta 5 por [F] (0 8] <( a )> Y

B'= <x2, X +1> determine las coordenadas de la imagen del vector

a-f]

Realizamos un analisis a priori y uno a posteriori para cada una de las preguntas. A
continuacidn el analisis a priori de las preguntas de la tabla 3.4.

3.5.3.2 ANALISIS A PRIORI DE LAS PREGUNTAS.

1.- Sea T: R?2 R®transformacion lineal definida por T(x, y )=( X+, X-y, X), considere
C,={(1,0),(0,1)} base canénica de R?* y Cs={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} base candnica de R®.
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Determine las coordenadas de la imagen del vector (2,1) en la base Cs.

La intencion de la pregunta es evidenciar los mecanismos mentales de coordinacién entre
las construcciones mentales proceso del concepto de coordenada de un vector, y el
concepto de imagen de un vector mediante la TL definida por la ecuacion T( x, y )=( x+,
X-y, X). La coordinacion se lleva a cabo mediante la combinacion lineal. Una hipotesis
subyacente se relaciona con el hecho de que si un estudiante no posee esta coordinacion, no
podra construir la MATL.

Un estudiante que calcula la imagen del vector (1,2), es decir T(2,1)=(3, 1, 2), corresponde
a mostrar una construccion mental proceso del concepto imagen de un vector. Para dar esta
respuesta un estudiante debe coordinar mediante la combinacién lineal las construcciones
mentales proceso de imagen de un vector y base del espacio de llegada. Las coordenadas
corresponden a determinar desde la combinacion lineal del vector obtenido (la imagen) en
términos de la base de llegada, en este caso Cs, por lo que el calculo corresponde a escribir
el vector (3, 1, 2) como combinacién lineal de {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, es decir:

(3,1,2) =3(1,0,0)+1(0,1,0) + 2(0,0,1) ; sus coordenadas son los nimeros 3, 1y 2.

2.- Sea T: R®*2R? transformacion lineal definida por T( x, y, z )=( x+ y-z, X+ z),
considere B,={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} base de R® y B,={(1,1),(0,1)} base de R? .
Determine [T(2,1,0)]s2.

La intencion de esta pregunta es verificar si un estudiante ha encapsulado la construccion
mental proceso de la coordenizacion de las imagenes, para posteriormente permitir la
rotulacion en forma matricial.

Un estudiante debe calcular [T(2,1,0)]g2, 1o que corresponde a encontrar la imagen del
vector (2,1,0) y determinar sus coordenadas en la base B, En términos de construcciones y
mecanismos mentales, son los mismos que en el caso anterior, donde T(2,1,0) = (3,2).Ylas
coordenadas corresponden a escribir el vector como combinacién lineal de los elementos de
la base ordenada By; es decir (3,2) = «(1,1) + 4(0,1), de donde se tiene que ¢ =3y B =—1.

B2

3
De esta forma [T (2,1,0)] :{ J. La diferencia que esperamos es la identificacion del

rotulo de la coordenada de la imagen de un vector; esto es, mostrar tener encapsulado el
concepto de coordenada de la imagen de un vector.

3.- Sea T: My(R)=R? transformacion lineal definida por T( [a 2] )=(a+ b-c, d).
c

0 0){0 0){0 1/(1
Determine [T((a 2])]82-
c

Considere B3:{(1 OJ,{l 1),[1 1},(1 3} base de R® y B,={(1,1),(0,1)} base de R®.
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La pregunta 3 propone evidenciar la coordinacion entre las construcciones mentales antes
descritas para la construccion de la MATL mediante la generalizacion. Supusimos que se
procede en forma anadloga a los ejercicios anteriores, pero ahora se desprende de la
dimensién del célculo numérico, y por lo tanto es en esencia general. ES un paso a la
generalizacion necesaria para la construccion de la MATL.
a b .
Se sabe queT[ dj=(a+b—c,d); para encontrar las coordenadas pedidas, debemos
C
escribir el vector imagen como combinacion lineal de la base B,. Es decir:
(a+b-c,d)=a@,1)+(0,1) ,dedonde e =a+b-cy p=d-a-b+c.

. a b a+b-c
Por lo que se tiene | T = :
c d . d-a-b+c

4.- Determine la matriz asociada a la transformacion lineal definida desde IP;[x]
(polinomios de grado menor o igual a dos) a R®, por T( ax*+bx+c )=(a+ c, a-b, b), en
las bases B,={x*x*+x, x*+x +1} y Bs={(1,1,0),(0,1,0),(0,01)} de IP,[x] vy R®
respectivamente.

La pregunta propone determinar si el estudiante muestra una construccion proceso del
TMATL. Para ello, como se muestra en la figura 3.3, se considera el tramo en la DG en que
coordina la construccion proceso de imagenes de los vectores de la base del espacio de
partida, mediante la transformacion lineal T, con la construccion proceso de coordenadas de
un vector, en un nuevo proceso que permite escribir estos vectores imagen como
combinacién lineal de los vectores de la base Bs de R®. Este proceso se coordina con el de
matriz para obtener un ordenamiento de las imagenes mediante T, en una matriz que se
identifica con la matriz coordenadas. Este proceso se encapsula en el objeto matriz asociada
a una transformacion lineal en las bases B, y Bs.

Puede esperarse que un estudiante calcule las imagenes de los vectores de la base By, €s
decir, T(x* )=(L 1,0), T(x*+x )=(1 1, 1) y T(x*+x+1 )=(2, 0, 1). De esta forma
calcula las coordenadas de cada vector imagen: (1, 1, 0) = ,(1,1,0)+ £,(0,1,0)+45,(0,0,1),
(1 1 1)=,(1,1,0)+ 5,(0,1,0)+6,(0,01)y (2,0, 1)=e,(11,0)+£,(0,1,0)+5,(0,0,1),

para obtener los valores de las coordenadas de cada vector imagen. El estudiante puede
ademas ordenar los tres sistemas de ecuaciones lineales en una matriz; se tiene

1 0 o[1f2 1 0 ol112 11 2
1 1 ol11jo|—|0 1 ololo/-2 |, donde la MATL correspondea |0 0 -2].
0 0 1/0112 0 0 1/0/12}1 01 1
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5. Considere la transformacion lineal F :<(1,0,0,l),(0,1,1, 0)>—><x2,x+1>, definida por

[F]:=[(1) ;j donde  B=((10,0,1),(0,1,1,0)) y B'=<x2,x+1> determine las

2
coordenadas de la imagen del vector [v] = {3} :

La pregunta permite observar si la construccion del TMATL es un objeto encapsulado
desde la construccion proceso de la MATL, del cual se reconoce su propiedad de continuar
siendo una funcion, esto es, f(x) =y para
— B" — —
f= [F]B ' X_[V]B € y_[F(V)]B'
Como respuesta esperada, un estudiante determina las coordenadas del vector, aplicando

[F]z[v]B =[F(v)],.; de esta forma se obtiene que las coordenadas del vector [F(v)],,
serfan: [F(v)]B|:((1) gj[ﬂ:{;}

3.5.4 CUESTIONARIO DISENADO PARA LA INTERPRETACION
GEOMETRICA DEL CONCEPTO TL.

3.5.4.1 PREGUNTAS DEL CUESTIONARIO.

Disefilamos un cuestionario de seis preguntas (Tabla .3.5), con la intenciéon de documentar
en una primera instancia las construcciones y mecanismos mentales previstos en la DG.

Tabla 3.5. Preguntas del cuestionario.

¢Es posible que exista una
transformacion  lineal  que r
Preguntal | convierta los vectores de la
Figural en los vectores de la
Figura 2?

Justifique su respuesta.

Figura 1 Figura 2

¢Es posible que exista una
transformacion  lineal  que
convierta los vectores de la EELERN /
Pregunta2 | Figura 3 en los vectores de la
Figura 4?

Justifique respuesta.

Figura 3 Figura 4
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¢Es posible que exista una
transformacion lineal que
Pregunta 3 | convierta los vectores de la —
Figura 5 en los vectores de la
Figura 6?

Justifique su respuesta.

.
Figura 5 Figura &

¢Es posible que exista una
transformacion lineal que s
Pregunta4 | convierta los vectores de la X
Figura 7 en los vectores de la | Fower’ Foue @
Figura 8?

Justifique su respuesta.

Sea F : R* 2R3 transformacion lineal definida por

Pregunta 5 F(xy,z)=(-2x-4z,-x-22,3x+ y +62)
Indique en qué forma se transforma larecta ( . X _ Y _ ,.
2 -3

Determine, si es posible, la
matriz asociada a la

transformacion lineal que 1
Pregunta 6 | cambia a la letra F, como se ? i—'_‘—l_l
muestra en la figura 9.

1

figura 9

Realizamos un andlisis a priori y uno a posteriori para cada una de las preguntas. A
continuacion el andlisis a priori de las preguntas de la tabla 3.5.

3.5.4.2 ANALISIS A PRIORI DE LAS PREGUNTAS.

La preguntas 1, 2, 3 y 4 de este cuestionario fueron extraidas de la tesis doctoral de Molina
(2006), cuya intencion original fue establecer el rol de modelos intuitivos sobre el concepto
de TL. Nos parece interesante el tipo de pregunta, pues es apropiada para describir
construcciones y mecanismos mentales asociados a la construccion del concepto TL en su
interpretacion geométrica. Las preguntas 5 y 6 fueron extraidas del libro digital sobre TL
“Aproximacion al Algebra Lineal; un Enfoque Geométrico”, de Isaacs, y Sabogal, (2009).
Ambas preguntas son incluidas con el propésito de observar la articulacion entre
interpretaciones.
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1.- ¢Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figural en los vectores de la Figura 2? Justifique su respuesta.

Figara § Figara 2

La pregunta 1 da cuenta de la primera parte descrita en nuestra DG para la interpretacion
geométrica. Para esta pregunta la respuesta es afirmativa; esto es, T es una TL.

Un estudiante en esta pregunta muestra coordinar las construcciones mentales proceso para
el concepto de base en un espacio de partida, en este caso R?, coordinando desde el plano
figural en la imagen de la figura 1 las construcciones mentales proceso de los vectores
sefialados con el concepto de base. Puesto que estos vectores son un conjunto de dos
vectores no colineales en el plano, el estudiante debe coordinar los conceptos de
colinealidad y los de dependencia lineal para asegurarse que constituyen una base para R?.

Por otra parte, las imagenes que se muestran en la figura 2, estan siendo coordinadas por la
asignacion T como construcciones mentales proceso entre los vectores de la base del
espacio de partida y las imagenes. La asignacion T debe coordinar la nocion de espacio
generado por una base, lo que garantiza que la asignacion sea una funcion, y esto determina
que existe tal TL.

2.- ¢Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figura 3 en los vectores de la Figura 4? Justifique respuesta.

T ——
F Qs J FOA -

La pregunta 2 extiende la intencion de la pregunta 1, puesto que en nuestra DG para la
interpretacion geométrica, para esta pregunta un estudiante debe coordinar las
construcciones mentales proceso para el concepto de base en un espacio o subespacio como
conjunto de partida, donde los vectores en la imagen 3 son un conjunto Id, son colineales en
el plano, por lo que el estudiante debe coordinar los conceptos de colinealidad con los de
dependencia lineal, concluyendo que no constituyen una base para el plano R?, pero si para
un subespacio de R%; en este caso se debe coordinar desde el plano figural en la imagen de
la figura 4 con las imagenes de estos vectores, las que constituyen otro conjunto Id; esto es,
son colineales. Se debe de esta forma coordinar los conceptos de funcion con la asignacion
antes descrita, para construir una funcion lineal entre subespacios vectoriales del plano real
como una construccion mental proceso.
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3.- ¢Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figura 5 en los vectores de la Figura 67 Justifique su respuesta.

La pregunta 3, al igual que la pregunta 2, da cuenta segin nuestra DG para la interpretacion
geométrica de la coordinacion entre el plano figural, los conceptos de colinealidad y
funcion.

En esta pregunta, los vectores en la imagen 5 son un conjunto Id, son colineales en el plano,
por lo que el estudiante debe coordinar los conceptos de colinealidad con los de
dependencia lineal, concluyendo que no constituyen una base para el plano R?, pero si para
un subespacio de R?. En este caso se debi6 coordinar desde el plano figural en la imagen de
la figura 5 con los conceptos antes descritos. Por otra parte, las imdgenes de estos vectores
(figura6) constituyen un conjunto li, esto es, son vectores linealmente independientes en el
espacio de llegada. Esta conclusion se debe a la coordinacién de las construcciones
mentales proceso de los conceptos de li desde la perspectiva figural qua relaciona la
dependencia lineal con la ecuacion que la describe.

Un estudiante debe pensar en la asignacion funcional de los vectores antes descritos; es
decir, los vectores colineales estarian representados por uno solo, que debiera construir un
subespacio del plano de a lo mas dimension uno, por lo que no es posible que exista una
TL.

4.- ¢Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figura 7 en los vectores de la Figura 8?7 Justifique su respuesta.

i . J_,.—"f.
- —— -+f-'# -

P Gura T Figura 8

Al igual que en las preguntas 1, 2 y 3, como parte de la interpretacion geométrica
esperamos que los estudiantes den cuenta de las siguientes coordinaciones entre el plano
figural, representado por las figura 7 en el espacio de partida y la figura 8 en el espacio de
llegada. Primeramente, en la figura 7 se muestran dos vectores no colineales que
constituyen una base del espacio vectorial R?; de esta forma, debe asignar dos vectores de
la base en uno solo como imagen. Es posible que exista una transformacion del plano en
una recta, pues lo que esta sucediendo es que los dos vectores que conforman la base del
espacio van a la misma imagen.
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5.- Sea F : R®* 2R transformacion lineal definida por
F(xY,2)=(-2x-4z,—x—22,3x+y +62)

Indique en qué forma se transforma la recta L :gz Y,

_3:

La intencion de esta pregunta es establecer la articulacion entre la interpretacion geométrica
y la interpretacion funcional, donde en apariencia se excluye el plano figural. Un estudiante
muestra una construccion proceso del concepto espacio vectorial y de subespacio vectorial,
el que coordina con el concepto de recta vectorial, la que constituye un subespacio
vectorial, pues pasa por el origen del sistema de coordenadas, lo que en el fondo proviene
de desencapsular del objeto recta vectorial el concepto de vector director como una
construccidn proceso, que debe coordinar con la TL.

Al analizar el vector director, que en este caso corresponde al vector (2,-3,1), muestra una
construccidn proceso del concepto de imagen de un vector mediante la TL; de esta forma
establece como se trasforma la imagen del vector director, es decir:

F(2,-3,1)=(-8,-4,-3), por lo que resulta una nueva recta en la direccion (-8,-4,-3).

Desde nuestra DG, la asignacion de un vector especifico que es movido por la TL
corresponde a la generalizacion del concepto combinacion lineal.

6.- Determine, si es posible, la matriz asociada a la transformacion lineal que cambia a
la letra F, como se muestra en la figura 9.

B lan

Juid B

La intencion de esta pregunta es establecer la articulacion entre la interpretacion geometrica
y la matricial para el concepto de TL.

Se espera que un estudiante coordine la representacion en el plano figural, que busque
bases del espacio vectorial R%; esto es, que muestre una construccion proceso del concepto
de vector que le permita coordinar con el concepto de base en el plano figural del espacio
de partida, y al mismo tiempo le permita reconocer en la llegada, para posteriormente
coordinar estas construcciones proceso mediante la asignacién de los vectores antes
descritos.

Una descripcion posible asignaria como bases en el dominio a los vectores que determinan
gue el ancho corresponde al eje x y el alto corresponde al eje y, lo que replicamos en la
imagen del espacio de llegada, permitiendo definir el cambio de la letra F. En la figura 11
se propone, comor ejemplo, el siguiente trabajo: se considera a la base B1={(1,0), (0,4)} del
espacio de partida R? y a los vectores B,={(4,0), (0,1)} como una base en la imagen; al
vector (1,0) le asignaremos como imagen el vector (0,1), y al vector (0,4) le asignaremos
como imagen el vector (4,0). La figura 11 da cuenta de la situacion.
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B lan

figuragi

Tras construir estas bases mediante la coordinacion vectorial antes descrita en el plano
figural, que permiti6 construir una TL, para construir la MATL el estudiante debe coordinar
el proceso de coordenizacion de las imagenes de los vectores de la base del espacio de
partida mediante el cuantificador. Se tiene asi que el vector (1,0) es transformado en el
vector (0,1); en forma analoga podemos asegurar que el vector (0,4) es transformado en el

01
:(1 Oj' Otra posibilidad es la

B,

vector (4,0), la matriz asociada a las bases es [f]Bl

construccion de la TL en forma explicita, lo que corresponde a la siguiente expresion
funcional: f (x,y)=(y,x).

3.5.6 LAS ENTREVISTAS.

Como parte final del ciclo de investigacion, se realizaron a fines del afio 2013 tres
entrevistas. Fueron invitados los estudiantes del caso que mostraron construcciones
proximas a la de objeto en sus tres interpretaciones para el concepto TL; de ellos, tres
voluntariamente participaron en esta etapa, en forma individual, con un formato de
entrevista semiestructurada, donde en base a la informacion del cuestionario el
entrevistador formuld un set de diez preguntas sobre el concepto TL, y que fue adaptado
para cada entrevista en particular, por lo que las preguntas durante el transcurso de la
entrevista cambiaron en orden y en nimero. Cada entrevista fue filmada y se transcribio el
registro de audio para su posterior analisis, el que aparece en el capitulo 5.

3.5.6.1 EL GUION DE LA ENTREVISTA.

Se disefid un guion general para realizar las entrevistas, el que se adapté en cada caso.
Decidimos comenzar con la misma pregunta para las tres entrevistas, esto es, la
interpretacion geométrica, invitando a la construccion de las otras interpretaciones. Esta
decision se tomo por cuanto en la mayoria de los estudiantes del caso, la interpretacion
geométrica no alcanzo construcciones proximas a la de objeto; en particular, dos de los tres
entrevistados no mostraron una construccién objeto en ella, por lo que incluimos un soporte
para construir esta articulacion con la interpretacion funcional.

De alli en adelante estaba claro que se debia transitar por todas las interpretaciones y poner
a prueba la evolucion del esquema mediante el uso del concepto de isomorfismo de
espacios vectoriales. Para llegar a ello, se dependi6 de las respuestas a las otras
interpretaciones, todo ello considerando lo mostrado en el cuestionario y al instante de ser
entrevistado. A continuacion las preguntas y su analisis a priori.
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3.5.6.2 EL ANALSIS A PRIORI DE LAS PREGUNTAS DE LA
ENTREVISTA.

Primera pregunta del cuestionario en la entrevista:

Considere el carrito de un tren que aparece en la figural, se deforma en la figura 2.

(0.5, 0)

Figural. Figura 2
¢Hay una transformacién lineal que relacione la imagen del carrito de la figura 1 con la
imagen de la figura 2?

Esta pregunta se relaciona con la interpretacion geométrica en forma explicita, pero su
respuesta formal requiere articular por lo menos dos interpretaciones.

A partir de la respuesta del entrevistado y considerando su desempefio en el cuestionario, es
posible determinar un camino a seguir; por ejemplo, si el estudiante encuentra la TL en
forma algebraica estaria articulando con lo funcional; si construye la matriz asociada, por
ejemplo, a la base candnica del plano, su articulacion es desde la interpretacion matricial;
por otra parte, podria realizar una asignacion de vectores, a modo del uso explicito del
teorema fundamental del algebra lineal, esto es, quedarse en la interpretacion geométrica.
En el caso de no responder, presentamos la siguiente alternativa de pregunta:

(2) Pregunta del cuestionario de la entrevista:

sea T :R? - R? definida por: T(x,y)=(X+AY,y) con BeZ, bosqueje la region
obtenida al aplicar la transformacion lineal al rectangulo dado en la figura cuando =2y

B=-3

Figura L=2

Figura L =-3
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En ella se ha de identificar elementos basales de la interpretacion geométrica que ayudarian
a construir y lograr las coordinaciones entre el plano figural y el funcional.

Posteriormente, dependiendo de la respuesta, es posible preguntar para esclarecer sus
conexiones entre lo matricial y funcional.

En relacién a lo funcional se incorporaron las siguientes preguntas:

(3) Pregunta del cuestionario de la entrevista:

Sea V=RR, espacio de las funciones reales de dominio en R. Sea la aplicacion
F:R® >V, definida por F(a,b,c)(x) =a+bcos® x+csen’x.

¢ Es una transformacion lineal?

Esta pregunta corresponde a la interpretacién funcional sin articulaciéon con ninguna otra
interpretacion; es una alternativa en caso que algin estudiante no recordara o no realizara
trabajos en esta interpretacion. Por otra parte, se usé para establecer como recordaba
después de un semestre la interpretacion funcional.

La siguiente pregunta fue incluida para esclarecer la relacion que hacen los estudiantes del
caso con la asignacion del vector nulo. Algunas de las respuestas mostraron que basta
verificar esta relacion para determinar si la funcién es una TL, lo que indicaria una
debilidad en las coordinaciones entre las construcciones mentales proceso de la imagen de
una combinacion lineal y la combinacion lineal y las imagenes. Se crea un conflicto, pues
todos los vectores tienen imagen nula; es esperable que duden sobre si es una TL.

(4) Pregunta del cuestionario de la entrevista:

Sea T:V —W funcioén definida por T(v) =0, , para todo veV
¢Es T una transformacion lineal?

Es idéntica a la pregunta anterior, pero es un poco mas especifica, pues se determina la
dimensién del endomorfismo, pudiendo ingresar una dimension calculista.
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(5)Pregunta del cuestionario de la entrevista:

Sea V un espacio vectorial de dimension cuatro y B={v,v,,v,,v,} base para V.

Sabemos que existe una unica T e L(V,V) que cumple con:
T(Vl) =V, T(Vz) :stT(Vs) =V, T(V4) = 6

¢ Cual es la trasformacion T?

Esta pregunta se uso en la entrevista de E18, que dudd en la pregunta anterior y gracias a
ésta pudo construir la respuesta. Al conocer los elementos de la base el estudiante articul6
la interpretacion funcional con la geométrica.

Bajo el mismo sustento cambiamos las imagenes por vectores no nulos, y nuevamente
afloraron dificultades con la coordinacion de la igualdad que construye la TL, preservando
la combinacion lineal.

(6) Pregunta del cuestionario de la entrevista:

Sea T:V —W transformacion lineal y dos conjuntos  A={v,v,,.v,}cV Y
B={w,w,,..w,}cW ,talque T(v,)=w, T(v,)=W,,.., T(v,)=w,

a.- Si el conjunto B es linealmente independiente, ¢debe ser el conjunto A linealmente
independiente?

b.- Si el conjunto A es linealmente independiente, ¢debe ser el conjunto B
linealmente independiente?

c.- Si B generaa W, ¢debe A generar a V?

d.- Si A generaaV, ¢debe B generar a W?

Se pens6 como una alternativa para la pregunta anterior, incorporando una dimensién mas
calculista que facilita entender los procesos inmersos y ayuda a extender los resultados; no
obstante, aqui se incluye la nocion de isomorfismo de espacios vectoriales; el propdsito no
es mirar la articulacién, sino la evolucion del esquema del concepto TL.

(7) Pregunta del cuestionario de la entrevista:

Consideremos T:R*>R* transformacién lineal, y dos conjuntos
A={(2,0),(0,0)}c R?® y B={(0,-3),(050)}c R*tal que T(2,0)=(0.50),
T(0,2)=(0,-3)
v' Si Ageneraa R’ En este caso ;B genera a R*?
v Si el conjunto A es linealmente independiente,
¢ B es linealmente independiente? ¢ Es un isomorfismo?
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La siguiente pregunta es un transito entre la interpretacion funcional y matricial; la forma
en que se entrega la TL es mediante una matriz, en que las coordenadas quedan ocultas y se
asumen como las canonicas. Esta pregunta sirvié para poner en evidencia la articulacion
entre las tres interpretaciones del concepto TL.

(8) Pregunta del cuestionario de la entrevista:

Sea T:R°>R® transformacion lineal definida por T(u)=Au, donde
cosd -sind
sind cosé

contrario a las manecillas del reloj.
a.- Demuestre que es una transformacion lineal.
b.- Determine las coordenadas de la imagen del punto P = (5,+/3) bajo la
Transformacion T. ¢Puede graficar?
C.- Si T,(u) = A’u. Como mueve la transformacion T, al vector u.

d.- Si T,(u) = A"u. Cémo mueve la transformacion T,al vector u.

] para 0=30°, T define una rotacion de 30° en el sentido

Las siguientes preguntas hacen alusion explicita a la interpretacion matricial, pues son
formuladas en términos de matrices, profundizan a través del concepto de isomorfismo de
espacios vectoriales el nivel del esquema para el concepto de TL.

(9) Pregunta del cuestionario de la entrevista:

10 1
A={(10),L1))y A=((0,1),(111)), determine si esta transformacion lineal es un

: -2
Dada la transformacion lineal F: R*> R®, definida por [F]/,: =( j donde

isomorfismo de espacios vectoriales.
En caso de ser afirmativa su respuesta, establezca el isomorfismo. Si su respuesta es
gue no existe un isomorfismo, justifique.

La pregunta anterior propone al estudiante un desafio en términos de lo que podria
recordar; por una parte, la matriz asociada es invertible, lo que implica que es biyectiva, por
lo tanto la funcién es un isomorfismo, pero la funcion esta definida desde el plano al
espacio, por lo que segun el teorema de la dimension no es un isomorfismo. Esperamos que
en la respuesta el estudiante muestre la articulacion entre las dos interpretaciones, para dar
respuesta y justificar.
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(10) Pregunta del cuestionario de la entrevista:

- 5
o [72 % 0
D . 1 !
%
donde D =((1,0,1),(1,1,0),(2,1,2))y D'=((11),(1,—1)}), determine si la transformacion
lineal F es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Dada la transformacion lineal F: R®> R?, definida por [F]

Es muy parecida a la pregunta anterior, pero invita a redefinir haciendo uso de las
herramientas del algebra general. En caso de echar mano a estos recursos, podriamos estar
en presencia de una evolucion en el esquema del concepto TL, que lo vincula al teorema de
isomorfismo para estructuras algebraicas.
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CAPITULO 4:

RESULTADOS DEL CUESTIONARIO. EVIDENCIAS
PARA LAS INTERPRETACIONES FUNCIONAL,
MATRICIAL Y GEOMETRICA DEL CONCEPTO TL.
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CAPITULO 4:
RESULTADOS DEL CUESTIONARIO. EVIDENCIAS PARA LAS
INTERPRETACIONES FUNCIONAL, MATRICIAL Y
GEOMETRICADEL CONCEPTO TL.

En este capitulo presentamos analisis, datos y primeras evidencias provenientes de la
aplicacion del ciclo de investigacion dispuesto en la teoria APOE.

4.1 ANALISIS A POSTERIORI DE Y LAS EVIDENCIAS EMPIRICAS POR
INTERPRETACION.

Presentaremos a continuacion un analisis detallado de las respuestas de los estudiantes del
caso a las preguntas del cuestionario. Dicho analisis se realizd considerando las DG
propuestas en el capitulo anterior, apartado 3.4. Se presentan los analisis por interpretacion
del concepto TL, esto es, funcional, matricial y geométrica. Hemos de decir que esto no
representa el orden en que cada estudiante respondio al cuestionario.

4.1.1 INTERPRETACION FUNCIONAL.
A continuacién presentamos los resultados obtenidos del anélisis de los datos, o analisis a
posteriori de los estudiantes del caso en la interpretacién funcional del concepto TL.

Estudiante E1
En la pregunta 1 del cuestionario, calcula

las imagenes de los vectores, obteniendo (x,5)- x+yi

el resultado que muestra la figura 4.1.

A la luz de la DG, E1 muestra una Sivall o)
construccion mental accion del concepto (‘.0)4 (o .
imagen del vector, pues realiza los » 1
calculos sin hacer distincion de las

funciones entregadas. Dado que no ha Figura 4.1. Respuestas de E1
construido el concepto de funcion como ala pregunta 1.1.

un proceso, no lo puede, aparentemente,
coordinar con el proceso de combinacion

lineal.

En la pregunta 2, E1 responde si son TL Sies TL.
verificando la propiedad de que la (g0\>> o
imagen del neutro del espacio vectorial «(xy) =

de partida es el neutro del espacio de éx,.(,);, oot ey

llegada. En su produccion no hace
precision sobre las operaciones o la
estructura algebraica de los espacios
vectoria_ll_es; ademas, en la f_igura 4.2 deja o g gl 2
de manifiesto su duda referida a lo que es P']!Sw:,m

una TL. Desde la teoria APOE muestra

una construcciéon proceso de los

conceptos calculos de imagenes de Figura 4.2. Respuesta de E1 a la pregunta 2
vectores especificos, el cual coordina con

'GIC'SG Wonde 9
& ﬁﬁ'uwgﬂ i
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la propiedad el proceso relacionado con
la invariancia del cero en espacios
vectoriales reales.

a6
En la pregunta 3, E1 repite el Jm"ﬂ"‘ “"bfulz.l\ e (e ,1]-’
procedimiento del calculo de iméagenes, (e" l)
mostrando una construccion proceso

sobre el concepto de calculo de imagenes ]m ™ vy A1
que no coordina con el proceso de " 1“0'0*3(".'?3"“‘!0,“

combinacion lineal que una TL debe (10,0)4 (o'Q'O\“an
preservar. flo, 0)4 (0.0
W g :
Sunay S o “
h‘m : y e an E‘ o
TS 0 g

Figura 4.3. Respuesta y comentarios de E1 a la
pregunta3.

azu,n =(-59)
E1 muestra una construccion accién del [y ("-"545,27

concepto TL, pues no logra coordinar los SRR _
procesos de funcion y de combinacion fodlnie se gwu){(x,q).-(_s,' )
lineal, para la construccion del proceso 1 0)8ay)=(-5¢ %)
de TL requerido en la respuesta. En la pero me :‘mi
figura se muestra el comentario de E1. gides

Mo 4 cunfao mm«%~ umw-omq
Posible :

Figura 4.4. Respuesta de E1.
E1 presenta una posible dificulatad con la interpretacion geométrica.

En la pregunta 5, en la figura 4.5, E1 r0slarimpieniadeg

muestra dudas sobre la imagen del cero, : S,
por lo que pone en duda qSe la funcion i el it gt ' Res s s v
Dara estos espacios vectoriales reales, PP,

entregada sea una TL. Muestra una
construccion accion del concepto TL, pues d ww;
no coordina los procesos de combinacion ({\l '
lineal para un espacio vectorial no real y u‘
de funcién ¢ fﬂ H 0?

Figura 4.5. E1 muestra sus dudas en el escrito para
la preguntad

En términos generales, E1 ha mostrado en el desarrollo del cuestionario una construccion
mental accion del concepto de TL en su interpretacion funcional, coordina las
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construcciones proceso de los conceptos imagenes de vectores y los relativos a alguna
propiedad como la del cero vector, pero no le es posible coordinar la combinacion lineal
como construccion mental proceso con el proceso de funcion para la construccion de una
TL. Por otra parte, mostrd6 que posiblemente posea una dificultad para construir la
interpretacion geométrica, lo que le impediria articular las distintas interpretaciones.

Estudiante E2
En la pregunta 1, E2 realiza los célculos

de las imagenes pedidas en los ejercicios, 4[}7 il (‘ N)

i et w7
como se muestra en la figura 4.6 L / A
A la luz de la DG, E2 muestra una /7

construccion mental accion del concepto

imagen de vectores. Figura 4.6. Respuesta de E2 a la pregunta 1.3.

E2 escribe que no recuerda las = e L5 Laa
propiedades que definen a una TL, por lo 9 Rl
gue no responde a la pregunta 2. ot e

o by ) MO ES G
> J MecvLmo

Figura 4.7. Escrito de E2 a la pregunta
E2 en su respuesta a la pregunta 2 presenta una dificultad mayor: no recordar la
definicion; podria pensarse que posee una construccion accion del concepto TL en su
interpretacion funcional.

E2, en la pregunta 3, realiza acciones
sobre el vector calculando la imagen;

ey 3 a4 PRV YAt
P ) VA A hass s P T
JA # ) . f s

asume la igualdad pues no coordina los ) R R
a ., . Gand AA 1 Eln [ &) L dtoe r,nJﬂ_rv-u( oo
procesos de combinacién lineal y de 7 ) .
funcion. Pl ol e G DR
En la figura 4.8 se muestra su escrito. R bmt Gmdwie 4 R
fﬁé'_;,.nm/r pn e doelsy ol emec foey o AES

/.-’ /

Figura 4.8. Argumentos de E2.

En las preguntas 4 y 5 del cuestionario, DRl N i
E2, como se muestra en la figura 4.9, _f/LOJ Pl 2 /J’Mb_é""

declara no recordar como se realiza el e i :
ejercicio. O feppandZ (A pneginen

Figura 4.9. Respuesta de E2.

A partir de las respuestas y los argumentos mostrados por E2 en la totalidad del
cuestionario, podemos establecer desde la DG que E2 muestra una construccion accion del
calculo de imagenes de vectores por lo que no puede hacer las coordinaciones de procesos
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necesarias para la construccion de un proceso para la TL. Sobre el concepto TL, en su
interpretacion funcional ha mostrado poseer una construccion preaccion.

Estudiante E3

E3 calcula las imagenes de los
vectores solicitadas.

A luz de la DG, E3 muestra una
construccion mental accién  del
concepto imagen de un vector.

E3 no responde a la pregunta 2.

E3 en esta pregunta asume que es
una TL, mostrando una construccion
proceso de concepto TL, como se
muestra en la figura 4.11; realiza
calculos que segun su procedimiento
aseguran la respuesta; en estos
calculos se aprecia la coordinacién de
las  construcciones proceso de
combinacion lineal y funcion.

La pregunta 4 es la primera
aproximacion a la articulacién con la
interpretacion geomeétrica, y ES3,
como se muestra en la figura 4.12,
asigna vectores en vectores; asegura
que si existe, pero no la construye.

Desde APOE, podemos suponer que
no logra coordinar las construcciones
mentales proceso del concepto base
de un espacio vectorial con el de
imagen de los vectores de la base
mediante una asignacion funcional.
Para la DG de la interpretacion
funcional diremos que no coordina
los procesos de funcién con los de
linealidad.

IX+d > '(i/ 21 'ﬁ)‘

?’“ﬁ’\?en o= ("{; 9,3 '{)

Figura 4.10. Respuesta de E3 a la pregunta 1.2.

{QQO}"{@’{‘O};’{QOI()} b 54""—’ lonsn (g
c!efTZ-sf .'.i-ez;?., ‘.Vveﬁ?j ,

V= ot(4,6,0) FA(E40) ﬁdﬂ/@o’f)
lows .- G” 2:‘() € r?ZS,‘u’z,-r»...u St

6122’;): 0((.4’,5’,0){&3{"0,{&‘)1—&/’(0,@4)
boepo pore g eyl ocrm b,
0?»—,;,},.( ol BT v A=f
G en gy
(A2,1)= 4(54.0) t8 2(94,0) +d(g0,1)

B
Ve- bod

Figura 4.11. Respuesta de E3 a la pregunta 3.

ero,

2 p:
Nl
(44) A (53)
(44) 2 2

S-( Se P"fé( d(‘_"ltt’/m.'n?rf H'Jé.u{a [1, ‘Jlr.s.rJ;\/m ,;_‘"1’ d‘/}&l('

Figura 4.12. Respuesta de E3 a la pregunta 4.

Para finalizar, E3 no responde la pregunta 5. Las evidencias aportadas por E3 no son
muchas en esta interpretacion. Sus respuestas a este cuestionario dan cuenta de que posee
una construccion mental proceso del concepto de TL en su interpretacion funcional.
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Estudiante E4

En la pregunta 1 calcula las
imagenes de los vectores.

A luz de la DG, E4 muestra una
construccion mental accion del
concepto imagen de un vector.

En la pregunta 2, E4 presenta
diferentes argumentos, como se
aprecia en la figura 4.13. En el
ejercicio 2.1 coordina el proceso de
funciéon con el de linealidad
mediante la igualdad,. Por otra
parte de las preguntas 2.2 a la 2.4
se observa que coordina el proceso
del concepto funcion con el de
combinacion lineal, al verificar si
una funcién no cumple con llevar
el neutro del dominio en el neutro
del recorrido.

E4 responde a la pregunta 3 de
acuerdo a lo que se muestra en la
figura 4.14.

Desde la DG, podemos decir que
E4 muestra una construccion
mental proceso del concepto TL.

En la pregunta 4, E4 calcula la
imagen del vector (1,2) lo escribe
como una combinacion lineal de
los vectores dados, mostrando que
coordina el proceso de
combinacién lineal con el de
funcién, entendiendo que es la
propiedad que define a la TL en
cualquiera de sus interpretaciones.

El estudiante E4 aplica la
definicién correctamente en la
pregunta, y podemos sugerir desde
APOE que muestra  una

by £ o, - (40) -

Figura 4.12. Respuesta a 1.4 de E4.

P-4 ,Pﬂ,(".,}-'t\,l € \/11\1 y oe K
) _ ! \
{ (-"f h’-.,)fﬂ'r{‘.ﬁ,‘.é\) 5 cf\-,}-“m,ﬂ’.\;\ AN ﬁ(b{'.\f._i-‘f.,_,-xjfzi-\'

O+ )i s ) s ehe) x{fXJM A

Figura 4.13. Produccion de E4 Respuesta a 2.1.

VDb

- ;\MRL
N yaaw” 100 4261004 ((004) .
= -:'f'll, 0.e) 4 (0,2 0% £ (0,0.0)

/[‘?LJH

_}’&m;e %’ A Fla\wl'a'—\ ak.--"/m\(\\m (o vusywe M}m

Figura 4.13. Calculos del estudiante E4.

{0 . LANAGA) = LoD v £ - 9 +(52) - ©9)
(o). (49 /%
i{[l‘{-l\ _‘%(\‘9\ —a&JWGmLA-Lg{TL
r" A f\';.s./a\,
f2) = (G < (on)- €O ¢ DRSO TANES 1)
Figura 4.15. Escrito del estudiante E4.
Sta XYe r/_‘ y we
]
-/ N (7{’{ 4'\;) = () - fa(y) - ‘?"nl':.-‘fﬂ-' 'fl!'-'\".ll‘;'pl = ol n':'.l"';jl:\- !-"-.1"'_'}”:

= ?un{,k] ¥ [;n(‘j]
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construccion del concepto TL en su I [ ‘ st
interpretacion ~ funcional como Lt 6’?;.1%0\ WCvwedn & b s 1.L

objeto. Figura 4.16. Respuesta de E4.

A partir de los argumentos mostrados por E4 en la totalidad del cuestionario, podemos
decir que los elementos dispuestos en la DG dan cuenta de su construccion cercana a la
construccién mental objeto del concepto TL en su interpretacion funcional.

Estudiante E5

En la pregunta 1, E5 realiza el

calculo de la imagen del vector para _7C(o/ 61)—> (ea‘”j‘o
cada ejercicio. Una interpretacion /
sobre sus construcciones mentales

indicaria una construccién accién g ( 1) ’f_)
del concepto imagen de un vector.

Figura 4.17. Respuesta a 1.4del estudiante E5.

En la pregunta 2, E5 aplica la
propiedad de linealidad como
mecanica de resolucion, muestra una o« Tix) “"'4/(‘3/) = [lain®, oz—olanz)mﬂ_/MY/ Mwy}
construccion mental proceso de la

propiedad de linealidad, la que no es o

coordinada con el proceso de ’( e L | = (L coyrn g
funcién, por lo que no logra dar //cl

cuenta de que algunas de estas AN

funciones no son TL. Un ejemplo de ,c[@y}o/cj ”L//gw/ 7o recverdlo s
ello es su respuesta al ejercicio 2.3 es

Icgo )
Z G2 me%y“;CQS heces ayios

Figura 4.18. Respuesta a 2.3 del estudiante E5.

E5, en la pregunta 3, a diferencia de _ _
lo que pasé en la pregunta anterior, N i AL et

coordina las construcciones > b . Sfoo expreem
Ao
mentales proceso de los conceptos AR

de combinacion lineal y funcion, /0 4 W Phaly e Sl Tt
para construir un proceso del TL que A
le permite establecer que la funcion iR

£ \ T8 _-:-: —
dada no es una TL. T21,90) =@59) | A prme LT,
Vg
0.2,0) ~|’f<‘_’3 o) | a@vq,/a_
| /! 3
/J@/f/]:t;_&/ || (e™te a’):.'/ﬁfg‘rel {

Figura 4.19. Escrito del estudiante E5.
En la pregunta 4, E5 no responde.
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En la pregunta 5, E5 da evidencias G Catr Lo (8) = Enlasy)

i6 | T e a0 o ; o e ane
de que su construccion mental para . =7 L poypinlor 4 e
el concepto de TL es proceso; %

conoce la propiedad de linealidad y A A
la aplica con claridad con una &4 ’
-z WS sen & v ra
operacion que no es la usual. e S L 3 i i
S ST = o £
t,-a'l_,/{'ﬂ/a < il P En Sas Son
=L Sia ;

| -
-+
- rna 7f 8 J - x o
(=8 n [t ASTre S ? ]

Figura 4.20. Escrito del estudiante E5
E5 muestra en sus respuestas que posee una construccion proceso del concepto TL en su
interpretacion funcional.

Estudiante E6

En la pregunta 1, realiza los calculos ‘EM & jm“o) o
de las imagenes de los vectores; una

interpretacion prematura sobre sus Respuesta a 1.1
construcciones mentales indicaria (00,8 — (€7, 1)

una construccion  proceso  del (0008 — (e, 4)
concepto imagen de wun vector (0.0 —(4,1)
mediante una funcion. Respuesta a 1.4

Figura 4.21. Escrito del estudiante E6
No responde a la pregunta 2.

En la pregunta 3, E6 en su respuesta

. S i R T i
muestra que no coordina el proceso %y pengas o Mduedo. fonms weite sl L b
de combinacion lineal con el de
funcién. Pensamos que muestra una
construccién accion del concepto TL
en su interpretacion funcional

ofmn coorthita., qua hon (40,0) (0,4,0) 4 (0,04),
Figura 4.22. Escrito del estudiante E6

E6 en su respuesta a la pregunta 4, £Ca,L) - (513)

muestra coordinar el proceso de =+ -5(4,0) « 3(0. %)
combinacion lineal con el de funcion S g,fl‘g e
definida sobre un espacio vectorial (Xey) = DS I
de plano, al que es posible asignar (x,9) = (@) +Co (W)
una base, procesos que coordina para Oy g (aim, a2
encontrar la imagen de un vector ;Z‘Z4b

mediante la TL; posiblemente posea
una construccion mental proceso del
concepto de imagen de un vector
mediante la TL. Por otra parte, todo
este trabajo de construccion explicita
de una TL que cumpla la condicion y
le permita encontrar la imagen del
vector (1,2), reafirma que evidencia
una construccién mental proceso. Ha
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elegido un camino correcto pero

innecesario.

En la pregunta 5 E6 no responde.

P = AN 2 e /T

7T(xY) = %_J(m)»r Yx(52)
st s;,@.,yj (B 2)

TCx,Y) 'ﬁ\'é‘l‘g-@‘h \&‘,{1)

) \
TC’{‘Z) zkﬂﬁl—:}o—-—é ) 12_“_'.5-}) = LO}' 5_/?_4/1

Figura 4.23. Escrito del estudiante E6

Como se muestra en el desarrollo del cuestionario en su interpretacion funcional, E6 da
evidencias de tener una construccion mental proceso para el concepto de TL en su

interpretacion funcional.

Estudiante E7

E7 responde a la pregunta 1
realizando los calculos de las
imagenes de los vectores; una
interpretacion prematura sobre
sus construcciones mentales
indicaria  una  construccion
accion del concepto imagen de
un vector mediante una funcion.

En la pregunta 2, E7, como
muestra la figura 4.25, realiza
algunos calculos mostrando
evidencias de recordar parte de
la propiedad de aditividad en la
respuesta 1.1. En los otros
gjercicios hace alusion a la
dimension para determinar si
son TL. No concluye.

Desde la DG E7 muestra una
construccion acciondel concepto
TL en su interpretacion
funcional, pues no coordina los
conceptos de funcion con el de
combinacion lineal.

-{(f.a)—-) 140, ’G"")éﬁ Hg} — ff)‘) ) eai

Respuesta a 1.1 Respuesta a 1.2

Figura 4.24. Escrito del estudiante E7.

T+ <=
L' Qe -f-(b&cf}:

@+bi)+ Cese
T( )+ Tcov)

Respuesta a 1.1

(i‘m mf. - 'r
d'm Rz’z,

}J Wew\aql" no Cvoo

Que s oé 1L ddbido
c' '}‘M&éc lu A‘\mwm
Respuesta a 1.3

Figura 4.25. Escrito del estudiante E7.

E7 no responde las preguntas 3, 4 y 5 del cuestionario en su interpretacion funcional. No
hay informacion sobre construcciones ni mecanismos mentales puestos en juego por el
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estudiante. Podemos decir que muestra en su trabajo una construccion accion del concepto
TL.

Estudiante E8

En la pregunta 1, E8, como muestra

la figura 4.26, realiza el calculo de 7 \

la imagen del vector, identificando A4 g “? (|, O p?) ] l J

la imagen por medio de la

asignacion de wuna flecha. Una

interpretacion sobre sus

construcciones mentales indicaria Figura 4.26. Respuesta a 1.2 del estudiante E8
una  construccién  accion  del

concepto imagen de un vector.

En la pregunta 2, E8, como se
muestra en la figura, responde sin

justificar.  Sus  respuestas  son ‘1 A B el e

- e A4 iR Gen  \ioal
correctas, es aventurado conjeturar mo 85 '.\awjl«\w'.u i
de aqui el tipo de construccion Figura 4.27. Escrito del estudiante E8
mental que muestra, pero podria ser
proceso para el concepto TL en su
interpretacion funcional.
E8 en la pregunta 3 escribe que la
imagen no es igual. No justifica su | ST LRI e
respuesta, que es correcta, por lo o o SO 4 imagen esda en R?
que no es posible establecer con Lep, @ (mogen abl veclor (i,2,))
claridad algun tipo de construccion Mo pueds ser 1 (1, 0,0)+2(0,1,0)+il0p,

mental puesta en juego.

Figura 4.28. Escrito del estudiante E8
En la pregunta 4, E8 muestra que su -
concepcion de TL estd asociadaala | i e _
de una funcién lineal. No logra dar  —' « == 40X/ Y= aXx-¥ +b
respL_Jesta a la pregunta. _AqL_u’ se 3 ¥=aX+ =
requiere mostrar las coordinaciones
en forma explicita en la
construccion de la respuesta.

e M avepuLola ©3 ALLLRIIVE CAICUIE su valo

Figura 4.29. Escrito del estudiante E8

E8 no da respuesta a la pregunta 5.

E8, en terminos generales podria mostrar una construccion mental proceso del concepto TL
en su interpretacion funcional.

Estudiante E9
En la pregunta 1, E9 entrgga una respuesta 5('1,0): &G = A
adecuada, calcula la imagen de los

. . Respuesta a 1.1
vectores por medio de las funciones. P
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(Figura 4.30).

Desde APOE sustentamos que E9 muestra
una construccion accién del concepto
imagen de un vector.

E9 no responde la pregunta 2.

En la pregunta 3, E9 responde a la
pregunta mostrando una construccion
accion del concepto TL, pues no ha
construido, al pareces los procesos del
concepto funcién y de combinacion lineal.

En la pregunta 4, E9 relata que segun
teorema existe una TL, como consta en
figura 4.32, y procede verificando que los
vectores del dominio configuran una base
para el espacio vectorial de partida.

Desde la DG, podemos decir que E9
muestra una construccién proceso del
concepto de TL, pues recuerda que se puede
y cudl es el mecanismo, pero no organiza la
informacion.

E9 prueba que es una TL, como se muestra
en la figura 4.33, por lo que podemos decir
que coordina los procesos de combinacion
lineal y de funcion, mediante la igualdad de
imagenes. Posee Muestra una construccion
proceso del concepto TL.

L e (e
E !»J/ [ '\U.f ]
Respuesta a 1.3

Figura 4.30. Respuesta que realiza E9.

_f&: f"“e’guima Soh -";“f"‘)’-')'

Figura 4.31. Respuesta de E9.

AL [/ f Se gt ¢

f | f I | _.'.’. ‘/r [ I'
b Ty funkiwudy) W Syt Inay

Bl }4 /
wy  TH@® KDy e (B o

L W
,I:‘. ; ~ { ’r‘r"ﬁ,.ﬂ |I¢?'

A
|0 /

Figura 4.32. Respuesta que realiza E13.

x

ll..ﬁ (_--r' P s o
L 1= e (sl

i s I
Traes Tarmacten (ingal

Figura 4.33. Respuesta que realiza E9.

E9 en el desarrollo del cuestionario muestra una construccion proceso del concepto TL en

su interpretacion funcional.

Estudiante E10

E10, en la pregunta 1, calcula las
imagenes de los vectores especificos
solicitadas, como se muestra en la
figura 4.34. Da evidencias escritas de
una construccion mental accion del
concepto imagen de un vector

£ 016) "')g Le-mm ,' 5‘\
=(f.°, \\ = ("\ 1\
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especifico, a pesar de escribir la
imagen como f(x).

En la pregunta 2, E10 escribe las
propiedades que debe corroborar para
qgue una funcion sea una TL,
omitiendo la verificacion de que la
relacion sea funcion. A luz de la DG,
podemos decir que E10 muestra una
construccion proceso del concepto
TL.

E10 responde a la pregunta (figura
4.36), verifica que el vector se escribe
como combinacion lineal, omite
corroborar que la funcion sea una TL.
Un analisis desde la DG permite
suponer que E10 muestra una
construccion  mental accion  del
concepto TL.

E10 no responde a la pregunta 4.

En la pregunta 5, E10 escribe que no
es una TL; el procedimiento muestra
gue para este estudiante el concepto
funcién asimila al de TL.

Figura 4.34. Repuesta 1.4 que realiza el E10.

K fon 1L Goglon WS CoTn
Props edad
A TERN =T
2) T(ed=0o
) TCep =T 0 FTC)
D TG)= T&*,t3))- oL X+ LT
DT0,0)= 0400 < 0w G pleot,
D Tlry) = Ty B e e |+ % isy, i
S REXL# g el
N -T(ﬁ ¥ T{ I.\
Respuestaa 1.1

Figura 4.35. Respuesta a 1.1 realizada porl E10.

£ Rl

G (1,2,1) 2\(4,00)+2(011 0)+1(0;5,1)

T Wimmow Pebtem ke s NisH
\t i you ¥ Ditno vecky %

Figura 4.36. Respuesta que realiza el E10.

T e D fleas e e L)

1T (ra) = INCYER'S _Qw(oq -

S So RN
Figura 4.37. Respuesta que realiza E10.

E10 evidencia poseer una concepcion accion del concepto TL en el calculo de imagenes de
vectores, como en el concepto de TL en su interpretacion funcional.

Estudiante E11

E11 calcula las iméagenes de los
vectores, como se muestra la figura
4.38.

A la luz de la DG, E11, muestra una
construccion  mental accion  del
concepto imagen de un vector.

En la pregunta 2, se ha elegido como
evidencia de que posee una
construccion  mental proceso la
respuesta a 2.1, pues en ella coordina
los procesos de combinacion lineal y

FUV) = [10) — [T

Figura 4.38. Respuesta a 1.1 que realiza E11.

1(8+) - Ta) ¥ T T (ak’l’k) = kil .
o). k) O = Kl

aK + bk,\ '
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de funcion.

Por otra parte, usa la imagen del cero
para probar que no es una TL; esto es,
desde APOE, es capaz de coordinar el
proceso asociado con la imagen de un
vector especifico al proceso asociado
al elemento neutro, cero para mostrar
gue su imagen no es el neutro en el
espacio de llegada.

E1l, en la pregunta 3, muestra una
construccién accion del concepto TL,
pues no muestra haber construido los
procesos necesarios para coordinar las
construcciones mentales proceso del
concepto de funcion y de combinacion
lineal.

E11 no responde a las preguntas 5y 6.

SIS
Figura 4.39. Respuesta dada por E11a 2.1

/ (#0,0) « (0,20

.F{ﬁl?.“!‘) = _1:,(!“2:4) ('/ ({IYJI) P
VA

Si =4 WM, fistro yue son
oL\ smo puntd -
Figura 4.40. Respuesta que realiza E11.

Sobre lo que esta registrado, podemos decir que posee una construccion mental accion de
los conceptos de funcion y el concepto de combinacion lineal, lo que no alcanza para
construir el concepto de TL en su interpretacion funcional.

Estudiante E12

E12 responde a la pregunta 1 del
cuestionario como se muestra en la
figura 4.41.

A la luz de la DG E12, muestra una
construcciéon mental accion  del
concepto coordenada de la imagen
del vector, puesto que no coordina los
procesos de funcion 'y de
combinacion lineal.

En la pregunta 2 del cuestionario,
E12 da cuenta de la construccion de
acciones para algunos conceptos
necesarios para la construccion de
una TL; éstos son base, generado,
suma y multiplicacion por escalar.
Estas  concepciones no  estan
interiorizadas, por lo que no pueden
coordinarse, son una lista que podria
estar dando cuenta de la
mecanizacién del trabajo en algunos

L 75 iond

Figura 4.41. Respuesta que realiza E12.
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conceptos para el algebra lineal.

A la luz de la DG, E12 muestra una
construccion mental accion para el
concepto TL en su interpretacion
funcional.

E12, como se muestra en la figura 4.4
3, al dar respuesta a la pregunta 3,
muestra una construccion accion del
concepto de funcion y el de
combinacidn lineal.

E12 no responde las preguntas 4 y 5.

Figura 4.42. Explicacion escrita por E12.

i‘: e J1(4,0,0) + 2.00,4.0) s 4 (op, at
acpraans ol veden (4,2,4)

1{4,0,0) + 2L 0,{,0) + 4{0 0, .4)
U 0,0 I leaT oy e o,4)

L (I 2,,{)
Figura 4.43. Célculos de E12.

E12 muestra una construccion preaccion del concepto TL en su interpretacion funcional.

Estudiante E13

En la pregunta 1, E13 responde
calculando la imagen del vector,
como se muestra en la figura.

En su escrito da las primeras
evidencias de  poseer  una
construccion proceso del concepto
imagen de un vector, pues coordina
los procesos de funcion 'y
combinacion lineal.

E13 busca la imagen de vectores
especificos como el elemento
neutro, para verificar si se cumple
gue su imagen es el neutro del
espacio de llegada. Desde APOE
podemos decir que coordina los
procesos de imagen de un vector y
defuncion en el de TL, al
considerar que para ser una TL
debe llevar neutro en neutro.

Ademas, coordina los procesos de
imagen de un conjunto linealmente
independiente y de dominio de una

T =004), K
i C W
1LJ,M%WW z
AT
S e
wo Cortpom 3 dom © ) i /
| W ﬁiﬁ 2 o

Figura 4.44. Respuesta que realiza el E13.

—2 Jﬁ::—nox al O._
e e

€'l dom. @ L PRES sen e L.ow.-\(?gkj‘\h

(0,0) — {D—\- o)
4 ._—po Q‘_,.(_U_Lt.gl_xr 2o ealla

(1,0);(9,) — (Y, 0)+ (O, 1)

= Ymoudlesone i Vmew O

Figura4.45. Respuesta dada por E13.

78



<t

funcion. E13  muestra  una wedo (12,1 7 111,0,0)+4(0 ;LI (0,01

. : ) i ;
construccién proceso del concepto (Pl e b (st W%‘mmmﬁ

de TL. L.J«l,g&j d im 'l,—fqgJL combita, da K,P’" V““‘ a

i arghe L 3
maget) D fguole

a2l P
N

AUANSIIE i T

Figura 4.46. Respuesta que realiza el E13.

En la pregunta 3 E13, presenta una

serie de calculos, en los que

muestra que no ha coordinado el

proceso de de TL con el de

combinacion lineal, por lo que

muestra una construccion mental

accion de TL.

No responde a las preguntas 4y 5.

E13 en sus respuestas al cuestionario completo muestra una construccion accion, en la que
el concepto de funcion prevalece por sobre el concepto de combinacion lineal.

Estudiante E14

E14, en la pregunta 1, calcula las

imagenes de los vectores (figura 4.47).

Interpretando desde la DG, podemos f(VJ - (‘:q' 3/0

decir que E14 posee una construccién

accion del concepto imagen de un Figura 4.47. Respuesta que realiza E14.
vector.

E14 no responde la pregunta 2.

En la pregunta 3, E14 realiza el calculo
de imagen de un vector y después

escribe el mismo vector como ;{

combinacién lineal de la base candnica, "4l 20,0 3100,) = P 12,0
(figura 4.48); ha construido el concepto

de TL accion. Figura 4.48. Respuesta de E14.

E14 no responde a las preguntas 4 y 5.

El analisis de E14, da cuenta de que el estudiante no puede construir el concepto de TL en
su interpretacion funcional, puesto que no ha coordinado los procesos de funcion y espacio
vectorial mediante la combinacion lineal.

Estudiante E15

E15 responde a la pregunta como

se muestra en la figura 4.49. - (ie)= ({0
Muestra una construccion mental F (1) ch') (4 J

NoTe g
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accion del concepto de imagen de
un vector especifico.

Figura 4.49. Respuesta que realiza E15al.1

E15 escribe la propiedad que

define a una TL y desarrolla las (Do AR P e

respuestas a los ejercicios haciendo e /

uso de ella. Figura 4.50. e N
1’U { {'Jl + [r'Ila_ {y "}J T R )
il . L) [b_; = (g 5 1

- 1
).},"‘Id\"lv}.'f J

Muestra una construccion proceso  ~ €(0%°] Vs
del  concepto TL en su ) (ef0) RCAGRT )
interpretacion funcional, coordina 29 (4,0 Z=

las  construcciones  mentales " .
proceso de los  conceptos S s oy e )L

combinacion lineal con el de

funcién mediante la igualdad.
Figura 4.50. Respuesta de E15

E15 responde a la pregunta 3 L et A o) (0 'fJ
argumentando que son iguales, sin /f._avuyaﬁvuc-.y4-, o {({0,6]+2(c )Y
reconocer que la funcion no es una G L0 rstrrs wzd, WA ,vaww
TL, por lo que sus iméagenes no se G {;rm) Ay /

Ei:')l AINEE ) _‘)J‘\-_;w,’ Cb"'K-HLL,L{.L
preservan. Desde nuestra DG : 0 A

podemos decir que no coordina los
procesos involucrados en la
construccion del proceso de TL.
E15 no responde a la pregunta 4.

[ .
/v/S > MUypos

Figura 4.56. Respuesta que realiza el E15

E15 en la pregunta 5 realiza la e adel o relf

demostracion de que la funcion Moy R Ll RN NN

con esas operaciones es una TL, i WS 1 e b
como muestra la figura 4.57. b1(ra+d) = bn (3%6) 2 Lo @)+ 4, (8) = v by(a) + 4,
A laluz de la DG, es una prueba de SRR A SR

que posee una construccion mental R T ety

proceso. Poop oy Gl

Figura 4.57. Respuesta que realiza el E15

E15 muestra en sus respuestas al cuestionario una construccion mental proceso, pues
coordina las construcciones mentales correspondientes a los conceptos de funcion y espacio
vectorial por medio de la combinacion lineal que se establece en la igualdad de las
imagenes.

Estudiante E16
E16, como se ve en la figura 4.58, ( O)
(

L f
muestra una construccion accion del (+0-4=1 x>— (‘{,035,-{)
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concepto imagen de un vector.

En la pregunta 2, E16 escribe algunas
propiedades relacionadas a las TL;
desde la DG podemos decir que no esta
coordinando los procesos necesarios
para la construccién proceso de TL.

No obstante, puede determinar si una
funcién no es TL, argumentando que la
imagen del cero vector no es el cero
vector del espacio de llegada.

Podemos interpretar que el estudiante
posee una construccién accion del
concepto TL en su interpretacion
funcional. En la figura 4.59 se muestra
parte de la produccion del estudiante.

El estudiante E16 al responder la
pegunta 3 muestra una construccion
mental accion del concepto TL, puesto
gque no coordina el proceso de
combinacion lineal con el de funcion.

E16 escribe que no recuerda el
procedimiento, pero asigna a cada
vector su imagen y reescribe el vector
(1,2) como combinacién lineal de la
base candnica, aplica la TL, sin conocer
las imagenes de los vectores de esta
base. Por el trabajo realizado muestra
una construccion mental proceso del
concepto TL.

No responde a la pregunta 5.

Figura 4.58. Respuestade E16a1.1y 1.2

{K._T)-s‘ I+

5‘; % %r&ui.';afm’f/né"‘ /['LHEk{k 114 Q&ée %Ftr

i800) =040 M

«(era a(xf de\u fuwnr, peco W
)24 K0

— e

ulF
T..’r
AN

Figura 4.59. Respuesta de E16 a 11

?\' S éfus{{*j;j Hmﬁ {llg,0)42(s,l0) H(O,0() » /I’e‘l

deseomposican dyl vecyr U/14) tu Su bake

Cauﬁ@’(&f 0 deut Nz 9{ mifmo vector,
Figura 4.60. Respuesta de E16

. - msmasna s LEILVUIT SU VAIOT,
S¢ ‘fy"‘“ €5 90564’; pece no rewerol bigw
e 2oty Wo mm’%ﬂ S g Se izl .

LU0 (-%,>) (-55)=S(1,9) +> (2,¢)
L =(5,2) (5,2)=5CL0) +2Ca, 1)
—'i-"::"lrt) “(1,7)

(tA)= ((L,o) + ¢ (0, 1) /.E

CCL) = 1#(5,3}4— lf(c,{] = (_r}-.)]

Figura 4.61. Respuesta de E16

ecerd

E16 evidencia que posee una construccion mental proceso del concepto TL en su

interpretacion funcional.

Estudiante E17

E17 responde la pregunta 1, como
muestra la figura 4.62, realizando el
calculo de la imagen del vector. Desde
la DG muestra una construccion accion
del concepto imagen de un vector.

k{lo} = L+ Q¢

Figura 4.62. Respuesta que realiza E17
en la preguntal.l
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E17 responde a la pregunta 2

L raIul LIGal.

escribiendo las propiedades que definen T (re) = T
al concepto; para el primer ejercicio se kL dl e

Ve e e CedN+T[7
da dos vectores generales y procede a )
comprobar las propiedades que registra )
en el inicio del escrito. Para argumentar e x = Q &)
que una funcién no es una TL alude en ¥ T ()
el ejercicio que la funcién entregada no ud :
cumple la propiedad que describe como THLATES Ay LU Ao Gty
T(kv)=kT(v), donde k es un escalar — - o e _

) L LS >  de) ) - -{(x ’t’LbLj
ndmero real- y v es un vector —
polinomio— con la suma. Desde la DG R
h X o =

podemos decir que estd coordinando,
mediante la igualdad los procesos
involucrados en la construccion del
proceso de TL. Podemos interpretar que
el estudiante posee una construccion
proceso del concepto TL (Figura 4.63).

Figura 4.63. Respuesta de E17

E17 escribe al vector (1,2,_1) como

combinacion lineal de la base canonica, AXx By~ -5 W Tor o U AT
lo que es siempre posible, y desde este Sl el e o o :
argumento sostiene que estas imagenes Ty i DS o e S
seran las mismas. Muestra una e L
construccion ~ mental  accion  del T )

concepto TL, puesto que no ha £* "5«
interiorizado los  procesos  de
combinacidn lineal y de funcion.
E17 encuentra la imagen del vector AX iy 2,
(1,2), realiza los célculos para encontrar bt L !
la  funcion que define a la — el p
transformacion ~ lineal en  su 5D
interpretacion funcional y desde esta s el
construccion da respuesta a la pregunta 5 2
de la imagen de un vector especifico.
Muestra una construccion  mental ST s
proceso del concepto TL, puesto que ; et
coordina el proceso de combinacién RIS ) e e ey
lineal con el de funcion. )

Figura 4.64. Respuesta que realiza el E17
E17 no responde a la pregunta 5, pero en la totalidad del cuestionario ha mostrado una
construccion proceso del concepto TL en su interpretacion funcional.

/\‘I"'-J
&
|
W
]

Estudiante E18

E18 realiza los calculos de las f(10) = (1,04)
imagenes de los vectores, como se
muestra en la figura 4.65, respuesta al = (450) > Tynagen bl echor V.
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ejercicio 1.1.

Muestra una construccion accion del
concepto imagen de un vector, pues
realiza la igualdad desde el concepto de
funcion.

En la pregunta 2, E18 muestra que
posee una construccion mental proceso,
pues en ella coordina los procesos de
combinacién lineal y de funcion.

Por otra parte, usa la imagen del cero
para probar que no es una TL; esto es,
desde APOE es capaz de coordinar el
proceso de la imagen de un vector, el
cero, con el de funcion para mostrar
gue su imagen no es el neutro en el
espacio de llegada.

E18, en la pregunta 3, escribe al vector
(1,2,1) como combinacion lineal de la
base, lo que muestra una construccion
accion del concepto de funcién, donde
no muestra interiorizacion los procesos
de funcion y de combinacion lineal.

E18 responde a la pregunta 4
reconociendo la existencia de un
procedimiento, el que no logra recordar
claramente, pero asigna funciones que
cumplen parcialmente la condicién
pedida. Muestra en su escrito una
construccion proceso el concepto de
TL.

E18 No responde la pregunta 5.

Figura 4.65. Respuesta que realiza E18

Vo vmy

24 + {H)‘-

At

a-]'b i C'!*C“
A @HOI

Figura 4.65. Respuesta que realiza E18 a la

pregunta 2.

Cl vector (42,4) e eaccibe omo Ao Ad'au-'é’-ﬂlf

ombinadsn Lineal en fa  baste canmsnica .

A( 4,0,0) + 2(0,410)+ ¢(0D,0,1),

dr o Lo 77 Jentines em of emumaade
o Lo Jante Ao magen Aeicu e imivnay Aa
PRV
Gz s (o )
=((RetB )

Figura 4.66. Respuesta deE18

* 51 St };u_nlh, )‘,m% nes i Aon M /[,ro&l‘hdt’;rll‘):

7“2 T"‘F‘l‘“ Mc&.im.
{(upkl: (-K,j} : JLQ,L,]: (x,4-1).

Figura 4.67. Respuesta de E18

E18 muestra una construccion mental proceso del concepto TL en su interpretacion

funcional.

Estudiante E19

En la pregunta 1, E19, como
se muestra en la figura 4.68,
realiza el célculo de la imagen
en cada ejercicio para las
funciones dadas \uestra una

(1)< M) e 14
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construccién accion del Figura 4.68. Respuesta de E19
concepto imagen de un vector.

E19 no responde la pregunta 2.
E19, como se muestra en la (50 g qu e vedon f0,20) L

figura 4.83, responde a la 1. . 4
pregunta 3 reescribiendo el Mous ecochin o fun e ok b

vector como combinacion Guerica ol ,Rx, rmlc /u"a (J] 0{“ i

lineal de la base candnica del b qu gshonos Poliney olowes of Awee veedo
R. E19 muestra una (0,1,0) Voo
construccion  accion  del (l,z,a) : 4(4,0,0)4' 200, 110] + 1G9

concepto imagen de un vector,
pues no coordina con el
concepto de  combinacion
lineal.

Figura 4.69. Respuesta que realiza el E19

En la pregunta 4, E19 realiza una serie 7 “eor) ...:E&}lt
de calculos en los que rescribe al vector Vaded po At pmtnal o

b L i
(1,2) como combinacién lineal de los ) el e ORI

es
vectores (1,1) y (-1,1), encontrando -en )

forma poco clara- los escalares que ST 1 (1) (DG
permiten encontrar la imagen del vector — Tl132) 3 («4)(!
(1,2) mediante la TL. E19 muestra una 5 5,4 i "
construccion  proceso del concepto ﬁf“‘iigﬁg_m_h}awﬂgﬂg E’g ! “"z)

imagen de un vector mediante la TL.

El estudiante E19 no responde a la pregunta 5.

La interpretacion de todas las respuestas del estudiante E19, es que posee una construccion
mental accion del concepto TL en su interpretacion funcional. Es una prueba de que es

posible construir el concepto dependiendo de la linealidad y del concepto de funcion.

Estudiante E20

E20 en la pregunta 1 realiza los ARl A : € aXbx ) {a,b,<)
calculos de las imagenes de los SCEovs Tiptind Sl
vectores dados en los ejercicios, S G e e ¢ ox43)z(1,9,3)],
como se ve en la figura 4.71; Respuesta a 1.1

muestra una  construccion - . B . RESp”eStaa%'z N
mental accion  del concepto > S Sy Sto,0,0)= (4;4)
imagen de un vector. Respuesta a 1.3 Respuesta a 14

Figura 4.71. Respuesta que realiza el E20.

El estudiante E20 escribe en el cuestionario | I i ol OWBPE
completo que no recuerda bien los  JJg et wn RS T
conceptos involucrados en cada pregunta.

. . . Figura 4.72. Respuesta que realiza el E20.
En la imagen 4.72 se aprecia su escrito.
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E20 no aporta informacion interpretable por teoria en esta interpretacion del concepto.

4.1.1.1 RESUMEN DE LOS DATOS.

Para mostrar en forma resumida los resultados obtenidos sobre las respuestas escritas de los
estudiantes, con ejemplos de cada caso de estudio, hemos construido la tabla 4.1, en la que
se da la informacién sobre quiénes muestran presencia 0 ausencia de una determinada
construccion mental prevista en la DG.
Tabla 4.1. Resumen de la recogida de datos. Interpretacion funcional.

Pregunta P1 P2 P3 P4 P5
Construccion Construccion Construccion Construccion Construccion
mental del mental del mental del mental del mental del
COﬂCGptO COﬂCGptO como COﬂCGptO COﬂCGptO COﬂCGptO
de la imagen funcion TL. imagen de un imagen de un TL.
de un vector vector vector
especifico. mediante la mediante la
. TL. imagen de una
Estudiante base.
El Accibn Proceso Proceso Accibn Accion
E2 Accién No Accién No No
responde responde responde
E3 Accién No Proceso Proceso No
responde responde
E4 Accion Proceso Proceso Objeto Objeto
E5 Accién Accién Proceso No Proceso
responde
E6 Proceso No Accibn Proceso No
responde responde
E7 Accién Proceso No No No
responde responde responde
E8 Accibn Proceso Proceso Proceso No
responde
E9 Accién No Accién Proceso Proceso
responde
E10 Accién Proceso Accibn No Accion
responde
E11 Accién Proceso Accién No No
responde responde
E12 Accién Accibn Accién No No
responde responde
E13 Proceso Accién Accién No No
responde responde
E14 Accibn No Accibn No No
responde responde responde
E15 Accién Proceso Accién No Proceso
responde
E16 Accién Proceso Accibn Accién No
responde
E17 Accién Proceso Accién Proceso No
responde
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E18 Accién Proceso Accién Proceso No
responde

E19 Accidn No Accidn Accidn No
responde responde

E20 Accién No No No No
responde responde responde responde

4.1.1.2 CONCLUSIONES SOBRE LAS PRIMERAS EVIDENCIAS
PARA LA INTERPRETACION FUNCIONAL DEL CONCEPTO TL.

De los estudiantes que constituyeron el caso, diez dijeron no recordar la o las ecuaciones
que definen a una TL; algunos ejemplos de ello son E2, E6, E11, E12, en particular E2
declara: “No recuerdo las propiedades, pero no es de gran dificultad”. Por otra parte, otros
cuatro no dejan un registro explicito del uso de la o las ecuaciones para dar respuesta a las
preguntas del cuestionario en su interpretacion funcional del concepto TL; esto es, hacen
uso de recursos, como verificar la imagen del elemento neutro; un ejemplo de esto es E17,
quien para determinar si T es una TL escribe: “T(0,0,0)=(e°, 0)= (1,0)".

En resumen, mas de la mitad de los estudiantes de este caso no tienen claridad en la
definicion del concepto TL en su interpretacion funcional, puesto que no recuerdan o no
usan las propiedades o ecuaciones que definen a una TL. Creemos que esta dificultad
proviene de un uso mecanico de las propiedades que constituyen la definicion, que son
usadas en la etapa inicial de la presentacion del concepto TL, las que posteriormente son
sustituidas por el teorema fundamental del &lgebra lineal, entre otros.

Sobre el resto de los estudiantes del caso, seis de ellos que hacen uso explicito de las
ecuaciones que definen a una TL, podemos realizar un analisis desde la teoria APOE y dar
evidencias sobre las construcciones y mecanismos mentales puestos en juego para la
construccion de la definicion del concepto TL en su interpretacion funcional.

Un ejemplo es E4, quien para dar respuesta a algunos de los ejercicios de la pregunta 2 y la
pregunta 5, y como un argumento de prueba, us6 explicitamente las ecuaciones que definen
una TL, mostrando que posee una construccién proceso del concepto TL en su
interpretacion funcional, muy préximo a ser encapsulado como una construccién objeto,
pues la unica construccion menos fortalecida, pero importante, es la nocién de la
conservacion de la combinacién lineal o linealidad mediante una TL; en la pregunta 3 da
muestra de ello, pues a pesar de establecer una combinacion lineal del vector en el espacio
de partida, no verifica el cambio de imagen del espacio vectorial de llegada, pues la funcion
no es una TL. Sobre el resto de las construcciones mentales mostradas por E4, algunas son
construccién objeto del concepto espacio vectorial sobre el cual realiza acciones para
calcular imagenes mediante una TL, como mostro en la pregunta 5. De igual forma, en la
pregunta 4 calcula la imagen de un vector, coordinando las construcciones mentales
proceso del concepto de base y combinacion lineal mediante una TL implicita. En cambio,
E17 muestra en la respuesta a la pregunta 2 conocer las ecuaciones que definen una TL, sin
embargo en la pregunta 5 no logra responder correctamente; esto es, E17 muestra una
construccién proceso del concepto TL en su interpretacion funcional, donde las
construcciones mentales puestas en juego son la de espacio vectorial y la de funcién, que
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estan en construccion proceso, y no ha logrado mostrar mecanismos de coordinacion para
construir el concepto de TL en su interpretacion funcional.

En general, sobre las construcciones y mecanismos mostrados por los estudiantes del caso
para la construccion del concepto de TL en su interpretacion funcional, las evidencias dan
cuenta que todos los estudiantes poseen una construccion accion del concepto de imagen de
un vector, pero a lo mas seis de ellos poseen una construccion proceso del concepto imagen
de un vector mediante una TL, y de ellos, dos muestran coordinar los procesos de
combinacion lineal con el de funcién mediante la igualdad, esto es, la o las ecuaciones que
definen a una Tl en su interpretacion funcional.

4.1.2 INTERPRETACION MATRICIAL.

A continuacion presentamos los resultados obtenidos del andlisis de los datos, o analisis a
posteriori, de los estudiantes del caso en la interpretacion matricial del concepto TL.

Estudiante E1
En la pregunta 1 del cuestionario, calcula
la imagen del vector (2,1) segun la

T e LG Uy 1G HUGEEI UCH VEULUT |£,1) €111 Dase U,

definicién de la TL T, obteniendo el
resultado que muestra la figura 4.73.

A la luz de la DG, E1 muestra una
construccion mental accién del concepto

Tsg)= (. ey, )
Tm'ﬁ " ( 3; 1: 2)

h‘?’ la imagem de (D) ey o

coordenada de la imagen del vector (2,1),
pues calcula la imagen de dicho vector,
coordina el concepto de coordenada de la
imagen de un vector con el concepto de
combinacion lineal, pero no da respuesta
a la pregunta.

No responde el resto de las preguntas.

La figura 4.74 es una evidencia de su

relato. N~
b petwndle {w s 7.,

Figura 4.74. Respuesta de E1 a la pregunta 2
Con las pocas evidencias mostradas por E1, pensamos que posee una construccién mental
preaccion para los conceptos de coordenada de un vector, lo que le impide construir la
MATL.

3(19,0Y, 10, 14),2(0,4))

Figura 4.73. Respuesta de E1 a la pregunta 1

Determine [T(E,],G}le

it

Estudiante E2

Calcula la imagen del vector (2,1) a partir de
T, obteniendo el resultado que muestra la
figura 4.75.

A la luz de la DG, E2 muestra una
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construccion mental accion del concepto
coordenada de la imagen del vector (2,1),
pues calcula solo la imagen de dicho vector.

E2 realiza los célculos de las coordenadas de
la imagen del vector (2,1,0), mediante T en
la base B,, como se aprecia en la figura 4.76.
Desde la DG, interpretamos esta diferencia
de argumentacion escrita como una
asociacion entre el concepto de coordenadas
de la imagen de un vector y el rétulo que le
es asignado en la pregunta 2; esto nos lleva a
inferir que ha alcanzado la construccion
mental proceso para el concepto de
coordenadas.

E2, en la pregunta 3, calcula correctamente
mediante la transformacion lineal T, la
imagen del vector escrito de forma general,

.(a b ,
esto es la matriz d ; se da cuenta y asi
Cc

lo expresa en su escrito, que debe buscar las
coordenadas de dicho vector en la base B2;
sin embargo se pierde en resolver el sistema
de ecuaciones lineales, y al identificar
incognitas representadas por los valores de
los parametros.

_T(LM)

"

(red, 2.1,2)

Cq7v‘ 4/2)

A

T

4
Figura 4.75. Respuesta de E2 a la pregunta 1.

Teudd - (5 1)

i‘\

1) 450 (81) (3,

o

ai i,
e A n d <
—) ﬁq +0b=3 / %ﬁ"‘?‘

A+ 5L |/

i r
l/)]

L’ = //T{”?,;f: = [
ko AR LGl ST

Figura 4.76.. Respuesta de E2 a la pregunta 2.

T(/:j)i \fﬁfé-c,d’)

= (asorc, d) 5 x(DeyCond

A+tb-c =X / P dx
¥ Tl bl AL

d= X+
Flgura_zi77 Respuesta de E2 a la pregunta 3.

E Id
v A

Hasta el momento, podemos argumentar desde la DG que E2 muestra que ha rotulado un
proceso del concepto de coordenadas de la imagen de un vector, y no un objeto.

En la pregunta 4 del cuestionario, E2 replica el
procedimiento de la pregunta 3. En su esfuerzo,
Ilega a determinar las coordenadas de la imagen
de un vector en general, como se muestra en la
figura 4.78, pero no responde a lo que la
pregunta solicita, que es determinar la matriz
asociada a la transformacion lineal en términos
de las bases dadas.

Desde APOE, E2 nos muestra que no puede
hacer la generalizacion dada por el
cuantificador, que determina que el proceso de

[T (o el t()/l
Pe

T(axfﬂaxk(]: (atc (a5 5)

/1
MtS0
%

./“

At
st
\

wb) . KA exlolb (099
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[ Tetione)Jg, = | 50

b

coordenada de un vector se repite en todos los
vectores de la base Ba.

3
Figurad.78. Respuesta de E2 a la pregunta 4.
E2 no responde la pregunta 5.

A partir de las respuestas y los argumentos mostrados por E2 en la totalidad del
cuestionario, podemos establecer desde APOE que E2 muestra una construccion de tipo
accion, tal vez en trénsito a proceso, del concepto coordenadas de la imagen de un vector, y
ademas que el proceso de coordenadas que ha construido no cuenta aun con los elementos
necesarios para que pueda considerarse como un todo y hacer posible su encapsulacién en
el objeto coordenadas que la construccion del TMATL requiere.

Estudiante E3

E3, como muestra la figura 4.79, da
respuesta a la pregunta 1 calculando la
imagen del vector (2,1), mediante T; realiza Caomdprprdisia{3,4 &5
la combinacion lineal para describir las Gl - e
coordenadas que dispone en una matriz de S e )
coordenadas de orden 3x1. el

Al e )

A luz .d,e la. DG, E3 muestra una Figura 4.79. Respuesta de E3 a la pregunta 1.
construccién mental proceso de
coordenadas.

Determine [7'(2, 10}], -

En la pregunta 2, E3, como se aprecia en la
figura 4.80, muestra haber interiorizado el
proceso asociado al concepto de coordenada

T & 8 1)
/) 7(2{4{10)35;,: 53'7)]132

de la imagen de un vector, una concepcion
objeto del concepto de coordenadas de la
imagen de un vector especifico. Segun la
DG, E3 muestra una coordinacién de los
conceptos de combinacion lineal, matriz y
funcion.

E3 responde a la pregunta 3 de acuerdo a lo
que se muestra en la figura 4.81, dando
evidencia de poseer una construccion
mental objeto del concepto coordenadas de
la imagen de un vector general, puesto que
coordina el procedimiento realizado para un
vector especifico en uno genérico.

En la pregunta 4, E3 no logra coordinar los
procesos que dan origen a la MATL, a pesar
de haber mostrado una construccion objeto
del concepto de coordenadas de la imagen
de un vector.

Tllen-c ]

G,2) =, A)+plge)
(G,2)~ t.ocrn)

S+3=72
=1

Lo (c22)T :£37
- —1/(

Figura 4.80. Respuesta de E3 a la pregunta 2.
[+ as AT N
[ = (a+y -
L ((C‘J)lsd La+s-c, d>Jaz

= [@e-

."ICI i :rﬁrs—c

L_—a.-—$+c_J /.
L‘C*d')‘ﬁué)

Figura 4.81. Respuesta de E3 a la pregunta 3.



Para finalizar, en la pregunta 5 E3 muestra
en su escrito que no ha logrado construir el
concepto de MATL.

V = (2)3"

V=2(40,94) + 3¢ G 414,0)
3 2))
T: (I//: 0( ”—4) z(pf"c/lo)>_—7(kz;k“”>

4004 > X°

R N =

Figura 4.82. Respuesta de E3 a la pregunta 5.

Las evidencias aportadas por E3 dan cuenta de que las coordenadas de un vector son un
asunto importante en la construccion de la MATL, pues E3 mostrd una construccién objeto
del concepto de coordenadas de la imagen de un vector cualquiera, pero segin nuestro
modelo no logra coordinar los conceptos de matriz y coordenada de un vector mediante el
cuantificador que permite generalizar y construir el concepto MATL como proceso.

Estudiante E4

E4, como muestra la figura 4.83, responde
a la pregunta 1 de la forma esperada,
calculando la imagen del vector (2,1)
mediante T, para luego disponer las
coordenadas del vector imagen en una
matriz de coordenadas de orden 3x1.

A luz de la DG, E4 muestra una
construccion mental proceso de
coordenadas.

En la pregunta 2, E4 presenta el argumento
que se aprecia en la figura, reafirmando que
muestra una concepcion proceso del
concepto de coordenadas.

E4, responde a la pregunta 3 de acuerdo a
lo que se muestra en la figura 4.85.

Desde la DG, podemos decir que E4
muestra una construccion mental objeto
del concepto coordenadas de la imagen de
un vector, pues ha interiorizado los
procesos en la construccion mostrada.

/Y(liﬂ:[q))h 2)

ia (1{4)155 ( ?3

(5
Figura4.83. Produccion del estudiante E4.

ALY v plogh=

T(2,4,0) - (% )Z> @8 ~(0M - [,

[T(?A,oﬂ f(q’)
bk
Figura4.84. Produccion de E4.
T2 Carb-c ,d)

C el

(1,0 +hloa) - (arb-c A).

L1 = wihc | L <atb-c /
/ | |

ﬂ‘/fj,;:} - d ;; //; B ijp‘{
Fdae ]
& 17\ iR
{”T (( ad ’E L

0\/&-%*@

Figura4.85. Escrito del estudiante E4.
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En la pregunta 4, E4 muestra que ha
construido una construccion objeto de la
MATL, pues no sélo construye la matriz
que la pregunta pide, sino que ademas deja
por escrito la forma en que construye dicha
matriz.

Desde la DG, su forma de proceder
corresponde a la generalizacion dada por el
cuantificador, que determina que el proceso
de coordenada de un vector se repetira en
todos los vectores de la base ordenada Ba.
Posteriormente, E4 coordina ese proceso
con el de matriz, para obtener un
ordenamiento de las imagenes mediante T,
en una matriz que se identifica con el
proceso MATL

El estudiante E4 aplica el TMATL
correctamente en la pregunta 5 (figura
4.87) y reconoce claramente que es una
funcioén.

Desde APOE, E4 muestra una construccion
del TMATL objeto, dado que claramente
puede hacer acciones sobre dicho objeto.

Determine la matriz asoc1ada 4 la transtormacion lineal 7 en las bases
By=f’x’4x, X +x 1) y Bs={(1,1,0),(0.1,0),(0.01)) de IP3fx] y R’ respectivamente.

V(zx® sbxac) - (ave, a ""}3\7
e 3 (e (. - \ 10 - \"I | Q‘J

[ 1T (&) VT O] | Calaxt)) EL Y,
% 1 k [Oten): (1,0,4)

| G - (2,0,
f A f‘ 2\\ | % Y

| Ry
\ 0 1 it T

o st o be (L
a2

5 R I VoL
Gamr ™ \
i daws 1A

Figura 4.86. Escrito del estudiante E4.

——

\ 7 ; .
Lﬂﬂ ‘UJ-&]«? ; Ulv\&%\ L e T
b7

(40%%5\ b

Figura 4.87. Escrito del estudiante E4.

A partir de los argumentos mostrados por E4 en la totalidad del cuestionario, podemos
decir que los elementos dispuestos en la DG dan cuenta de su construcciéon objeto del

TMATL.

Estudiante E5

En la pregunta 1, E5, como muestra la
figura 4.88, realiza el célculo de la
imagen del vector, pero no da cuenta
de sus coordenadas. Una
interpretacion prematura sobre sus
construcciones mentales indicaria una
construccién accion del concepto
coordenada de un vector.

e s e A 33AIGHELL A

e (e e by

vecher s o (3 4 2)

Figura 4.88. Respuesta a la pregunta 1

del estudiante E5.
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En la pregunta 2, E5 escribe, como
muestra la figura 4.89, que “no
recuerda” la notacion o el rotulo del
concepto de coordenadas de la imagen

Determine |T(2,1,0)] .
= i

e ve C.L/(?.r’gy(c; aee ero- pera .'n'af‘w:"rﬁ"
B € e 5 g f
& LA Lan /o: es .::g.f:x_ra e /c.\.g DaseS
-
T 2, (,0) zfecti-c, »io)

de un vector; a pesar de su declaracion
realiza el calculo de la imagen del
vector pedido y escribe este resultado
como combinacién lineal de la base
B,. En esta pregunta muestra
evidencias méas contundentes de que
posee una construccion mental accién

L=, @)

£/ V.etnza’ escy,'«,‘{—o = Jccavmca. a‘f”; Seo base
S cy{ay_.

T = 3(!/4) = ”4(‘0;{}

Figura 4.89. Escrito del estudiante E5.

del concepto coordenadas de un

vector.

ES, en lapregunta 3, comoseveenla - . = 4 se
figura 4.90, dice que el calculo de

coordenadas en un vector general se le (S )+ Fle )t 84 ) 1) =

dificulté por completo.

A la luz de la DG, posee una fifi)*{ff?*(gg Y (2 h)=(e5w8h sgeh)
construccion  mental accion  del . e 4 L
== (=14 erFrarh +
concepto coordenadas de un vector. A e Ginc écj:‘)
;—.-a—-,/"a.b\\h[: (F*v 9 +3h 3
No responde a las preguntas 4 y 5. (T2 2 (ex25225.3n,5.h)

= (er2f22503h) (1, 1) s ge2h) (2, 1)

Figura 4.90. Trabajo de ES5.
E5 muestra una construccion accion del concepto de coordenadas de un vector, pero una
concepcion proceso del concepto imagen de un vector mediante la TL no le alcanza para
construir la MATL.

Estudiante E6

En la pregunta 1, E6, como muestra la
figura 4.110, realiza el célculo de la imagen
del vector; por otra parte, expresa esta
imagen como combinacién lineal de la base
Cs, pero no da cuenta de sus coordenadas.
Una interpretacion prematura sobre sus
construcciones mentales indicaria una
construccion  accion  del  concepto
coordenada de un vector.

T('-"-\ﬂ = (".’)1 A 12)

(3.:9)2 3(4,00) + 1(0,4,0) « 2(0.0\})

Figura 4.91. Respuesta de EB6.
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En la pregunta 2, el estudiante replica los
argumentos usados en la pregunta anterior;
esta vez debe realizar los célculos de la
combinacidn lineal, como muestra la figura.
Pero no deja en claro su concepto de
coordenadas de la imagen del vector pedido.
A la luz de la DG, aunque prematuro,
muestra una construccién accion del
concepto de coordenadas de un vector.

En la pregunta 3, E6 replica sus
procedimientos, como muestra la figura,
pero el concepto de coordenada sigue
postergado. Las evidencias escritas dan
cuenta de coordinacion entre los procesos
de calculo de imégenes de vectores y de
combinacidn lineal, pero no hay evidencias
de construccion del concepto de coordenada
de un vector.

E6 no responde a las preguntas 4 y 5.

T\(Q\R\O) - (_ ?)I L)

E(%'%Bz

(3.2) = ol 1, 4) + b (O, 1)

>
-1

I

|

Do \{d\b
E e

1

L?)lz’) = '5(1@—(0(4)

Figura 4.92. Escrito del estudiante E6

T(:c‘f) (el Y

(24b-c,d) = ccLiih) 4 BCo.)

(a“*b‘cw d) = (a+b-c)(11) *(d*a-birc) (o)

Figura 4.93. Célculos realizados por E6.

Como se muestra en el desarrollo del cuestionario en su interpretacion matricial, E6 da
evidencias de tener una construccién mental accion para el concepto de coordenadas. Lo
interesante es que podemos afirmar que demuestra construcciones mentales proceso para
los conceptos de imagen de un vector y combinacion lineal. Por otra parte, sus
construcciones y mecanismos mentales no alcanzan para construir la MATL, como era de
esperarse segun lo dispuesto en la DG.

Estudiante E7

E7 no responde el cuestionario en su interpretacion matricial.

Estudiante E8
En la pregunta 1, E8 realiza el célculo de la

—_ L 3
imagen del vector, identificando la imagen e
por medio de la asignacién de una flecha; Cay) S Gy 1 XY 5 )
por otra parte, expresa esta imagen como @~

combinacion lineal de la base Cs, pero no da
cuenta de sus coordenadas. Una
interpretacion ~ prematura  sobre  sus

(1010 + 1(0) 1,0)+ 2(0,0, 1)
Figura 4.94. Respuesta de ES8.
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construcciones mentales indicaria una
construccion  accion  del  concepto
coordenada de un vector

En la pregunta 2, E8 calcula la imagen del
vector (2,1,0); la imagen obtenida mediante
la TL es interpretada como una coordenada,
por lo que reescribe en términos de la base
B,, entregando como respuesta dicha
pregunta, como se muestra en la figura 4.95.

A la luz de la DG, aunque prematuro,
muestra una construccién accion del
concepto de coordenadas de un vector.

En la pregunta 3, E8 replica el
procedimiento anterior, como se muestra en
la figura 4.96, dejando claro que no
coordina el proceso de construccion de
coordenadas de imagenes de vectores.

A la luz de la DG, aunque prematuro,
muestra una construccién accion del
concepto de coordenadas de un vector.

T R W
l|"'._z\|' — (%'O\f
= T_Ti?ql-O\ij = 301y O+ 0:(o)1)

gl 1\
—= ELLL]\JC\JB:—: L.ﬁ>|3\
Figura 4.95. Calculos realizadis por E8.

"./I,J'\\I

v

F&(‘—" "-\L\Iﬂl ate -C |K‘] \\I J‘I'|
\I"‘ 'lr\f r('.l'l

I\:(} Tllb_c_ ] C:l *l IID# (— d“'

Figura 4.96. Respuesta de E8 a la pregunta.

E8 no da respuesta a las preguntas 4 y 5. No hay evidencia de construcciones ni

mecanismos mentales puestos en juego

Estudiante E9

En la pregunta 1, E9 entrega una respuesta
adecuada, calcula la imagen del vector (2,1)
por medio de la transformacion lineal T;
escribe y simboliza la coordenada solicitada en
términos de la imagen como matriz (figura

4.978).
Desde APOE sustentamos que E9 muestra una
construccion proceso del concepto

coordenadas de la imagen de un vector.

El estudiante E9 realiza los céalculos de la
imagen del vector (2,1,0) en la pregunta 2, y
determina las coordenadas de este vector en la
base B,, con un procedimiento adecuado, a
pesar de un error de calculo en la combinacién
lineal (figura 4.98).

A luz de la DG, podemos decir que E9 muestra
una construccion proceso del concepto
coordenadas de la imagen de un vector, en vias
del proceso de representarla en términos de una
matriz de coordenadas.

Tlp: (28,24 Z‘) 4

[(a,a,zﬂcgt 5

d
Figura 4.97. Respuesta de E9.

T(Z/A/O): (2+lv0/ Q_—Po)
= ( 9 /2\
Feadly (62, = (3)

Figura4.98. Respuesta que realiza E9.
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En la pregunta 3, E9 responde lo solicitado
(figura 4.99) calculando las coordenadas de la
imagen de un vector, escrito en forma general.
Desde APOE, E9 muestra una construccion
mental objeto del concepto coordenadas de la
imagen de un vector.

Figura 4.99. Respuesta de E9.

Desde el andlisis de estas tres preguntas, podemos decir que E9 tiene una construccion
mental objeto del concepto coordenadas de la imagen de un vector, y que ha mostrado en
sus argumentos escritos que es capaz de llevar a cabo una desencapsulacion de dicho

objeto.

En la pregunta 4, E9 muestra (figura 4.100)
la generalizacion dada por el cuantificador,
gue determina que el proceso de coordenada
de un vector se repetira en todos los
vectores de la base ordenada B,4, para asi
coordinar ese proceso con el de matriz, para
obtener un ordenamiento de las iméagenes
mediante T, en una matriz que se identifica
con el objeto MATL.

Desde APOE, E9 muestra que ha
coordinado los siguientes procesos: el
proceso de coordenada de un vector se
repetird en todos los vectores de la base
ordenada B4, con el proceso matriz, para
obtener como resultado un ordenamiento de
las imagenes mediante T.

E9 ha conmutado las matrices (figura 4.101)
que realmente tiene que multiplicar, esto es,

ha escrito [v]5 [F ]S' . Esto puede
interpretarse como que no ha encapsulado el

objeto MATL como objeto o que ha
encapsulado un objeto que no es correcto.

T ()= (1.40)
e (.54
T G txet)z (2,0, )

(?4'4"2)]55 z (%}\
L(’!,w}gg,— ('}\

[(?,0,4)15%% i )
1
Figura 4.100. Respuesta que realiza E13.

= 5.
el (443)

1

s e

[Ty = Iw;i[#]g

)
= a2t

Figura 4.101. Respuesta que realiza E9.
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Estudiante E10

E10, en la primera pregunta del
cuestionario, hace wuna descripcién
detallada para la construccion de las
coordenadas de la imagen de un vector
especifico, como se muestra en la
figura 4.102.

Da evidencias escritas de una
construccion mental  proceso  del
concepto coordenadas de la imagen de
un vector especifico.

En la pregunta 2, E10 realiza los
calculos de la imagen del vector
(2,1,0), determina las coordenadas de
este vector en la base By, como se
muestra en la figura 4.124.

A luz de la DG, podemos decir que E10
muestra una construccion proceso del
concepto coordenadas de la imagen de
un vector.

En la pregunta 3, E10 responde lo
solicitado (figura 4.104), calculando las
coordenadas de la imagen de un vector
escrito en forma general.

Desde APOE, E10 muestra una
construccion  mental  objeto  del
concepto coordenadas de la imagen de
un vector.

E10 no responde a las preguntas 4 y 5.

Ewlrao V(1) wa TO00) g0 Keat -
T(z"‘)'("ihz)
Mecws % Gabe oy o veckor UJI:?‘\ Hmﬂk noew

Wﬁ): 3409+ 1(0,40) +2(019,")

1S Loov BLuMOAS e Irnbem ded vettor

(349, (orvespome X0 Loy Bl
Utli2ados g In ek Ghsonsich P Yeput qnkar L
veckor (3,1,2).

6». mt o (W iz fLne. ‘t

2

Figura 4.102. Respuesta que realiza el E10.

‘T;'(z, i,b\ - (‘5, z)
€m*5~5.u/_\. W D»hh— Ao c.:kb&_

'

e

(3.2) =d(4,1) +pl0,1)
_ d_-.-.%‘ A R=-L

C._ut: nor .E."l'(?-'c'i‘:’fl‘b‘I= ("?’l)

Figura 4.103. Respuesta de E10

EREHES

[k L_('ML"C‘ b)l h

de erlo
(&_?B‘C ,4\=i(1|1) = ﬁ(og "]

dL=o+b-C 7

Lip= d& px d-(arb-c):

U3 (s

Figura 4.104. Respuesta de E10

E10 es otra evidencia de que para construir la MATL no basta con tener una construccion
mental objeto del concepto coordenada de la imagen de un vector. Desde la DG podemos
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argumentar que E10 no logra construir la matriz porque no ha coordinado mediante el
cuantificador que ayuda a generalizar el concepto de coordenada, con las construcciones
mentales proceso de los conceptos de matriz y coordenada de un vector.

Estudiante E11

En la pregunta 1 del cuestionario, E11 Dﬁterminelascoordenadasdelaimagendelvector(z,l)enlahaseCz.

calcula la imagen del vector (2,1),
obteniendo el resultado que muestra la
figura 4.105.

A la luz de la DG E11, muestra una
construccion mental accion del concepto
coordenada de la imagen del vector (2,1),
pues calcula la imagen de dicho vector,
coordina el concepto de coordenada de la
imagen de un vector con el concepto de
combinacion lineal, pero no da respuesta
a la pregunta.

E11, como muestra la figura 4.106, solo
realiza el calculo de la imagen del vector
(2,1,0), no calcula sus coordenadas.

(Zﬂ—’ (77/{; Z): 3(do)+ (U) + 2[a40)

B0+ )+ gg,).

Figura 4.105. Respuesta que realiza E11

P —

" Deimins (7B 00N L
%, 2
IEe=, 2l e

Figura 4.106. Calculo de la imagen.

E11 no deja registros escritos en el resto del cuestionario, por lo que no tenemos
informacidn. Sobre lo que esta registrado podemos decir que posee una construccion
mental proceso del concepto de funcion.

Estudiante E12

El estudiante E12 responde a la pregunta 1
reescribiendo las bases C, y C; calcula la
imagen del vector (2,1) y escribe en

.T—(-"“V) = (x e v . k—y,}r)

Ca: Cx,y)s jU,0); (o 1)}

términos de la base Cs; la escritura no es
correcta. A la luz de la DG E12, muestra
una construccion mental acciéon  del
concepto coordenada de la imagen del
vector, puesto que coordina los procesos de
funcion matriz mediante la combinacion
lineal.

Glxy,=) - lel,o,a)’- _(Qho);' (o0, 1);

w— 2, 4D

T C2,4) = (oo , >— > 4, 2D
z (Rev4 , 2—4 =D
2 @5 o L)

Cy: i 3 (J,o,o).]- (o, 4,3)5_2_ (O‘p‘ 4)?
Figura 4.107. Respuesta de E12.
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E12 responde a la pregunta 2 segun figura
4.108; repite el procedimiento usado en la
pregunta 1, esto es, reescribe las bases
dadas, calcula la imagen del vector (2,1,0),
interpreta la imagen por medio de la TL
como coordenada, y asi clarifica la
respuesta anterior.

A la luz de la DG, E12 muestra una
construccion mental accién del concepto
coordenada de la imagen del vector, en la
cual ha coordinado con el concepto de
combinacién lineal.

E12, como se muestra en la figura 4.109, al
dar respuesta a la pregunta 3, repite su
procedimiento, el cual muestra una
construccion accion del concepto de
coordenada de un vector. Ha coordinado
mal con el concepto de combinacion lineal.

E12 no responde las preguntas 4 y 5.

TGs Y;z)-': (<+y-2 - )ffz,\}
Ba=304,00); t4,4,0), (¢,4,0)F
Be= ) €4,4); (a0}
Bt &
'-T_[&l:?) = (244-0, 2.3)
= (3,2)
B 304D » 200}

:333); (g2 } .
Figura 4.108. Respuesta que realiza el E12.

T(82)= (arb-c, )
B ) (82): (33); (32); 22} (2T (=

B2 = l“rf);{O,J)f’

\j (arb<,dY (o,a) }
aC8) 4L (88) e c(21) val2 )
*+bicid , c +d
E 4 cs+d

Figura 4.109. Respuesta deE12.

En el caso de este estudiante, podemos decir que la construccion mental accion no alcanza
para dar respuesta a las preguntas MATL; en otras palabras, no construye.

Estudiante E13

En la pregunta 1, E13 responde
calculando la imagen del vector, y
escribe dicha imagen como
combinacion lineal de la base Cs,
como se muestra en la figura 4.110.

En su escrito da las primeras
evidencias de poseer una construccion
proceso del concepto de coordenadas
de la imagen de un vector, pues
coordina los conceptos de funcion y
combinacion lineal.

T, )=(2+) 2, 1)
TG0 =(3,0,2)

Grioned en bae Cs
(3,1,2) =00 (1,0,0)plo 00,

= G i ):3([,'3;0) O JO) &’Hofozﬂ

3 — Lo

coordendan et G

o Ve

*-

=3 |
Err,- -~
-2
f

Figura 4.110. Respuesta de E13.
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En la pregunta 2, E13 calcula la
imagen del vector (2,1,0) mediante la
TL, para posteriormente buscar sus
coordenadas, como se muestra en la
figura 4.111.

E13 muestra una construccion proceso
del concepto coordenadas de un vector
especifico, pues coordina los procesos
de funcion con el de base mediante la
combinacidn lineal.

En la pregunta 3, E13 presenta una
serie de calculos, como se muestra en
la figura 4.112; realiza el mismo
procedimiento que en el ejercicio
anterior, pero no logra organizar la
informacién para dar respuesta, y
comenta que “no recuerda como se
hacia”.

Desde la DG propuesta podemos decir
que su construccion mental para el
concepto de coordenadas en un vector
general es proceso, que no ha sido
encapsulado.

E13 realiza célculos de combinaciones
lineales desde la imagen dada por la
definicién de la TL, pero no logra
construir la MATL, pues estd dando
las coordenadas de un vector general.
En la figura 4.113 se da cuenta de la
situacion.

A la luz de la teoria, E13 posee una
construccién proceso del concepto de
coordenada de un vector, que no
alcanza para construir la MATL.

T(@R,),0)= (2+1-0, 2)=(3,1)

u:ﬁ{ (Tl ] k)UQLQIJ)
< & | J\ -
~ | Crepfua @30 2 o
o : ?\L“pbo (_1;, J&K“)‘
pea- (30 3w Loy (o clcwvesse 26
=3 4pe - blom en U crc’jz&
Tz)!,0)= 3(1,1)- (o)1)

Figura 4.111. Respuesta que realiza E13.

""(f* i):fuwtb-c}di)

[#

xtped S5 o Hb-cR\EL),
= +l‘— “i | f b
g:ir‘;’ €l (G L‘a ““*er)
‘.-_-_.-F.’__ nl
-. it © | ® ){M uabe 'ﬂb‘;;ﬁccj.%
/{W k_@ Hecd [P/ W egfw’"ﬂgm"}
ab c?IX )F(-‘) > b C-olip
00 0adpp) modm;;)
! }J_\j loneir mao 0 VETLS ?UJ‘
\\ QCM"—E"M MO feoa ume-
v ) UL‘TU\ (€78 Wc"?‘* gs"wfwrfi‘
P aevado  wrwo M !

Figura 4.112. Respuesta que realiza el E13.
T (b tc ) :‘f;}.__-'r(_/r.k -L»;. b)

(a+c, o-b,b)=all,,0)+pto,1,0)xf(op1)

D(:LL“HI: { N ils-a\ F(')-
p=o -l ku.—h o | ¢
5-5 | 3@9'6}

) (;‘33 '-:;ﬁ’“)

pbo 'ng

Con Lon e ~,<\& terles sy

le bane poa . buscon [0

Fra b wmaketz
wighz Peow ad s ELa o MATIS

T
. L2 J... Eal
reakes cgn A Sua M Eheo

Figura 4.113. célculos realizados por E13.
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En la pregunta 4, E13, como muestra
la figura 4.114, realza célculos de
combinaciones lineales tratando de
descifrar la coordenadas del vector

2
dado [v]B = {3} .'Y escribe finalmente

que no recuerda cOmo se hace.

No responde a pregunta 5.

Podemos pensar que la construccién
de coordenadas de vectores o0
imagenes de vectores no alcanzan para
construir la MATL.

Estudiante E14

E14, en la pregunta 1, calcula la imagen
del vector (2,1) mediante la
transformacion lineal dada, y reconoce
la necesidad de escribir el vector
resultante como combinacién lineal de
la base del espacio de llegada (figura
4.115).

Interpretando desde la DG, podemos
decir que E14 es capaz de hacer las
acciones y posiblemente el proceso
correspondientes a  escribir  una
combinacion lineal, pero no es capaz de
encontrar las coordenadas de un vector
descrito en una base dada.

En la pregunta 2, el trabajo de E14 pone
en evidencia que la coordenada de la
imagen de un vector en una base dada
es una combinacién lineal (figura
4.116).

Desde la DG, E14 muestra que no ha
construido el concepto de coordenada
de un vector.

¢ X
(v1p> \ifé e

2V 7 e
Cuotndy o i?.] 1q»+w\ c‘w [ﬂq s coordtnuds
Gowed m\}(,]\uf,va\ Lin M le [g }-,5‘_, f f wb? L

bewo W L-'- o4 J

brocloda

N
J (1,9)¢ ;}g 01,0/

[ \-3

1= [

2(1,0,0,1)+3(9 ,1,0)
(2,°,0,2)+13 e (232‘;3’:‘2’)

3 e o
v le?l‘n I{A-

v

lap de.12 @xk Yodns QW vJ-a? B
d lag &Iv ..I(U«'m., Q2
] |

\ H
1 o A ful vl
6-'. ‘:'u'\-',;_:lra 'f.'_i.‘)f:;ijl_'alff // H

{

W e anad, Gy lacer ,ﬂb mjw% et

L/ I LA
S‘L’} r‘p§ eh W r&a"_f\ 5\1 1.‘\‘\‘1 Jo Ml © QP/‘ JJ)
\.A [,

HpUAR- .

Figura 4.114. Respuesta de E13 a la pregunta.

-TE"I‘) = (31 41‘)
en (3= SWIO) Hcol‘lo) +14 (cv,o,n))
¢ {1299, (91,9, (80, ]

Figura 4.115. Trabajo realizado por E14.

‘ -]73:';0) > (3/ ?.)

(32, sn o-a(o )

[oap 3, = (3,7)

Figura 4.116. Respuesta que realiza el E14.

| P
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E14 escribe como primera respuesta a
la pregunta 3 un célculo de imagen de
un vector escrito en su forma general;
posteriormente anota un comentario
(figura 4.117) que da cuenta de que no
ha construido el concepto de
coordenada de la imagen de un vector,
escrito en su forma general; por ende,
no puede construir la matriz de
coordenadas.

A la luz de la DG, esto muestra una vez
mas que E14 no ha construido el
concepto de coordenada de un vector.

E14 no responde las preguntas 4y5.

"‘—(1 5) = (arb- ol
M [(asiec,d)], =

No s 9 e wmn Qprend; g
ar & d b h’ﬂ,uf e ni sigrerg

e me oWwrre

I it “ando eshi tprtsad,
ﬁle ?“'a-l.
Figura 4.117. Respuesta de E14.

El anélisis de E14 da cuenta de que el estudiante no puede construir la MATL porque no ha
construido el concepto de coordenadas de vectores como un proceso.

Estudiante E15

E15 responde a la pregunta como se
muestra en la figura 4.118

Muestra una construccion mental
proceso del concepto coordenada de un
vector especifico.

E15 muestra una construccion proceso
del concepto coordenada de un vector
especifico, como muestra la figura
4.119.

E15 responde a la pregunta calculando
la imagen del vector general entregado,
calcula sus coordenadas, como se
muestra en la figura 4.115.

Podemos interpretar desde la DG que
el estudiante pareciera mostrar una
construccion objeto del concepto de
coordenada de la imagen de un vector,
pues ha encapsulado los procesos que
la construyen.

i

Figura 4.118. Célculos de E15.

T (2,4;0)= ((;J,.J.c}!(.-m)) = i5.7)

(%2) = B(44) + -4) (0,4)
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Figura 4.120. Respuesta a pregunta 3 de E15.

E15 en la pregunta 4 dice no recordar M.

como construir la MATL. En la figura e

4.121 se muestra su explicacion. Y no Reto R SRR ot

responde a la pregunta 5. i A )
Figura 4.121. Escrito de E14.

é,u/.‘,ﬁ

(g2 Lot gponi o ’éh

E15 es otro ejemplo de un estudiante que a pesar de tener una construccion mental objeto
del concepto de coordenada de la imagen de un vector, no puede construir la MATL, vy
menos recordar su aplicacion en el TMATL.

Estudiante E16

E16, como se muestra en la figura 4.122,
responde a la pregunta 1 mostrando una
construccion  proceso  del  concepto

T(24) = (Q—H Pk R

coordenada de la imagen de un vector. LA , 2)
FrEo) = >
e Cb e {
7

Figura 4.122. Respuesta que realiza el E16.

En la pregunta 2, E16 responde a la 1 (24,0) = (2+1-0,240)
pregunta calculando la imagen del vector SHESL)

(2,1,0) para posteriormente encontrar las

coordenadas en la base B,. Byl eUEis (U )
Podemos interpretar desde la DG que el aj:_rbiz AR
estudiante posee una construccion proceso ‘ '

del concepto coordenada de la imagen de un Aesgo [T (2, 9)Ja, = (3 )

e =l
vector espeC|f|co.
Figura 4.123. Calculos realizados por E16.

T(?;) = (Z(-LE—C, d)
El estudiante E16 responde a la pegunta 3

como se muestra en la figura 4.124 (a+b—c, o )=ot (1.4) + B (o,1)
Podemos: , interpretar  que muestra una e b
construccion mental objeto del concepto «rpzod i d-m-bic

coordenada de la imagen de un vector

general. [T (?6{;)]“: (zurb—c )

d-a-byc
Mo recoeido p2i(ze Qe servia Ba.

Figura 4.124. Respuesta de E16.
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E16 no responde a las preguntas 4 y 5. Dice
gue no recuerda. En figura 4.125 aparece
parte su escrito.

LRIermme 125 coordenadas de Ia imagen del vector H [}

'3

/

N L
mesinde pues) ‘Q%Lw(m, peco
no me 7wecds ghocs
T’}Mé{ém hﬁ'é{w‘ F(Bl:]l-e_of’&o‘é/l e un

rmzrﬁﬂo‘

Figura 4.124. Justificacién de E16.

E16 es evidencia de que poseer una construccion objeto del concepto coordenada de un
vector o de la imagen de un vector no alcanza para construir la MATL.

Estudiante E17

E17 responde la pregunta 1, como muestra
la figura 4.125, realiza el calculo de la
imagen y describe el vector resultante como
combinacion lineal de la base C,. Desde la
DG, muestra una construccion accion del
concepto de coordenada.

T@W - (3,4,2)
3(}\| C,0) ¢ ll'\(:__ J.,c‘? 3 LO:G.J\)
Figura 4.125. Respuesta de E14.

E17 no responde el resto de cuestionario, en la interpretacion matricial.

Estudiante E18

En la pregunta 1, E18 hace un relato
detallado de sus calculos, como se muestra
en la figura 4.126.

Muestra una construccion proceso del
concepto coordenada de la imagen de un
vector, puesto que coordina los procesos de
matriz y funcion mediante la combinacion
lineal.

En la pregunta 2, E18 nuevamente realiza
un relato detallado, como consigna la
figura, mostrando una construccion objeto

T: m? - K g
T(xq) = (x4y, x-14x)
T(24) = (214,24, 2)
by (31 4{2.) - Tmaj?n J.I.l\‘f(.'['br (2;4},
Bu.sm Los o callares en Lo base Lonc ricn L ﬁ’al
(3.4,2) 2 (490,0)+ 8(0,40) + p (0,0,1)
< («, B, p)
IR F R R
Mo e neayanio .'J buscar Aot s cadoras i o
A vkkea  Aa Lage (amonica .
’Z‘“ﬂ" 3 ,Qa imaj?n JJ u'emlur {’Z;H en la

b (3 e (3.102).
Figura 4.126. Respuesta y explicacion
que realiza E18.

of =3
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del concepto coordenada de un vector

especifico. En este caso no s6lo coordina = &
los procesos citados anteriormente: ademas e =
etiqueta bajo el rotulo adecuado el concepto F,gure{ 5{‘127‘ Respuesta de E18.

de coordenada. Ver figura 4.127.

E18, en la pregunta 3, realiza los célculos
para obtener las coordenadas del vector A b). 4l co)
general, como se muestra en la figura 4.128. : 4)’ [‘MM{“J*W ;) ’F{”)
Yo 04 14
‘1>0. £+B+J|+r tomij] NN,
ﬁ+rff I J; ”)-cj ﬁ

E18 muestra una construccion objeto del
. J; rt
concepto coordenada de la imagen de un i F’

vector general, puesto que coordina los T 0 b
procesos de los conceptos de matriz , m n”m J“-bﬂ,{]
funcién, mediante la combinacion lineal. [ ' e SR
C\fé-c}c,'ljg
2
(a*-f'L‘C;é)z é{{‘:{}{. E(OI")
o A8 )
IML_ =
e R = s baci

)d —a-bic =&

|, )

—‘___‘—‘—‘——»
Figura 4.128. Respuesta y detalle de sus calculos.

E18 no responde la pregunta 4.

E18 responde la pregunta 5 haciendo

alusion al TMTL, realiza los célculos 2
coordinados por el producto matricial. 513'] = 2040,0,1) +3{0;4,410)
Figura 4.129. Muestra una construccion +(2,3,312) 5 veche

proceso del concepto TMATL.

B, ¥ gxisi-.'u on Yeort ma-
IGHERIRIEN e iy

w ¥
[ #1123 _(8 Ly calow o0
e VLG fa stia bute

oL )+ 24 (144) = 42 129 128

II T
il J—muaen ~\-IL| U(’LJ’DK‘. [1[51312).

Figura 4.129. Célculos realizados por E18.
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Estudiante E19

En la pregunta 1, E19, como se muestra en
la figura 4.130, realiza el calculo de la
imagen, y esta imagen la escribe en
combinacion lineal de la base C3; Muestra
una construcciéon accion del concepto de
coordenada de un vector.

E19, para dar respuesta a la pregunta 2,
calcula la imagen del vector (2,1,0), y a la
imagen de éste la escribe en términos de sus
coordenadas, como se muestra en la figura
4.131.

A la luz de la DG, E19 podria estar
mostrando una construccion proceso del
concepto de coordenadas de la imagen de
un vector, pues coordina en forma adecuada
mediante la combinacion lineal los
conceptos de base e imagen de un vector
especifico.

E19, como se muestra en la figura 4.132, no
logra responder a la pregunta en forma
correcta, pues la pregunta pide las
coordenadas de un vector general y entregar
de una cierta forma sus coordenadas.

E19 muestra una construccion proceso del
concepto coordenada de la imagen de un
vector.

1) < el 300t 4 ookt o foar

Figura 4.130. Respuesta E19 a la pregunta 1 de la
interpretacion matricial.

T(z;hO)': (3; Z)
E_r(?abﬂ) 363_ :
A4) + plo,1) = €3:2)

o{:ﬂf : J @
LT (o 3au o 300 1(an) )

Figura 4.131. Respuesta que realiza E19.

(;';L"" ¢, J)':::.. OJ (4‘4»’{’:‘ )

A= ath -¢ Shie
a.}}}- d a\d’ Cf'p O{
ﬂ s Ol=@ = |
bl

Figura 4.132. Calculos hechos por E19.

El estudiante E19 no responde a las preguntas 4 y 5.
La interpretacion de todas las respuestas del estudiante E19, es que posee una construccion
mental accion del concepto de coordenada, lo que segun la DG no le permite construir la

MATL.
Estudiante E20

El estudiante E20 escribe en el cuestionario
completo que no recuerda bien los
conceptos involucrados, como se muestra
en la figura 4.133.

TEIIN RIS VU )] LIS

Determine las coordenadas de la imagen del vector (2,1) en
L& roostile Sevn 2rte (oucopls
/

Figura 4.133. Escrito que da como respuesta E20.

E20 no aporta informacion interpretable por teoria, en esta interpretacion del concepto.
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4.1.2.1 RESUMEN DE LOS DATOS.

Para mostrar en forma resumida los resultados obtenidos de las producciones escritas de los
estudiantes, con ejemplos de cada caso de estudio, hemos construido la tabla 4.2, que
provee la informacidn sobre quiénes muestran presencia 0 ausencia de una determinada

construccion o mecanismo mental previsto en la DG.

Tabla 4.2. Resumen de la recogida de datos.

Pregunta P1 P2 P3 P4 P5
Construccion Construccion Construccion Construccion Construccion
mental del mental del mental del mental del mental del
concepto concepto concepto concepto Concepto
coordenada de coordenadas coordenadas MATL MATL como
la imagen de mediante la mediante la funcién
un vector Transformacion | Transformacion
especifico Lineal, en un Lineal, en un
vector vector
Estudiante especifico cualquiera
E1l Accion No No No No
Responde Responde Responde Responde
E2 Accion Proceso Proceso Accion No
Responde
E3 Proceso Objeto Objeto Accién Accibn
E4 Proceso Proceso Objeto Proceso Objeto
E5 Accién Accién Accién No No
Responde Responde
E6 Accidn Accion Proceso No No
Responde Responde
E7 No No No No No
Responde Responde Responde Responde Responde
ES8 Accibn Accion Accion No No
Responde Responde
E9 Proceso Proceso Objeto Objeto Proceso
E10 Proceso Proceso Objeto No No
Responde Responde
E11 Accioén Accién No No No
Responde Responde Responde
E12 Accioén Accién Accién No No
Responde Responde
E13 Proceso Proceso Proceso Accion No
Responde
E14 Accion Accion Accion No No
Responde Responde
E15 Proceso Proceso Objeto No No
Responde Responde
E1l6 Proceso Proceso Objeto No No
Responde Responde
E17 Proceso No No No No
Responde Responde Responde Responde
E18 Proceso Objeto Objeto No Objeto
Responde
E19 Accién Proceso Proceso No No
Responde Responde
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E20 No No No No No
Responde Responde Responde Responde Responde

4.1.2.2 CONCLUSONES SOBRE LA PRIMERAS EVIDENCIAS PARA LA
INTERPRETACION MATRICIAL DEL CONCEPTO TL.

Los datos obtenidos dan evidencias sobre las construcciones y mecanismos mentales para
modelar el aprendizaje del TMATL, esto es, la interpretacion matricial del concepto TL.
Destacan la construccion mental objeto del concepto coordenadas del vector y la
coordinacion entre los procesos: el proceso de coordenada de un vector que se repite en
todos los vectores de la base ordenada del espacio dominio de la transformacion, con el
proceso matriz, para obtener como resultado un ordenamiento de las imagenes mediante la
transformacion. Acerca del teorema, las evidencias obtenidas dan cuenta desde el caracter
del modelo DG, levantando desde alli las siguientes conclusiones.

No construir el concepto de coordenadas de un vector, imposibilita la construccion de la
matriz; un ejemplo de ello es E14. Mas aun, el trabajo del estudiante E14 pone de
manifiesto que el hecho de haber construido la combinacién lineal como una concepcion
proceso no garantiza construir el concepto de coordenadas de un vector.

Asimismo, la determinacién de las coordenadas de un vector no alcanza para construir la
MATL, como muestra el trabajo del estudiante E2.

Segun lo dispuesto en la DG, la dificultad que muestran los informantes dispuestos en el
caso de estudio estd en que no han construido la coordinacién entre el proceso que permite
escribir estos vectores imagen como combinacion lineal de los vectores de la base del
espacio dominio de T, con el de matriz para obtener un ordenamiento de las imagenes
mediante T, en una matriz que se identifica con la matriz coordenadas.

Por otra parte, la construccion de la MATL como objeto no es garantia de haber construido
la relacion [T]g [vlg =[T()]g. que establece el TMATL como un objeto. Un ejemplo de

ello es el trabajo que nos ha mostrado E9.

En general, podemos decir que las construcciones previstas en la DG que aparecen en el
trabajo de los estudiantes son fundamentalmente las siguientes: la construccion objeto del
concepto de coordenadas de un vector, la construccion objeto de la MATL y el

reconocimiento de MATL como una funcion. Estos datos muestran que la DG disefiada dio
cuenta de las construcciones necesarias en el aprendizaje del TMATL.

4.1.3 INTERPRETACION GEOMETRICA.

A continuacion presentamos los resultados obtenidos del andlisis de los datos, o analisis a
posteriori de los estudiantes del caso en la interpretacion geométrica del concepto TL.
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Estudiante E1

En la pregunta 1 del cuestionario, E1

muestra que podria estar SO, >

coordinando la nocion de vector y ‘5! % & suma toda coordumede che ke
de coordenada en el plano (figura N s de la prma vy, @ ?Wt—h-
4.134) mediante la combinacion YA 2, ¢ imelian o enro,

lineal. Figura 4.134. Respuesta de E1.

E1, para dar respuesta a la pregunta

2, recure al argumento de Ila

combinacion lineal, por lo que

muestra una construccion mental Sf o d @s ‘ub

proceso de los conceptos de My 0 v
colinealidad, combinacion lineal y ’ (mﬁx Wa son Mhﬂlb‘dﬂ
funcion. ﬂ '

Figura 4.135. Respuesta de E1 a la pregunta 2.
En la pregunta 3 no responde, y en
la 4 corrige un dato de la pregunta 1,
por lo que no aporta més evidencias.

El estudiante E1 hasta ahora ha mostrado sélo construcciones proceso para el concepto de
combinacion lineal y colinealidad, lo que no le permite responder parte de estas preguntas,
y no alcanza para dar una respuesta adecuada.

En resumen, E1 da evidencias de una construccion accion de la nocion de TL en su
interpretacion geométrica.

t ]
e um bt Accha?
En la pregunta 5, E1 recurre a ¢ Viuds forr :

algunas nociones de geometria 024y pe grscl Wmar o yocfor

vectorial, de donde desencapsula Onatheustron de L pare notnar (o o Jorme
la nocion de vector director de una -,f—x =_-§—j =2

recta como una construccion .

mental proceso, que coordina con e tnamune, AL padl sandia

el concepto de TL en su leaceia o wn ehor’

interpretacion funcional. Esto se 42 A

muestra en la figura 4.136. No X2 } 2 3=

logra articular con la TL en su -3 5

interpretacion funcional. (2' )
-s . T (=Y
[} 3 (q q,'z".,"’.-}‘\
“(o, 0 9)
Figura 4.136. Respuesta de E1 a la pregunta5.

No responde a las preguntas 5 y 6.

Podemos decir que E1 posee una construccion proceso de los conceptos de vector y base, lo
que coordinado con el concepto de combinacién lineal construye algunas de sus respuestas
para la interpretacion geométrica del concepto TI, pero no alcanza, por lo que la
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interpretacion geométrica del concepto TL seria accién, lo que le impide coordinar en
forma adecuada con las otras interpretaciones del concepto TL. En la pregunta 4 se logra
parte de la articulacion, como parte de un trabajo interiorizado en forma mecanicista de
los cursos de geometria vectorial, puesto que no logra responder a la pregunta 5, que es de
caracteristicas similares.

Estudiante E2

E2 responde a la pregunta 1, como

muestra la figura 4.137. Declara : =
que posiblemente exista una TL, Jo S
muestra una construccion de tipo
preaccion del concepto de base en

una representacion en el plano

¢

1'1’: V, 'IEJ';L g;{ﬁm_ﬁ (:'J)k. NEC .74",\((/) f’/‘n
f !

ot gt
."’I.

figural, la que no le alcanza para peo (P et Jpip, R T-E.

justificar la  respuesta a la Figura 4.137 . Respuesta de E2 a la pregunta 1.

pregunta.

En la pregunta 2, E2 afirma la _ y

- ; L. da

existencia de una TL, pero su /;/;_ny,f,-u(/v e Wi

justificacion da cuenta de solo una S / (nren U
i

posible coordinacion entre el
concepto de colinealidad vy
combinacion lineal.

Figura 4. 138. Escrito de E2 como respuesta a la pregunta 2.

No responde la pregunta 3.

Hasta el momento, podemos argumentar desde la DG que E2 muestra una construccion del
tipo preaccion de la interpretacion geometrica del concepto TL en su interpretacion
geométrica.

En la pregunta 4, E2 replica el 3 bt _
procedimiento de la pregunta 1, lo [/ fwt Gl e gy st e
gue muestra so6lo coordinar los _ i i L
conceptos de combinacion lineal yde [ ib«»y,io e e N S
TL. :

Figura 4.139. Respuesta de E2 a la pregunta 4.
No responde a las preguntas 5 y 6.
A partir de las respuestas y los argumentos mostrados por E2 en la totalidad del
cuestionario para esta interpretacion, podemos establecer desde APOE que E2 muestra una
construccidn de tipo accion, tal vez en transito a proceso, del concepto combinacion lineal,
y de dependencia lineal, lo que no alcanza para dar respuesta a las preguntas que requieren
articular este concepto.
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Estudiante E3

E3, como muestra la figura
4.140, da respuesta a la pregunta
1 realizando la asignacion de
vectores generales en el espacio
de partida y en el espacio de
llegada.

No logra dar respuesta correcta a
la pregunta.

Desde nuestra DG podemos
decir que coordina los procesos
asociados al plano figural de los
conceptos de base e imagen de
vectores.

En la pregunta 2, E3 coordina
los procesos en el plano figural
relacionados al concepto de
combinacion lineal, asocia la
variacion de longitud de los
vectores y el angulo entre ellos.
Se escapa un poco de la
descripcion de la DG, pues
incorpora elementos propios de
la geometria, como son los
conceptos de angulo y medida.
En las preguntas 3 y 4
nuevamente va a una concepcion
proceso en el plano figural para
el concepto de combinacion
lineal, asocia la variacion de
longitud de los vectores y el
angulo entre ellos, determinando
en este caso que si es posible
gue exista una TL.

Hasta ahora E3 ha mostrado una concepcion proceso de la interpretacion geomeétrica del

T- QZ-—:7|'2L
(07) —2(«v)
(Xr 0) -—-.)(}(( 0)

Vo « ?a;‘éé{ﬁor}-—\-t on ve Chor
_‘@"‘{"[/}r.,n J[JQ

Figura 4.140. Respuesta de E3 a la pregunta 1.

/Jm% 9{ db«av U fnf».:ou, f Pn’mem
Wﬂ[n b 453 [’Oérrrn fnf»on?{ra, NG %

(pnt b(pﬂfiﬁlﬂ({ ‘fﬂ!ﬂfvu iﬂ”""]hl
V oOwvey ¢ lp Ve,

Figura 4.141. Respuesta de E3.

> - IQ‘“«'QQ, Jo pe Chrls

3-/ »G//ffwzv 7 4' an.\?w'-f‘/c[_

Figura 4.142. Respuesta de E3 a la pregunta 3.

concepto TL, pues logra coordinar algunos conceptos como el de base y combinacién
lineal con la colinealidad en el plano figural.

E3 muestra en sus célculos un
trabajo mecanicista en busqueda
del vector generador de la recta,
el que es sustituido en la TL.

No logra  coordinar la

articulacion entre la
interpretacion funcional y la
geomeétrica.

No responde la pregunta 6.

s _'\.—3_7_*(%7\?7_

_— 0 :r?_
F (= 2) (52?/7(/_1\ —

Se é‘\lﬁ cxpresod,
3 5‘-": ﬁfm."n_pj ée ?,/
/F’-éf-‘;;,:‘wa (7% P se

win 4o nlyp ‘Erm nk

Tz
+ 2 D Pl e -2
) PSR
8 B
(’57/ %7, 37’)

:(n?(:% y/\-éiﬂ%) ;(:%}-2/—?\ i 3(‘3“27)*7* 4(3_;
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Figura 4.143. Calculos realizados por E3.

Las evidencias aportadas por E3 dan cuenta de que no logra todas coordinaciones
necesarias entre el plano figural del concepto TL y las otras interpretaciones.

Estudiante E4

E4, como muestra la figura 4.144,
responde a la pregunta 1 mostrando
algunas de las coordinaciones entre los
vectores representados en el plano figural,
pero sin coordinar con el concepto de
funcion ni de combinacion lineal.

En la pregunta 2, E4 presenta el
argumento que se aprecia en la figura
4.145, reafirmando que muestra una
concepcion proceso de los conceptos de
vectores, asociando al igual que E3 la
relacion en el plano figural con angulos,
desplazamientos y proporcionalidad.

E4 responde a la pregunta 3 con
argumentos similares a los dados en la
pregunta 2, mostrando una construccion
proceso de los conceptos de base,
combinacion linea y funcion.

En la figura 4.146, E4 muestra que su
construccion para esta interpretacion del
concepto TL adn esta en proceso y falta
coordinar los conceptos de colinealidad.

El estudiante E4 busca el vector director
de la recta; para ello reescribe la ecuacion
de la recta y calcula su imagen mediante
la TL, para posteriormente escribir como
la TL actla sobre la recta.

Logré coordinar la articulaciéon entre la
interpretacion funcional y la geométrica.

(s ';_r._
N e, I
M e ¥ s s
’ u
\ b W
PR \
A e T
AT \:\u
\'-._ and
L w
W
T
A

Figura4.144. Respuesta de E4.

5 W v s dllon b ’
St g

gliuinad i ls WS |

Figurla 4.145. Produccion de E4.

-.".Ju.:\\'\,tl [,';J“’\

.‘%\-p"“ |
: K .}’k}f o g
éru o YWY -”-'456\ ke mwe W \m»\_;

-

i

A I ; .
I : . o | _.L1 iy
bt 0 o i B9
Figura 4.146. Escrito del estudiante E4.

QIR S0 (L)

l\\*/l\{("/:t s

(2 - CREENTEY

= (-F'\: | ‘Lﬁ ':ﬁ\
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Figura 4.147. Célculos realizados por E4.
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En la pregunta 6, E4 hace alusion a ]
funciones &éﬁum M\'\’) Con Snl) & o (8)
trigonométricas, lo que es evidencia de

matrices con angulos vy

una construccion accion de la articulacién Figura 4.148. Escrito del estudiante E4
entre la interpretacion matricial y la

geométrica.

A partir de los argumentos mostrados por E4 en la totalidad del cuestionario, podemos
decir que los elementos dispuestos en la DG dan cuenta de su construccion proceso de la
interpretacion geométrica para el concepto de TL.

Estudiante E5

En la pregunta 1, E5, como
muestra la figura 4.149,
coordina el plano figural con
el concepto de base vy
funcién, con lo que construye
una aplicacion que explica la
transformacion de los
vectores.

En la pregunta 2, E5 muestra
que la coordinacion antes
realizada no la aplica a
subespacios del plano. No
declara coordinacién con el
concepto de colinealidad.

No responde la pregunta 3.
En la pregunta 4, la relaciona
con la pregunta 1, declarando
que es la misma respuesta.
Desde APOE podemos decir
que la dificultad para este
estudiante radica en la
construccion mental para la
base del espacio de partida; si
ésta no es de dimension dos
se dificulta su anélisis

E5 no responde la pregunta 5.

E5 reconoce la existencia de
una TL, pero no es capaz de

IS I i
Figura 1 Figura 2 |
! J

A s ileh /qfr'éua 4, //"m% el
Oy d°0176) o of cone o loFigr don
4,/750/""&-’4? e e 2,7"0—% (";o\i Nt
7)/;0,«&@‘;4.’»@_ 2 (’X',y}' wn =Y

Figura 4.149. Respuesta a la pregunta 1 del estudiante E5.

/’/“’-” S Se e una {’iﬂffOFh’\,of_
(_:'a,,ﬂ A'r:e@( Pé*a @;" cmmé;o q/&/
es.::a/d}’ /;’a&&;ré }-"ga,/f'?‘,dr 6’// C&.Mé;'g

Figura 4.150. Respuesta de E5.

&L-WWQ&Z@,

{8 per &ha/e. en‘%&ra. G2 ey JJ’{’{

}oue-%a«_. es /m, mIS Ao

Figura 4.151. Respuesta a la pregunta siguiente dada por E5.
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describir  desde  Ia SEN s, sl R ?
interpretacion matricial, por / I ? |
A

= ) i
lo que hace un relato desde la /70 no'recverdo ‘
interpretacion  geometrica,  “e._ o, /_ A,
mostrando coordinar algunos Py 7
s = =
de los conceptos clasicos re £y =

como rotacion y reflexion.

%-;.ur ]
”‘”Xa:

Figura 4.152. Escrito del estudiante ES5.

E5 muestra una construccion proceso del concepto de base para el espacio vectorial R?, el
que no coordina con los conceptos de colinealidad del plano figural. Su interpretacion
geométrica no alcanza para construir el concepto de TL.

Estudiante E6

E6, como muestra la figura
4,153, no responde a las
preguntas del cuestionario

MO se OO Lo Qen

Figura 4.153. Escrito del estudiante E6.

El estudiante E6 no aporta informacion sobre construcciones y mecanismos mentales que
pone en juego para construir la interpretacion matricial del concepto TL.

Estudiante E7

En la pregunta 1, E7, como muestra la
figura 4.154, realiza la asignacion entre
los vectores, mostrando coordinar el
concepto de base con el funcion desde
el plano figural. No da respuesta
explicita a la pregunta.

E7 entrega una respuesta explicita, la
que es correcta; ha coordinado los
conceptos de colinealidad del plano
figural con el de funcion.

En la pregunta 3, E7, en
argumentacion, muestra no coordinar

Cha . SR
o s

Figura 1

@w.@a.o) S s e
TCo,) — (a.b)
T (Q,0> — @.2)
Figura 4.154. Célculos realizados por E7.

S5 o pmbl: ¢ Pve \austa Qus \e &m-u:
Amphbique wis vadores po- v» A
3 Aecloy)

Figura 4.155. Escrito del estudiante E7.
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procesos especificos asociados a
conceptos desde el plano figural, por
ejemplo: la colinealidad en el espacio
de partida determina un subespacio de
partida de dimension dos.

En la pregunta 4 E7, repite la asignacion de
vectores como en la pregunta 1, mostrando
que coordina desde el plano figural el
concepto de base y de vectores, los que
coordina con una asignacion mediante
flechas.

E7, en la pregunta 5 realiza algunos
calculos, pero no logra dar algun sentido; en
apariencia busca el vector director de la
recta, reescribiéndola en su forma vectorial,
lo que no resultd exitoso. Desde nuestra
DG, el concepto de vector director se debe
coordinar con el de base para un subespacio
del dominio.

E7 no responde a la pregunta 6.

No creo vod meite POP-O(
. odede que Pwdves 2 7.

," Un vedo b Allrgo’ -~ of oho b

Mmoo ... CAmbio sw diveaion .
Figura 4.156. Escrito del estudiante E7.

7&,0) "’(}" ’ A’)

Figura 4.157. Escrito del estudiante E7.
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Figura 4.158. Escrito del estudiante E7.

El estudiante E7 responde el cuestionario en su interpretacion geométrica mostrando una

construccidn proceso para esta construccion
resto de las interpretaciones del concepto.

Estudiante E8

del concepto TL, pero no logra articular con el

El estudiante E8 no aporta informacion sobre construcciones y mecanismos mentales que
pone en juego para construir la interpretacion matricial del concepto TL.

Estudiante E9
En la pregunta 1, destaca el escrito

de E9 “no comprendo Ila s
pregunta”. Pero al revisar en &ma
detalle lo tarjado, es posible &fe e
establecer que muestra una £ b i

construccion proceso del concepto
de vector y de combinacion lineal,
el que coordina mediante una
funcién que como se aprecia en la
figura, preserva la linealidad.

El estudiante E9 responde que si se

I100'>v:|a. ?-L e Jr%

e sith, . )

ngen, 61Sh et ¥(RQ Ju’.) R (v, =
= \‘( 4.'3,16{0’ macith 3 J(’/ fa formg,

([r), wy)

Figura 4.159. Respuesté que realiza el E9.

114



encuentran los escalares
apropiados, esto coordina el
concepto de colinealidad.

E9 repite el argumento de la
pregunta anterior.

En la pregunta 4, E9 hace explicita
una TL T, por lo que ha mostrado
coordinar los conceptos de base
desde el plano figural y construir la
interpretacion funcional del
concepto TL para este caso. Es una
construcciéon objeto, pues muestra
interiorizar  los  procesos  que
construyen la interpretacion.

En la pregunta 5, muestra articular
la interpretacion funcional con la
geométrica. Coordina la
construccion mental proceso del
concepto de vector director de la
recta con el de base de wun
subespacio vectorial, por lo que su
construccion es objeto, pues realizo
acciones sobre la ecuacion de la
recta para dar respuesta a la
pregunta.

E9 muestra una construccion mental
objeto para la interpretacion
geométrica; como muestra la figura,
construye la MATL.

Sean —w, v —:{J—?‘:K,f?;xé&’—{\

U= ey » Wz)
V= ("O,, Ve )
TR — p*
T (G, )= (uy, @, )
V< T (o, sy (_k. S, ."(l?‘_“’)
k (“*{“-A by [CRE )
T (a) -

Ccboaiuy)  Bu,+1a)

= (cx‘u'“ﬁe"“z)‘} (=<va,PV2)
Figura 4.160. Respuesta que realiza el E9.
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Figura 4.161. Respuesta que realiza el E9.
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Figura4.162 E3 Coordina procesos a los conceptos de CL.
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Figura 4.163. Respuesta que realiza el E9.



E9 ha mostrado construcciones mentales proximas a la de objeto en la interpretacion
geomeétrica; esto es, construye una version del teorema fundamental del algebra para
subespacios de R®; ademas, muestra articular la interpretacién matricial y funcional.

Estudiante E10

E10 en las cuatro preguntas

iniciales declara, como muestra la

figura 4.164, no comprender por '\JOLJ'}\. ‘ta MO){k&u DoniNIO \o‘ﬂ-
falta de “dominio en los graficos”. ) ‘TL

Podemos inferir que la falta es de ‘ l& GMF"M

articulacion con el plano figural, ya

que no logra extraer la informacion. Figura 4.164. Respuesta que realiza el E10.
En la pregunta 5, E10, desde la &
perspectiva matematica, determina L ('L,'-% \ 1\ JC ¢ 4 ¥

el vector director de la recta y le

aplica la TL dada, por lo que Uec.\or b{mc,[-o./
podemos argumentar que coordina A e x "+ \
los conceptos de vector y recta, 'F(zi M}‘ ( t \\) : 2’1““\ b
permitiéndole calcular la imagen ,(.3 -y ﬂ

del vector director (-8,-4,9), vy + L)

determina una variacion en la recta. &' T

A luz de la DG, podemos decir que ; ;"n:' Fﬂoi'r&no‘h 47 \°
E10 muestra una construccion Varia  blS Su. Veckr Nrector,
proceso  en la interpretacion Figura 4.165. Respuesta que realiza el E10
geométrica carente del plano

figural.

E10 no responde la pregunta 6.

E10 muestra algunas conexiones en la interpretacion geométrica, que se relacionan a un
trabajo algoritmico en los cursos de geometria vectorial, lo que le permitié articular
parcialmente algunos conceptos entre las interpretaciones funcional y geomeétrica. Pero su
interpretacion geométrica para el concepto TL es de accion.

Estudiante E11
En la pregunta 1 del cuestionario, E11 <

coordina el concepto de vector desde el \| &'if;.ﬁl i B & e s 4
plano figural y el de funcién. No da 4 1 % € (% S0 P M

[T - - i =
evidencias de coordinar las iméagenes. R rﬁ’u‘r Ol ek 1 {3'1.'-
E11 no responde a las preguntas 2 y 3. g
En la pregunta 4, E11 entrega los y U Ul i :
mismos argumentos que en la pregunta _ _
1. Figura 4.166. Respuesta que realiza el E11.
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En la pregunta 5, E11 sustituye la recta
en la transformacion lineal, obteniendo
un vector que no logra interpretar, por lo
gue muestra una construccion accion de
los conceptos de vector director de una
recta y de funcion lineal.

En la pregunta 6, dice que hay una
rotacion y una traslacion involucradas;
muestra una construccion accién de la

z il
-;‘-[{":M = ["I'.K'-':'['”} I =% l:i.‘ fI-L:.-"] "‘if;j,

(=8¢, 2, arey)

Figura 4.167. Respuesta que realiza el E11.

M 8

i T ) P
(LS Wh- e 4 uib iy 3 & Ui

mterpretacmn matricial que no articula Figura 4.168. Respuesta que realiza el E11

con la interpretacién funcional.

El estudiante E11 muestra una construccion accion para la interpretacion geométrica, sin

lograr articular con otras interpretaciones.

Estudiante E12

No responde a esta interpretacion del concepto TL, por lo que no podemos obtener

informacidn sobre el tipo de construccion mental y mecanismo mental a poner en juego.

Estudiante E13

En la pregunta 1, E13 muestra
asociar la variacion del angulo
entre los vectores con el concepto
de funcion; es poco claro y se
escapa un poco de la descripcion en
la DG, pero incorpora elementos
propios de la geometria, como es el
concepto de &ngulo.

E13 en la pregunta 2 nuevamente
da cuenta desde el plano figural de
los cambios entre vectores, pero no
coordina  procesos claros de
construccion.

En las preguntas 3, 4 y 5, el
estudiante E13 no responde.

E13 muestra una construccion
proceso del concepto de vectores
que ha construido en el plano
figural, coordinando con el
concepto de funcion.

I:" [ 1 = 5

.l e 14 Ml .. .7 .'-\1-. i i FQT\_.”.:-:
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Figura4.168. Respuesta que realiza el E13
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0. ! I'E,y‘.
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Figura4.169. Respuesta que realiza el E13

(©,0 ) —2(0,0)
-2 L;)—-—a(t‘* )6)
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Figura 4.170. Respuesta que realiza el E13
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E13 posee una construccion tipo accion de la interpretacion geométrica del concepto TL;
no logra articular con la interpretacion funcional, pero trata de articular con la matricial.
Tampoco alcanza, pues su interpretacion geométrica no tienee las construcciones mentales
necesarias para articular.

Estudiante E14
E14 no responde las preguntas 1, 3y 4,

sin embargo trata de responder la 'T'm.g(.u,p.,) , 0cKed
pregunta 2.

En la pregunta 2 entrega una propuesta (" lp weedwes 2 hw:trfm.
de TL; al parecer es una funcion que

conoce, pero no justifica. Pero b esh e ' g %0 W

Th(L 2 v %0 we bd&l""‘f”‘“

Rirds 503 W?Wujno pedo wn'@‘mrsu

s weple,
Figura 4.172. Respuesta que realiza el E14.

En la pregunta 5 da argumentos que no AL
; P esho e
se relacionan con la pregunta. ::5 4 el S ong, recta?;
s A yome,, s
A T
L. ~W-He = ~X-lz 1
E14 no responde la pregunta 6. T e I

/

Figura 4.173. Respuesta que realiza el E14.

El analisis de las respuestas de E14 al cuestionario indica que muestra muy pocas
construcciones mentales relacionadas con el concepto TL en su interpretacion geométrica.

Estudiante E15
El estudiante E15 no aporta informacion sobre construcciones y mecanismos mentales que
pone en juego para construir la interpretacion matricial del concepto TL.

Estudiante E16
E16 responde a la pregunta 1 en _ — B
forma afirmativa; muestra una T T o Bt e Mﬁf‘

construccién proceso del concepto Apin hpo ol seicm—a ___jf—t;ﬁ:éiow
de vector con el de funcién, que [ ded comyunts RSl e T b

H H H HPA { : ok he -Ib‘fvr'«_?, ~
coordina mediante la combinacién R i Sl S e

lineal. Figura 4.174. Respuesta que realiza el E16.
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En la pregunta 2, E16 determina
que si hay una TL, argumentando
en forma anéloga a la pregunta 1.

E16 no responde a la pegunta 3.
E16 en la pregunta 4 determina
que si hay una TL, argumentando
en forma anéloga a la pregunta 1.

S m{ﬁfﬁﬂl edlo o) vectres e (o,
/

|
fisl

o ercaluc ok fad ?ﬁwm A
S péwl [ }}I}IU(R e,

Figura 4.175. Respuesta de E16.

S st puns frg tetre Loy

Ve Aocd ok . '{ﬂfu e+ para ob taner
d vectoc o %fwkf’-

No responde a las preguntas 5y 6.

Figura 4.176. Explicacién dada por E16.

E16 en la totalidad de este cuestionario muestra una construccion accién para la
interpretacion geométrica que no articula con el resto de las interpretaciones.

Estudiante E17

E17 solo responde la pregunta 5 de este

cuestionario, como muestra la figura 4.177.

E17 realiza algunos calculos en la ecuacion
que define la recta, pero no concluye, por lo
que muestra una
construccion de tipo accion para el concepto

que podemos decir

de vector director.

_K'Z}:-X_ZE .

e 5 i
x-61 - —x-t&‘%x&b +48 2
—x -4z '-‘Dx*‘:wl)«'icl—

AP ~3y=o
c

Figura 4.177. Respuesta que realiza el E17.

E17 no aporta informacion sobre construcciones o mecanismos mentales en esta

interpretacion del concepto de TL.

Estudiante E18
En la pregunta 1 muestra una
construccion proceso del concepto
vector y de la imagen de un vector
coordinando el plano figural con la
aplicacion lineal.
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E18 nuevamente realiza el relato de la
figura 4.178, mostrando una
construccion proceso del concepto de
vector de una base para un subespacio
del plano, de donde coordina desde el
plano figural la colinealidad con la TL.

E18 no responde a la pregunta 3.

Responde a la pregunta 5,
reconociendo mediante las
coordinaciones anteriores que hay una
TL; pero la omisién de la pregunta
anterior establece una duda razonable
sobre la coordinacion entre el concepto
de funcion lineal y colinealidad.

E18 responde la pregunta 5, realiza
calculos que se aprecian en la figura;
primeramente reescribe la ecuacion de la
recta en forma vectorial, lo que hace
evidente al vector director, pero este
calculo es una accion mecanizada, pues
no lo utiliza; posteriormente aplica la
funcién sobre la recta F(L), muestra
coordinar los conceptos de funcion con
el de vector con una generalizacion mal
aplicada.

"1 syl A e ,www«io
&W'wii f&M /afjﬂr o

f’m Un umugo

Mol lads
Gl ot k L J‘j‘ud,,}{
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[Imqy{im }79‘ ul A PHAD
Figura 4.178. Respuesta dada por E18.
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Figura 4.178. Respuesta escrita por E18.

Lo L2, -2, 4)+tl,y,2). , £t &
t=1) L (2+%, -3¢y , 1+ 2)
FOL) =(-2(2+2) 7 4 [112),-(2+x) -2 (1+2),
3 (o8- 24x) -3y + b(112)
= (-4-2x -4 -Y4z,-2-2x-2-2%, bt3x-33 +3¥
= (-8 -zx-42, —'r-Zx-zz,q+3,,<+T+az).
t ez

FlL) -.(—z{Z-Hx) -‘i{H{e)} -(z1bx)-2(1+2t2),

3 (2t4x)+ —3tky + & (4+22))
- ~y-2fx-y-y¥Fz , -2 -2Fx -2 - ZF=,
G+3fx—3+fj + b+ bF2¥
= (-6 -2Tx-4T2, _y - 27%X-27T2,94 374 +Ty+&T

Figura 4.179. Célculos realizados por E18.

E18 no responde a la pregunta 6, por lo que no podemos obtener informacion de como
articula estas interpretaciones del concepto TL. En general, E18 muestra una construccion
proceso del concepto TL en su interpretacion geomeétrica.

Estudiante E19

En la pregunta 1, E19 construye una
transformacion lineal que se adapta a
lo propuesto en la figura; muestra asi
coordinar los conceptos de vector en
el plano figural con los de base del
espacio y el concepto de funcion.

Opmmnioe T(1rV) = (@lMtV)) V)

D) Ttao) = (010)

)BT =T(Ryp):
iV = allaw) ) BY < T(rmBY)

Figura 4.180. Respuesta de E19.
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E19 presenta algunas dificultades para
dar respuesta a la pregunta 2; muestra
que fue <capaz de realizar la
coordinaciéon anterior en una base de
dimension dos, esto es, no coordina el
concepto de subespacio y el de
colinealidad mediante una TL.

E19, a pesar de las dificultades
anteriores, propone que no es posible
que exista una TL; su argumento se
basa en los conceptos de dependencia
lineal y de funcién, por lo que muestra
una construccion proceso de la
interpretacion geométrica.

En la pregunta 4, E19 muestra en su
escrito una construccion proceso de la
funcion que describe la transformacion de
los vectores.

E19 en la pregunta 5 reescribe la ecuacion
de la recta, identifica el vector director y
calcula su imagen. Muestra coordinar la
interpretacion funcional con la
geométrica.

Figura 3

Figura 4.181. asignacion que realiza E19.

lot! 3 4 W Jon
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Flgura 4.182. Respuesta que realiza el E19.
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Figura 4.183. Respuesta que realiza el E19.
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Figura 4.184. Célculos de E19.

El estudiante E19 no responde a la pregunta 6.

La interpretacion de todas las respuestas del estudiante E19, es que posee una construccion
mental proceso para la interpretacion geométrica del concepto TL, mostrando una

articulacion con la interpretacion funcional.

Estudiante E20

E20 responde a las preguntas 1, 2, 3y 4 con
los mismos argumentos, relacionados con el
concepto de cambio de la palabra
transformacion, pero no muestra
construcciones mentales relacionadas a los
conceptos dispuestos en la DG.

i 4 . ;} fn
Vo e couns toro. UiawnfBrmn arn Lo
s, /._/ /-‘ £ e

Gmbre. oboulicles b ivn veclor,
(@]

I —

_-: iVl Yl L~

Figura 4.185. Respuesta dada por E20.
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E20 no logra coordinar los conceptos que =
construyen la respuesta.

E20 no responde a esta pregunta.

f

Figura 4.187. Calculos de EZ20.

E20 muestra una construccion pre accion para la interpretacion geométrica del concepto

TL.

4.1.3.1 RESUMEN DE LOS DATOS.

Para mostrar en forma resumida los resultados obtenidos sobre las producciones escritas de
los estudiantes, con ejemplos de cada caso de estudio, hemos construido la tabla 4.3, en que
se da la informacién sobre quiénes muestran presencia 0 ausencia de una determinada
construccion o mecanismo mental previsto en la DG.

Tabla 4.3. Resumen de los datos.

P1 P2 P3 P4 P5 P6
Pregunta Coordinacion | Coordinacion | Coordinacion | Coordinacion Articulacion Articulacion
de los | de los | de los | de los entre entre
conceptos de | conceptos de | conceptos de | conceptos de | interpretacion | interpretacion
base funcién | colinealidad colinealidad colinealidad geomeétrica y geomeétrica y
combinacion en el plano en el plano en el plano funcional matricial
lineal con la | figural figural figural
colinealidad mediante  la mediante la mediante la
en el plano | TL TL mirada a TL
figural las imagenes perspectiva
Estudiante global
E1l Proceso Proceso No No Proceso No
Responde Responde Responde
E2 Accion Accion No Accion No No
Responde Responde Responde
E3 Proceso Proceso Proceso Proceso Accién No
Responde
E4 Accién Proceso Proceso Proceso objeto Accién
E5 Proceso Accién No Accion No Accién
Responde Responde
E6 No No No No No No
Responde Responde Responde Responde Responde Responde
E7 Proceso Accion Accion Proceso Accion No
Responde
E8 No No No No No No
Responde Responde Responde Responde Responde Responde
E9 Accidn Proceso Proceso Objeto Objeto Objeto
E10 No No No No Proceso No
Responde Responde Responde Responde Responde
E11 Accién No No Accién Accién Accion
Responde Responde
E12 No No No No No No
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Responde Responde Responde Responde Responde Responde
E13 Accién Accién No No No Accién
Responde Responde Responde
E14 No Accién No No Accién No
Responde Responde Responde Responde
E15 No No No No No No
Responde Responde Responde Responde Responde Responde
E16 Accion Accion No Accion No No
Responde Responde Responde
E17 No No No No Preaccion No
Responde Responde Responde Responde Responde
E18 Accion Proceso No Proceso Proceso No
Responde Responde
E19 Accion Accion Proceso Proceso Proceso No
Responde
E20 Preaccion Preaccion Pr-accién Preaccion Preaccion No
Responde

4.1.3.2 CONCLUSONES SOBRE LAS PRIMERAS EVIDENCIAS
PARA LA INTERPRETACION GEOMETRICA DEL CONCEPTO TL.

Una observacién inicial sobre el desempefio de los estudiantes participantes en este estudio
se relaciona a la resistencia a contestar la interpretacion geométrica del concepto TL. Por
una parte, sostuvieron que el algebra lineal y la geometria son cursos diferentes, y por otra,
que en su curso de algebra lineal no se trato el tema de esta forma. Para ejemplificar esta
situacion, reproducimos algunos de los comentarios dentro de sus relatos. E15: “No sé
realizar nada de este item, debido a que no recuerdo mucha geometria vectorial, lo que
parece ser necesario para desarrollarlo”. E14 escribe que “al 0jo” no puede determinar
una TL. E9 se resiste en la pregunta 1 y su escrito comienza con “no sé” y lo tacha para
anular, mientras responde bien el resto del cuestionario. Lo que es comun a gran parte del
caso es la nocion de cambio asociada a una TL.

Lo observado en términos de construcciones y mecanismos mentales da cuenta de que los
estudiantes que no muestran esta resistencia o se sobreponen a ella, pueden responder las
primeras cuatro preguntas dando cuenta de la identificacion de los vectores en las figuras,
reconociendo que constituyen una base para el espacio de partida. Esto es, desde APOE
coordinan las construcciones mentales proceso para los conceptos de vector que se
identifica en el plano figural, con el concepto de funcion, asignando a estos vectores
imagenes en la figura de llegada. Ejemplo de ello es E5, que formula el siguiente
argumento: “Si en la figura 1 los vectores son (0,1) y el (1,0) en el caso de la figura dos el
cambio es en el vector (1,0) que se transforma en (x,y) con x=y”, lo que muestra la
realizacion de las coordinaciones antes descritas.

En relacion a las articulaciones con la interpretacién funcional, la mitad de los estudiantes
del caso en estudio elabora algun tipo de respuesta y la otra mitad no responde. Sobre las
respuestas, podemos citar a E4, que realiza la articulacion entre estas interpretaciones;
busca el vector director de la recta, esto es, desde lo geométrico encuentra una base para
este subespacio, y para ello reescribe la ecuacion de la recta, mostrando una construccién
objeto del concepto recta vectorial, ya que realiza acciones al buscar el vector director;
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posteriormente calcula su imagen mediante la TL. Lo que realiza es una coordinacion entre
la funcion y el vector director, para luego escribir como la TL actua sobre la recta; esto es,
encapsula el objeto imagen de una recta vectorial. Logrd coordinar la articulacion entre la
interpretacion funcional y la geométrica. En otros estudiantes se pudo observar un trabajo
mecanicista sobre la ecuacion de la recta, reescribiéndola sin coordinar estos procesos con
la TL; un ejemplo de ello es E17. Por otra parte, diremos que en una casi preaccion algunos
aplicaron la TL sobre la ecuacion de la recta completa; prueba de ello es E18.

Sobre la articulacién con la interpretacion matricial, sélo cinco estudiantes del caso dan
algun tipo de respuesta. E9 construye la funcion, esto es, articula con la interpretacion
funcional, mostrando coordinar los conceptos de base para el plano con el concepto de
funcion, y construye un tipo especifico de TL; posteriormente construye la MATL. Los
estudiantes que no alcanzan a construir la articulacion, pero esbozan alguna respuesta, son
aquéllos que no han logrado construir la interpretacion geométrica, pues no coordinan el
plano figural desde donde pueden extraer informacion sobre los vectores que constituyen
una base para el plano; prueba de ello es E13, que no logra coordinar los vectores para una
base para el plano.

Al igual que en la investigacion de Molina y Okta¢ (2007), aparecen los fantasmas de los
modelos intuitivos, que fueron asi interpretados por estos investigadores. Podemos dar
cuenta de ello en la concepcidn ingenua de cambio para el concepto TL. Bajo el alero de
APOE, pensamos que se trata en la mayoria de los casos de procesos que no han sido
interiorizados; en otras palabras, la construccion del teorema fundamental del algebra lineal
en esta version no ha sido construida como objeto. Pensamos que hace falta propiciar
coordinaciones con el plano figural para construir dicho teorema, que aunque limitado por
la visualizacion, pensamos que propicia una base para una construccion mas general del
concepto TL. Por otra parte, los estudiantes que poseen construcciones inacabadas del
concepto, ya sea en su interpretacion matricial y/o funcional, muestran construccion de
conocimiento en esta interpretacion. Prueba de ello es E20, quien so6lo responde a las
preguntas de la interpretacion geométrica.

4.2 CONSTRUCCIONES Y MECANISMOS MENTALES MOSTRADOS POR LOS
ESTUDIANTES DEL CASO PARA EL CONCEPTO DE TL EN SUS TRES
INTERPRETACIONES.

Para el caso en estudio, podemos decir que en cada interpretacion existen elementos
fundamentales que determinan algunas de las dificultades especificas en la construccion del
concepto TL; por ejemplo, en la interpretacion funcional, la ecuacion que define a una TL,
esto es: T(av+ fSw) =aT(v)+ fT(w), donde «,f € K;v,weV esasumida por algunos de
los estudiantes del caso como algo automatico. Nuestra explicacion desde APOE es que no
han coordinado los procesos propios de la construccion, donde la combinacion lineal a la
izquierda de la igualdad esta en el espacio de partida, y la de la derecha de la igualdad, en el
espacio de llegada, y esto solo sucede si la funcion es una TL. Esta dificultad se ve
posteriormente reflejada en la interpretacion geométrica —el teorema fundamental del
algebra lineal—, pues no logran coordinar los procesos que construyen una TL desde la
asignacion de los vectores en el espacio de partida a un conjunto en el espacio de llegada.
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Las evidencias dan cuenta de que no reconocen esta asignacion como una TL. Por otra
parte, para la interpretacion matricial detectamos que no es suficiente con construir las
coordenadas de las iméagenes de los vectores de una base del espacio de partida; es la
generalizacién y sistematizacion de este proceso que construye la MATL, nuevamente la
misma igualdad pero descrita de otra forma.

Desde APOE, las construcciones y mecanismos mentales que detectamos con la lectura
transversal de los datos, son la coordinacién entre los conceptos de combinacion lineal y de
funcién. Aunque no es suficiente con ello, es un buen inicio; posteriormente, un trabajo
dedicado a la identificacion de las estructuras subyacentes en el concepto de funcién y de
espacio vectorial, mas todas las descripciones relatadas en nuestras DG, suponemos que
ayudaran a comprender la construccién del esquema para el concepto de TL.

A continuacion, en el capitulo 5 explicaremos los criterios desarrollados para interpretar los

datos y construir un modelo para el esquema del concepto TL, lo que validaremos via
entrevistas.
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CAPITULO 5:

RESULTADOS DE LAS ENTREVISTAS.
EVIDENCIAS PARA EL ESQUEMA DEL CONCEPTO
TL COMO UN MODELO MULTIINTERPRETATIVO.
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CAPITULO 5:
RESULTADOS DE LAS ENTREVISTAS. EVIDENCIAS PARA EL
ESQUEMA DEL CONCEPTO TL COMO UN MODELO
MULTIINTERPRETATIVO.

5.1 EL ESQUEMA'Y EL MODELO MULTINTERPRETATIVO.

Nuestra propuesta para analizar los esquemas de los estudiantes del caso se basa en un
modelo multinterpretativo para el concepto de TL. Consideramos que este, como un
concepto unificador para el algebra lineal, incorpora diferentes interpretaciones, razon por
la cual para la caracterizacion de su esquema como construccion mental, proponemos
considerar las como construcciones mentales objeto o proximas a la de objeto; pensamos
que son indispensables para la evolucion del esquema del concepto, y que nos permitiran, a
su vez, determinar su coherencia, entendida esta Ultima como la capacidad para reconocer
relaciones al interior del esquema y establecer si éste permite solucionar una situacion
matematica particular, y en tal caso usarlo.

Como proponemos en el capitulo 2 (apartado 2.2.1), para analizar la coherencia en el
esquema del concepto TL y determinar sus componentes, pensamos que un estudiante
muestra un nivel de esquema Intra- para el concepto TL, si en alguna de sus
interpretaciones da cuenta de poseer una construccion mental objeto, la que le permite
realizar ciertas acciones sobre algunas estructuras fundamentales, pero no ha articulado las
tres interpretaciones, por lo que responde a las preguntas que dan cuenta de la construccion
del objeto del concepto TL en alguna de sus interpretaciones, sin establecer
correspondencia con las otras interpretaciones del concepto. Es asi que al enfrentarlo a
situaciones referidas al concepto TL de un nivel superior, por ejemplo en relacién al
teorema del isomorfismo de espacios, no podria responder en forma adecuada. De igual
forma, un estudiante que muestra un nivel de esquema Inter- del concepto TL es aquél que
por lo menos ha articulado dos de las interpretaciones de este esquema, y de esta forma
responde a las preguntas que dan cuenta de la construccion del objeto del concepto TL, lo
que le permite establecer las primeras correspondencias o concordancias con los teoremas
propios de las TL. Para finalizar, un estudiante muestra un nivel de esquema Trans- del
concepto TL si responde a las preguntas que dan cuenta de la construccion del objeto del
concepto TL, y es capaz de establecer correspondencia con todas las otras interpretaciones
del concepto, por lo que estableceria conexiones con los teoremas propios de las
trasformaciones lineales, como por ejemplo el teorema del isomorfismo de espacios
vectoriales.

En la figura 5.1 damos cuenta de esta idea sobre la estructura para el concepto TL, que
posee componentes de origen funcional, matricial y geométrico, sin desconocer que es mas
amplio. Un ejemplo importante de un concepto en este “exterior”, es el de isomorfismo de
espacios vectoriales, el que puede servir para examinar los elementos emergentes, pues
posee caracteristicas transversales para el algebra en general.
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Figura 5.1. Dibujo sobre las componentes del modelo para el concepto de TL

Es asi que incorporamos en algunas de las preguntas de la entrevista la nocion de
isomorfismo de espacios vectoriales, a modo de poner a prueba todas las componentes del
esquema del concepto TL. Pensamos originalmente que las nociones desde la perspectiva
funcional, como las de inyectividad y epiyectividad, debieran emerger como construcciones
proceso junto con la de linealidad como construccion mental objeto, la que debe ser
desencapsulada en una construccién proceso que actuara coordinando al concepto kernel y
de dimensién, para asi construir una funcion que preserve la estructura de espacio vectorial.
Los conceptos de grupo cociente y clase estarian en el limite del concepto TL, por lo que
este tipo de construccion obedeceria a un nivel Trans-TL, siempre que dé muestras de su
coherencia. Desde la interpretacion matricial, pensamos el kernel como una construccion
proceso, un elemento nuevamente importante para determinar el nivel de un esquema para
el concepto de TL; a su vez, en la interpretacion geométrica éste queda oculto, pues en una
asignacion entre vectores representados en el espacio corresponderia a un simple conteo en
la correspondencia entre coordinar el proceso de asignacion de vectores con la construccion
proceso del concepto de dimension.

Por otra parte, deberemos tener en cuenta que un esquema esta siempre en evolucion y
puede considerarse como un nuevo objeto al cual pueden aplicarsele acciones y procesos;
en tal caso, se dice que el esquema se ha tematizado. Es posible que en los analisis de las
entrevistas encontremos indicadores de algunos esquemas ya tematizados o cercanos a ello.

5.1.1. NIVELES DEL ESQUEMA PARA EL CONCEPTO DE TL EN EL
MODELO MULTINTERPRETATIVO.

A continuacion presentamos una breve descripcién de los niveles del esquema para el
concepto TL, basada en las descripciones dadas en el capitulo 3 para los niveles en el
esquema de cada interpretacion del concepto. Para trabajar con TL desde esta perspectiva
global, un estudiante tiene que poner en juego sus construcciones previas alrededor de
esquemas de los conceptos de espacio vectorial y de funcién. Las relaciones de coherencia
que establezca entre los conceptos de base, dimension, vectores, combinacion lineal,
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dominio, recorrido, imagen, coordenadas, MATL, determinaran los niveles Intra-, Inter-y
Trans- TL

5.1.1.1 NIVEL INTRA- TL EN EL MODELO MULTINTERPRETATIVO.

Pensamos que un estudiante muestra un nivel Intra-TL, cuando en sus argumentaciones
muestra algunos de los siguientes razonamientos ante una situacion especifica:

Las funciones que reconoce como TL son entre espacios y subespacios vectoriales de R".
Asume que la estructura algebraica se conserva bajo cualquier funcion, esto es, la
combinacion lineal se preserva automaticamente.

Las bases son” transformadas” en bases mediante una TL.

Los conjuntos LI (LD) son “transformados” en conjuntos LI (LD) mediante una TL.

La prueba de que una funcién es una TL se reduce a comprobar que la imagen del cero es
el cero.

Prueba que una funcién es una TL realizando la verificacion de la propiedad de la
combinacion lineal, sin verificar que el dominio y el recorrido son espacios vectoriales o
subespacios vectoriales de un cuerpo especifico.

Construye la MATL para TL entre espacios y subespacios de dimension finita.

Las bases ordenadas son conjuntos cualesquiera de los espacios dados.

Dada la MATL calcula las coordenadas de iméagenes de vectores multiplicando las
coordenadas de éstos por la matriz, en cualquier caso, y aplica la matriz cambio de base de
Ser necesario.

La matriz es usada para determinar si la TL es un tipo especifico de funcién (inyectiva o
epiyectiva), y a su vez es vista como una TL.

Construye la asignacion de vectores desde el plano figural, esto es, reconoce la existencia
de una TL entre espacios y subespacios de R®, pero no la especifica en su expresion
algebraica o matricial.

Las bases son conjuntos de n-uplas y sélo son las bases candnicas.

Las imégenes de los vectores se calculan mediante combinaciones lineales de las imagenes
de éstos, no se aplica la TL.

En este nivel no existe una clara conexion entre las nociones espacio vectorial, funciéon TL,
matriz, coordenadas o bases. En términos del modelo multinterpretativo, muestra un nivel
de esquema Intra- TL si en alguna de sus interpretaciones da cuenta de poseer una
construccion mental objeto, la que le permite realizar ciertas acciones sobre algunas
estructuras fundamentales, pero no ha articulado las tres interpretaciones, las que por
hipdtesis si se lo permitirian.

5.1.1.2 NIVEL INTER- TL EN EL MODELO MULTINTERPRETATIVO.

Pensamos que un estudiante muestra un nivel Inter- TL, cuando en sus argumentaciones
muestra algunos de los siguientes razonamientos ante una situacion especifica:

Las funciones que reconoce como TL son entre espacios vectoriales conocidos, como por
ejemplo: R" M Pn [X] ; esto es, con estructuras algebraicas sobre R como cuerpo.

La combinacion lineal de vectores se conserva mediante una TL, pero reconoce que los
conjuntos LI no necesariamente son “transformados” en conjuntos LI mediante una TL.
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Para probar que una funcion es una TL se reduce a comprobar que la imagen del neutro es
el neutro.

Prueba que una funcién es una TL comprobando la propiedad de linealidad, sin verificar
gue el dominio y el recorrido son espacios vectoriales o subespacios vectoriales de un
cuerpo especifico.

Construye la MATL s6lo para TL entre espacios y subespacios de R" en R".

Las bases son conjuntos de n-uplas y posiblemente solo sean las bases canonicas, lo que
implica que las coordenadas son matrices transpuestas.

Las coordenadas de imagenes de vectores se calculan mediante combinaciones lineales de
las imégenes de éstos, no se aplica la matriz cambio de base en caso de ser necesario.

La matriz no es vista como una funcion, menos como una TL.

Construye la asignacion de vectores desde el plano figural, esto es, reconoce la existencia
de una TL entre espacios y subespacios de R® y es capaz de especificarla en una de sus
otras interpretaciones, funcional o matricial.

Las bases son conjuntos que logra determinar del plano figural mediante la coordinacion de
las concepciones proceso de los conceptos de base con el de espacio vectorial. Aqui las
bases canonicas son por eleccion.

Las imagenes de los vectores se calculan mediante la TL en cualquiera de sus
interpretaciones.

En este nivel los estudiantes, dependiendo del contexto del problema, relacionan los objetos
espacio vectorial real, funcion, TL, matriz, coordenadas y base como elementos
interconectados, aunque todavia pueden existir algunas dificultades. En términos del
modelo multinterpretativo, muestran un nivel de esquema Inter- TL, si por lo menos han
articulado dos de las interpretaciones de este esquema. Es de esta forma que responden a las
preguntas que dan cuenta de la construccién del objeto del concepto TL, lo que les permite
establecer las primeras correspondencias o concordancias con los teoremas propios de las
TL.

5.1.1.3 NIVEL TRANS- TL EN EL MODELO MULTINTERPRETATIVO.

Pensamos que un estudiante muestra un nivel Trans-TL, cuando en sus argumentaciones
muestra algunos de los siguientes razonamientos ante una situacion especifica:

Las funciones que reconoce como TL son entre espacios vectoriales, esto es, con
estructuras algebraicas sobre K como cuerpo.

La combinacion lineal de vectores se conserva mediante una TL, y lo aplica a conjuntos LI
y base que no necesariamente son “transformados” en conjuntos LI y base mediante una
TL.

Prueba que una funcion no es una TL al comprobar que la imagen del neutro del espacio
vectorial de partida no es el neutro del espacio vectorial de llegada.

Prueba que una funcion es una TL comprobando la propiedad de linealidad, teniendo claro
cuales son los espacios o subespacios vectoriales involucrados.

Construye la MATL para TL entre espacios y subespacios de dimension finita.

Las bases ordenadas son conjuntos cualesquiera de los espacios dados.

Dada la MATL calcula las coordenadas de iméagenes de vectores multiplicando las
coordenadas de éstos por la matriz, en cualquier caso, y aplica la matriz cambio de base de
Sser necesario.
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La matriz es usada para determinar si la TL es un tipo especifico de funcién (inyectiva o
epiyectiva), y a su vez es vista como una TL. Construye la asignacion de vectores desde el
plano figural, esto es, reconoce la existencia de una TL entre espacios y subespacios de R®
y es capaz de especificarla en cualquiera de sus otras interpretaciones, funcional o
matricial. Puede determinar el tipo de TL, si es inyectiva, epiyectiva o biyectiva, por lo que
las imagenes de conjuntos de vectores estan claras.

En este nivel los estudiantes, independientemente del contexto del problema, relacionan las
nociones de funcion y espacio vectorial en términos generales, manejan y comprenden
todas las técnicas directas e indirectas que se relacionan con estas mismas nociones para la
construccion del concepto TL. Desde la perspectiva del modelo multinterpretativo, un
estudiante muestra un nivel de esquema Trans- TL si responde a las preguntas que dan
cuenta de la construccion del objeto del concepto TL y es capaz de establecer
correspondencia con todas las otras interpretaciones del concepto, por lo que estableceria
conexiones con los teoremas propios de las trasformaciones lineales, como por ejemplo el
teorema del isomorfismo de espacios vectoriales.

5.1.2 EN BUSQUEDA DE EVIDENCIAS PARA EL ESQUEMA DEL
CONCEPTO TL: SELECCION DE LOS INFORMANTES.

A continuacion estableceremos la articulacion entre interpretaciones como criterio de
seleccidén, en basqueda de establecer los niveles para el esquema del concepto TL en los
estudiantes del caso. En el capitulo 4 (apartados 4.1.1.1, 4.1.2.1 y 4.1.3.1) realizamos un
resumen tabular de los analisis por construccion de las respuestas de los estudiantes al
cuestionario; estos datos los utilizamos como modelo selectivo de aquellos estudiantes que
poseen una construccion mas completa o proxima al esquema del concepto TL.
Recopilamos la informacion desde la perspectiva de cada interpretacion y analizamos a la
luz de APOE, mediante contrastacion con la descomposicion genética.

En las siguientes tablas se entrega un resumen de los estudiantes que mostraron
construcciones proximas a la de objeto por interpretacion para el concepto de TL;
asimismo, se incluye el orden en que respondieron al cuestionario, suponiendo que este
orden entrega informacion sobre su aproximacion al concepto. Las siglas F, My G
corresponden a la interpretacion funcional, matricial y geométrica del concepto TL.

Tabla 5.1. Estudiantes del caso que mostraron construcciones metales proximas a la de objeto en la
interpretacion funcional.

ORDEN CONSTRUCCION
ELEGIDO MENTAL
ESTUDIANTE PARA MOSTRADA
DAR RESPUESTA EN LA INTERPRETACION
AL CUESTIONARIO FUNCIONAL
PROCESO
OBJETO
FMG PROCESO
FMG PROCESO
MFG PROCESO
GMF OBJETO
FMG PROCESO
FGM PROCESO
MFG PROCESO
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Tabla 5.2. Estudiantes del caso que mostraron construcciones metales proximas a la de objeto en la

interpretacion matricial.
ORDEN CONSTRUCCION
ELEGIDO MENTAL
ESTUDIANTE PARA MOSTRADA
DAR RESPUESTA EN LA INTERPRETACION
AL CUESTIONARIO MATRICIAL
PROCESO
OBJETO

GMF PROCESO
MFG PROCESO
MFG PROCESO

Tabla 5.3. Estudiantes del caso que mostraron construcciones metales proximas a la de objeto en la

interpretacion geométrica.
ORDEN CONSTRUCCION
ELEGIDO MENTAL
ESTUDIANTE PARA MOSTRADA
DAR RESPUESTA EN LA INTERPRETACION
AL CUESTIONARIO GEOMETRICA

PROCESO

OBJETO

GFM PROCESO
GMF OBJETO

MFG PROCESO
FGM PROCESO

Se realizd un cruce de los datos con la informacion de las tablas anteriores (tablas 5.1, 5.2 'y
5.3), con el propdsito de obtener a los estudiantes del caso que mostraran las construcciones
mentales proximas a la de objeto para el concepto de TL. Se obtuvo que los estudiantes E3,
E4, E9 y E18 fueran los candidatos para ser entrevistados y asi establecer algunas
caracteristicas del esquema del concepto TL. En la tabla 5.4 se muestra el resumen de este
cruce de datos.

Tabla 5.4. Resumen del cruce de datos.

ORDEN CONSTRUCCION CONSTRUCCION CONSTRUCCION
ELEGIDO MENTAL MENTAL MENTAL
ESTUDIANTE PARA MOSTRADA MOSTRADA MOSTRADA
DAR ENLA ENLA EN LA
RESPUESTA INTERPRETACION | INTERPRETACION INTERPRETACION
AL FUNCIONAL MATRICIAL GEOMETRICA
CUESTIONARIO

PROCESO PROCESO PROCESO
E4 FGM OBJETO OBJETO OBJETO
E9 GMF OBJETO PROCESO OBJETO
E18 MFG PROCESO OBJETO PROCESO

Un dato de la investigacion es que siendo voluntarios, sélo tres de los estudiantes del caso
seleccionados para las entrevistas participaron en ellas. No se pudo contar con la
participacion de E4. Por esto, excluiremos del resto de los anélisis a E4, ya que no posemos
informacion sobre su forma de construir el esquema del concepto TL.

A continuacion, un breve analisis de los datos particulares de los entrevistados.
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5.1.2.1 EL PERFIL DE LOS ENTREVISTADOS SEGUN EL MODELO
MULTINTERPRETATIVO.

Sobre los candidatos seleccionados y que participaron en la entrevista —E3, E9 y E18—, se
revisaron nuevamente sus respuestas al cuestionario, en particular aquéllas en las que
podian mostrar la incorporacion de elementos de otras interpretaciones (pregunta 4 de la
interpretacion funcional y pregunta 6 de la interpretacion geométrica), esto es, hacer uso del
esquema mediante la articulacion de interpretaciones. De alli se obtuvo las siguientes
respuestas, que permitieron una planificacion para cada entrevista.

Comenzaremos con E3, quien responde a la pregunta 4 de la interpretacion funcional en
una aproximacion a la articulacion; se basa en el teorema fundamental del algebra lineal,
pues realiza la asignacion de vectores del espacio de partida en el de llegada, no muestra
coordinacion con el plano figural. Por otra parte, no responde a la pregunta 6 de la
interpretacion geométrica, diciendo que no recuerda la matriz asociada a la TL, lo que es
contradictorio, primeramente, con el orden en que seleccion0 responder al cuestionario, que
fue MFG, y con que mostrd una construccion mental proceso en las respuestas a las
preguntas de la interpretacion matricial del concepto TL.

Para la entrevista de E3, se debié considerar que no mostrd algun tipo de preferencia por
interpretacion, por lo que el orden en que se realizaron las preguntas dependid
exclusivamente de sus respuestas. Desde la caracterizacion del esquema para el concepto
TL, diremos que ha mostrado en sus respuestas al cuestionario un esquema Intra- TL.

Por otra parte, E9 responde a la pregunta 4 de la interpretacion funcional al igual que E3,
esto es, evocando el teorema fundamental del algebra lineal, sin mostrar coordinacién con
el plano figural. En su respuesta a la pregunta 6 de la interpretacion geométrica, E9
responde construyendo la matriz en términos de senos y cosenos, mostrando asi articular
dos de las interpretaciones del concepto, incluyendo las nociones de rotacion y reflexion
propias de los movimientos basales en el plano.

Consideramos que su entrevista ha mostrado una articulacion y que su tratamiento al
concepto emerge desde lo geométrico, lo que queda confirmado en su seleccion del orden
para responder el cuestionario (GMF). Desde la caracterizacion del esquema para el
concepto TL, diremos que ha mostrado en sus respuestas al cuestionario un esquema Inter-
TL.

Finalmente, el estudiante E18 responde a la pregunta 4 tratando de reconstruir una funcion
gue cumpla con la asignacion de los vectores dados en la pregunta, no muestra
articulaciones con otras interpretaciones. El orden en que E18 responde al cuestionario es
MFG, por lo que en su entrevista profundizaremos en sus articulaciones desde lo matricial.
Desde la caracterizacion del esquema para el concepto TL, diremos que ha mostrado en sus
respuestas al cuestionario un esquema Inter- TL.

Hemos dado cuenta de la forma en que fueron seleccionados los estudiantes del caso para
las entrevistas, y mostramos el criterio para analizar los esquemas, lo que constituye la
directriz de anélisis de nuestros datos. A continuacion, las entrevistas.
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5.2 LAS ENTREVISTAS Y LAS EVIDENCIAS OBTENIDAS.

Con el proposito de documentar la investigacion en profundidad, y a partir de los datos
obtenidos en el cuestionario sobre construcciones y mecanismos mentales del concepto TL
en sus tres interpretaciones, son invitados durante el mes de noviembre del afio 2013 los
estudiantes E3, E9 y E18. Se consigné mediante un registro escrito y un video las
respuestas de los estudiantes a un cuestionario elaborado a partir de su produccion
individual en la primera etapa de la investigacion; se ha transcrito el audio para su analisis y
se incluyen las imagenes de sus respuestas escritas.

A continuacién mostraremos los analisis de las entrevistas realizadas a los tres estudiantes,
los que se realizaron a la luz de las DG propuestas y de nuestra hipétesis para determinar la
coherencia en el esquema del concepto TL.

5.2.1 ENTREVISTA AE3.
Se invitd al estudiante E3 a una entrevista el 22 de noviembre del afio 2013. A continuacién
presentamos algunos extractos de la transcripcion del audio correspondiente a sus
respuestas, incluyendo las preguntas y las imagenes de sus respuestas escritas. La

transcripcion completa de esta entrevista se encuentra en anexo. A continuacion el
desarrollo del analisis de la entrevista.

5.2.1.1. ANALISIS DEL RELATO DE E3.

El cuestionario y las respuestas de E3.

Primera pregunta del cuestionario de la entrevista:

Considere el carrito de un tren que aparece en la figural, se deforma en la figura 2.
0,5, 0)
W R

(0.1}

LS
K

=
k=)

Figural. Figura 2
¢Hay una transformacion lineal que relacione la imagen del carrito de la figura 1 con la
imagen de la figura 2?

E3 se toma un tiempo y responde:

[E3--13] Creo que no.
[Ent-14] ¢Crees que no?
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[E3--14] Creo. Pero estoy viendo si es que si.

[Ent-15] ¢Y cémo tratas de ver si es que si lo es?

[E3--15] Como que sélo estoy viendo la izquierda, en eso estoy pensando. Estoy
tratando de buscar. Si mando, por ejemplo (0,2), a alguno de estos tres
vectores, a través de esa misma transformacion deberia mandar este en los
otros dos restantes y este Gltimo que queda aqui.

i s)
o j(—\m E Cyoy — (x )
1% w. >
Figura 5.1. Las primeras aproximaciones de E3 a la respuesta de pregunta 1.

E3 declara algunas dudas sobre las figuras que representan un cambio modelado por una
TL. Para esclarecer esta situacion echa mano al teorema fundamental del algebra lineal, y
establece una correspondencia entre las figuras. Muestra explicitamente como hacer una
correspondencia entre vectores y con ello concluye que si es una TL, o mejor dicho, que
existe una TL que describe ese cambio. A continuacién se preocupa de la estructura
algebraica; al establecer la suma de vectores se preserva bajo la funcién encontrada. Segun
uno de los descriptores del esquema, es un nivel Intra-TL.

[E3--23] Porque, como se llama, si mando este de aca, 0 sea, Si mando uno en uno
después voy a preservar la suma y va a ser una transformacion lineal.

Como se muestra en la figura 5.2, E3 establece la correspondencia entre vectores y su
operatividad mediante la comprobacion de la estabilidad de la combinacién lineal para este
caso, por lo que podemos decir que el concepto de combinacion lineal ha sido
desencapsulado para realizar acciones sobre vectores especificos.

T on -0 Y ple

~ o =L e OLULE

Figura 5.2. Trabajo de E9 para encontrar la transformacién lineal en su interpretacion funcional

[Ent-25] ¢Y podrias encontrar la transformacion lineal? Porque ahora me estas
respondiendo que si.

[E3--25] Si, ahora creo que si hay.

[Ent-29] ¢Y como podrias verificar que cumple, ahi, rapidamente?

[E3--29] Que la suma de estas dos me da la suma de estas.
Estoy preservando la operacion.

Este dialogo y las imagenes son evidencias de como E3 desarrolla la construccion de la TL,
preservando la estructura algebraica.

A pesar de un comienzo en que duda si las imagenes mostradas en la primera pregunta
constituyen una TL, E3 mostro construir los fundamentos del concepto desde lo que
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[lamamos la interpretacion geométrica. Se le propuso construir la interpretacion funcional,
sin embargo E3 no lo realiz6 en forma inmediata y hubo que incluir la siguiente pregunta:

Segunda pregunta del cuestionario en la entrevista:

Sea T :R*>R’definida por: T(x,y) = (x+AY,y) con S < Z , bosqueje la region obtenida al
aplicar la transformacion lineal al rectdngulo dado en la figura cuando =2y B =-3

Figura p=2
i AR>) ~D
: : QD
W,

t(y0)

Figura 5.3. Respuesta de E3
Figura £ =-3

;!!3£, o

Figura 5.4. Respuesta de E3

En las imagenes de la figura 5.3 y 5.4 revelan la produccion de E3 para dar respuesta a la
pregunta, mostrando construir el cambio de la figura mediante la aplicacion del teorema
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fundamental del &lgebra coordinando el plano figural R? con dicho teorema. Construye la
interpretacion geométrica de la TL, posibilitandolo a articular con la funcional, por lo que
podria construir la interpretacion funcional para la primera pregunta y posteriormente
realizar la demostracion.

Entonces proponemos en la tercera pregunta, verificar si su esquema se puede desprender
de la interpretacion geométrica para construir el concepto TL.

Tercera pregunta del cuestionario de la entrevista:

Sea T:V —>W transformacién lineal y dos conjuntos A={v,V,,...v,} <V y
B={w,W,,.w }cW ,talque T(V)=w,T(V,)=wW, .., T(v,)=Ww,

a.- Si el conjunto B es linealmente independiente, ¢debe ser el conjunto A linealmente
independiente?

b.- Si el conjunto A es linealmente independiente, ¢debe ser el conjunto B linealmente
independiente?

c.- Si B genera a W, ¢debe A generar a V?

d.- Si A generaaV, ¢debe B generar a W?

En el transcurso de la entrevista para la pregunta 3, E3 responde como se muestra en la
figura b.

a- 8¢l conjunto B es lmealmente independiente, ;Debe ser ¢l conjunto A linealmente
i.‘]lIL?L‘:IIJI:L”.'I‘.L‘“ Sj

b.- Si el conjunto A es linealmente independiente, ; Debe ser el conjunto B linealmente
independiente? S'.
¢.- 51 B generaa W, ; Debe A generara V? 3'-

d-Si A generaa V, ; Debe B penerara W? u

Figura5.4. Respuésta final del estudiante E3 a pregunta 3.

Estas respuestas corresponden a los siguientes discursos, que hemos simplificado dejando
la evidencia de algunas de las dificultades que se presentaron.

E3 reescribe los datos de la pregunta para aclarar la informacion y desde alli proponer sus

respuestas. En la figura 5.5 se muestra como reinterpreta la pregunta y establece algunas
respuestas que corrige.
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Figura 5.5. Andlisis inicial hecho por E3 para dar respuesta a la pregunta 3.

[E3--57] Ya, entonces si W... Si esto es cero, todos estos alfas son cero.
[E3--59] Ahora voy a ver si... Estos de aca, como ya tienen una configuracién lineal,
hacerlo sin que actue el cero.

E3 mostro coordinar los conceptos de combinacion lineal y de TL en esta pregunta; en
cambio, presentd algunas dificultades en la misma pregunta, parte c) y d), en las que
aparecian conjuntos generados. Su primera respuesta para la pregunta c) es:

[E3--78] Yo tengo entendido que si.

[E3--79] Si. Supongo que porque se aplica una transformacion al revés, llegaria a lo

| AN
(G R

Figura 5.6. Duda de E3 para dar respuesta a la pregunta 3c).

[E3--81] B generaa W.

[E3--86] ...B generaa W... Estoy sacando las... [Piensa.] Ya, entonces a partir de W,
entonces lo voy a escribir como combinacion lineal. Da lo mismo como
hacerlo.

[E3--89] Ah, yo tengo esto, entonces ahora quiero ver si a partir de esto se puede

escribir como... Me da la impresion, yo creo que si.

En el transcurso del didlogo anterior se evidencian algunas dificultades para dar respuesta a

la pregunta, finalizando con la siguiente expresion:

[E3--118] Se me arranca. Quiero ver si A debe generar a V. O sea me voy a preocupar
de esto.

A pesar de que sus respuestas finales, como se mostré en la figura 5.4, son correctas, dice
que “se me arranca”. Las dudas mostradas por E3 parecen provenir del concepto de
funcién, esto es, la TL en su interpretacion funcional no esté totalmente construida. Parte de
los conceptos que constituyen su esquema se encuentra en construcciones proceso, las que
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le permiten operar pero no realizar acciones sobre esta estructura. Se reformula la pregunta
anterior por la siguiente, el proposito es ver qué emerge de la construccion:

Cuarta pregunta del cuestionario para la entrevista de E3:

Consideremos T :R*>R’transformacion lineal, y dos conjuntos A={(2,0),(0,1)} cR* y
B ={(0,-3),(0.5,0)} = R? talque T(2,0) = (0.5,0), T(0,1)=(0,-3)

v Si Ageneraa R’ En este caso ¢B genera a R*?
v" Si el conjunto A es linealmente independiente,
¢ B es linealmente independiente? ¢ Es un isomorfismo?

E3 responde como se muestra en la figura 5.6 en forma afirmativa, esto significa que si A
genera a R?, B también.

< : m™2 - FIRT - et 5 L : \—R2v
Consideremos T:R” — R stransformacion lineal, y dos conjuntos A= {(2,(1),(0.1},- cR%

B =1{(0,-3), ((%_ 0)} = R?, tal que 7(2,0) = (0,5,0) , 7(0.1) = (0,-3)

L
- L i LY

Si A generaaR” . En este caso ;B generaa R°? ) L

Figura 5.6. Respuesta de E3.

Es un caso particular de su problematica anterior; desde alli sostiene:

[E3--145] Ya. Entonces, tengo una transformacion lineal.

[E3--146]  De R%en RZ

[E3--147] Y me dan un elemento que es base de R?, o sea, un conjunto.

[E3--148] Y otro que también es base de R?. Y me definen la imagen de la base de R* y
me la muestran a otra base de R?.

[E3--149] Asi que si A genera R?en este caso si.

E3 dio respuesta a la pregunta recurriendo a la nocion de base. Se omitié una parte del
didlogo en la pregunta anterior, en la que se le invita a reflexionar sobre el concepto de
funcién, tras lo que aclara algunas de sus dudas.

A continuacion, parte del dialogo que da cuenta de la respuesta de E3 a la segunda parte de
esta pregunta.

[Ent-151] ¢Por qué es un isomorfismo?

[E3--151] Porque es biyectiva. Si. Porque llego a todo R%

[Ent-156] ¢Y lo podrias probar?

[E3--156] Ya. Tengo que la imagen es igual al recorrido, entonces...
[E3--158] Si. Porque estoy generando R?.
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Finalmente, E3 mostrd evidencias de construir una primera nocion de isomorfismo de
espacios vectoriales. Hasta ahora ha coordinado la interpretacion geométrica con la
funcional, pero presenta algunas dificultades en la coordinacion del concepto de funcion
conel de TL.

Quinta pregunta del cuestionario de la entrevista:

1 -2
A
Dada la transformacién lineal  F:R?*2R® definida por [F]A:[lo 1) donde

A=((1,0),11))y A=((0,1),(L,L1)), determine si esta transformacion lineal es un

isomorfismo de espacios vectoriales.
En caso de ser afirmativa su respuesta establezca el isomorfismo. Si su respuesta es que no
existe un isomorfismo, justifique.

Comienza su trabajo con la lectura del problema:
[E3--164] Ya. Me dan una transformacién lineal, R? a R, y me dan la matriz asociada.
Y tengo que ver si esa transformacion es un isomorfismo.

<( \ D,'(‘J (1_1{1“3" L\XL -
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Figura 5.7. Respuesta de E3 a la pregunta 5.

En la figura 5.7 se ve como E3 construye la TL; mediante la asignacion de los vectores da
la base de espacio de partida en imagenes calculadas segun la informacion de las
coordenadas dadas en la matriz asociada a la TL, con lo que muestra coordinar la
interpretacion matricial con la geométrica para dar respuesta. En el dialogo siguiente se
profundizan estas ideas.

[Ent-171] ¢ Como sabes que es un isomorfismo?
[E3--171] Porque si lo restrinjo aqui la imagen. O sea, No. Si. Entonces, como, el
Kernel tendria que ser cero.

A continuacion explica que sabe extraer informacion de la matriz.

[Ent-182]  ¢Qué es esa matriz?
[E3--182] La asociada a la transformacion. Y ahora la tengo que multiplicar por las
coordenadas...
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[E3--185] Claro, pero no sé sacar la informacion solo con verla. Si. Eso es.

Finalmente E3 respondié a la pregunta sobre el isomorfismo, mostrando su esquema del
concepto TL en su interpretacion matricial, desplegando como una la construccion mental
objeto para la matriz asociada, sobre la que puede realizar acciones, pero aun no da
evidencias de que este esquema (el correspondiente a la interpretacion matricial) haya
evolucionado a un nivel Trans-TL, pues no determina desde la matriz si la funcion es un
isomorfismo.

La entrevista continta profundizando sobre su interpretacion matricial.

Sexta pregunta del cuestionario de la entrevista:

— 5
o [T P2 0
D
— 1
%
D =((1,0,1),(1,1,0),(2,1,2))y D'=((1,1),(1,—1)), determine si la transformacion lineal F es
un isomorfismo de espacios vectoriales.

Dada la transformacion lineal F:R®*>R? |, definida por [F] , donde

[E3--206] Ahora tengo una transformacion lineal de R® a R? y para no perder el
tiempo. Y me dan dos conjuntos, o sea el de llegada y partida. Ya, averiguar
de nuevo si es que es un isomorfismo. [Piensa.] Me huele que si. Creo. Pero
no estoy seguro.

En la figura 5.8 aparecen los calculos realizados por E3 para dar respuesta.

h. (Y% % o) N 2 v ll " e
Dada la %TRHNC]M lineal F:R’—R’, definidapor if]l f é _{A ?J(&‘%L" 0 l (ﬂ ‘J \\ = “k \‘n“]

() -y

D-{[l_0."&ﬁ.[_T.Lt}]__(E_l.I]} y D’= { ).(,~TN, determine si la transformacion lineal F es
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Figura 5.8 Primeras aproximaciones de E3 a la pregunta 6.

[E3--209]  Si, pero a través de la imagen estoy viendo la transformacion. Pero no... Es
gue no...A ver. [Trabaja.] Esa es la matriz. No sé como resolver finalmente.
En la figura 5.9 se especifican los calculos correspondientes al relato de E3.

141



X o\ \k\
k) U

Figura 5.9. Trabajo de E3 para dar respuesta al problema del |somorf|smo en la pregunta 6.

[Ent-267]  ¢Es un isomorfismo de R® en R??
[E3--267] No. No, no, no. Porque quizas no es inyectivo. Si, quiza no es inyectivo.
[E3--273]  No estoy seguro.

Presenta dudas, después de un diadlogo trabaja con la nocion de Kernel de una TL, un
elemento que no fue incluido en ninguna de las interpretaciones ni en la descripcion de los
esquemas, pero pensamos en incluirlo en la caracterizacion del esquema del concepto TL.

[E3--281] Claro, pero por el Kernel no era 0.

[Ent-282] Pero ¢como calculaste el Kernel? Yo no lo veo.

[E3--282] Las tres imagenes dan cero.

[E3--284] ...Es que me huele que si uno de estos me da 0... No me va a dar 0.
[Piensa.]

[Ent-286] ¢Estamos en el Kernel?

[E3--287] Si, es un conjunto de preimagenes del 0.

[E3--288] También es un subespacio. Ademas.

[E3--289] Los puntos de R® que van a dar al 0 de la transformacién.

W1 W20 \74 W
K ¥ 0. /-ﬂ Qr’* ;5‘,\4 N\\‘b\

1
U A =0.
Yy 0. D% D =il
o
Yy ¥*
—*: = "'z "'i x*®

Figura 5.10. E3 calcula el kernel de la transformacién lineal.

[Ent-291] El problema es que no tienes la transformacion.
[E3--291] Claro. Tendria que... Me demoraria un kilo a través de eso.
[Ent-293] Pero podrias hacerlo.
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[E3--293] Yo creo que si. Igual es medio engorroso.

[Ent-294] ¢Y cémo es mas o menos el proceso?

[E3--295] De las bases.

[E3--296] Eso es LI, pero estoy seguro que es L.

[E3--297] Ah, no sé... Si, sies LI. [Musita calculos.] Si, si es.

[E3--298] Claro, traté de ver si esas dos me podian dar esa. Entonces, LI, y ¢en qué
estaba? Ah, tratando de especificar la transformacion.

[E3--299] Y deberia encontrar la combinacion de esto a cualquier elemento de esto.
Tendria que hacerlo.

[Ent-300] ¢Entonces tu qué me estas diciendo? ¢ Qué es lo que tienes que hacer?
Debieras encontrar que cualquier vector de R, un (x, y, z) es igual a
combinacidn lineal de esta base.

[E3--300] Si. Pero no sé como me va a ir. oy a tratar. Quiza me quede super feo.

[Ent-321] Ahora vas a buscar el Kernel con la matriz.

[E3--321] Claro.

En este extenso didlogo, E3 muestra elementos fundamentales del esquema de la
interpretacion matricial, como por ejemplo base y combinacién lineal, pero no queda claro
su trabajo con coordenadas. A pesar de esto puede construir la transformacion en su
interpretacion funcional y responder a la pregunta sobre el isomorfismo; esta echando mano
a los conceptos de dependencia lineal, combinacion lineal y funcion, desde donde emerge
el concepto de kernel ligado a la inyectividad de la funcion, el que usa para construir el
grupo cociente que si establece el isomorfismo. En la figura 5.11 da muestra de ello.

B 7“‘( O\ 4 (410 *’6(1 w0+ (it ﬁ» %
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Figura 5.11 E3 encuentra en forma explicita el isomorfismo que surge de la pregunta 6.

E3 muestra cdmo son las clases de equivalencia que configuran el isomorfismo con el
espacio dado. Podemos dar cuenta de que a pesar de todas las dificultades que presentd E3
durante la entrevista, se fueron aclarando sus construcciones, y podemos decir que esta
mostrando un esquema inter- del concepto TL, puesto que articula parcialmente las tres
interpretaciones. Creemos que faltan algunas de las coordinaciones necesarias para que su
esquema sea Trans-TL. Pero logra construir el espacio vectorial que si es isomorfo al
espacio dado y cumple con las condiciones: para ello echd mano de los esquemas referidos
a las interpretaciones geometrica y funcional, quedando poco claro el uso de la
interpretacion matricial. Al finalizar la entrevista se vuelve a las matrices y la articulacion
con la interpretacién geométrica, por lo que se le formula la siguiente pregunta:
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Séptima pregunta del cuestionario para la entrevista de E3:

Sea T:R?R? transformacion lineal definida por T(u)=Au, donde
cosd —sin@
A=| |
sing  cosd

las manecillas del reloj.
a.- Demuestre que es una transformacion lineal.

b.- Determine las coordenadas de la imagen del punto P = (5, J3) bajo la
Transformacion T. Puedes graficar?
c.- Si T,(u) = A’u. Como mueve la transformacion T, al vector u.

J para @ =30°, T define una rotacion de 30° en el sentido contrario a

d.- Si T,(u) = A'u. Como mueve la transformacion T, al vector u.

Un antecedente sobre este tramo de la entrevista a E3, es que fue extensa y hubo
dificultades técnicas: la dltima parte de la entrevista se dafio, y aproximadamente 20
minutos no estan en optimas condiciones. De todas formas se incluyo este material en el
disco compacto con la informacion, pero usaremos solo el registro escrito para su analisis.

E3 responde como se muestra en la figura 5.12, esto es, prueba que la interpretacion

funcional esta en construccion mental objeto, pues a pesar de que en el transcurso de la
entrevista no hizo la demostracion en ningln ejercicio y ahora la hace, realiz6 acciones
sobre este concepto, pues determind isomorfismos, esto es, caracteristicas especificas de
una TL.
N (R LU
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Figura 5.12. E3 muestra que articula la interpretacion geométrica.

Al observar las respuestas a la misma pregunta, apartados c) y d), se ve que demuestra
articular la interpretacion matricial con la geométrica (figura 5.13).

144



(R - Ccs\
2 t\[§ = .

o

Figura 5.13. E3 realiza el dibujo del giro para responder la pregunta 7.
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En la figura se aprecia el trabajo de E3, explicando como la matriz actua sobre los vectores,
relatando la relacién entre los grados y el movimiento de los vectores, con un relato de
estas caracteristicas: 60°, primero 30 y después 30, en el sentido contrario a las manecillas
del reloj. En el otro lo baja 30°. Por otra parte, es claro que desde la interpretacion
geométrica construye la respuesta a los apartados c) y d), pero la figura muestra que sus
calculos se adhieren a la interpretacion matricial, mostrando una construccion objeto sobre
esta interpretacion.
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QE;’}!» A

Figura 5.14. Respuesta de E3.

Durante la entrevista completa, E3 muestra que a pesar de dudar en la mayoria de las
preguntas, con algo de paciencia emerge su trabajo, y es posible que su nivel de esquema
para el concepto TL haya evolucionado desde el instante en que se tomo el cuestionario, de
un intra- a un inter-. La entrevista a E3 fue la mas prolongada de las tres realizadas en la
investigacion, y en ella el estudiante mostré cuales son las construcciones mentales que
puso en juego para dar respuesta a las preguntas de la entrevista. A continuacion
resumiremos las construcciones mentales mostradas por E3.

5.2.1.2 CONSTRUCCIONES Y MECANISMOS MOSTRADOS POR E3.

Los siguientes bosquejos corresponden a una sintesis en la que se muestran las
construcciones mentales evidenciadas en las respuestas de E3 a cada una de las preguntas
durante la entrevista. Las lineas trazadas entre las diferentes construcciones mentales
corresponden a los mecanismos mentales. En este tipo de sintesis es posible evidenciar el
nivel del esquema puesto en juego, a través de la evolucion en sus respuestas.
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Pregunta 1

Espacio Basezde TEA
Vectorial R Interpretacion
geométrica
L Coordinados J Proceso
Funcion lineal

Combinacion lineal

Proceso

Pregunta 2

Esta pregunta tuvo por objetivo ayudar a E3 a dar respuesta a la primera pregunta, y en ella
en particular se logra que E3 muestre la coordinacion desde el plano figural para la
construccion de la interpretacion funcional.

Base de R en Base de R en SENED S

el espacio de el espacio de lﬁ_ :
partida llegada - !
Proceso Proceso L »9) r‘\

N

Coordinados Funcion lineal

En las preguntas 1 y 2, E3 muestra cuatro estructuras mentales centrales, todas ellas en
construccion mental proceso, pues no tenemos evidencia de que pueda realizar acciones
sobre estas construcciones. Existe evidencia de dos coordinaciones fundamentales, una
entre los conceptos de base y espacio vectorial, los que fueron coordinados por la funcion
lineal, y la otra corresponde a coordinar el TFAL con el concepto de combinacion lineal,
construyendo asi una articulacion entre dos interpretaciones, la funcional y la geométrica.
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Pregunta 3

Espacio Base de
Vectorial R2 TEA
Espacio Interpretacion
Proceso Proceso ta
Generado geométrica

Proceso / Proceso

Coordinados Funcion lineal

TL
Combinacion lineal Inl'ierpr_etacilén
unciona
\ Proceso
Conjunto Conjunto Proceso
linealmente linealmente
independiente independiente
Proceso
Proceso [—
—(\“\:‘ ) dT(\m ql\'“hb\ b K‘w\] ¢b
ey N
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E3, en su respuesta a la tercera pregunta de la entrevista, hace uso de las construcciones
mentales de los conceptos anteriores y adiciona nuevas, como las de espacio generado
conjunto L1 y LD; ademas, muestra coordinaciones entre ellos y claramente evidencia las
construcciones de dos de las interpretaciones del concepto TL, la geométrica y la funcional.
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Preqgunta 4

Espacio Base de
Vectorial R2 TEA
Espacio Interpretacion
Proceso Proceso ta
Generado geométrica

Proceso / Proceso

Coordinados Funcion lineal

TL
Combinacion lineal Interpretacion
Funcional
Proceso
Conjunto Conjunto Proceso
linealmente linealmente
independiente independiente
Proceso [— Proceso
Isomorfismo
Proceso

E3 en esta pregunta muestra una nueva construccion mental asociada al concepto de
isomorfismo de espacios vectoriales. Por otra parte, mantiene las construcciones mentales
mostradas para dar respuesta a las preguntas anteriores. Podemos decir que muestra
desenvolver del esquema del concepto TL con construcciones mentales proceso no todas
coordinadas entre si.
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Pregunta 5

Espacio Base de TEA
Vectorial R?
Espacio Interpretacion
geométrica
Generado .
Proceso Proceso
Coordinados Funcion lineal
TL
Combinacion lineal | Interpretacion
Funcional
Proceso
Proceso
Conjunto Conjunto
linealmente linealmente
independiente independiente
MATL
|| Proceso
Proceso Interpretacion
matricial
Isomorfismo
\ Proceso Proceso
Kernel 7
Proceso Coordenadas

Proceso

Al igual que en la pregunta anterior, E3 muestra nuevas construcciones mentales para dar
respuesta a la pregunta 5 de la entrevista; éstas estan asociadas a los conceptos de kernel,
coordenada de un vector y la matriz asociada a una TL, las que son incorporadas a todas las
construcciones mentales mostradas para dar respuesta a las preguntas anteriores.

En general, hasta ahora ha mostrado mayoritariamente para el concepto de TL, un
despliegue de construcciones mentales proceso, las que coordina entre si a medida que
avanza la entrevista.
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Pregunta 6

Espacio Base de
i TFA
Vectorial R?
Proceso Espacio Interpretapién S
Proceso Generado geométrica
Proceso Objeto

Coordinados Funcion lineal

/ TL
Combinacion lineal Interpretacion
Funcional
Proceso
Conjunto Conjunto Proceso
linealmente linealmente
independiente independiente
MATL
|| Proceso
Proceso Interpretacion
matricial
; Coordenadas
Isomorfismo
Proceso Proceso
Proceso
Kernel | | Grupo Cociente (% % o
71, =| ; i o e
Proceso Proceso % %Y
e st la transformacion lineal Fes
> ‘7 L0\ A (40,00 L0 4 CRENS %
Y

En la sexta pregunta de la entrevista, E3 muestra mayor coordinacion de procesos en su
esguema y acciones sobre algunas construcciones mentales; por ejemplo, sobre el concepto
TL en su interpretacion geomeétrica, desde donde reconstruye la funcion de la pregunta y
coordina con la interpretacion matricial del concepto TL.
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Pregunta 7

Espacio Base de
. 2 TFA
Vectorial R
Espacio L,
Interpretacion
Proceso o
Proceso Generado / geométrica
Proceso Objeto

Coordinados Funcion lineal

/ TL

Combinacion lineal Interpretacion

Funcional
Proceso
Conjunto Conjunto Objeto
linealmente linealmente
independiente independiente
MATL
|| Proceso
Proceso Interpretacion
matricial
- Coordenadas
Isomorfismo
Proceso Objeto
Proceso
Kernel Grupo Cociente
Proceso Proceso

En la dltima pregunta de la entrevista a E3, es posible apreciar todas las construcciones y
mecanismos mentales que puso en juego para dar respuesta a las preguntas formuladas. En
esta pregunta cambio el estatus de las construcciones mentales asociadas a cada
interpretacion del concepto TL, permitiendo obtener evidencias de un esquema muy
cercano al nivel Trans- del concepto TL para algunas interpretaciones, pero que en su
discurso hace dudar, y al cotejar con nuestra DG para los niveles del esquema vemos que su
esquema del concepto TL es Inter-.
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5.2.1.3 ANALISIS DEL ESQUEMA PARA EL CONCEPTO TL DE E3.

A continuacion resumiremos la informacion obtenida a partir de la entrevista y el
cuestionario realizado en la primera etapa de la investigacion sobre construcciones y
mecanismos mentales puestos en juego por E3 sobre el concepto de TL. Esta informacion
sera contrastada con las DG propuestas. De esta forma, proponemos determinar la
coherencia en el esquema del concepto TL obteniendo informacion para refinar el modelo
multinterpretativo.

En el cuestionario inicial, E3 mostrd construccion mental proceso para en cada una de las
interpretaciones. Las principales construcciones mentales puestas en juego para dar
respuesta a las preguntas por interpretacion fueron:

v' En la interpretacion funcional, los conceptos de funcién, dominio y recorrido de
una TL, espacio vectorial, vector, imagen de un vector, imagen de un vector
mediante una TL y base. No se logré determinar si en algunos su construccion
mental era proceso, pero para la mayoria de ellos logro coordinaciones exitosas. No
contesto a la pregunta 5 en esta interpretacion, la que hace referencia a una TL
entre espacios vectoriales con operaciones binarias no usuales, lo que es un
indicador del nivel de su esquema para esta interpretacion. Tampoco respondié a la
pregunta 2, por lo que su nivel de esquema para esta interpretacion es Intra-TL.

v En la interpretacién matricial emergen nuevos conceptos ademas de los anteriores,
como son los de coordenada, matriz y en forma explicita el de combinacion lineal,
que juega roles de mecanismo y construccién mental. En esta interpretacion, E3
logra mostrar construcciones mentales préximas a la de objeto, para los elementos
que construyen la MATL, lo que concuerda con el orden de seleccion de sus
cuestionarios (MFG). Segun los indicadores del nivel en el esquema para esta
interpretacion del concepto TL corresponde a un nivel Intra-, pues la pregunta 5,
que determina si ha construido la MATL, la responde realizando acciones. La
construccion de una MATL para espacios vectoriales isomorfos a R" tampoco esta
lograda.

v' En la interpretacion geométrica surgen conceptos como los de linealidad y funcién
y su relacién con conjuntos LI y LD, ademas de los conceptos de base e
implicitamente el de dimensién. E3 mostrd una construccion proceso, omitiendo
s6lo una pregunta, lo que resulta contradictorio con las omisiones realizadas en el
cuestionario de la interpretacion funcional, del cual no responde dos. Muestra un
nivel Inter- para esta interpretacion.

Todas las construcciones mentales antes descritas se encontraban dispuestas en las DG, por
lo que han servido de buen modelo para interpretar sus respuestas. Durante la entrevista
surge el concepto de kernel, que no fue incluido en las DG de ninguna interpretacion, ni en
la descripcion de los niveles de esquema.

Durante la entrevista, E3 mostrd la complejidad del esquema que usa para dar respuesta a
problematicas relacionadas con el concepto TL; aqui las preguntas obligaban a poner en
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juego un esquema evolucionado, pues determinar si dos espacios son isomorfos requiere
desenvolver el esquema del concepto TL y agregar construcciones de conceptos como
cociente. Para ello el kernel juega un rol fundamental, y debe mostrar una construccion
mental objeto que le permita realizar las acciones para construir el isomorfismo de espacios
vectoriales.

E3 logro construir el isomorfismo no sin dificultades, como se muestra en el analisis del
discurso de la entrevista, no obstante los conceptos y sus construcciones mentales
mostradas para el esquema del concepto de TL fueron: espacio vectorial, base funcion
lineal, combinacion lineal, espacio generado, conjuntos LI y LD, matriz de coordenadas,
isomorfismo como funcidn, cociente entre espacios vectoriales, kernel, entre otras, todas
ellas en construcciones mentales proceso, y posiblemente algunas de ellas sean
construcciones objeto que hayan sido desencapsuladas, pero no hay evidencia de ello.

Por otra parte, mostro en las tres interpretaciones una construccion mental objeto, pues
realizd acciones sobre cada uno de estos esquemas, lo que segun nuestra hipétesis sobre el
nivel del esquema para el concepto seria Inter-TL. E3 mostré una evolucién clara en su
esquema para el concepto TL, pues en sus respuestas al cuestionario inicial su nivel de
esquema para el concepto fue Intra-TL; aun en la entrevista dio evidencias de que su
esquema para el concepto TL esta en construccion, por lo que no constituira una prueba de
un esquema tematizado para el concepto de TL.

53 ENTREVISTA A EO.
Se invito al estudiante E9 a una entrevista el 11 de noviembre del afio 2013; a continuacion
presentaremos extractos de la transcripcion del audio, incluyendo preguntas e imagenes de
sus respuestas escritas. La transcripcién completa de esta entrevista se encuentra en anexo.
A continuacion el desarrollo del andlisis de la entrevista.

5.3.1 ANALISIS DEL RELATO DE E9.

Primera pregunta del cuestionario para la entrevista de E9:

Considere el carrito de un tren que aparece en la figural, se deforma en la figura 2.
(0.5, 0)
LSl

(0,1}

[l
|_.E,.3__.

Figural. Figura 2
¢Hay una transformacién lineal que relacione la imagen del carrito de la figura 1 con la
imagen de la figura 2?
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E9 responde segun transcripcion:

[E9--2] Aparentemente si hay una transformacion.
Se invita a encontrar la TL, de modo que:

[E9--3] Si es que existe deberia poder. Voy a tratar.
[Ent-5] ¢Eso que escribiste es la forma general de las transformaciones o es
una forma que piensas que tiene? En Figura 5.15 aparece el escrito.

T RT — R
o) — () -37)

Figura 5.15. Transformacion propuesta por E9.
[E9--5] Es una reflexion general con respecto al eje de las coordenadas...

Muestra una aproximacion a la interpretacion geométrica del concepto TL, pues reconoce
que es una reflexion. Rectifica su primera impresion y dice:

[E9--6] Pero no es suficiente, porque también hay un cambio en las coordenadas,
entonces deberia ademas aplicarle una multiplicacion a esta transformacion.
En respuesta construye una TL como se muestra en la figura 5.16:

T RT — TRT
OGyY) —— (%x, "3)’)
Seani GaAS) s C=A4) € R”
1) T (L +E,d)= T (cats L+d))
:‘*(—:55 (3+2)  ~3 (1:.+-D)

=(Zar3b) +(Ee,-2d)
R) sean xR , Oc,9 e R
T (€)= T (xX,oc3)= (=, )= X(T~F
Figura 5.16. Respuesta a la primera pregunta de la entrevista dada por E9.

E3 prueba que la funcién propuesta es una TL, lo que muestra en su respuesta que trabaja la
interpretacion funcional como modelo explicativo, pero su respuesta inicial es una
aproximacion desde la interpretacién geométrica, pues construye una TL desde la nocién de
reflexion, como se muestra en la figura 5.17, la que ajusta a la pregunta del cuestionario.
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Fe;ﬂe,z;ofn
R S—

T (xy) —a ('.3(} __},)
— =) 7
//;Tﬂifﬁjrz} = (352%.7121 _‘Ea}t;i//’

Figura 5.17. Trabajo de E9 en hoja anexa

=

Para determinar el esquema que el E9 ha puesto en juego, podemos decir que recurre a la
interpretacion geométrica; desde alli extrae elementos como la reflexion, como una
construccion mental objeto, desde la que desencapsula una forma general y la adapta para
dar respuesta; esta adaptacion consiste en coordinar la concepcion proceso del concepto de
funcion reflexion y el de vectores de una base de R? desde el plano figural. Se muestra en
la descomposicion genética propuesta para la interpretacion geométrica.

T:R? > R’ 13 74 M

(x, V) > TXx,y)=(ax+ pByv,a'x+ 'y)
donde a, B, o', '€ R

Proceso

Coordinar el plano figural con /
el algebraico.

Proceso

Figura 5.18. Tramo de la Descomposicion Genética puesta en juego por E9.

Posteriormente, para construir la funcién que entrega como respuesta, muestra una
construccidn objeto del concepto TL en su interpretacion geométrica y una articulacion con
la interpretacion funcional. Por ahora podemos decir que es una construccion proceso del
concepto TL en su interpretacion funcional, pues la funcion que construye desde lo
geométrico la justifica en lo funcional.

En el transcurso de la entrevista, en la misma pregunta se profundiza sobre el concepto de
isomorfismo, a lo que responde:
[E9--11] Si, es un isomorfismo claramente, porque se puede ver que el término de

esta transformacion lineal es cero, y que la imagen, como tiene
dimensidn 2, es igual a la imagen..., asi que por lo
tanto es inyectiva y biyectiva, asi que es un isomorfismo.

Su argumentacién estad dando cuenta nuevamente de que ha articulado las interpretaciones
geométrica y funcional. En relacion a la epiyectividad, argumenta la dimension de la
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imagen, y en cuanto a la inyectividad, utiliza el teorema que relaciona las dimensiones de
los espacios de partida con el de llegada y el nucleo de la TL; con claridad es la
interpretacion funcional la que le permite argumentar.

Desde el modelo propuesto, E9 esta mostrando una construccion mental objeto del
concepto TL en su interpretacion funcional, pues es desde este concepto que desencapsula
los conceptos de inyectividad y epiyectividad como concepciones proceso, los que coordina
mediante el teorema de las dimensiones. Toda su construccion se levantd desde la
visualizacion propuesta desde el plano figural que le permitié construir la funcion TL que
dio como respuesta.

Segun el analisis de los datos del cuestionario de la primera etapa en la investigacion, E9
mostré problemas en la construccion mental objeto del concepto matriz asociada a la TL,
pues a pesar dar evidencias de una construccion mental objeto para el concepto de
coordenadas de la imagen de un vector, esto no le alcanz6 para lograr una construccion
objeto del teorema asociado a la matriz asociada a la TL. Por lo que proponemos:

Segunda pregunta del cuestionario para la entrevista de E9

Sea T:R*—>R?* transformacion lineal definida por T(u)=Au, donde
cosd -sind
sing cosd

las manecillas del reloj.
a.- Demuestre que es una transformacion lineal.

b.- Determine las coordenadas de la imagen del punto P = (5, \/§) bajo la
Transformacion T. Puedes graficar?
c.- Si T,(u) = A’u. Cémo mueve la transformacion T, al vector u.

j para @ =30°, T define una rotacion de 30° en el sentido contrario a

d.- Si T,(u) = A"'u. Cémo mueve la transformacion T, al vector u.

E9 responde segun transcripcion de audio:
[E9--13] Me habia complicado un poco con la anotacion.
Muestra la primera evidencia sobre las dificultades que posee en la construccion de la

MATL.

[Ent-14] ¢Queé paso con la anotacion?

[E9--14] Es que de hecho me habia confundido, porque pensé en un momento que
la transformacion lineal era tomada de algin angulo y le aplicaba,
entonces esto como la variable...
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. ) -
En figura 5.19 se tlfane Su respuesta a_,la ot 'E]'R A,y € lfR
duda sobre las variables de la funcién ’

propuesta, lo que le ayuda a entender la (x; -,r) = (% }-')
matriz.
Figura 5.19. E9 aclara el concepto vector.

En figura 5.20 construye la matriz para la pregunta.

—
—

Q- 20330 TSk 30)
Siu30 cos 30

( B/Q’ oy ‘/2
o  Bjp

Figura 5.20. E9 Construye la matriz para dar respuesta a la pregunta 2.

En este tramo de la entrevista, E9 trabaja dando respuesta escrita, como se muestra en la
figura 5.21, sobre la prueba de que la funcion es una TL.

T (v ) &R v ¢ R
P4 = oT (W) €T () i) = (x ¥)

T(xut)z Q (tuty) = A-&x +AY
= A + Ay
= & TR +T ) 5

Figura 5.21. Trabajo de E9 para probar que la funcion es una TL.

Se le pregunta sobre como construye la demostracion:

[E9--19] Los vectores cuando son de R?, puedo escribirlos como una matriz de
1x2. Entonces por propiedades de las matrices conforman una linea,
entonces puedo aplicar distribucion. El producto distribuye.

[Ent-20] Entonces es por distributividad, es por propiedad de las matrices.

[E9--20] Si.

[E9--21] Y nuevamente por distributividad de las matrices se puede distribuir este
producto y puedo bajar esto.

[Ent-22] ¢ Y eso depende de la matriz que te dieron?

[E9--22] No. [Trabaja.]
E9 mostro resistencia a la pregunta y declaré tener problemas con la anotacion. Una vez

construida la matriz especifica para la pregunta, procede a demostrar que la funcién es una
TL, echando mano a la interpretacion funcional y al lgebra de matrices.
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En esta parte muestra las primeras evidencias de que el esquema asociado a la
interpretacion matricial no estd tematizado; no obstante, puede dar respuesta, pues logra
desde el concepto de funcion construir la matriz que define la TL; para ello debié coordinar
los procesos provenientes de dos de las interpretaciones, la matricial y la funcional, esto es,
la construccion mental proceso del concepto funcion y la construccion mental proceso de la
matriz asociada a la TL.

Todo ello le permitié demostrar que la funcion asi definida era una TL. En otras palabras,
dio cuenta de la articulacion entre la interpretacion funcional y matricial.

Continua respondiendo a la pregunta 2 b). Ahora debe determinar las coordenadas de la
imagen del vector. En la figura 5. 22 encontramos su respuesta.

T8 = (|

ﬁ/c. e ( ( b~ {3,
J & ot /2

Figura 5.22. E9 calcula la imagen del vector pedido.

En la respuesta a esta parte de la pregunta, E9 permite ratificar las primeras conclusiones
obtenidas en el cuestionario, de poseer una construccion mental objeto del concepto
coordenada de un vector, o de la imagen de éste. A su vez, mostrd hacer uso del TMATL
como una construccion mental objeto, pues calcula la imagen del vector pedida mediante la
matriz, esto es, realiza acciones sobre la matriz. En un anélisis del esquema para el
concepto TL, se logra esta construccion pues estd en coordinacion con la interpretacion
funcional del concepto, es decir, logra esta construccidn desde el concepto de funcion.

Por otra parte, es claro que en relacién a la interpretacion geométrica no tiene dudas, y su
dibujo da cuenta de que coordina las construcciones mentales proceso del concepto de
vector en un plano figural con el de TL o funcion. Ademas, podemos observar en la figura
5.23 que dibuja puntos y no vectores.

Figura 5.23. Respuesta de E9 que representa como se mueve el punto mediante la TL.

Se invita a E9 a reflexionar sobre lo que ocurrié en la pregunta 2b, esto es, su concepcién
de vector en relacién a la de punto y matriz. Para ello, E9 trabaja como se muestra en la
figura 5.24 y construye la matriz A? para dar respuesta a la pregunta 2.
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CoS —5iqU0 CosU —S>Si1aU
( Sl CosO ) : ( w0 oso
5510, 5"@'(? ~ siwd @sO ~ .‘n"r&faﬁ
>4
(&10' G sO 1605050 —sn0 'lfo;ﬁ'

\/

—_—

( cos 20 —sie 20
Figura 5.24. Multiplica la matriz por si misma para obtener A®

Entonces podemos decir que el estudiante construye la matriz asociada a la TL para un
angulo cualquiera, mostrando que posee una construccion mental objeto del concepto de
matriz, el que desencapsula, y opera coordinando con los conceptos de trigonometria
relacionados con identidades béasicas de la suma de angulos. Creemos que estos argumentos
constituyen evidencia de una construccion objeto de la interpretacion funcional, esto es, una
tematizacion de este concepto. Por ejemplo, en la figura 5.25 escribe que la TL mueve al
vector u en 60°.

= : coszd TSid
/4 (14)7(q w-= ( 5lD o570

o
e 5{7
(lw_50/ T, med S o H

Figura 5.25. Multiplica la matriz por si misma para obtener A® |

En un analisis mas detallado, para responder a la pregunta muestra coordinar los conceptos
de matriz con los de TL en su interpretacién geométrica, pues logra establecer el angulo del
movimiento; esta conclusion se aclara en el dialogo que continda.
[Ent-30] Ahora la transformacion inversa. (Aca hay otra hojita.)
[E9--30] Esta propiedad viene a ser por la paridad del coseno y la disparidad del

seno. Entonces el angulo es el vector del angulo negativo. Entonces es

como aplicar la transformacion con coseno de -30... Se da un giro.
En la figura 5.26 se muestra como E9 ordena su respuesta.
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Figura 5.26.Produccion de E9 para dar respuesta a la pregunta 2.

En la pregunta 2, E9 mostro dificultades para dar respuesta; primeramente, se confunde con
la presentacion de la pregunta, que aludia a la interpretacion matricial, la que logra abordar
desde su esquema, que corresponde a la interpretacion funcional y que fortalece mediante la
interpretacion geométrica, en este caso su asociacion a una rotacion dada en términos
trigonométricos; posteriormente sortea la dificultad coordinando las construcciones
mentales proceso del concepto matriz, que podria ser una construccion mental objeto o un
esquema que ha tematizado, lo que le permite operar sobre la matriz dada.

Tercera pregunta del cuestionario para la entrevista de E9:

Sea V un espacio vectorial de dimension cuatro y B ={v,,v,,v,,v,} base para V. Sabemos
que existe una unica T e L(V,V) que cumple con:

T(Vl) =V, T(Vz) =V31T(V3) =V, T(V4) = 6
¢ Cual es la trasformacion T?

E9 responde segun transcripcion de audio a la pregunta 3:

[E9--32] Esta seria la transformacion lineal. (Figura 5.27)

T (x,9,2,w) = (Y, Z w o)
Figura 5.27. Respuesta de E9

Muestra una construccién mental objeto del concepto TL, del cual ha revertido como un
proceso que le permite reconstruir la TL. Se le invita a explicar su trabajo, a lo que
responde:

[E9--32] La escribi como vectores de R* puesto que una base de R* se puede
hacer isomorfa a cualquier espacio en el dimension 4, asi que en
particular lo podemos escribir como vector de R* por la dimensién, y
esta es la Unica transformacion con esas caracteristicas.
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E9 muestra una construccion mental proceso del concepto de dimension de un espacio
vectorial. A continuacion veremos como desarrolla este argumento.

Cuarta pregunta del cuestionario para la entrevista de E9:

A0 1
A=((1,0),L1))y A=((01),(LL1)), determine si esta transformacion lineal es un

isomorfismo de espacios vectoriales.
En caso de ser afirmativa su respuesta establezca el isomorfismo. Si su respuesta es que no
existe un isomorfismo, justifique.

- 1 -2
A
Dada la transformacion lineal F:R? — R®, definida por [F] =[ J donde

La respuesta de E9 a la pregunta, como se muestra en la figura 5.27, es clara.

No exisTen isomorSismos

Figura 5.27. Respuesta de E9.
Lo que segun el audio se transcribe en los siguientes argumentos:

[E9--33] Claramente no es isomorfismo. Puesto que dimension de R®es mayor que
la dimensién de R?. Tienen que ser iguales para que los espacios sean
isomorfos.

[Ent-34] Ya. ¢Es posible redefinir esta funcion para que sea un isomorfismo?

[E9--34] ... No, no es posible, porque no se puede de un espacio de dimensién

mayor a una dimension menor definir una transformacion inyectiva.
[Ent-35] ¢No es posible?
[E9-35-] No es posible.

En esta respuesta, E9 muestra una concepcion proceso del concepto de dimension, el que
no esta siendo coordinado con el concepto TL en su interpretacion funcional, lo que no le

esta permitiendo evolucionar su esquema del concepto TL.

Quinta pregunta del cuestionario para la entrevista de E9:

— 5
% Yo
— 1
Y
D =((10,1),(1,1,0),(2,1,2))y D'=((1,1),(1,-1)), determine si la transformacion lineal F es
un isomorfismo de espacios vectoriales.

Dada la transformacion lineal F :R® — R?, definida por [F]E = , donde

[E9--36] Nuevamente la dimension de los espacios es distinta, asi que no puede
haber un isomorfismo.
[Ent-37] ¢ Estas seguro? Entonces tu dices que no hay un isomorfismo.
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[E9--37] si.
Nb Iiren ﬂ? S J[hﬁz

<(4,l,4J l("l ‘p)>

Figura 5.28. Muestra los argumentos de E9.

[Ent-39] ¢Y no es posible redefinir nada? Achicar algo, agrandar algo...
[E9--39] No, no es posible, porque si... Porque el espacio en el conjunto es de
dimension 3, asi que nosotros, aqui abajo no puede generar todo...
Tenemos una base aqui de dimensién 2.
[E9--41] Y en la imagen. Y conjunto de dimension 2 no puede generar... que tiene que
aparecer aqui. Asi que no puede haber un isomorfismo aunque sean iguales.
[Ent-42] Esté bien.

Para dar respuesta a la pregunta 5, E9 coordina las construcciones mentales proceso del
concepto de dimension con el concepto de funcion, mediante el teorema fundamental del
algebra lineal. Esto no alcanza para construir el teorema del isomorfismo de espacios
vectoriales, pues falta coordinar con el concepto de ndcleo de la TL que le permitiria
construir el grupo cociente, lo que permitiria a su vez construir un isomorfismo.

Sexta pregunta del cuestionario para la entrevista de E9:

Sea V=RF®, espacio de las funciones reales de dominio en R. Sea la aplicacion F:R® >V,
definida por F(a,b,c)(x) =a+ b cos® x + csen’x.
¢Es una transformacion lineal?

E9 responde a la pregunta como se muestra en la figura 5.29 y establece los argumentos
que corresponden al esquema de concepto TL en su interpretacion funcional.

w 4R, (bre) (1 2)€ B
O
F (3 ) [0 lgj): F((«aty bty ozc+;~;'
S X} (dlnty} Co;L(u 4»( Yciz) sen
Za31 o(lo (oszwf-c(csebzﬁl-l- b 4 Jy_fos'w+ 5;"0

- ( 3thesstw Fesen') +(xtyes'e tzsex!

= o« Flap,d)(w) + Fl,2)(w)



Figura 5.29. Respuesta de E9 a la pregunta 6.

[Ent-42] A ver, esa pregunta es demostrar que algo es transformacion lineal,
icierto?

[E9--42] Aja.

[Ent-43] Ya, ¢y? (COmo? V es un espacio vectorial, ¢cierto? Eso es espacio de las

funciones reales con dominios reales. Vamos a considerar una aplicacion
que va de R® en ese espacio, definida por lo que aparece ahi. ¢Es una
transformacion lineal?

[E9--43] Verificamos si cumple las caracteristicas.

[E9--44] Voy a tener algunos problemas con la anotacion. A la variable de la
funcion la voy a llamar w para no confundir con la componente.

[Ent-45] ¢Qué observas en esta demostracion de transformacion lineal?, ;qué le
encuentras?

[E9--45] Nada, ninguna particularidad.

[Ent-46] O sea que si cambiamos la funcidn coseno y seno por otra, por exponencial,

por x2, por un polinomio...
[E9--46] Seria independiente en realidad...

E9 responde a la pregunta mostrando que coordina los conceptos de funcién, espacio
vectorial y combinacion lineal mediante la igualdad. Por esto, podemos decir que posee una
construccidn objeto del concepto TL en su interpretacion funcional.

Continta la entrevista invitandolo a reflexionar sobre el concepto de isomorfismo de
espacios vectoriales.

[Ent-47] Una pregunta: ¢es isomorfismo esa transformacion lineal?

[E9--47] No, no es un isomorfismo. No puede ser una funcion inyectiva.

[Ent-48] No es inyectiva, ¢por qué?

[E9--48] Porque pensemos... Por ejemplo, tomemos el vector (1,0,0)...

[E9--49] No, lo estaba pensando mal. [Lo borra.] No, de hecho si es inyectiva
porque a la izquierda va a ser cero.

[Ent-50] Si es inyectiva, ya tiene una patita. ;Qué es lo que le falta para no...?
¢Qué es lo que le falla para no ser...un isomorfismo?

[E9--50] Deberia fallar la inyectividad si es que no hay isomorfismo.

E9 da cuenta, como respuesta para la pregunta sobre el concepto de isomorfismo de
espacios vectoriales, que las construcciones mentales puestas en juego se relacionan con el
esquema del concepto de funcién, de donde echa mano a las construcciones mentales
proceso de los conceptos de inyectividad y epiyectividad.
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[Ent-51] Claro. Deberia fallar la inyectividad. ;Como vemos eso?
[E9--51] Podemos ver si el conjunto imagen es igual al espacio de llegada.

Aqui muestra una concepcion proceso del concepto funcidon. Desde esta respuesta y
basandonos en su esquema del concepto TL en su interpretacion funcional, invitamos a E9
a reflexionar:

[Ent-52] El espacio de llegada. Mira bien, el conjunto de toda la funcion es
continuo. ;Podriamos construir todas las funciones continuas con senos y
C0senos?

[E9--52] Eh, no.

[E9--53] Entonces... Déme un segundo.

[Ent-54] Pero ahora mira la pregunta que te voy a plantear. ¢Es posible redefinir el

espacio de llegada de modo que si lo sea?
[E9--54] ¢Cambiar el espacio de llegada? O sea...
[Ent-55] Redefinirlo.

[E9--55] ¢Dentro del conjunto de todas las funciones? O sea...

[Ent-56] Elegir un subespacio

[E9--56] Por ejemplo, las funciones trigonométricas podrian considerarse un
subespacio.

[Ent-57] No se...La pregunta de fondo es que tu para determinar si algo es o no
es isomorfismo has mirado las dimensiones. Este no te permite mirar las
dimensiones.

[E9--57] Asi es.

[Ent-58] Y por eso tienes la duda. Ahora, la pregunta es: ¢yo puedo mover y elegir

un subespacio en el conjunto de llegada y asi establecer un isomorfismo

como subespacio del conjunto de llegada, en caso de que falle la

epiyectividad? ¢Podria hacer eso?, ¢;para establecer un isomorfismo?
[E9--59] Si, si puede hacerse. O sea, definiéndola sobre la imagen.

En este punto, desde su concepcion sobre el concepto de funcion, comienza a construir el
concepto de isomorfismo.

[Ent-60] ¢Es un isomorfismo?
[E9--60] Si, podria ser un isomorfismo si se definiera sobre este conjunto.
[Ent-61] Entonces no es que no exista.

[E9--61] No existe sobre R®.

E9 construye desde el concepto de funcion la nocién de isomorfismo de espacios
vectoriales, para la version en que lo que falla es le epiyectividad.
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Podemos decir que el esquema del concepto TL en su interpretacién funcional se encuentra
fundamentado por una construccion objeto del concepto funcion.

[Ent-62] Y ahora te voy a volver a hacer la pregunta que te hice antes. ;En este qué
pasa?
[E9--62] Este es distinto, porque en este como la dimension del espacio de partida

es mayor que el de llegada, falla la epiyectividad.
[Ent-63] ¢Y no hay posibilidad de redefinir?
[E9--63] Podria redefinirse el espacio de partida.

[Ent-64] Ya. Muy bien. ;Y como lo redefinirias td, qué se te ocurriria hacer?

[E9--64] Podriamos tomar un subespacio de R®, fuera de la dimensién 2. Por
ejemplo, tomando esta misma base. [Trabaja.]

[Ent-65] Ya, y estarias diciendo que... ;qué le pasa a este vector?, porque ese
vector no es combinacion lineal de eso.

[E9--65] No, claramente. Son linealmente independientes.

[Ent-66] ¢ Y qué tendrias que hacer con ese, a donde lo podrias mandar para
que las cosas funcionaran?

[E9--66] Al...

[Ent-67] Porque esa es la funcién, ¢cierto?

[E9--67] Si.

E9 respondié a las preguntas relacionadas al concepto del isomorfismo basandose en el
teorema fundamental del algebra lineal para espacios vectoriales finitos dimensionales. Por
esta razon, se cambio el tipo de pregunta a una en que la dimension de uno de los espacios
fuera infinita. Esto ayudd a formular desde otra perspectiva el concepto de isomorfismo.
Pero desde APOE podemos decir que esta estrategia mostrd que su esquema del concepto
TL esta basado en el concepto de funcion, por lo que la construccion del isomorfismo se le
dificulta ya que el homomorfismo queda transparente.

Séptima pregunta del cuestionario para la entrevista de E9:

Sea T:V —W funcién definida por T(v) =0,,, paratodo VeV
¢Es T una transformacion lineal?

E9 responde a la dltima pregunta del cuestionario, la que en realidad tiene por proposito
aproximar al concepto de ndcleo de una TL. Su respuesta aparece como se muestra en la
figura 5.30.

Cean €M (IK— caerpe) 1y €V
T (xutv)= O,

-

= e L

= «T(W) +71 (v) -
Figura 5.30. Respuesta de E9.
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[E9--70] Si, claramente es una transformacion.

[E9--71] Voy a definir como K el conjunto que esta acé, porque no se especifica
que sean espacios vectoriales reales.

E9 Trabaja y escribe el nucleo de esta TL, como se muestra en la figura 5.31.

ker F = Foz"/")

Figura 5.31. Trabajo de E9.

E9 demuestra que la aplicacion de la pregunta es una TL, como se aprecia en la figura 6.37;
esto es, muestra una construccion objeto del concepto TL en su interpretacion funcional.

Finalizando, en un dialogo menos estructurado:

[Ent-73] Perfecto. Gracias. ¢Qué te parecio el cuestionario?
[E9--73] Eh, interesante. Lo bueno que ese problema de la dimensién estd muy..., uno
lo tiene muy adherido cuando quiere construir un isomorfismo.

E9 reconoce una dificultad con el concepto de dimensidn para construir el concepto de
isomorfismo de espacios vectoriales.

En resumen, E3 durante la entrevista mostré que su esquema para el concepto TL no
evolucion6 a un nivel trans-, sino que quedo estancado; en el cuestionario inicial, en dos de
las tres interpretaciones para el concepto TL mostr6é una construccion mental objeto, lo que
hacia pensar que su esquema, pasado un tiempo e incorporando componentes del algebra
abstracta, se habria fortalecido, evolucionado a un nivel trans-. Pensamos que las
dificultades mostradas con el concepto de isomorfismo estan centradas en los conceptos de
kernel y dimension.

5.3.2 CONSTRUCCIONES Y MECANISMOS MOSTRADOS POR EO.

Los siguientes bosquejos corresponden a una sintesis en la que se muestran las
construcciones mentales evidenciadas en las respuestas de E9 a cada una de las preguntas
de la entrevista. Las lineas trazadas entre las diferentes construcciones mentales
corresponden a los mecanismos mentales. Por otra parte, se evidenciar el nivel del esquema
puesto en juego a traves de la evolucion en sus respuestas.
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Pregunta 1

Espacio
Vegtorial Transformacion TFA.
lineal Interpretacion
Interpretacion geométrica
Proceso Funcional
Objeto
Proceso
Sean () o4 200 Reflexion
2 )C,J){ﬂ{ Rotacion
4) T((aﬂ»,){-(ﬁﬁ))a T((W,W)) Proceso
g rqu 'y
e Ao RailyS
) T: ) —y (’() ._},)
g——_\_\—‘—ﬁ
(B e
Lot i [tz
Z
) standaeR (0 9eR

T (aAx) = T (X,p)s (5%, 3)z (5%

E3 muestra en esta pregunta tres construcciones mentales especificas que esperabamos, una
de ellas relacionada a la interpretacion geométrica como una construccion mental objeto,
pues realiza acciones sobre ella para construir su respuesta. Sobre la otras construcciones
mostradas, suponemos que estan en construccion mental proceso, pues es la primera
pregunta de la entrevista.

Por otra parte, E3 da evidencias de otras construcciones mentales asociadas a un cierto tipo
especifico de TL, como son los movimientos en el plano, citando a la reflexién, lo que
hace suponer que su esquema para la interpretacion geométrica esta constituido por estos
conceptos, con caracteristicas especificas relacionadas a ciertos movimientos en el plano.
Este tipo de conceptos no se consideraron en la DG de la interpretacion geometrica, pues
pensamos que son demasiado especificos e innecesarios frente a la construccion que
propone el TFAL.
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Pregunta 2

Espacio Vectorial —
Transformacion TEFA
Proceso lineal Interpretacion
Interpretacion geométrica
Funcional
L Vector Proceso Objeto
Proceso /
Imagen de un Reflexion
Coordenada vector mediante Rotacién
una TL
Proceso Proce}z/ Proceso
ioceﬂzI wvE
Matriz (x4 = (‘x )-} T(-é’ﬁ): (q/'ZWJ; }: ﬂﬁé/
Proceso
= <u +QYv
ﬁ‘ kR 30 = 0(9% ‘{—-ﬁv
sivdo = X T +
J';/z A ) T(V) 4
=\ p B — m Coszy U
"MATL ()2 (U= (5h0p onp
(@]
interpretacion ey
matricial T4 madlR S 9 60
Proceso

En la segunda pregunta del cuestionario es posible tener las primeras evidencias del
despliegue del esquema para el concepto TL en sus tres interpretaciones; estas son las
construcciones mentales proceso asociadas a los conceptos de vector coordenada imagen de
un vector y matriz, lo que permite construir la MATL como proceso, el que coordina con
las interpretaciones funcional y geométrica, esta Gltima en su vision particular.
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Pregunta 3

Espacio Vectorial -
Transformacioén TFA
Proceso lineal 3 Interprejta_cmn
Interpretacion geometrica
Funcional
L Vector Proceso Objeto
Proces /
Imagen de un Reflexién
Base vector mediante Rotacion
Proceso una TL Proce}/ Proceso
|
Coordenada
Proceso
Matriz
Proceso
7/
MATL
interpretacion
matricial
Proceso

En la pregunta 3 vuelven aparecer evidencias de la articulacion entre la interpretacion
funcional y la geométrica, la que le permite escribir la ecuacion que da respuesta a la
pregunta. Por otra parte, la evidencia del concepto de base ain no esta tan clara, pero
suponemos que por el despliegue anterior debe ser parte de los argumentos que usa pero no
declara en forma explicita, pues para encontrar las coordenadas de la imagen de un vector
mediante la TL, debe escribir las imagenes de los vectores de la base del espacio de partida,
como una combinacion lineal de la base de llegada.
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Preqgunta 4

Espacio Vectorial -
Transformacion TFA
Proceso lineal 3 Interprejta_cmn
Interpretacion geometrica
funcional
L Vector Proceso Objeto
Proces /
Imagen de un Reflexién
Base vector mediante Rotacion
una TL
Proceso Proce}/ Proceso

|

Coordenada

Proceso

Matriz Isomorfismo
Proceso Proceso
En caso de ser afirmativa su respuesta establezea el isomorfismo. Si su respuesta es que no
existe un isomorfismo, justifique.
MATL N 71 .
: . 0 €Xj /1 SOMmor J i
interpretacion 1S7/en  /50mor JiSnos,
matricial
Proceso

En esta pregunta del cuestionario se puso a prueba el esquema para el concepto de TL de
E3; ya habia mostrado las construcciones asociadas a todas las interpretaciones del
concepto TL, por lo que se plantea empujarlo a los bordes del modelo multinterpretativo. Y
es mediante el concepto de isomorfismos entre espacios vectoriales que mostrard las
limitaciones de su esquema; E3 responde que no existe un isomorfismo en este caso,
mostrando una construccién mental proceso para el concepto de funcion asociado al de TL.
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Pregunta 5

Espacio Vectorial

Transformacion TFA
lineal Interpretacion
Proceso ., P .
Interpretacion geometrica
funcional
L Vector Proceso Objeto
Proces /
Imagen de un Reflexién

Base vector mediante Rotacion

Proceso una TL Proce}/ Proceso
|

Coordenada

Proceso Dlme_nsmn de un
espacio vectorial
Proceso
Matriz Isomorfismo
Proceso Proceso
Dada la transformacién lineal F:R’® — R?, definida por [F]i:[lyz Zz OJ,donde
%Boh
MATL D={(1,0,.(,1,0),(2,1,2)} y D"={(1,1),(1,~1)), determine si la transformacion lineal Fes
|nterpretac | én un isomorfismo de espacios vectoriales.
matricial
N : z
° Jﬂu
Proceso R’ B Jﬁ"K

Nuevamente y con otra pregunta se pone a prueba el esquema del concepto TL, y para dar
respuesta muestra coordinar los conceptos de base, dimension y el TFAL. Nuevamente no
alcanza, pues la concepcion dada para el concepto de dimensiéon lo limita, sin asociar a los
conceptos de inyectividad mediante el kernel.

La pregunta 6 solo tiene por objeto liberar al estudiante de la presién, por lo que se le pide
probar que una funcion es una TL. Aqui no muestra mas construcciones mentales que las
anteriores, por lo que no se incluye su esquema.
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Pregunta 7

Espacio Vectorial

Proceso

L Vector

Proces

Base

Proceso

Transformacion
lineal
Interpretacion
funcional

Objeto

/

Imagen de un
vector mediante

una TL

Proces

Coordenada

Proceso

Matriz
Proceso

MATL
interpretacion
matricial

Proceso

TFA
Interpretacion
geométrica
Objeto
Reflexién
Rotacion
Proceso
Kernel
Proceso

Dimensién de un
espacio vectorial
Proceso

Isomorfismo

Proceso

ker F = (0/0;“)

Se propone a E3 en esta pregunta calcular el Kernel de una TL, con el propésito de
reformular sus respuestas anteriores. L calcula en forma adecuada, mostrando una
construccidn proceso del concepto, pero no logra coordinar con el concepto de funcion para
reconstruir la inyectividad de la TL.
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5.3.3 ANALISIS DEL ESQUEMA PARA EL CONCEPTO TL DE E9.

A continuacion resumiremos la informacion obtenida sobre las construcciones y
mecanismos mentales para la construccion del concepto TL en sus tres interpretaciones,
que E9 mostré durante la entrevista y el cuestionario realizado en la investigacion. Las
evidencias obtenidas seran contrastadas con las DG propuestas; de esta forma podremos
determinar el nivel en su esquema del concepto de TL, y al mismo tiempo obtener
informacion para refinar el modelo multinterpretativo.

En el cuestionario inicial de la investigacion, E9 mostrd construccién mental proceso para
la interpretacion matricial, y en cambio mostr6 una construccion objeto en las otras dos
interpretaciones, lo que durante la entrevista se confirmd, pues sus respuestas
fundamentalmente provenian de una articulacion entre la interpretacion funcional y la
geomeétrica.

Por otra parte, las principales construcciones mentales observadas, puestas en juego para
dar respuesta a las preguntas por interpretacion, fueron:

v' En la interpretacion funcional, los conceptos de funcién, dominio y recorrido de
una TL, espacio vectorial, vector, imagen de un vector, imagen de un vector
mediante una TL, base, no se logré determinar si la construccion mental de algunas
de estas construcciones era proceso u objeto, pues el cuestionario limitaba este
analisis, pero dado lo preciso de sus respuestas, que mostraban coordinaciones
exitosas, pensamos que su construccion es la de objeto. Segun los indicadores para
el esquema del concepto TL en su interpretacion funcional, éste sera Trans-TL,
pues segun las evidencias preliminares en el cuestionario no hubo indicadores de lo
contrario.

v En la interpretacion matricial emergen nuevos conceptos, ademas de los anteriores,
como son los de coordenada, matriz y en forma explicita el de combinacion lineal,
que juega roles de mecanismo y construccion mental. En esta interpretacion E9
logra mostrar construcciones mentales proximas a la de objeto, pero en la Gltima
pregunta del cuestionario responde con un error gque pensamos muestra un
aprendizaje mecanizado. Segun los indicadores para el esquema del concepto TL
en su interpretacion matricial, éste sera inter-; el fallo en la pregunta 5 del
cuestionario hace pensar esto.

v En la interpretacién geométrica surgen conceptos como los de linealidad y funcion
y su relacién con conjuntos LI y LD, ademas de los conceptos de base e
implicitamente el de dimension. E3 mostro una construccion objeto, pues logra
hacer acciones sobre el concepto para responder a la pregunta 6. Segun los
indicadores para el esquema del concepto TL en su interpretacion geométrica, este
sera Trans-TL, pues segun las evidencias preliminares en el cuestionario no hubo
indicadores de lo contrario.

Al igual que lo que paso con E3, para E9 todas las construcciones mentales antes descritas
se encontraban dispuestas en las DG, por lo que han servido de buen modelo para
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interpretar sus respuestas. Salvo el concepto de kernel, que no fue incluido en las DG de
ninguna interpretacion, ni en la descripcion de los niveles de esquema, el resto de los
conceptos si aparecen en las DG.

En el desarrollo de la entrevista, E9 mostré coherencia de esquema para dar respuesta a
problematicas relacionadas con el concepto TL, sobre las preguntas que obligaban a poner
en juego un esquema evolucionado; éstas son las relacionadas al concepto de isomorfismo
de espacios vectoriales: hubo evidencias de las limitaciones, no evoluciond en términos de
estructuras algebraicas, quedd limitado. Uno de los elementos pesquisados que pensamos es
fundamental para esta evolucion fue el kernel; debe mostrar una construccién mental objeto
que le permita realizar las acciones para construir el isomorfismo de espacios vectoriales.
Otro concepto es el de dimension de un espacio vectorial, que en este caso fue un
argumento tedrico puesto en juego para fundamentar sus respuestas sobre el isomorfismo
entre espacios vectoriales. La construccién mental mostrada por E9 para este concepto fue
proceso, que solo era coordinado con un teorema del algebra lineal, lo que limito sus
respuestas.

Suponemos que E9 no pudo construir el isomorfismo a pesar de haber mostrado
construcciones mentales objeto en dos de las interpretaciones y una tercera en construccién
mental proceso, todas ellas articuladas. Se podria pensar que es un ejemplo de una
debilidad en el modelo multinterpretativo, pero lo que se muestra es la evolucién en el
esquema del concepto TL, para los otros entrevistados y en cierta medida la no evolucion
en el esquema ara este concepto de E9. Por otra parte, l0os conceptos y sus construcciones
mentales mostradas para el esquema del concepto de TL fueron espacio vectorial, base,
funcién lineal, combinacién lineal, espacio generado, conjuntos LI y LD, matriz de
coordenadas, isomorfismo como funcidn, kernel, entre otras, todas ellas en construcciones
mentales proceso. Segln nuestra hipotesis, sobre el nivel del esquema seria inter-, pues no
le permite relacionar con todos los conceptos relativos a las TL.

5.4 ENTREVISTA A E18.

Se invitd al estudiante E18 a una entrevista el dia 28 de noviembre del afio 2013; a
continuacion presentaremos algunos extractos de la transcripcion del audio correspondiente
a sus respuestas, incluyendo las preguntas y las imagenes de sus contestaciones escritas. La
transcripcion completa de esta entrevista se encuentra en anexo. A continuacion el
desarrollo del analisis de la entrevista.

5.4.1 ANALISIS DEL RELATO DE E18.

Primera pregunta del cuestionario para la entrevista de E18:

Considere el carrito de un tren que aparece en la figural, se deforma en la figura 2.
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(0.5, 0)
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Figural. Figura 2
¢Hay una transformacion lineal que relacione la imagen del carrito de la figura 1 con la
imagen de la figura 2?

E18 lee la pregunta y responde segln transcripcion de audio:

[E18--3] Yo creo que si.

[Ent--6] ¢La podrias encontrar?

[E18--6] No se, a ver.

[Ent-12] Estas enviando vector en vector.

[E18-12] Si.

[E18-14] Como en una transformacién manda siempre el 0 en el O...
[Ent-15] ¢Esa es una condicidn necesaria?

[E18-15] Si.

[Ent-16] ¢Pero, no es suficiente o es suficiente, que mande el 0 en el 0?
[E18-16] No basta, también tiene que separar la suma, el producto.

Eso como que se descarta, me parece.

E18 reconoce la existencia de una TL, muestra los indicadores del nivel Intra- de la
interpretacion funcional del concepto TL; por otra parte, presenta en el transcurso de la
entrevista dificultades para encontrar dicha transformacion, esto es, articular la
interpretacion geométrica con la funcional. En nuestra propuesta para la construccion de la
interpretacion geométrica del concepto TL, un estudiante debe coordinar los conceptos de
vector, imagen de un vector, base, mediante la combinacion lineal, ademas de integrarlos al
plano figural. Por otra parte, en relacion a la interpretacion funcional, E18 estd mostrando
no coordinar los procesos que construyen el concepto de TL en su interpretacion funcional;
éstos son el de espacio vectorial, combinacion lineal con el de funcion mediante la
igualdad.

En el siguiente didlogo se muestra como trata de construir la TL en su interpretacion
funcional.

[E18-19] Decir que el x se estd moviendo entre 0 y 2 y, no sé, tomar estos dos

puntos de aqui y decir que el x se va a mover, o sea, la funcién lo va a
enviar a moverse entre el 0 y el -5 después del -3 fijo.
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Figura 5.32. Trabajo realizado por E18 para dar respuesta a la pregunta 1.

El estudiante esta construyendo una funcion, pues se preocupa del dominio, y su
concepcién es de puntos, no de vectores. En figura 5.32 se aprecia su respuesta a la
pregunta 1. E18 muestra una construccion proceso del concepto de funcién, el que coordina
con el concepto de imagen, para construir el dominio y el recorrido de ella como una
construccidn proceso, pero no esta en concordancia con el concepto de TL.

Es asi que es invitado a reflexionar sobre su escrito

[Ent-22] ¢ Y eso es transformacion lineal? ¢Puede estar un numero fijo?

[E18-22] Buena pregunta. No.

[Ent-23] ¢Por qué no?

[E18-23] O si. Quizas si se puede. ...Estoy pensando. Tiene que haber una razén,
tiene que haber algo.

Nuevamente E18 muestra tener dudas de lo que significa el concepto de TL, tal es asi que
no recuerda la razon por la cual no puede haber imagenes fijas diferentes del vector nulo.
En figura 5.33 se aprecia como sefiala la imagen del -3.

(m‘i y -3)

m——

H}'q) — -

fowy == (os:
fiogrn —= o)
(oga) = (o-—>)

Figura 5.33. Muestra como E18 realiza la asignacion y se detiene en la coordenada -3.

[Ent-24] ¢ Cudl es la transformacion lineal?

[E18-25] Siento que esta aqui, pero no lo veo.

E18 declara no “ver” como encontrar la TL, que si reconoce que hay. Se decide continuar la
entrevista, cambiando la pregunta a una que desde la interpretacion funcional requiera
transitar a la interpretacion geométrica. Se propone un camino reverso al anterior, que se
supone causo dificultad. De esta forma establecemos direccionalidad en la construccion de
los conceptos por parte de E18.

Segunda pregunta del cuestionario para la entrevista de E18:

Sea T:RR? — R? definida por: T(x,y) = (x+AY,y) con S eZ, bosqueje la region
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obtenida al aplicar la transformacion lineal al rectangulo dado en la figura cuando =2y

£ =-3
Figura p=2 |
: 9 3 __
= _
-] N\ g
A 1391 p_1nj
(30) (oV , 2
XU
A Q 3
ot
Figura 5.34. Trabajo de E18 en la pregunta 2
Figura B =—
=___EBS =t mmm

Figura 5.35. E18 dibuja la respuesta a la pregunta2.

En esta pregunta, se confirma la dificultad que posee E18 para establecer la relacion con los
vectores del plano, lo que sugiere que podria ser una dificultad para construir la TL en su
interpretacion geomeétrica. Trabaja en la construccion de la respuesta como se muestra en la

figura 5.34.

Continua su relato describiendo como afecta el escalar a la figura y reflexiona sobre sus

consecuencias.

[E18-30] Entonces, si el x es 0... Entonces tenemos 3 y luego son 4, son 7. Ese
seria un punto. ...Seria 0 y después lo sumo. 4.

[Ent-31] ¢ Qué pas6?

[E18-31] Hay algo raro aqui, algo que no estoy haciendo... jAhi esta!
[E18-32] Si. Ya, entonces es el 4 y ahi es el 2. Ese es el par. Si, este era el (3, 2),
entonces el y es fijo,es 2, ydeahimeda2. Yel3seria7.1,2,3,4,5,6,

7.Y ese seriael 1.

[Ent-34] A ver, dibujalo. ¢ Es necesario que hagas el otro, para que puedas

responder?
[E18-34] Voy a hacer el otro.
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Al finalizar esta pregunta, E18 logra construir la articulacion entre la interpretacion
funcional con la geométrica desde lo funcional. Para ello tuvo que dibujar los vectores que
definen una base del espacio de partida. Se invita a E18 a terminar la pregunta 1 y responde
lo que se muestra en la figura 5.36.

pu) = (% @)

Figura 5.36. Es la funcién propuesta como respuesta a la pregunta 1 por E18.

E18 ha logrado coordinar los procesos necesarios para dar respuesta a la pregunta 1, esto
es, coordinar los conceptos de base de un espacio en el conjunto de partida, base en el
espacio de llegada, mediante una funcion lineal.

Por otra parte, ha mostrado tener dificultades relacionadas con los conceptos de vector,
base y combinacién lineal. Estas dificultades se pusieron en evidencia al tener que construir
la transformacion lineal, esto es, articular la interpretacion geométrica con la funcional; una
vez construida la funcion puede demostrar que es una TL. En la figura5.37 se muestra la
prueba que realiza de la funcion propuesta para ser la TL que satisface las condiciones de la
pregunta 1.

_ch;',) "( -—é/ —3.1}

- {. (,qu.‘pl)J' (e )-11,9 = _F@Xc,qq) "'_f(!'/'ji)
D G 2 0eya)) = f (Earxesaaiten))
- (Ohl -l;;tz 7 e (,(-f, 'l"f..))

= (.QT\; )—.—é‘\,,) + ( x= , —312)

:p(f(’ﬁ;-u) - ‘FCX-z,-'z/

Figura5.37. Demostracion de la linealidad de la funcién propuesta por E18.

Se continua la entrevista y se propone la tercera pregunta, en que se abordan los conceptos
de base, vectory TL.
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Tercera pregunta del cuestionario para la entrevista de E18:

Sea V un espacio vectorial de dimension cuatro y B ={v,,v,,v,,v,} base para V. Sabemos
que existe una unica T e L(V,V) que cumple con:

T(Vl) =Vy, T(Vz) :V31T(V3) =V, T(V4) =0
¢Cual es la trasformacion T?

E18 responde segun transcripcion de audio a la pregunta 3:

[E18-47] No sé, la primera vez que lo lei, dije “ah, v; va en v,”’y como que me
imaginé un ciclo. Que estamos construyendo una estructura de ciclos y
me imaginé como un ciclo.
[E18-48] Me siento atascada.
[Ent-49] ¢Por qué?
[E18-49] No se. Como que lo veo y pienso que como que se me olvido qué podia
hacer. Eso es lo que me pasa.
E18 muestra asociar los conceptos de grupo ciclico y base de un espacio vectorial (como
generador); esta asociacién posiblemente corresponda a que el concepto de espacio
vectorial es asimilado por el esquema del concepto de grupo. Pero de las evidencias hasta
ahora obtenidas, su construccion mental del concepto de espacio vectorial podria ser
proceso; esto se desprende de sus discursos anteriores.

[Ent-50] Regresa a tu respuesta anterior.
[Ent-51] Mira, t0 misma escribiste algo. ¢ Cual es la diferencia?

T(vy ) =0F
Figura 5.38. Asignacion de los vectores realizada por E18.

[E18-53] Toman los elementos de la base. Y eso la define una...
[Ent-54] ¢Por qué tu consideras las imagenes de los elementos de la base?
[E18-54] Es que con la base se puede generar todo el espacio.

E18 comienza a mostrar con sus argumentos que posee una construccion mental proceso
del concepto de base, pues declara que “se puede generar todo el espacio”; por otra parte,
también muestra una construccién mental proceso del concepto imagen de un vector, como
se muestra en su discurso:
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[Ent-55] ¢Eso quiere decir que aqui tenias mas imagenes que las que necesitabas
para determinar la transformacion?

[E18-55] ¢En esta de aqui que yo puse cuatro?

[E18-56] Quiza si. Yo con dos lo hubiera hecho. Porque estamos en R,

Cierra su argumento de imagenes de vectores y se le vuelve a preguntar sobre su
concepcion de la imagen del vector nulo que estaba pendiente en la pregunta 1.

[Ent-61] ¢Pero que significa que sea base?

[E18-61] Eh, o sea... Si el elemento es como... Si tengo la base, yo con los
escalares puedo generar todo el conjunto.

[Ent-62] Ya. O sea, la base te ayuda a generar todo el conjunto.
¢ Tiene otra condicion?

[E18-62] Ademas que es LI. O sea, que los vectores que estan ahi son linealmente
independientes.

[Ent-63] Claro, esa es la condicion para... Pero tiene otra condicion que esta ahi,

que es el minimo de vectores que se necesita.
[E18-63] Si, por ejemplo en R? necesito 2.

E18 muestra una concepcion proceso del concepto de base, pero hay que invitar a que
realice las coordinaciones con los conceptos de dependencia lineal y generador para que
construya. El dialogo continua, se intenta que aclare su discurso inicial. Hace uso de bases
canonicas.

[E18-64] Tengo las canonicas, esa es una de las candnicas.

[E18-66] A ver,esque el 0... Laidea es que sea LI. La unica forma...
[Ent-67] ¢El(0,0) yel (0, 1) son LI?

[E18-67] No: estan en la misma recta. Son colineales

E18 establece un argumento desde la interpretacion geométrica para justificar conceptos
basales de la transformacion lineal, los que profundiza, pero no le alcanzan para responder.
Nuevamente, E18 prefiere dejar sin terminar la pregunta 3, es asi que:

[E18-75] Ya, a ver, pasemos a otro.
Se le ofrece otra pregunta, la que aborda directamente su problematica con el vector nulo.

Cuarta pregunta del cuestionario para la entrevista de E18:

Sea T:V —W funcién definida por T(v) =0,,, paratodo VeV
¢Es T una transformacion lineal?
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E18 lee la pregunta y comenta:

[E18-77] O sea, lo primero que pienso es que V pertenece al kernel de la T, porque
si su imagen es 0, ese V tiene que estar en el kernel, que son las
imagenes del 0.

[Ent-80] Pero la pregunta es si es que hay una transformacion lineal. Ahi estas
calculando el kernel, algo que ya es transformacion lineal.

[E18-80] Si, si es. Todo el rato.

E18 responde, después de varias tentativas, afirmativamente a la pregunta. Sus argumentos
mostraron el uso de la nocion de kernel de una transformacion lineal. Evoca el concepto de
kernel de una TL para determinar el tipo de TL. Segun nuestra tipologia del nivel de un
esquema, a pesar de no tener considerado el kernel, podria presentar indicadores de un nivel
inter- para la interpretacion funcional. Se profundiza sobre su nocion sobre el concepto de
kernel.

[Ent-81] Ahora ¢y cual es el kernel de esa transformacion lineal?
[E18-81] Son todos, json todos! Porque todos los manda al 0.
[E18-82] El Kernel seria...todo V.

V = Ke-r'T / ‘]tu\zow
TUpwxV) = O

Kee X | ede N
Figura 5.39. E18 responde a la pregunta 4.

Ha mostrado una construccién proceso del concepto de kernel de una TL, pues lo coordina
con el concepto de funcidn para determinar si una funcién es o no una TL inyectiva.

Aqui se invita a retomar la pregunta 3, que estaba pendiente:
[E18-84] Ese al tiro pertenece al kernel.
En la figura 5.40 se aprecia su respuesta.

T ) = Voo T2 = vao T(Va) = v,. T(v

s Cual es la trasformacién 777

T S8%
Figura 5.40.Respuesta de E18 a la pregunta 3 que esta aun pendiente.
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[E18-85] Es que esos estan en la base, entonces no pueden ser los nulos. Entonces

solo ese.

[Ent-88] ¢El espacio generado por el v4? O sea, seria una base para el kernel.

[Ent-90] ¢Es inyectiva esa transformacion lineal?

[E18-90] Pero aqui es el generado por v,, entonces muchos vectores... oy a tratar
de hacerlo, pero entonces no es epiyectiva. [Trabaja.]

[Ent-91] Entonces esa transformacion que no hemos podido encontrar, sabemos
gue no es inyectiva, y ahora...

[E18-91] Es que lo hubiéramos visto al tiro, porque el kernel no es solo el 0. Ahi
vemos que no es inyectiva por ningun lado.

[Ent-92] ¢Y unisomorfismo?

[E18-92] No.

Responde a la pregunta 3 mostrando una construccion proceso del concepto TL en su
interpretacion funcional, pues a pesar de coordinar conceptos como el de kernel con el de
inyectividad, ain no puede construir TL que respondan a determinadas condiciones, esto
es, no coordina el concepto de base con el de combinacion lineal con el de funcion lineal
que preserva la estructura algebraica.

En busqueda de informacion sobre la interpretacion matricial del concepto transformacion
lineal:

Quinta pregunta del cuestionario en la entrevista de E18:

(1 =2
A
Dada la transformacién lineal F :R? —» R®, definida por [F]A :(10 1}. donde

A=((10),11))y A=((10,1),(111), determine si esta transformacién lineal es un

isomorfismo de espacios vectoriales.
En caso de ser afirmativa su respuesta establezca el isomorfismo. Si su respuesta es que no
existe un isomorfismo, justifique.

E18 lee la pregunta y comienza a tratar de organizar sus recuerdos:

[E18-96] ...Entonces me acordé que habia un teorema de las dimensiones, que
decia que el espacio de partida tenia que ser igual a la dimension de kernel
mas la dimension del espacio... mas la imagen, la dimension de la imagen.
Pero algo que si él dijo es que en la estructura debe estar el cociente, y eso
si es bastante importante, referente a ese teorema en realidad. Y estas son
las coordenadas.

[Ent-98] ¢Eso es la matriz asociada a la transformacion lineal?

[E18-98] Si. Se supone... Ya, a ver... [Piensa.] Me acuerdo que eran hacia

abajo. Y eran coordenadas. Entonces yo tengo esta base...
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E18 tuvo dificultades para recordar como se construye la matriz asociada a una TL, por lo
gue se decide ayudarle. En la figura 5.41 se muestra parte del trabajo realizado por E18
para el concepto de MATL.

F(A©) = A (40,1) ¢ CIQTREYEY
= (L A, AO 1)

F (4,1) Q-‘\:om a2 v, 141)

Figura 5.41. Muestra como E18 reconstruye el concepto de coordenada de la imagen de un vector
mediante una TL.

E18 logra construir el concepto de matriz asociada a una TL, pues de su discurso se
desprende que coordina los procesos de coordenadas de la imagen de un vector con el de
base del espacio de partida mediante el cuantificador que define a la funcion.
Por otra parte, se invita al estudiante E18 a reflexionar sobre la pregunta 3 que quedd
pendiente.
[Ent-109] ¢Podriamos decir cuél es la transformacion lineal?
[E18-109]  Si, si. Porque estamos tomando el vector vi, Vo, V3 Y V4, Y Necesitamos sus
coordenadas en esa base.
[Ent-110] Y ladan, porque es la misma del espacio de partida que de llegada.
[E18-110] Entonces el v, lo estaria mandando al v,, entonces es [0, vy, 0, 0],
jahi esta!

Con esta pregunta sobre la MATL construye la respuesta a la pregunta pendiente, lo que
prueba que a pesar de las dificultades para construir la respuesta en la interpretacion
funcional, en la matricial lo logra. En figura 5.42 se aprecia su trabajo.

% Q 9 ¢ 0
[le B A O o0 O
Ql{ N ofteD

00 % o
Figura 5.42. Respuesta de E18 a la pregunta 2.

Retomamos el trabajo para la quinta pregunta, donde se pregunta si la TL dada es un
isomorfismo, a lo que E18 responde:

[E18-114]  Si es unisomorfismo.

[E18-115] Ya. Cuando hablamos de isomorfismo, en algebra Il, siempre decian que
las cosas tenian que tener igual dimension.

[E18-116]  Sitenian igual dimension iba a existir un isomorfismo; quiza a veces
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nunca lo encontraramos, pero aseguraba la existencia de uno. Estos
tienen distinta dimension, pero puede que no llegue a estos extractos,
puede llegar solo... Y tiene mas, entonces esta llegando a...

E18 en este tramo de la entrevista hace alusion al teorema fundamental del algebra y nos
habla sobre la condicion de existencia de una TL, asumiendo que no necesariamente es
posible encontrar la transformaciéon lineal en forma explicita. Es una clara explicacion a la
dificultad que ha mostrado hasta ahora para encontrar la interpretacion funcional de la TL.
E18 no coordina los procesos asociados a los conceptos de base en el espacio de partida con

los de combinacion lineal y de funcion mediante la igualdad.

[Ent-117] A un subespacio.

[E18-117]  Que tiene dimensidn 2, entonces si podria haber.

[E18-118] La pregunta ahora es si éste es un isomorfismo.

[E18-119] Es isomorfismo.

[E18-120] Es que como es un subespacio de R* donde esté llegando, tiene
dimension 2, entonces a de dimension 2 a dimension 2.

[Ent-121] O sea...

[E18-121]  Si se puede.

[E18-122]  Si. Yo puedo saber si este es isomorfismo.

[E18-123] Pero si esta matriz es inyectiva... invertible...

[E18-124] Entonces si mi determinante es distinto a cero, puede existir la que es...
para el otro lado, entonces si va a ser isomorfismo, porque va a existir
una F’ que vaya de aqui para alla. Entonces veamos si el determinante es
distinto a cero. Pero eso es facil. Es més 20.

[Ent-125] O sea, existe un isomorfismo aqui...

[E18-125]  Si, si existe.

Después de ayudar a construir la matriz asociada a una TL, esto es construir la
interpretacion matricial, E18 puede dar respuesta a la pregunta 3 y a la 5, mostrando una
construccidn proceso de los conceptos de combinacion lineal y coordenadas de la imagen
de un vector. Hasta ahora pareciera que posee una construccion mental objeto del concepto
matriz asociada a la transformacién lineal, pero no del teorema, pues no ha realizado
acciones sobre éste.

Para determinar con claridad las construcciones y mecanismos mentales puestos en juego
en la interpretacion matricial, se plantea a E18 la siguiente pregunta:

Sexta pregunta del cuestionario para la entrevista de E18:

o1

Y

Dada la transformacion lineal F : R® — R?, definida por [F]D' =

B H

N

, donde

= O

N
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D= <(1, 0,1),(1,1,0),(2,1, 2)> y D'= <(1, 1), (@, —1)>, determine si la transformacion lineal Fes

un isomorfismo de espacios vectoriales.

E18 lee la pregunta y reflexiona sobre las dimensiones de los espacios de partida y de
Ilegada:

[E18-126] Pero si vamos al teorema, este tiene tres, y si se confirma que tiene que
ser cero, mas dos... No nos daria la igualdad.

[Ent-127] A ver, como. Explicame. Qué es ese juego de nUmeros.

[E18-127] Ya. Es que la dimensidn de los espacios de partida... La dimension...

[E18-128] Es 3. Si fuera un isomorfismo, el kernel, o sea la dimensién del kernel,
tendria que ser cero. Si, porgque para que nos podamos devolver y esa sea
invertida. Y la dimension del espacio de llegada tendria que llegar a todo
el espacio, pero ese es dos. Entonces no nos va a dar dos.

[Ent-129] Ya. Entonces, ¢cudl es tu respuesta?

En figura 5.43 se aprecia el trabajo de E18, mostrandose que coordina los conceptos de
funcion, dimension, kernel e imagen mediante el teorema de las dimensiones. Este
corresponde a establecer que una TL entre espacios vectoriales finito dimensionales cumple

con la siguiente relacién: dim(kerT)+dim(ImgT)=dim(V) donde V es el espacio

vectorial de partida.
NI JON BV PR ~
- 3 (o ©
= Y,‘Juo\ )"‘\(L—TVP“,\
Livn  denmesye z .
Figura 5.43. Trabajo de E18.

Comienza su explicacién a su conclusion de que la transformacion lineal de la pregunta es
un isomorfismo.

[E18-129]  Que no. ...Y esos de ahi son LI. Quiero ver eso. (1,0, 1), (1,1,0)y
(2,1, 2). [Piensa en voz alta, trabaja.] (...) Entonces...

[E18-130] Estoy viendo si es LD. Y si es una contradiccion, entonces es L1I.

[E18-134]  Si es isomorfismo.
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(ora) | Lad0l (2482)

@) = 2080 1) 4 ¢ (4 40)
L1p=T
P..’“ L\-I— - 9‘ m\ﬂw :
T RZT.
Figura 5.44. Célculos realizados por E18.

Su argumentacion, segun transcripcion de audio y escrito, consiste primeramente en
verificar que el espacio de partida dado como un generado sea un conjunto linealmente
independiente, esto es, verificacion de que es una base, por lo que estd mostrando una
construccidn proceso del concepto base de un espacio vectorial; posteriormente, al concluir
gue son linealmente independientes asegura que la transformacion lineal es un isomorfismo
de espacios vectoriales. Esto muestra que no ha coordinado el concepto de funcién con el
de espacio vectorial mediante la combinacion lineal.

Por esta razon, se invita a comparar esta respuesta con la dada anteriormente.

[Ent-135] ¢Es un isomorfismo? Te recuerdo que antes tu dijiste algo, en esta
pregunta anterior. [le muestra otra hoja]

[E18-136] Por el determinante. El teorema es el que determina...

[Ent-137] ¢ Y se puede calcular ese determinante?

[E18-137] Entonces no podemos.

[Ent-143] ¢Por qué?

[E18-143] Porque... Es que... No quiero, no sé, no quiero como usar... Ya, porque
no cumple eso. Y no puedo calcular el determinante.

Se da cuenta de que no puede calcular el determinante y comienza a trabajar con el

concepto del kernel de la TL. Esto muestra que la construccién mental asociada al concepto

de kernel es proceso, pues recurre a ella desde el concepto de determinante de la matriz

asociadaala TL.

[Ent-151]  Ya. Y qué significaba que el Kernel de una transformacion lineal fuese el
cero, por ejemplo.

[E18-151]  Que sélo manda el cero en el cero.

[Ent-152] Ya. Y si ti mandas otro nimero en el cero, qué problemas hay.

[E18-152]  Que no es inyectiva.

Esto le ayuda a concluir que no es inyectiva y por lo tanto no es un isomorfismo de

espacios vectoriales. Es decir, tuvo que coordinar con la interpretacion matricial el
concepto de determinante para concluir que no es inyectiva. En lo que sigue comienza su
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argumentacion referida a si es posible, bajo alguna condicidon por determinar, que sea un

isomorfismo.

[E18-153]
[Ent-154]
[E18-154]

[E18-156]

[E18-157]
[Ent-159]
[E18-167]
[E18-168]
[E18-169]

No puede ser un isomorfismo. ...Pero podria sacar ese numero.
Ah, ¢se puede sacar?

No se si se puede. A ver, voy a seguir haciendo esto.

[Trabaja. Piensa en voz alta.]

Ah, en algebra, en estructuras, vimos que el espacio con el kernel es
isomorfo a la imagen.

Entonces si esta funcion es biyectiva, su imagen seria ése. O sea...
O sea, es posible.

Es que, o sea, calculé el kernel y era uno.

Y para que fuera isomorfismo tendria que ser cero el kernel.
Entonces no es un isomorfismo.

e s N

Figura 5.45. Respuesta después de considerar sus respuestas anteriores.

Ha concluido y explicado por qué la TL no es un isomorfismo. E18 construye sus
argumentos desde el kernel, y determina que la funcién no es inyectiva. Retoma los
argumentos para ver la posibilidad de modificar la funcion y que se transforme en un
isomorfismo. Retoma la argumentacion desde el concepto de coordenada de la imagen de
un vector, lo que esta dado en la matriz asociada a la transformacion lineal. En la figura
5.46 se aprecia este trabajo.

[E18-174]
[Ent-175]
[E18-175]
[Ent-176]
[E18-176]
[Ent-177]

F(il‘“n="%( 1.4) = %_ (1,—4)

= (D'D]
:F(“|4(0‘=27’[“l‘\‘ +‘-17L&"—A)
= \ 2.| 3)

-F\_T,l ‘\l-") = Q‘ |“"\)

Figura 5.46. E18 encuentra las imagenes de los vectores de la base.

Esa es una base.

Tu demostraste que era base.

Si. Entonces no, no hay mas, sélo el generado por ése. No hay mas.
¢Y ahora me podrias explicar esto?

Ya.

No entiendo eso.
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[E18-177] Ya, Veiamos que era... el cociente...
[Ent-178] ¢ Qué es eso del cociente?

Comienza el relato de E18 sobre lo que entiende por cociente. En figura 5.47 se aprecia el
dibujo que lo acompana.

[E18-179] (El profesor) dice que uno desde pequefio hace relaciones de equivalencia.
[Dibuja tres dvalos.] Que la maméa te manda a comprar café al supermercado. Uno va al
supermercado y ve la relacion de los precios que hay.

Figura 5.47. Explicacidn de E18 sobre las clases de equivalencia.

E18 en relata sobre el concepto de cociente, muestra relacionar con el concepto de relacion
de equivalencia y de clases de equivalencia. Para ello coordina las construcciones mentales
proceso de los conceptos de conjunto y de clase de equivalencia, mediante la relacién de
equivalencia. Una vez construido el cociente de conjuntos, como una construccion proceso,
lo coordina con el concepto de kernel de una transformacion lineal, para obtener una
construccion proceso del teorema de isomorfismo de espacios vectoriales.

[Ent-180] ¢ Y es inyectiva?
[E18-180] Y esinyectiva por esto. Porque yo estoy pasando al cero, estoy pasando a
la clase. Si. ¢Entendié el ejemplo?

En esta Gltima linea asume por completo su construccion, esto es, que para dar respuesta a
la pregunta 6 debid reconstruir el concepto de grupo cociente.

[E18-183] Sea T enuna... quevadeV aW, una transformacion lineal, y dos

conjuntos: A, que esta contenido en V, y B, que esta conteniendo a W.
Entonces vamos a hacer esto asi... [Dibuja.]
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Figura 5.48. Diagrama sobre el teorema de isomorfismo de grupos.
Para dar respuesta tuvo que articular la interpretacion matricial para entender la

transformacion lineal con la interpretacion funcional.

Las dos dltimas preguntas estan dirigidas a establecer por qué su esquema del concepto
trasformacion lineal no es trans-, a pesar de lo mostrado en este punto.

Séptima pregunta del cuestionario para la entrevista de E18:

Sea T:V > W transformaciéon lineal y dos conjuntos A={V,V,,...v,}cV Yy

B={W1,W2,...,Wn}CW ,talque T(V1)=W1,T(V2):W2,---, T(Vn):Wn

a.- Si el conjunto B es linealmente independiente, ¢debe ser el conjunto A linealmente
independiente?

b.- Si el conjunto A es linealmente independiente, ¢debe ser el conjunto B linealmente
independiente?

c.- Si B genera a W, ¢debe A generar a V?

d.- Si A genera a V, ¢debe B generar a W?

E18 responde a la Gltima pregunta, la que tiene por objetivo evidenciar sus conceptos de
combinacion lineal ligados al de transformacion lineal. Sus argumentos son expresados
mediante diagramas, los que incorporaremos en su discurso.

[E18-188] [Piensa en voz alta] Si el conjunto B es linealmente independiente,
¢debe ser el conjunto A linealmente independiente? Yo llegué y dije que
era base. Ya, entonces A tiene sus elementos y B tiene... Entonces, para
aplicar voy a este, y este con este... [Piensa en voz alta. Trabaja].

[E18-189] Eso no pasa. Entonces, si este es LI y tienen la misma cantidad de
elementos, entonces esté de aca también tiene que ser LI. Porque si este
va acé puede haber LD, o sea, uno de esos elementos de aca...
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[E18-190]

[E18-191]
[E18-193]

[Ent-194]
[E18-195]
[E18-197]

Figura 5.49. Se aprecian los dibujos explicativos para la pregunta 7a.

...Lo puedo seguir como combinacion de estos dos. Qué pasaria, a ver, si
este lo escribo como combinacion de esos dos. Ya. Algo me dice asi
que es LI.

Figura 5.50. La combinacion lineal anunciada en para la pregunta 7a.
Para que vayan asi Como uno por uno.

Pero en el caso de que estos de aca fueran LD, estoy viendo como
quedaria lo de las flechitas, al aplicar...

¢ Y es transformacion lineal?

Si.

Entonces estaria mandando dos flechas al mismo punto.

Hasta este momento se muestran argumentos confusos que logra canalizar, lo que significa
que ha coordinado los procesos entre los conceptos de LI, LD y TL, construyendo un nuevo
proceso, en vias de encapsulacion. Es un largo dialogo en el que quedd claro que los
conceptos de dependencia lineal y TL aln no estdn completamente construidos como un
todo, por lo que se decide cambiar la pregunta por otra alternativa que permita construir al
estudiante. La nueva pregunta pensamos que posibilita la articulacion con la interpretacion
geométrica, facilitando los calculos numéricos mediante la visualizacion.

Octava pregunta del cuestionario en la entrevista de E18:

Consideremos T:R* — R*transformacion lineal, y dos conjuntos A={(2,0),(0,1)} = R?
y B={(0,-3),(0.5,0)} = R? talque T(2,0)=(0.5,0), T(0,1)=(0,-3)

v SiAgeneraalR? . En este caso ;B generaa R??
v Si el conjunto A es linealmente independiente,
¢ B es linealmente independiente? ¢ Es un isomorfismo?
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[E18-246]  Voy a hacer mis dibujos. Esta es A, que tiene (2, 0) y (0, 1) y es LI. Ah, esa
es LI. Y estade acaes (0, 5, 0) y (0, 1) a R% [Piensa en voz alta, escribe] EI T de... es (0, 5,
0)yel T.... Con esto puedo armar la transformacion.

A LIS UN 1SOMOrNSMmo? Q:.'
b Ll

Figura 5.51. Trabajo de E18.

En la figura 5.51 se aprecia el trabajo de E18, cuya construccion es independiente de la
interpretacion geométrica del concepto TL: es un dibujo o grafico desde una perspectiva
funcional.

[E18-250]  Si A genera a R Esto lo genera todo, todo. En este caso, (B genera a
R??
Lo puedo escribir como combinacion de los elementos de la otra. Yo creo
que si.

[E18-252] Linealmente independiente. Si, si es linealmente independiente. ;B es
linealmente independiente? O sea, este B si es linealmente independiente.
Eeh, ¢es un isomorfismo? Si, porque este es una base y este también
Entonces puede generar todo el conjunto. Acé tengo esta T. Puedo
calcular la asociada y si el determinante es distinto a cero estoy lista.

[E18-256] Entonces, ya. Si este es LI, ese tiene que ser LI. Si ese es LI, ese no
necesariamente tiene que ser LI. Lo mandamos al cero. Es
transformacion lineal todo el rato.

[Ent-257] Perfecto.

[E18-257] Y no genera nada tampoco.

[E18-258] Entonces ahi, si ese genera, este no necesariamente tiene que generar,
porque lo mandamos al cero y el cero no genera.

[E18-259] Entonces, si ese genera W y es LI, entonces este también va a ser LIy va
a generar... O sea, ese también va a generar.

[E18-260] Preguntan si ese es LD, que genere esto. Que va a generar alla. Pero es
que no va a ser base aqui. Si es LD genera, no es base. Entonces... Hay
algo raro.
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Hasta aqui parece exitoso el cambio de pregunta, pues E18 comienza a aclarar sus dudas y
responde, pero al regresar al contexto original se pierde nuevamente. Parte de esta situacion
se da cuenta en los didlogos siguientes:

[E18-271] Y este conjunto de acéa que es LD.
[Ent272] Pero genera.
[E18-272] Pero genera. O sea, puede tener... Tiene que...
¢ Qué dimension tiene que tener?
[Ent-273] O sea, si td quieres que lo cubra todo, puede tener lo minimo cuatro...
[Ent-283] Entonces, ¢se puede 0 no se puede?, ;si B genera a W, A genera a B?
[E18-283] Pero este son cuatro y para generar a B necesito cinco.
[E18-284] No se puede.
[E18-285]  CoOmo, ahi esta. jNo se puede!

Para finalizar, E18 pudo dar respuesta a la pregunta después de que se realizan los cambios
e invitarlo a una reflexion desde ejemplos numéricos; no se realizaron coordinaciones con
la interpretacién geométrica ni matricial, y sus construcciones mentales para el esquema del
concepto TL dan cuenta de un esquema que estd evolucionado y le permite incorporar a
otros contextos en forma adecuada. Pensamos que en un inter- para el concepto de TL por
esta razon.

5.4.2 CONSTRUCCIONES Y MECANISMOS MOSTRADOS POR E18.

Los siguientes bosquejos corresponden a una sintesis en la que se muestran las
construcciones mentales evidenciadas en las respuestas de E18 a cada una de las preguntas
de la entrevista. Las lineas trazadas entre las diferentes construcciones mentales
corresponden a los mecanismos mentales; por otra parte, se evidencia el nivel del esquema
puesto en juego a través de la evolucion en sus respuestas. En esta entrevista se repitié la
mayoria de las preguntas que se formularon, las fueron intercambiadas por otras para
facilitar las acciones al entrevistado, dejando a medio hacer algunas de ellas, para
posteriormente ser retomadas.
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Pregunta 1

Espacio Base de
vectorial R? TFA
Interpretacion
geométrica
Proceso Proceso
L Coordinados J TL Proceso
Funcion lineal Interpretacion
funcional
Imagen /
vector [~ deun
vector
Pracesa | Proceso |
Proceso
—— ms -5

- [} xy) < f X, 34)
gy = (0518 conn < (3,

# (4x4.’1‘)+ (1.7159 = _{‘@Q‘,.) *

— (°l°, SRS e Aol g e l .
o F @ s 06nn)) = (o crrass) st

l'{‘) — hl-_ﬂ = (‘0‘_—‘ ‘L”“ 7 ~3 (& +1=))

:(&? ):;314) + ( )_rqz e

/_P(,F (e + ‘FC)'?/ yz/

E18 mostrd las construcciones mentales de espacio vectorial, base, vector e imagen de un
vector, ademas del concepto TL en su interpretacion funcional y matricial.

Pregunta 2

Esta pregunta tuvo que ser intercalada para ayudar a E18 a evocar las estructuras mentales
para dar respuesta a la primera pregunta, por lo que las construcciones mentales fueron
incorporadas al diagrama anterior.
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Prequnta 3y 4

Espacio Base de
vectorial R® T TFA
Interpretacion
geométrica
Proceso Proceso
L Coordipados J TL. Proceso
Funcion lineal Interpretacion
/ Funcional
Vector || Imagen B
Proceso de un T(\'q’ =N
Vector Proceso |
Coordenada Proceso 7 T( U;) - V’
Proceso MATL T(“g) - Vt'
Interpretacion
Matriz Matricial 'r( !11) 5 ‘6"
Proceso Proceso j
Kernel Inyectiva = KWT {\G‘V
Proceso Proceso o N° » '\d\\f (*\\jb‘

4 Q 90
DX G O T MFwxv) = O
b 04 o 0
00 % o Kex N +.d~\‘

E18 muestra nuevas construcciones mentales y mecanismos para dar respuesta a las
preguntas 3 y 4; éstas son: coordenada, matriz, interpretacion matricial, kernel,
inyectividad, todas ellas en construccion mental proceso. Posiblemente el concepto de
kernel esté en construccion objeto, pues realiza acciones sobre éste para determinar la
inyectividad en una TL. En la pregunta 3, E18 declar6 estar confundido, se cambia la
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pregunta y desde alli construye y responde ambas, mostrando las construcciones antes
descritas.

Pregunta 5
vectorial R TFA
Interpretacion
\Proceso geométrica
Proceso
L Coordjhados Proceso
Funcigh lineal
Vector | Imagen Linealmente
Proceso de un independiente y
Vector dependiente
Coordenada Proceso
Procesn
Praceso MATL Espacio generado
Interpretacion
Matriz matricial Obievo
Proceso Proceso
Ao LT
Kernel Inyectiva . s 7
bul]
Procesn Proceso :

. %«awm&k}“ T ?)mmll.

' A G\M\ec& 0\\[7 9I°V>LIA-/
é o (Do M

A

En la pregunta 5 se invita a E18 a reflexionar sobre la relacion entre la linealidad y las TL,
incluyendo de esta forma las construcciones mentales y mecanismos asociados a los
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conceptos de dependencia lineal y explicitando el concepto de espacio generado; este
ultimo en construccién mental objeto, pues en las preguntas anteriores realizd acciones
sobre éste para calcular mediante el kernel de una TL su injectividad y determinar si era un
isomorfismo de espacios vectoriales.

Preguntaby 7
Espacio Basezde
vectorial R TFA
Interpretacion
~\Proceso geométrica
Procesn
L Coordjhados Proceso
Funcigh lineal
vector 1/ |magen Linealmente
Proceso de un independiente y
Vector dependiente
Coordenada Proceso
Proceso
Procesa MATL Espacio generado
Interpretacion
Matriz Matricial \Ohievn
Procesn ohieta
Dimensién
{ Kernel ‘ Inyectiva Proceso
3}
Proceso Proceso }*‘TMHK -\
/ ]‘}Jx/..um)\ ;@Kl:nl“'l 0
) .
Isomorfismo Y eyt
Proceso
\ 3l ~ P° LT gmlan:
Grupo cociente Y\
D\
Proceso \\l Ae ‘Q}
arahed) (G
Ul"\l
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En la pregunta 6, E18 muestra y pone en juego la totalidad de construcciones mentales para
la entrevista, las que le permiten reconstruir el teorema de isomorfismo de espacios
vectoriales, afiadiendo el grupo cociente a su esquema. Por otra parte, pensamos que ha
mostrado una construccion objeto para TMATL, pues desde alli logra construir la funcion
en su interpretacion funcional y construir el isomorfismo entre estos espacios vectoriales.

5.4.3 ANALISIS DEL ESQUEMA PARA EL CONCEPTO TL DE E18.

A continuacion resumiremos la informacion obtenida sobre las construcciones y
mecanismos mentales para la reconstruccion del concepto TL en sus tres interpretaciones,
que E18 mostr6 durante la entrevista y el cuestionario realizado en la primera etapa de la
investigacion; las evidencias obtenidas seran contrastadas con las DG propuestas, y de esta
forma podremos determinar el nivel del esquema para el concepto de TL, y al mismo
tiempo obtener informacion para refinar el modelo multinterpretativo.

En la primera etapa de la investigacion, E18 mostré construccion mental proceso para dos
de las interpretaciones del concepto TL (funcional y geométrica). Las principales
construcciones mentales mostradas en las respuestas al cuestionario fueron:

v' En la interpretacién funcional, los conceptos de funcion, dominio y recorrido de
una TL, espacio vectorial, vector, imagen de un vector, imagen de un vector
mediante una TL, combinacién lineal, se mostraron como construcciones proceso.
E18 omitio la pregunta 5 en este cuestionario; esta pregunta daba cuenta de una TL
con operaciones no usuales. Segun nuestro modelo, mostraria un esquema de nivel
Intra- para la interpretacion funcional.

v' En la interpretacion matricial emergen nuevos los conceptos, ademas de los
anteriores, como son los de coordenada, matriz y en forma explicita el de
combinacion lineal, que juega roles de mecanismo y construccion mental en esta
interpretacion. E18 logra mostrar construcciones mentales proximas a la de objeto
en cada concepto que construye, pero omite la pregunta 4 del cuestionario; se le
pide encontrar la MATL para espacios vectoriales isomorfos a R". Seguin nuestro
modelo, mostraria un esquema de nivel Inter- para la interpretacion matricial.

v En la interpretacién geométrica surgen conceptos como los de linealidad y funcion
en su relacion con conjuntos LI y LD, ademéas de los conceptos de base e
implicitamente el de dimension. E18 mostr6 una construccion proceso, pues
nuevamente omite dos preguntas, una relacionada con la articulacion. Segln
nuestro modelo, mostraria un esquema de nivel Intra- para la interpretacion
geométrica; las preguntas omitidas establecen indicadores en su evolucion.

Para el cuestionario, las DG dieron cuenta en forma apropiada de las construcciones y
mecanismos mentales mostrados por E18 para la construccion del concepto.

En el desarrollo de la entrevista, E18 mostrd tener dudas en tres ocasiones; estas
dificultades se relacionaron con la interpretacion funcional y la geométrica del concepto
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TL. Por ejemplo, para construir la funcion que define la TL, se propuso una pregunta que
va desde lo funcional a lo geométrico, que promueve la articulacién entre las
interpretaciones funcional y geométrica; en un segundo cambio de pregunta, en que
nuevamente se pedia construir la funcién en términos de la interpretacion funcional
mediante el uso del TFAL, esto es la articulacion geométrico funcional, se cambid la
pregunta por otra, en la que todas las imagenes van a parar al vector nulo. Aqui E18 mostro
coordinar el concepto de kernel con el de TL en su interpretacion funcional, y suponemos
gue el concepto de kernel esta en una construccion objeto, ya que realiza acciones sobre
éste con el propdsito de determinar la inyectividad de una funcidn lineal. El tercer cambio
pone en evidencia las dificultades de E18 para coordinar los conceptos de dependencia
lineal y TL en su interpretacion funcional. Su esquema, a pesar de tener las dificultades
antes descritas, le permitid dar respuesta adecuada a las problematicas del teorema de
isomorfismo entre espacios vectoriales. Las evidencias nos permiten decir que posee un
nivel Inter-TL.
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CAPITULO 6:
CONCLUSIONES Y PROYECCIONES.

Nos propusimos investigar las construcciones y mecanismos mentales para la construccion
del concepto TL, reconocimos en el concepto componentes de origen funcional, matricial y
geométrico, entendiendo cada uno de estos componentes como diferentes interpretaciones
del concepto TL, lo que dio origen a un modelo multinterpretativo que permitié llevar
adelante la investigacion, estableciendo tres perspectivas para el analisis cognitivo del
concepto TL.

En este capitulo recopilaremos los principales resultados de la investigacion, para desde alli
levantar algunas de sus proyecciones. La forma en que hemos dispuesto la recopilacion de
los resultados tiene por propdsito mostrar el potencial del modelo, siendo por una parte
posible, y como una investigacion independiente, reportar las evidencias por interpretacion,
las que por si solas constituyen un dato importante sobre las construcciones y mecanismos
mentales para el aprendizaje de un concepto matematico, en este caso el de TL. Un ejemplo
de ello es la interpretacion matricial asociada al objeto mateméatico TMATL, en que
proponemos una DG del concepto, la que se sustenta en una investigacién realizada el afio
2012 por Parraguez y Maturana sobre el teorema del cambio de base para vectores, desde
donde levantamos algunas de las hipotesis que ahora constituyen un articulo sobre la
TMATL, el que esté en evaluacion.

Por otra parte, las entrevistas otorgan evidencias sobre el esquema del concepto TL en sus
tres interpretaciones, por lo que el modelo multinterpretativo constituye una herramienta de
seleccion que permitio caracterizar el esquema del concepto TL.

6.1 CONCLUSIONES SOBRE CONSTRUCCIONES Y MECANISMOS
MENTALES POR INTERPRETACION DEL CONCEPTO TL.

A continuacion mostraremos una sintesis sobre las construcciones y mecanismos mentales
que se detectaron para el caso en estudio sobre el concepto TL.

El detalle de las evidencias especificas sobre cuales son las construcciones y mecanismos
mostrados por los estudiantes para concepto de TL, en sus diferentes interpretaciones
provenientes de los datos, se encuentran en el capitulo 4, apartados 4.1.1.2, 4.1.22 y
4.1.3.2.

6.1.1 CONCLUSIONES SOBRE LA INTERPRETACION FUNCIONAL
DEL CONCEPTO TL.

En general, sobre las construcciones y mecanismos mostrados por los estudiantes del caso
para la construccién del concepto de TL en su interpretacion funcional, las evidencias dan
cuenta de que todos los estudiantes poseen una construccion accion del concepto de imagen
de un vector, pero sélo seis de ellos poseen una construccion proceso del concepto imagen
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de un vector mediante una TL, y de éstos, dos muestran coordinar los procesos de
combinacion lineal con el de funcién mediante la igualdad, esto es, relacionar la ecuacion
que define a una TL en su interpretacion funcional. Esto prueba que existe una dificultad
entre la coordinacion del proceso de funcion y el de combinacion lineal necesaria para la
construccion del proceso de TL. Nuestro modelo DG dio cuenta en forma especifica de
ello, proporcionando una contribucion del estudio a la investigacion en didactica de la
matematica y a la ensefianza del algebra lineal.

Por otra parte, mas de la mitad de los estudiantes de este caso no poseen claridad en la
definicion del concepto TL en su interpretacion funcional, puesto que no recuerdan o no
usan las propiedades o ecuaciones que lo definen. Creemos que esta dificultad proviene de
un uso mecanico de las propiedades que constituyen la definicion, que son empleadas en la
etapa inicial de la presentacion del concepto TL, las que posteriormente son sustituidas por
el teorema fundamental del algebra lineal, entre otros.

6.1.2 CONCLUSIONES SOBRE LA INTERPRETACION MATRICIAL DEL
CONCEPTO TL.

Las construcciones y mecanismos mentales para modelar el aprendizaje del TMATL, esto
es, la interpretacion matricial del concepto TL, se detectaron en la construccion mental
objeto del concepto coordenadas del vector y la coordinacion entre los procesos: de
coordenada de la imagen de un vector que se repite en todos los vectores de la base
ordenada del espacio dominio de la transformacion, con el proceso matriz, para obtener
como resultado un proceso que permite el ordenamiento de las imagenes mediante la
transformacion.

En forma especifica, se pudo determinar que la no construccion del proceso de coordenadas
de un vector imposibilita la construccion del proceso asociado a la MATL. Asi como haber
construido la combinacion lineal como una concepcidn proceso y la determinacion de las
coordenadas de un vector como construccion proceso, no son suficientes para construir el
concepto MATL. Segun lo dispuesto en la DG, la dificultad que muestran los informantes
radica en que no han construido la coordinacion entre el proceso que permite escribir estos
vectores imagen como combinacion lineal de los vectores de la base del espacio dominio de
T, con el de matriz para obtener un proceso que permite el ordenamiento de las imagenes
mediante T, en una matriz que se identifica con la matriz coordenadas. Por otra parte, la
construccién de la MATL como un objeto no es garantia de haber construido la relacion

[T]S' [v]g =[T (V)] como un proceso, cuya encapsulacion establece el TMATL.

En general, podemos decir que las construcciones previstas en la DG que aparecen en el
trabajo de los estudiantes, son fundamentalmente la construccién objeto del concepto de
coordenadas de un vector, la construccion objeto de la MATL vy del proceso asociado a la
MATL como una funcion. Estos datos muestran que la DG disefiada dio cuenta de las
construcciones necesarias en el aprendizaje del TMATL.
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6.1.3 CONCLUSIONES SOBRE LA INTERPRETACION GEOMETRICA
DEL CONCEPTO TL.

Una observacién inicial sobre el desempefio de los estudiantes del caso, al abordar el
cuestionario de la interpretacion geométrica del concepto TL, es que hubo una resistencia a
responder sus preguntas, justificada por argumentos como que el algebra lineal y la
geometria son cursos diferentes.

En términos de construcciones y mecanismos mentales, los estudiantes que no muestran
resistencia o se sobreponen a ella, dan cuenta de la identificacién de los vectores en las
figuras, reconociendo que constituyen una base para el espacio de partida. Esto es, desde
APQOE, coordinan las construcciones mentales proceso para los conceptos de vector que se
identifica en el plano figural, y de funcion, para construir el proceso de asignacion de
vectores imagenes en la figura de llegada.

En el resto de las preguntas, la mitad de los estudiantes del caso elabora algln tipo de
respuesta, en las que se observd la coordinacion de las construcciones proceso
correspondiente a la interpretacion geométrica con la funcional de la TL. Sobre estas
respuestas podemos decir que esta coordinacion emerge desde lo geomeétrico,
constituyendo el sustento para la construccién del proceso correspondiente al subespacio de
Ilegada, que puede encapsularse en un objeto.

Sobre la articulacion entre las interpretaciones geométrica y matricial, s6lo cinco
estudiantes del caso dan algin tipo de respuesta, y son los que mostraron coordinar los
procesos de base para el plano y de funcidn que construye el proceso correspondiente a un
tipo especifico de TL.

En términos generales, pensamos que los estudiantes que no construyen las coordinaciones
antes mencionadas, pero realizan acciones o procesos, son aquéllos que no han logrado
construir la interpretacion geométrica de la TL.

Al igual que en la investigacion de Molina y Okta¢ (2007), aparecen los fantasmas de los
modelos intuitivos. Bajo el alero de la teoria APOE, pensamos que se trata de acciones que
no han sido interiorizadas; en otras palabras, la construccion del teorema fundamental del
algebra lineal en esta version no ha sido construida como proceso. Ante ello, pensamos que
hace falta propiciar coordinaciones con el plano figural, para una posible interiorizacion de
los procesos asociados a dicho teorema, que aunque limitada por la visualizacion,
propiciaria una base para una construccion mas general del concepto TL.

6.2 CONCLUSIONES SOBRE LA ARTICULACION DE LAS TRES
INTERPRETACIONES.

La articulacion entre las interpretaciones de un concepto, en este caso para el concepto de
TL, surge de la consideracion de la construccion de un esquema de TL. Ello permite
comprender y modelar en forma detallada y sistémica las construcciones y mecanismos
mentales asociados a un concepto matematico especifico, con caracteristicas fundamentales

202



dentro de una teoria; esto es, describir el objeto matematico, pero al mismo tiempo
contenerlo, de tal forma que nos permita investigar y modelar su forma de evolucion. Es asi
que se convierte en un modelo selectivo y predictivo, pues permite categorizar
aprioristicamente niveles en el esquema, y de esta forma seleccionar en forma precisa
individuos para las entrevistas con el propdsito de caracterizar las construcciones y
mecanismos mentales para la reconstruccion de un concepto matematico.

Las evidencias obtenidas nos permiten decir que la articulacién entre la interpretacion
geométrica y la funcional, como se menciond anteriormente emerge desde lo geométrico.
Sobre la articulacion entre la interpretacion matricial y geométrica del concepto TL, se
tiene evidencia de la importancia de la coordinacidn entre las concepciones proceso de base
para el subespacio de R® y de funcién que construye un proceso asociado a un tipo
especifico de TL, para posteriormente construir la MATL también como proceso.

Hemos de destacar que originalmente se introdujo el proceso asociado a la interpretacion
funcional de la TL como elemento articulador entre los conceptos que constituyen los
procesos que constituyen el esquema de TL; sin embargo los datos obtenidos ponen en
relieve que son los procesos asociados a la combinacion lineal en sus diferentes
representaciones los que juegan un papel relevante como en la coordinacién de las distintas
interpretaciones de la TL y permiten la evolucion del esquema. Se podria pensar en un
refinamiento del modelo y llegar a la combinacion lineal como elemento articulador.

En las entrevistas se diluye la diferenciacion entre las interpretaciones, por o menos para el
entrevistado, y es posible evidenciar en los diagramas que contienen las construcciones
mentales y las conexiones mostradas en el capitulo 5, cuales son las conexiones o
articulaciones entre estas estructuras mentales. Como nota al margen, resulta casi
anecdotico el hecho de que para este caso de estudio, no se pudo establecer relacion de
interés didactico entre el orden de seleccion de las interpretaciones del concepto TL vy el
éxito en sus respuestas.

6.3 CONCLUSIONES OBTENIDAS EN LAS ENTREVISTAS PARA
EL ESQUEMA DEL CONCEPTO TL.

De las entrevistas, como parte de la metodologia dispuesta en la teoria APOE, se obtuvo el
detalle sobre las construcciones y mecanismos mentales puestos en juego en la construccion
del esquema para el concepto TL y a la vez, se pudo establecer la evolucion en los
esquemas mentales de los entrevistados. Para ello levantamos indicadores (tabla6.1) en
términos de las construcciones mentales que evidencian cada uno de los niveles de
evolucion del esquema del concepto TL.

Tabla 6.1. Construcciones mentales para determinar el nivel del esquema para el concepto TL.

Intra-TL Inter-TL Trans-TL

Concepto  de  espacio
vectorial real como
Concepto  de  espacio | Concepto  de  espacio | esquema.
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vectorial real como objeto.

Concepto de funcién como
proceso.

Concepto de combinacion
lineal como proceso

Concepto de kernel como
proceso.
Concepto de dimension
como objeto.

Concepto de MATL como
proceso.

Concepto de vector como
objeto.

vectorial real como objeto.

Concepto de funcién como
objeto.

Concepto de combinacion
lineal como proceso.

Concepto de kernel como
objeto.
Concepto de dimension
como objeto.

Concepto de MATL como
objeto.

Concepto de vector como
objeto.

Concepto  de  espacio
vectorial sobre un cuerpo
como objeto.

Concepto de funcion como
objeto.

Concepto de combinacion
lineal como objeto

Concepto de kernel como
objeto.
Concepto de dimension
como objeto.

Concepto de MATL como
objeto.

Concepto de vector como
objeto.

El mecanismo que permite el transito entre el nivel Intra-TL e Inter-TL puede definirse
como un mecanismo doble en el que se construye, por una parte, una relacion entre el
proceso combinacion lineal y el proceso asociado al espacio vectorial que estructura al
ultimo vy, por otra parte, se construye una relacion entre el proceso de kernel y el proceso
MATL como forma de determinar la inyectividad de la funcion TL. Por su parte, el
mecanismo que permite el transito entre el nivel Inter-TL y el Trans-Tl radica en la
posibilidad de determinar, mediante el uso de la combinacién lineal, la existencia de una
funcién TL que relacione los espacios vectoriales incluidos en ella. La coherencia del
esquema queda determinada por el reconocimiento del papel del objeto combinacidn lineal
en esta relacion.

Bajo los indicadores anteriores nos fue posible determinar que dos de los tres entrevistados
mostraron una evolucion de su esquema para el concepto TL. Y por otra parte, el tercer
entrevistado no dio evidencias de evolucion su esquema, permaneciendo en un nivel Intra-
TL.

Desde su estudio, nos fue posible establecer que al analizar el proceso de articulacion de las
interpretaciones del concepto TL se pone a prueba su esquema. Es asi que los tres
entrevistados mostraron, en términos generales, las siguientes construcciones mentales:
espacio vectorial, vector, base, conjuntos LI y LD, combinacion lineal, funcion lineal,
inyectiva, matriz, coordenada, MATL, dimension, kernel, isomorfismo, TFA, cada una de
ellas como construcciones mentales proceso u objeto sobre las cuales efectuaban acciones;
todas dispuestas en nuestras DG, pero la diferencia de sus esquemas se pudo establecer
mediante la introduccion del concepto de isomorfismo de espacios vectoriales, donde dos

204



de los tres estudiantes entrevistados mostraron que las construcciones mentales de los
conceptos de dimension y kernel eran elementos que marcaban diferencia. De estos, ambos
lo relacionaron a la interpretacion funcional del concepto TL, donde la estructura algebraica
de espacio vectorial era fundamental. A su vez emerge el concepto de grupo cociente,
vinculado a la estructura de espacio vectorial.

Pensamos que estos estudiantes lograron relacionar el algebra abstracta con el algebra
lineal, mostrando uno de ellos un esquema para el concepto de TL de nivel Inter-TL, que
en una primera mirada se pensé podria ser Trans-TL, pues logré articular las tres
interpretaciones y construir el isomorfismo entre espacios vectoriales, los indicadores antes
dispuestos permitieron lograr las evidencias en las dificultades relacionadas con las
construcciones mentales asociadas al concepto CL, cuya construccion para lograr una
coherencia en el esquema debiera ser objeto. Esta construccion permite la realizacion de
acciones sobre conjuntos LI o LD a los que se les aplica una TL. Es importante resaltar el
papel que juega el objeto combinacion lineal, tanto en la evolucion del esquema TL como
en su coherencia. La dinamica de evolucion del esquema y el hallazgo del papel que juega
en ella constituyen una aportacion de este trabajo.

6.4 LIMITACIONES DEL ESTUDIO.

Pensamos que la propuesta de investigacion tiene sus limitaciones. La cantidad de datos en
este modelo requiere mejorar las técnicas de compilacion de la informacion; quizas la
implementacién de un software estadistico sea un camino alternativo, lo que podria ampliar
sus resultados, al incorporar nuevos casos de estudio. Por otra parte, el procedimiento en la
toma de datos requiere ser refinado, debido a la extension de los cuestionarios.

6.5 PROYECCIONES.

6.5.1. PRIMERA PROYECCION DIDACTICA: LA INVESTIGACION
SOBRE EL CONCEPTO DE TL.

Contribuir al nucleo de investigaciones en problematicas sobre algebra lineal, posicionando
la Didactica del Algebra Lineal como una linea de investigacion a nivel de educacion
superior, necesaria en nuestro pais.

En lo especifico, difundir los resultados de investigacion, con la intencion de aportar a
mejorar las propuestas de ensefianza sobre el concepto de TL, a partir de las evidencias
obtenidas sobre las dificultades que presentan los estudiantes en la construccion cognitiva
del concepto de TL. Y propiciar propuestas de perfeccionamiento docente que ayuden a la
comprension de los fendmenos de aprendizaje en los estudiantes, insertas en un programa
gue reconozca la importancia de la didactica de la matematica como herramienta cientifica
para el desarrollo docente.

Otro tipo de proyeccion —de caracter tedrico— emergente en esta investigacion, se
relaciona a la interpretacion geométrica del concepto TL. Proponemos una DG con
caracteristicas inusuales dentro de la teoria APOE; las variantes en las DG que incluyan la
visualizacion en forma explicita no existen, pero pueden basarse en un trabajo de Zazkis y
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Dubinsky del afio 1996, sobre el Grupo Diéedrico y sus Interpretaciones, donde se propone
una caracterizacion visual sobre la construccion de D, y se describe su forma de
construccion. Por esto, pensamos que queda abierto este camino, y que se requiere
profundizar en detalles tedricos sobre construcciones y mecanismos mentales apropiados
para describir los procesos cognitivos ligados a la visualizacion.

6.5.2 SEGUNDA PROYECCION DIDACTICA: SOBRE EL MODELO
MULTINTERPRETATIVO.

El modelo multinterpretativo propuesto para la investigacion, pensamos que es posible
aplicarlo en investigaciones bajo el alero de la teoria APOE, y como una extension de ésta a
otros conceptos del algebra lineal, por ejemplo, valores y vectores propios. Y para
conceptos del calculo, como derivada e integral, y del algebra como la induccion. El
propdsito es determinar coherencia en el esquema para conceptos matematicos; pensamos
gue son minimas las limitaciones técnicas antes descritas, y fueron producto de su
construccion, por lo que esta forma de busqueda de construcciones y mecanismos mentales
para analizar el aprendizaje de un concepto matematico es viable, y constituye un modelo
de investigacion parcialmente validado, que permite reportar desde las partes a la totalidad,
y desde alli levantar modelos explicativos para el aula sobre problematicas especificas de
aprendizaje en conceptos fundamentales para la matematica en educacién superior. Por otra
parte, no menos importante -aunque en esta investigacion no se hizo caso explicito- el
modelo permitiria utilizar DG validadas en otras investigaciones relacionadas a conceptos
matematicos, insertdndolas dentro de este como parte de un nuevo proceso de
investigacion, permitiendo usar los resultados de otras investigaciones.

6.5.3 TERCERA PROYECCION DIDACTICA: UN CAMINO A SEGUIR.

Es posible profundizar este estudio estableciendo los esquemas para el concepto TL por
interpretacion — funcional, matricial y geométrica - , esta tarea corresponderia a una etapa
de validacion de los resultados individuales. Por otra parte, una tarea pendiente es la
busqueda de un estudiante con un esquema Trans para el concepto TL, con el propoésito de
validar indicadores y/o establecer nuevos.

En bdsqueda de antecedentes que vinculen problematicas de aprendizaje de la TL, con otras
areas del conocimiento matematico, donde se aplicaria tal concepto, como por ejemplo en
ecuaciones diferenciales; no se encontraron investigaciones en didactica de la matematica,
que relacionen estas dificultades; para el ejemplo de ecuaciones diferenciales, las
investigaciones encontradas dan cuenta de problematicas relacionadas con los aspectos
analiticos, en Guerrero, Camacho y Mejia (2010) investigan las dificultades de los
estudiantes en la interpretacion de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias que
modelan un problema bajo la teoria de representaciones semidticas. Es asi que una
proyeccion este estudio es determinar si existe un impacto que vincule las dificultades en el
aprendizaje de las TL, con las dificultades de aprendizaje de las ecuaciones diferenciales,
caracterizar sus esquemas vinculantes y su evolucion.
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ANEXO 1: TRASCRIPCIONES DE AUDIOS DE ENTREVISTAS CON
ESTUDIANTES E9, E3y E18.

Transcripcion 1.
E9: estudiante
Ent: Entrevistador

[Ent-1] Hola, buenas tardes. Vamos a comenzar la entrevista. Quiero que leas la
pregunta que ahi aparece en la hoja.

[E9-1] ¢En voz alta?

[Ent-2] No, como tu desees. La idea es que consideres las dos figuras, ¢cierto?
Entonces dice ¢hay una transformacién lineal que relaciona la figura 1
con la 2? Tienes que decir si es si, si s no, lo que pienses.

[Pausa. Piensa.]

[E9-2] Aparentemente si hay una transformacion.

[Ent-3] Aparentemente si la hay. Estas hojas son por si quieres escribir en otro
lado o hacer calculos. Tu dices que aparentemente la hay. ¢Y podrias
encontrarla o no? Si es que la hay.

[E9-3] Ee, si es que existe deberia poder. VVoy a tratar.

[Ent-4] Tiene dos puntas el lapiz, tiene una finita y otra mas gruesa, por si te
incomoda una u otra. Puedes probar la punta. Esa es mas finita.

[E9-4] [Pausa. Trabaja.]

[Ent-5] ¢Eso que escribiste ahi es la forma general de las transformaciones o es
una forma que piensas que tiene?

[E9-5] Es una reflexion general con respecto al eje de las coordenadas...
[Ent-6] Ya.
[E9-6] Pero no es suficiente, porque también hay un cambio en las coordenadas,

entonces deberia ademas aplicarle una multiplicacion a esta transformacion.
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[Pausa. Trabaja.]

[Ent-7] ¢Esa es la transformacion?
[E9-7] Esa es la transformacion.
[Ent-8] Escribelo aca. Ahi lo dejamos en borrador.

[E9-8] [Escribe.]

[Ent-9] ¢Podrias probar que eso es una transformacion lineal?

[E9-9] Si, de la definicion.

[Ent-10] Ya. ;Como quedaria?

[E9-10] [Trabaja.]

[Ent-11] Perfecto. ¢ Es un isomorfismo esa transformacion lineal?

[E9-11] Si, es un isomorfismo claramente, porque se puede ver que el término de esta
transformacion lineal es cero, y de que la imagen, como tiene dimension 2,
es igual a la imagen..., es igual a mmm, asi que por lo tanto es inyectiva y
biyectiva, asi que es un isomorfirsmo.

[Ent-12] Muy bien. Vamos a la siguiente pregunta.

[E9-12] [Piensa.]

[Ent-13] ¢ Qué pasa?

[E9-13] Me habia complicado un poco con la anotacion.
[Ent-14] Ya. ¢Qué paso con la anotacion?
[E9-14] Es que de hecho me habia confundido, porque pensé en un momento que la

transformacion lineal era tomada de algun angulo y le aplicaba esto,
entonces esto como la variable.

[Ent-15] Ya.
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[E9-15] [Trabaja.]

[Ent-16]

Bien.

[E9-16] [Sigue trabajando.]

[Ent-17]
[E9-17]

[Ent-18]

Ya. Entonces, ¢eso deberia ser igual a qué?
(describe lo que hace).

Perfecto.

[E9-18] [Trabaja.]

[Ent-19]

[E9-19]

[Ent-20]
[E9-20]
[Ent-21]

[E9-21]

[Ent-22]
[E9-22]

[Ent-23]

¢ Y eso por qué puedes a hacerlo?

Porque los vectores cuando son de R® puedo escribir como una matriz de
1x2. Entonces por propiedades de las matrices conforman una linea y
entonces puedo aplicar distribucion. El producto distribuye.

Entonces es por distributividad, es por propiedad de las matrices.

Si.

Claro.

Y nuevamente por distributividad de las matrices se puede distribuir este
producto y puedo bajar esto.

¢ Y eso depende de la matriz que te dieron?
No. [Trabaja.]

Listo. Bien. Entonces ahora determina las coordenadas de la imagen del

vector (5, v/3) bajo la transformacion con 30 grados. ;Como se
determinaria?

[E9-23] [Piensa.]
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[Ent-24] Parece que hay que trasponer algo, ¢no?

[E9-24] Si, deberia...

[Ent-25] Si, es mas adecuado, porque si no, no se puede ejecutar la...
[E9-25] [Trabaja.]

[Ent-26] 14/2 dividido...,oseateda 7/4,0seateda 7... ;Coémo es?
[E9-26] Me da siete.

[Ent-27] si es como se movieron los puntos, esa es la idea. Ya. Ahora veamos lo

T,(u) = A’u

gue dice la pregunta 2. Dice: si , como mueves la

transformacion T al vector u. Ahora es la misma pero al cuadrado.

[E9-27] Podria ver lo que sucede con la matriz al llevarla...

[Ent-28] Pero es la matriz en 30 grados, no te preocupes en general. Ahora, si lo
quieres hacer en general, puedes.

[E9-28] Posiblemente pueda verse alguna relacion si lo hacemos en general.
[Ent-29] Bien, muy bien.
[E9-29] [Trabaja.]

[Ent-30] Bien, eso es, porque aqui como habia 30... Perfecto. Entonces como
puedes ahora la transformacién inversa. (Aca hay otra hojita.)

[E9-30] [Trabaja.]  Esta propiedad vienen a ser por la paridad del coseno y la disparidad
del seno.

[Ent-31] ¢Y entonces?

[E9-31] Entonces el angulo 1 en U es el vector del angulo negativo. Entonces es
como aplicar la transformacion con coseno de -30 menos 0.30... Se da un
giro.
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[Ent-32]

Muy bien. Muy bien. Perfecto. Pon la hoja ahi. Para que no nos quede
desordenado. No te preocupes. Esta es la pregunta siguiente: se define
espacio vectorial de dimension cuatro y base para V. Sabemos que existe
una unica transformacion lineal de v en v que cumple con las
condiciones que dice aca. ¢Cual es la transformacion lineal?

[Piensa, trabaja.]

[E9-32]

[Ent-33]

Esta serfa la transformacion lineal. La escribi como vectores de R* puesto
que una base de R* se puede ver isomorfa a cualquier espacio en el..., asi
que en particular lo podemos escribir como vector de R* y esta es la Unica
transformacion con esas caracteristicas.

Ya. Muy bien.

[Recibe otra hoja.]

[E9-33]

[Ent-34]

[E9-34]

[Ent-35]
[E9-35]

[Ent-36]

[E9-36]

Dada la transformacion lineal de R3 en R2, definida por esa matriz,
donde las bases estan dadas en forma explicita, perddn, no son bases:
son espacios generados, determine si la transformacién lineal F es un
isomorfismo de espacios vectoriales.

Claramente no es isomorfismo. Puesto que dimensién de R® es mayor...
Tienen que ser iguales para que los espacios sean isomorficos.

Ya. ¢ Es posible redefinir esta funcion para que sea un isomorfismo?

No, no es posible, porque no se puede de un espacio de dimension mayor a
una dimensién menor definir una transformacion inyectiva.

¢No es posible?

No es posible.

Ya. Vamos a esta.[Recibe otra pregunta.]

Dice “Haz una transformacion lineal de R2 y R3 definida por la matriz
que ahi aparece donde los espacios generados son los que estan ahi
abajo. Determine si esta transformacion lineal es un isomorfismo de

espacios vectoriales”.

Nuevamente la dimension de los espacios es distinta, asi que no puede haber
un isomorfismo.
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[Ent-37]
[E9-37]

[Ent-38]

¢ Estas seguro? Entonces tu dices que no hay un isomorfismo.
Eeh, si.

No hay isomorfismo. Entonces hay que escribir ahi *“no existe

isomorfismo”.

[E9-38] [Escribe.]

[Ent-39]

[E9-39]

[Ent-40]

[E9-41]

[Ent-42]

[E9-42]

[Ent-43]

[E9-43]
[Trabaja.]

[E9-44]

[Ent-44]

&Y no es posible redefinir nada? Achicar algo, agrandar algo...-¢O no
Nno mas?

No, no es posible, porque si... Porque el espacio en el conjunto mm de
dimensidn 3, asi que nosotros, aqui abajo no puede generar todo... Tenemos
una base aqui de dimension 2.

Claro.

Y en la imagen. Y conjunto de dimensién 2 no puede generar esto que tiene
que aparecer aqui. Asi que no puede haber un isomorfismo-

Esta bien.[Recibe otra pregunta.]

A ver, esa pregunta es demostrar que algo es transformacion lineal,
;cierto?

Aja.

Ya, ¢y? ¢Como? B es un espacio vectorial, ¢cierto? Eso es espacio de las
funciones reales con dominios reales. Vamos a considerar una aplicacion
que va de R3 en ese espacio, definida por lo que aparece ahi. ¢Es una

transformacion lineal?

Verificamos si cumple las caracteristicas.

Voy a tener algunos problemas con la anotacion. A la variable de la funcion
la voy a llamar W para no confundir con la componente...

Claro.
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[Trabaja.]

[Ent-45]

[E9-45]

[Ent-46]

[E9-46]

[Ent-47]

[E9-47]
[Ent-48]
[E9-48]
[Ent-49]

[E9-49]

[Ent-50]

[E9-50]
[Ent-51]
[E9-51]

[Ent-52]

[E9-52]

¢ Qué le observas a esta demostracion de transformacion lineal?, ¢qué le
encuentras?

Nada, ninguna particularidad.

O sea que si cambiamos la funcion coseno y seno por otra, por
exponencial, por x2, por un polinomio...

Seria independiente en realidad...

Si., Perfecto. Una pregunta: ¢es isomorfismo esa transformacion lineal?
(Si quieres toma bebida, si tienes sed; si para eso es, si es tuya. Mientras
no reviente...)

No, no es un isomrfismo. No puede ser una funcién inyectiva.

No es inyectiva, ¢por qué?

Porque pensemos... Por ejemplo, tomemos el vector 1,0,0...

Ya.

No, lo estaba pensando mal. [Lo borra.] No, de hecho si es inyectiva porque
a la izquierda va a ser cero.

Si es inyectiva, ya tiene una patita. ¢,Qué es lo que le falta para no...?,
¢qué es lo que le falla para no ser... isomorfismo?

Deberia fallar la inyectividad si es que no hay isomorfismo.

Claro. Deberia fallar la inyectividad. ¢ Cémo vemos eso?

Podemos ver si el conjunto imagen es igual al espacio de llegada.

El espacio de llegada. Mira bien el conjunto de toda la funcién es
continuo. ¢Podriamos construir todas las funciones continuas con senos

Yy COSenos?

Eh, no.
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[Ent-53]
[E9-53]

[Ent-54]

[E9-54]
[Ent-55]
[E9-55]
[Ent-56]

[E9-56]-

[Ent-57]

[E9-57]

[Ent-58]

[E9-58]
[Ent-59]
[E9-59]
[Ent-60]

[E9-60]

Ah, entonces...
Entonces... Déme un segundo.

Pero ahora mira la pregunta que te voy a plantear. ¢Es posible redefinir
el espacio de llegada de modo que si lo sea?

¢ Cambiar el espacio de llegada? O sea...
Redefinirlo.

¢Dentro del conjunto de todas las funciones? O sea...
Elegir un subespacio de.

Por ejemplo, las funciones trigonométricas podrian considerarse un
subespacio.

La pregunta de fondo es: que tu para determinar si algo es 0 no es
isomorfismo has mirado las dimensiones. Este no te permite mirar las
dimensiones.

Asi es.

Y por eso tienes la duda. Ahora, la pregunta es: ¢yo puedo mover y
elegir un subespacio en el conjunto de llegada y asi establecer un
isomorfismo como subespacio del conjunto de llegada, en caso de que
falle la eyectividad? ¢Podria hacer eso?, ¢para establecer un
isomorfismo?

Si, si puede hacerse. O sea, definiéndola sobre la imagen.

Ya.

La imagen es un subespacio del conjunto de ...

[Le da otra hoja.] ¢ Es un isomorfismo?

Si, podria ser un isomorfismo si se definiera sobre este conjunto.
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[Ent-61]
[E9-61]
[Ent-62]

[E9-62]

[Ent-63]

[E9-63]

[Ent-64]

[E9-64]

[Trabaja.]

[Ent-65]

[E9-65]

[Ent-66]

[E9-66]
[Ent-67]
[E9-67]

[Ent-68]

[E9-68]

[Ent-69]

Entonces no es que no exista.
No existe sobre R®,

Exacto. Es una sutileza. Bien. [Cambia la hoja.] Y ahora te voy a volver
a hacer la pregunta que te hice antes. ¢Este qué pasa?

Este es distinto, porque en este como la dimension del espacio de partida es
mayor que el de llegada, falla la eyectividad.

¢Y no hay posibilidad de redefinir?
Podria redefinirse el espacio de partida.

Ya. Muy bien. ¢Y cdmo lo redefinirias td, qué se te ocurriria hacer?
Podriamos tomar un subespacio de R®, fuera de la dimensién 2. Por ejemplo,
tomando esta misma base.

Ya, y estarias diciendo que qué le pasa a este vector, porque ese vector
no es combinacidn lineal de eso.

No, claramente. Son linealmente independientes.

¢Y qué tendrias que hacer con ese, a donde lo podrias mandar ese para
gue las cosas funcionaran?

Al C.
Porque esa es la funcion, ¢cierto?
Si.

Y es arbitraria, porque uno podria mandar este al C o ese al C. O sea
que si es posible, a pesar de que no sea inyectiva.

Claro, pero no existirian...

Estamos bien. O sea, este ejercicio de aca nos sirvié para liberarnos del
problema de la dimensionalidad de mas abajo, ¢no?
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[E9-69]

[Ent-70]

[E9-70]

[Ent-71]

[E9-71]

[Ent-72]
[Trabaja.]

[Ent-73]

[E9-73]

[Ent-74]

[Trabaja.]

[E9-74]

Si.

Ese era el objetivo. Y este ya va a ser el ultimo. Ya estamos finalizando,
asi que animo, estamos muy bien. Y tiene el mismo objetivo que el
anterior. Este es muy rapido, ¢cierto?

Si, claramente es una transformacion.

Claro, y el objetivo es justamente hacer creer que uno puede... Entonces
escribe ahi lo que tengas que decir.

Voy a definir como K el conjunto que esta acd, porque no se especifica que
sean espacios vectoriales reales.

Si, esa es un poquito mas general, abierta.

Perfecto. Gracias. jTerminamos! Porque aqui hay més, pero no tienen
nada que ver con lo que hemos hecho. ¢Qué te parecio el cuestionario?

Eh, interesante. Lo bueno que ese problema de la dimension esta muy..., uno
lo tiene muy adherido cuando quiere construir un isomorfismo.

Esta bien. O sea, tu podrias decirme, usando la dimensién, como podrias
explicar desde el punto de vista geométrico el como estaria pasando, qué
serfa en el fondo, por ejemplo, una transformacién lineal de R? en R®,
¢cpodria mirarse que a lo mejor ella si es un isomorfismo,
geométricamente? A un subespacio de LI, estamos entendiendo que
vamos a tener que mirar un subespacio, pero ¢qué significaria mas o
menos? ¢ Lo logras ver?

Esto es para que nos ubiquemos en dénde estamos, ¢no? Por ejemplo,
este trencito, este que esté ahi.

Bueno, que sea capaz de recorrer en dos espacios en la misma direccion. Tal
vez si definieramos, por ejemplo, como lo hemos hecho antes, las funciones
de... O también podriamos hacer una funcién que fuera de R* en R?, y luego
a partir de esta hacer el mismo tipo de funciones. Mirar esto... Yo lo pienso
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[Ent-75]

[E9-75]

[Ent-76]

[E9-76]

[Ent-77]

asf, como R> mmm es el seno y a partir de aqui hacer transformaciones,
como esto ya un subespacio de R.

Exacto.

Y a partir de aqui construir rotaciones y traslaciones que nos pudieran hacer
el mismo tipo de funciones que hicimos aca, rotaciones y traslaciones en un
plan, ahora hacerlas con un subespacio de R® que seria un plan.

Perfecto. Y te das cuenta de que con eso rompes el mito urbano de que
tienen que tener las mismas dimensiones. De que puedes encontrar
subespacios que redefinan y sellen isomorfismo. Ahora al revés:
pensemos que la dimension de este es mas grande que ese, ¢es posible
que encontremos subespacios aca o algun tipo de trabajo aca que hay
que hacer algebraico para definir un isomorfismo, o eso es técnicamente
ya imposible? ¢ O funciona como el cero?

También deberia poderse, porgue si pudimos hacer un isomorfismo aqui, y el
isomorfismo la idea es una funcion biyectiva, o sea que si voy puedo volver.

Muy bien, muchas gracias. Vamos a cerrar esto.
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Transcripcion 2.

E3: estudiante
Ent: Entrevistador

[Ent-1] Buenas tardes, gracias por colaborar. Entonces vamos a comenzar la
entrevista con respecto a este tema de la matematica. Tu primera pregunta es
exactamente esa, y aparece... Si quieres me lees en voz alta, o si no vamos trabajando
juntos.

[E3—1] Ya. Dice “considere el carrito de un tren que aparece en la figura 1. Se
deforma en la figura 2. ;Hay una transformacion lineal que relacione la imagen del carrito
de la figura 1 con la imagen de la figura 2? Eh, ;puedo dar nimeros, cierto?

[Ent-2] Si, th puedes responder. Esa hoja es borrador, ahi tu respondes, puedes
hacer tus ensayos, como tu estimes.

[E3—2] ¢El' humito también importa?

[Ent-3] No, el humito era para ponerle algo...
[E3—3] La chimenea tampoco.

[Ent-4] Eso si, eso importa.

[E3—4] Ya, ya.
[Ent-5] Pero para que parezca un trencito. Pero en realidad es el cuerpo...

[E3—S5] Ya, ya, ya.

[Ent-6] Pero son buenas tus preguntas.

[Trabaja.]

[Ent-7] ¢Podrias explicar qué estas tratando, qué estas buscando?

[E3--7] Estoy como tratando de buscar una transformacién que me lleve a este punto
de aca.

[Ent-8] Ya.
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[E3--8] Pero no... No puedo.

[Ent-9] Por qué.
[E3--9] Porque siento que no es necesario...
[Ent-10] No, porque es 0,5. ¥z si quieres a lo mejor escribir.

[E3--10] ¢Como?
[Ent-11] Eso es 0,5.

[E3--11] Ahhh. Yo pensé que como era 0, dije 0. Ya, asi. Ahora si.

[Ent-12] Eso es ubicacion pues. Es importante.
[Trabaja.]
[Ent-13] ¢Pero tu qué piensas, que hay una transformacion lineal o no? ¢Qué te

dice tu intuicién?

[E3--13] Creo que no.

[Ent-14] TU crees que no.

[E3--14] Creo. Pero estoy viendo si es que si.

[Ent-15] ¢Y cdmo tratas de ver si es que si?

[E3--15] Como que so6lo estoy viendo la izquierda, como que en eso estoy pensando.

Entonces estoy tratando de buscar, si mando este, por ejemplo (0,2), lo
mando a alguno de estos tres, a través de esa misma transformacion deberia
mandar este en los otros dos restantes y este Gltimo que queda aqui.

[Ent-16] Ya. Pero, por ejemplo... Ah, ya. Pero tu vas a mandar punto en punto.
[E3--16] Si.
[Ent-17] O vector en vector.

225



[E3--17]

[Ent-18]

[E3--18]
[Ent-19]
[E3--19]
[Ent-20]
[E3--20]
[Ent-21]
[E3--21]
[Ent-22]
[E3--22]
[Ent-23]

[E3--23]

[Ent-24]
[E3--24]

[Ent-25]

[E3--25]

[Ent-26]

explicita.

[E3--26]

Claro.

¢ Y este punto de acé no tiene alguna relacion con los otros dos, o este
punto de aca no tiene relacion con los otros dos?

Eh... ¢Este con respecto a estos dos?

Si. ¢ Tienen relacion?

Si.

¢ Qué relacion tienen?

La suma.

Ya. ;Y esto? ; También?

Si.

Ya.

Ah, claro. Entonces... Entonces ahora creo que si existe.
Por qué, cuentame por que.

Porque, cémo se llama, si mando este de acé, o sea, si mando uno en uno
después voy a preservar la suma y va a ser una transformacion lineal.

Es una condicién.
Claro.

¢Y podrias encontrar la transformacion lineal? Porque ahora me estas
respondiendo que si hay.

Si, ahora creo que si hay.

Ya, y ahora podrias encontrar la transformacion lineal, asi en forma

Ya. Voy a tratar.
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[Ent-27]
[Trabaja.]
[Ent-28]
[E3--28]
[Ent-29]
[E3--29]
[Ent-30]
[Trabaja.]
[E3--30]

[Ent-31]

Ya.

¢ Esa seria tu transformacion lineal?

Eh, por ahora si.

¢Y cdmo podrias verificar que cumple, ahi, rapidamente?
Que, eem, la suma de estas dos me da la suma de estas.

Ya. Si?

A ver, no estoy seguro sélo de estos numeros. No sé explicar...

¢Pero lo podrias hacer mas general? La pregunta es si lo podrias hacer

en general. Porque tu ahora qué probaste.

[E3--31]

[Ent-32]

[E3--32]
[Ent-33]
[E3--33]

[Ent-34]

[E3--34]

[Ent-35]

Que... estoy preservando la operacion. Ahi, o sea...

Que laimagen del (2,1) es (1/2,3). O sea, se cumplio por lo menos lo que
querias, que esta parte fuera para eso, que es lo que querias
originalmente. Ahora, por otra parte, ¢tl puedes probar que esa es una
funcion, que esa funcidén es una transformacion lineal?

O sea, tendria que hacerlo...

Probar.

Si.

Ya. Esta bien. [Recibe otra hoja.] Vamos a ver. Esta es mas facil, este es
para subir el &nimo.

Jaja. Y si no lo hago no me va a incluir, ja ja ja.

Nooo. Es que mira, te vas a dar cuenta que... Miralo, miralo. Por algo te
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lo digo. ¢Qué dice? Cuéntame.

[E3--35] Ya. Dice “sea T una funcién de R? definida por 7 (x,y) = (x+fy,») y  €s un
entero”. Ya, y tengo que dibujar una region que se genera al aplicar la
transformacion...

[Ent-36] A la figura.

[E3--36] Al rectangulo sombreado.

[Ent-37] Aja.

[E3--37] Ya. Entonces, ahora lo hago.

[E3—38] ¢ Tengo que...?, ;también lo escribo asi, en coordenadas?

[Ent-39] Pero estan los numeritos ahi, puedes usar la misma cuadricula.

[E3--39] ¢Aqui mismo?

[Ent-40] O sea, no pues, aca. Pero usa la misma cuadricula para que te sirva.
[E3--40] Ya.

[Ent-41] O sea, para que eso sea la unidad.

[E3--41] Si.

[Trabaja.]

[Ent-42] Ya.

[E3--42] Eso.

[Ent-43] Y el otro, cdmo quedaria. Bueno, el mismo, pero...
[E3--43] Este quedaria asi.

[Ent-44] Aja.

[E3--44] Estaba contando mal...
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[Ent-45]
[E3--45]
[Ent-46]
[E3--46]

[Ent-47]

[Ent-48]

Los cuadritos.

Si. Eso. Eso.

¢Dbnde esta el sistema de referencia?
Bah, ahi va.

Ya. O sea, aqui estamos claros que hay una transformacion lineal, asi
como lo dijiste en el ejercicio anterior. ¢ Te das cuenta que era el mismo?

O similar, muy analogo. [Recibe otra hoja.] Tu tercera pregunta,

también tiene que ver con la relacion con lo geometrico. ¢Qué dice?

[E3--48]

[Ent-49]
[E3--49]
[Ent-50]
[E3--50]
[Ent-51]
[E3--51]
[Ent-52]
[E3--52]
[Ent-53]
[Trabaja.]
[Ent-54]

[E3--54]

Ya. Da una transformacion lineal de V a W, dos conjuntos. Dice dar un
conjunto de vectores en V' y otro en W, tal que la transformacion manda
de un conjunto al otro. Si B es linealmente independiente, pregunta si el
conjunto A es linealmente independiente.

Porque ahi salimos de R'y de R®

Claro, ahora estamos a un paso de por qué.

O regresamos a R%. Como tu quieras.

O sea, si seguirnos con esta.

Como tu quieras.

Si, quiero.

Ahya, ok.

La quiero hacer.

Bien.

No, w; estan en las imagenes, ¢no?

Si, por eso borro aca.
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[Ent-55] Ah, eso era ese sonido.
[E3--55] Si, si me habia equivocado.

[Ent-56] No lo borres.

[E3--56] Ya. Entonces...Ya, voy a ver si es que pudiera acercarse.
[Trabaja. Piensa.]

[E3--57] Ya, entonces si W... Si esto es cero, todos estos alfas son cero.
[Ent-58] Ya, eso es dato. Todos los escalares son cero.

[E3--58] Claro.

[Ent-59] Entonces ahora la pregunta es si...

[E3--59] Ahora voy a ver si... Estos de ac4, como ya tienen una configuracion lineal,
hacerlo sin que actue el cero.

[Ent-60] Entonces ahora la pregunta es si lo ves.

[Piensa. Trabaja.]

[E3--60] Tienen la misma cantidad.
[Ent-61] Si, buen dato. Tienen la misma cantidad. Le pusieron el mismo
subindice.

[E3--61] Claro.

[Ent-62] O sea que el V' y el W estan diciendo que por lo menos te dieron
subespacios de la misma dimension para hacerte le pregunta.

[E3--62] Aja.
[Ent-63] Bien.

[E3--63] Entonces, ya. Ahora si.
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[Ent-64]
[E3--64]
[Ent-65]
[E3--65]
[Ent-66]
[E3--66]

[Ent-67]

[E3--67]
[Ent-68]
[E3--68]
[Ent-69]
[E3--69]
[Ent-70]
[E3--70]
[Ent-71]
[E3--71]
[Ent-72]
[E3--72]
[Ent-73]

[E3--73]

¢Ahora si? { Como vamos? Cuéntame.

Yo creo que no se puede.

O sea, tu crees que el conjunto A no necesariamente es...

O sea, no, perddn. Si es, que si V es, el otro también.

Ahya. O sea que si el conjunto V es e LI, A tambiénese LI.
Si.

Responde por ahi para que quede escrito, no solamente oral. ;Y lo
podrias probar o no?

Si.

¢Y lo podrias probar?

Podria tratar.

Ya, ¢podrias hacer la prueba, el “tratamiento”?
Ya. Supongamos que A es linealmente dependiente.
Ya. Aes LD.

Claro.

DesLlI.

Y sigue siendo LI,

Ya, ok. Es una reduccion al absurdo parece.
Claro.

Ya, veamos qué pasa.

Ya. Entonces, sé que A es LD. Entonces, existen los escalares, cierto, que en

combinacion lineal me dan uno de ellos.
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[Ent-74]
[E3--74]
[Ent-75]

[E3--75]

[Ent-75]

[E3-75]

[Ent-76]
[E3--76]
[Ent-77]
[E3--77]

[Ent-78]

[E3--78]
[Ent-79]

[E3--79]

[Ent-80]
[E3--80]

[Ent-81]

Claro.

V, Y, cualquiera.

Claro.

Y eso es... No sé si me sirve asi. Porque existe un ascenso...Ya, y entonces
ahora... Ah, y este alfa es distinto de este alfa. Entonces ahora quiero la
transformacion.

O sea, buscaste la transformacion y te da...

Claro. Ahora las funciones de cero me van a dar cero igual. Y este alfa
distinto de cero, tiene que subir.

O sea, una contradiccion con el supuesto.

Si.

Segun tu argumentacion.

Si.

Vamos al b. Veamos lo que dice: si el conjunto A es linealmente
independiente —ahora el A es LI—, ¢debe ser el conjunto B linealmente
independiente?

Yo tengo entendido que si.

¢ También?

Si. Supongo que porque se aplica una transformacion al reveés, llegaria a lo
mismo.

Ya. Escribelo. Si no més, porque se aplica una transformacién lineal.
Ya: si.

Bien. Vamos ahora al ¢, avanzamos rapido. Si B generaa W...
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[E3--81]
[Ent-82]
[E3--82]
[Ent-83]
[E3--83]
[Ent-84]
[E3--84]
[Ent-85]
[E3--85]
[Ent-86]

[E3--86]

[Ent-87]

[E3--87]
[Ent-88]
[E3--88]
[Ent-89]

[E3--89]

[Ent-90]

B generaa W.

Ahora no te estan diciendo que es base ni nada, sino que lo genera.

O sea, yanosésiesLloLD.

No, no tienes esa informacion.

Ya, ok.

Entonces ¢ A debe generar a VV? Lo que si tienes son las imagenes.

Esta relacion.

La relacion de arriba, si.

Ya.

Entonces, si B generaa W, (A generaa V?

... B generaa W... Estoy sacando las... [Piensa.] Ya, entonces si a partir de
W, entonces lo voy a escribir como combinacion lineal. Da lo mismo como

hacerlo.

Ya. O sea, cualquier W se escribe como combinacion lineal de esos
objetos que estan ahi.

Claro.

Ok, entonces en la A.

Eso quiere decir que cualquier acto de B se va a poder escribir...
No pues, si estas en la C.

Si, pero... Ah, yo tengo esto, entonces ahora quiero ver si a partir de esto se
puede escribir como... Me da la impresion, yo creo que si.

O sea, tu dices que si B genera a W, entonces A debe generar a B. Si a
partir de la definicién que te dan arriba.
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[E3--90] Si, por esto.

[Ent-91] Por esa definicion, no para cualquier cosa.
[E3--91] Claro. ¢Quiere que se lo pruebe?

[Ent-92] j Tratar!

[E3--92] Tratar de probarlo. Ya.

[Ent-93] Mira, ahi hay mas hojitas. j Tiene un montén de hojitas!
[E3--93] Si. Estoy muy escueto.

[Ent-94] Si.

[E3--94] Ya.

[Ent-95] Esta bien...

[E3--95] Es que... panico escénico.

[Ent-96] Panico escénico, si, es que yo te encuentro toda la razén, que a uno lo
filmen. Pero te estan filmando las manitas.

[E3--96] Si, no importa. Ya, yo tengo que B generaa W. Si es... Ah, pero no... Lo
podria ver por caso, si es que es L.

[Ent-97] Ya. O sea tu dices que generay es LI, si es que tiene una base. Ya. Uno
puede suponer lo que quiera, después se lo quita.

[E3--97] Pero no me da, porque no se qué relacion tiene la dimension de B con
respecto a la... Porque, o sea... Y sé que B... Y me pregunta si A debe
generar B. Si este genera W... Yo creo que si, pero no se lo puedo
demostrar.

[Ent-98] TU crees que si, 0 sea, te la juegas. Ya, ponlo: yo creo que si.

[E3--98] Yo creo que si. Pucha qué estoy fome.

[Ent-99] No, no, esta bien. ;Y lad? ¢Si A generaaV, ¢debe B generar a W?
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[E3--99] Voy a tratar lo mismo pero al reves. Quiero escribirlo pero no se me ocurre.
Ya. Tengo esto. Siento que estoy asumiendo que esto es todo W. Asi que
N.

[Ent-100] ¢No qué?

[E3--100] No necesariamente, al menos en este caso, yo diria que aqui no, no
generaria, no necesariamente.

[Ent-101] Ya. Y podrias mostrar algan contraejemplo, con algun par de
subespecies especificos, asi...

[E3--101] Este tendria que ser mas grande.

[Ent-102] Pero recuerda que tienen la misma cantidad de objetos.
[E3--102] Si. Pero la... No en... Como se llama... No sé si son Id.
[Ent-103] No, porque no te dan la informacion.

[E3--103] No puedo saber si tienen la misma dimension.

[Ent-104] Exacto.

[E3--104] Entonces, usted quiere un ejemplo.

[Ent-105] Claro, pero uno facil, uno que se te ocurra, que tu pienses que va a
fracasar. Si.

[E3--105] Que piense que quiero fracasar. Asi. Me huele.
[Ent-106] Me huele que ahi eso fracasa. Esto es un contraejemplo para d, ¢cierto?
[E3--106] Si. Y voy a aprovechar de ver si esta bien el b.

[E3--107] Ya. Entonces, tomamos por aqui. Ya. Entonces este va a generar este, pero
este no va a generar este. ¢ Cierto?

[Ent-107] Si pues. Dice que si A genera V, entonces ¢B debe generar a W?
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[E3--107]  No.

[Ent-108] Tu respuesta: no.

[E3--108] Entonces me basta con tirar eso alla, eso para alla.
[Ent-109] Y el otro, ¢que haces con el otro?

[E3--109] Lo mato, lo llevo a cero.

[Ent-110] Bien.

[E3--110] Si, si lo voy a generar. Eeh... Como ya no lo veo muy general entonces
Ahora podria...

[Ent-111] Por qué no lo ves general. Entonces esta bien con ejemplo como para
probar si es si no, con ejemplo uno como que queda conforme.

[E3--111] Claro, pero se lleva mal los puntos.

[Ent-112] Con un ejemplo uno queda conforme y puede encontrar como
demostrar.

[E3--112] Si.
[Ent-113] Porque uno puede decir que no lo veia.

[E3--113] Me cost0. Bastante. Entonces, de ahi sale mi problema, y aqui yo tengo un
generador de W.

[Ent-114] Claro. Y ahora que subespacios te vas a dar para ver... Te diste dos
Especificos.

[E3--114]  Si.
[Ent-115] ¢Y por qué?

[E3--115] Porque aqui cache que si este era mas grande, este se iba a generar... No,
mentira. Tenia que ser, que cubrir todo el espacio.

[Ent-116] Pero fue bien documentado. Ahora veamos ahora la otra posibilidad que
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[E3--116]
[Ent-117]
[E3--117]
[Ent-118]

[E3--118]

[Ent-119]
[E3--119]
[Ent-120]
[E3--120]
[Ent-121]
[E3--121]

[Ent-122]

[E3--122]

[Ent-123]

[E3--123]
[Ent-124]
[E3--124]

[Ent-125]

tenias antes, que quedo ahi como stand by: si B genera a W, entonces
jquien te vas a dar de W?

Porque..., genero aca primero. Tengo la base... y...
Tienes un conjunto que genera...

Si. No...

¢ Se te fue la idea?

Se me arranca. Quiero ver si A debe generar a V. O sea me voy a preocupar
de esto.

Exacto.

Ya. Ah, pero...

¢Pero qué? ¢ Qué se esta preguntando matematicamente en el fondo?
Me equivoqué, me equivoqué. Porque aqui mmmm. Y eran lo mismo.
Pero no, pero arreglaste ese.

Ya, me estoy preguntando como. Estoy tratando...

¢ Sigamos con otro? Pero ¢te puedo decir algo? ¢ Te das cuenta la
matematica que esta involucrada aca o ves pura transformacién lineal?

Asi profunda profunda, no creo.

Pero no. Pero qué matematicas me piensas tu que esta involucrada aca,
asi, cuéntame qué concepto.

Nnn, el concepto de...
No trates de resolver el problema, sino qué conceptos estdn metidos aca.
Las... Como las... Los isomorfismos.

Tu piensas que estan los isomorfismos. ¢Y qué es un isomorfismo?
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[Ent-126]
[E3--126]
[Ent-127]
[E3--127]
[Ent-128]
[E3--128]

[Ent-129]

[E3--129]
[Ent-130]
[E3--130]

[Ent-131]

[E3--131]
[Ent-132]
[E3--132]

[Ent-133]

¢ Y qué es biyectivo?

Que, me imagino, es lo mismo.

¢lgual?

Si. Sipo. (O no?

No sé, yo pregunto. ¢Pero qué significa que una funcién sea biyectiva?
Que tiene los mmm.

Me estas respondiendo... Ja ja ja ja... Pero mira, voy a preguntarte de
otra manera.

Ya, pregunte.
¢Es una funcién biyectiva?
Eeh, no, en realidad es inyectiva, porque no es mm, pero da lo mismo.

Ya, entonces ¢.cudl es el rol que entra a jugar para una funcién que es
una transformacion lineal?, ;que cumpla qué?, ;qué debe cumplir?
Porque la pregunta fue cuéles son los elementos matematicos que hay
para esta pregunta. Cuéles son los conceptos que tu ves en esta
pregunta. ¢ O estas confundido en este momento como para ver los
elementos matematicos? Lo que pasa es que... O estas muy cerrado
tratando de resolver como funciona eso y por eso no has podido. A lo
mejor hay que cambiar de tema.

Es que siento que empezaria a tirar elementos al azar no mas.

Pero tiralos al azar.

Como que de verdad no sé qué...

No, pero, a ver. No trates de encontrar los elementos especificos de ac,
sino que en una pregunta general de algebra lineal relativa a

transformaciones lineales, ¢cual es la matematica que uno asi debiera ir
recordando o ir citando?
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[E3--133]
[Ent-134]
[E3--134]

[Ent-135]

[E3--135]

[Ent-136]

[E3--136]
[Ent-137]
[E3--137]

[Ent-138]

Eh, las funciones entre dos...
Ya, el concepto de funcion.
Si.

Pero el concepto de funcion con una particularidad aqui, con las bases,
icierto?

En los elementos generales.

Exacto. Pero las funciones involucran ese concepto que tu citaste de
biyectividad. ¢Y una funcion cuando es biyectiva?

Cuando es inyectiva.
Y cuando es...
Sobreyectiva.

Ya, muy bien. Eso qué significaba. En términos generales, la

inyectividad y la epiyectividad.

[E3--138]

[Ent-139]

[E3--139]

[Ent-140]

[E3--140]

[Ent-141]

[E3--141]

La inyectividad es...

No, pero en el cotidiano, lo que no es funcién lineal. Esta bien eso que tu
estas diciendo.

Ah, pero si igual se puede...

Si pues, si estoy diciendo que esta correcto, esta correctisimo. Pero qué
otra definicidn tienes de inyectividad.

Uno a uno.
Uno a uno. ¢Qué crees que has estado haciendo cuando asignas asi los
vectores? Cuando tenias los puntos que coincidieran todos con todos,

¢qué has estado haciendo?

Lo mismo.
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[Ent-142] Entonces aqui hay escondida la inyectividad parece,¢,0 no? Ya, pero ta
hiciste un argumento con respecto... Entonces estas funciones, las
preguntas que estan acd, estan haciendo alusion a esa clase, parece, de
cosas matematicas. ¢No lo ves aun?

[E3--142] Si, pero no podria decir jah!

[Ent-143] Esta bien.

[E3--143] Me cuesta.

[Ent-144] Sigamos entonces. Veamos. Esto tiene muchas caras, ¢,0 no? Sigamos,
esto guardémoslo. Esto fue una mala idea, estoy llena de malas ideas.

[E3--144] Quizéa fue malo el entrevistado.

[Ent-145] No, no, eso no. [Le da una nueva pregunta.]

[E3--145] Ya. Entonces, tengo una transformacion lineal.

[Ent-146]  Pero especifica, de R? en R?.

[E3--146]  De R*en R

[Ent-147] Bien.

[E3--147] Y me dan un elemento que es base de R2, o0 sea, un conjunto.
[Ent-148] Ya.

[E3--148] Y otro que también es base de R2. Y me definen la imagen de la base de R2
y me la muestran a otra base de R®.

[Ent-149] Bien. O sea, aqui el mundo perfecto, el que tu querias antes que pasara.
[E3--149] Asi que si A genera R?, en este caso sf.
[Ent-150] En este caso la respuesta es si. Bien. Porque manda base en base. Bien.

[E3--150] Ya. En este caso también es base. Si.
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[Ent-151] ¢Por qué es un isomorfismo?
[E3--151] Porque es bi...

[Ent-152] Porque es biyectivo.
[E3--152] Si. Porque llego a todo R2.

[Ent-153] Ya. ¢No tienes nada mas que decir, con eso es suficiente?, ;Porque llego
atodo R2? O sea, eso es un isomorfismo.

[E3--153]  Si, de R*?aR?si.
[Ent-154] Ah, ¢ pero es por esto o por como se definio acé abajo?

[E3--154] Eeh, si, porque si... Ah, pero... Si no hubiese mandado eso que pase no sé si
hubiese sido un isomorfismo.

[Ent-155] Ya. O sea, ahi hay una sutileza. Entonces tu estas diciendo que esta es un
isomorfismo.

[E3--155] Si. Me la juego porque es isomorfismo.

[Ent-156] &Y lo podrias probar?

[E3--156] Chuta, ya.

[Ent-157] ¢ Qué habria que probar para probar que es un isomorfismo?
[E3--157] Tengo que la imagen es igual al recorrido, entonces...

[Ent-158] Que la imagen es igual al recorrido.

[E3--158] Si. Porque estoy generando R?.

[Ent-159] Ya.

[E3--159] .

[Ent-160] Eso no lo veo yo, ¢habria que verlo o0 no?
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[E3--160] Pero si tiene base en base...

[Ent-161] Es evidente, ¢cierto? Ya. Si, esta listo. Esta saliste bien, ¢viste? ¢Podrias
retroceder a lo otro ahora o no?

[E3--161] Eh, quizés.
[Ent-162] Quizés en el futuro. Veamos. Vamos a continuar.
[E3--162] Disculpe, ¢la molesto con un pafiuelito?

[Ent-163] Si, todos los que tu quieras. Prometiste tomar agiita y aiin no te veo
tomar aguita.

[E3--163] No, si tomé. Tranquila. Hay que cuidarse.

[E3--164]  Ya. Me dan una transformacion lineal, R? a R®, y me dan la matriz asociada.
Me dan... Ah. Y tengo que ver si esa transformacion es un isomorfismo.

[Ent-165]  Aja.

[E3--165]  Ya,eh...

[Ent-166] ¢ Qué puedes comentar de lo que hay ahi escrito, a ver?
[E3--166] O sea, lo primero que veo es que donde llevo lo genero todo a 3.
[Ent-167] Claro. Entonces eso es un subespacio, ¢no?

[E3--167]  Si.

[Ent-168] Ya, marcalo ahi, rayalo y pon que ahi tienes un subespacio. Ponle un
comentario ahi, entonces esa F va ...

[Escribe.]

[Ent-169] Bien. Y ahora, hecho ese comentario, que te diste cuenta muy bien, ¢es
un isomorfismo?

[E3--169] Ehm... Aver... O sea... O sea, si, pero hacia eso...
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[Ent-170]
[E3--170]
[Ent-171]

[E3--171]

[Ent-172]
[E3--172]
[Ent-173]
[E3--173]
[Ent-174]
[E3--174]
[Ent-175]
[E3--175]
[Ent-176]
[E3--176]

[Ent-177]

[E3--177]
[Ent-178]
[E3--178]

[Ent-179]

Si, pero con esa correccion. ¢Es un isomorfismo?
Ah, si. ;O no? Si. A ver.

¢ Como sabrias que es un isomorfismo?

Porque si lo restrinjo aqui la imagen. O sea, mm. No. Si. Entonces, como, el

Kernel tendria que ser cero.

¢Y cdmo va el Kernel?

Por eso, tengo que decirle que la direccion de ...maés... No, ;,cOmo es?...

Si, pero ¢y como calculo la imagen?

Aqui esta po.

Pero miraste la transformacion lineal ? o No la estas considerando?
Tiene razon, no me he fijado si...

O sea, estas diciendo que la transformacion va de un lado al otro?
Tiene toda la razén...

No, no, si no, pero hay que mirarla un poco.

Ya.

Pero ahora como vas a hacer que la transformacion no tenga nada que

ver.
Entonces ahora voy a mm y mm.

¢Peroy la manera en que lo definieron? ;O eso no importa?
¢ La transformacion?

Si pues, la transformacion esta ahi.
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[E3--179] Si, por eso. Ahora.

[Ent-180] ¢ Qué son esos objetos, cOmo se arma esa matriz?
[E3--181] ¢Esa es?... Chuta, ni me acuerdo...

[Ent-182] Ya, bien, pero ¢qué es esa matriz?

[E3--182] La asociada a la transformacion. Y ahora la tengo que multiplicar por las
coordenadas...

[Ent-183] Si no te estoy preguntando el mecanismo, sino que te digo ¢de qué da
cuenta esta matriz? ¢ Dijiste la matriz asociada?

[E3--183] Si.

[Ent-184] Ya. ;Y qué es esto? ¢ Lo leo asi o lo leo asi? [Le muestra horizontal y
verticalmente.] ¢ O asi? [Le muestra en diagonal.] ; Cémo lo leo? ;Qué
tengo que leer ahi, o no hay nada que leer?

[E3--184] No tengo idea. No me... A ver...

[Ent-185] O sea, sabes que esa es la matriz asociada a la transformacion lineal.

[E3--185] Claro, pero no sé sacar la informacion solo con verla. Si. Eso es.

[Ent-186] ¢ Te acuerdas como se escribian los vectores coordenadas?

[E3--186] Hacia abajo.

[Ent-187] Ya, hacia abajo. ¢ Este es un vector coordenada de quien?

[E3--187] Eeeeh...

[Ent-188] Es la imagen de éste. [Le muestra.]

[E3--188] Eeh.

[Ent-189] La imagen de éste. [Le muestra otra vez.]

[E3--189] De éste.
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[Ent-190] La imagen de ése.

[E3--190] Eso me da eso.

[Ent-191] Me da esas coordenadas. ¢ Y qué significa que sea la imagen...?

[E3--191] Aaaaah, la imagen...

[Ent-192] Aah.

[E3--192] La imagen... O sea, son las coordenadas de la imagen de ése en esa base.

[Ent-193] Exacto. ¢ Entonces que seria? A ver, veamos. Viste, si habia que
refrescar esa memoria. Entonces, ¢te das cuenta que tiene una lectura,
tiene una forma de lectura?

[E3--193] Si. Ya. Entonces, si esas son las coordenadas en esa imagen, seria una vez
esa mas diez veces esa. Entonces me quedaria... [Trabaja.] Tomando esto
como cero... Ahi. Entonces esto... 11, 10, ...

[E3--194] Eso. Ya, ahora empiezo con el otro.

[Ent-195] Recuerda que esto era para refrescarte la memoria, nada mas. La
pregunta sigue siendo la misma.

[E3--195] Ah, chuta, ya. Eeeh...

[Ent-196] ¢Y ahora cudles son las coordenadas?

[E3--196] Ah, -2 que es ésa mas ésa. Ya. Y eso me da 2, 1, 1, Pero eso no...
[Ent-197] Ya. Ya, y la pregunta cual es. Recuerda.

[E3--197] Si es un isomorfismo. Ya.

[Ent-198]  Ya me contestaste que de R? en R® no lo es, pero la pregunta es si de R?
en este subespacio de R®. ;Entonces qué me puedes decir?

[E3--198] Que si estos son LI, entonces seria si, y que si no, no.
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[Ent-199]

Ya. ¢Y son LI?

[E3--199] Emm... Quedaria siempre asi.

[Ent-200] Cuando tienes dos vectores, ¢como puedes saber si son L1 o LD, dos
vectores?

[E3--200] Que... Ah, con dos. Seria por escalar.

[Ent-201] Uno es maltiplo del otro, ¢cierto? Entonces la pregunta es ¢hay un
escalar que multiplique por ejemplo al menos 1, 1, -1, uno para que me
dé 11?

[E3--201] Lo multiplicaria por 10, pero me daria 10 y me quedaria 11.

[Ent-202] No, ¢cierto?

[E3--202] O sea que me generan lo mismo que me genera eso. O sea que si.

[Ent-203] Es un isomorfismo.

[E3--203] Si, es un isomorfismo.

[Ent-204] iBien!

[E3--204] Lo voy a dejar ahi.

[Ent-205] Bien. ¢Se te ocurre como probarlo de otra manera? ¢O simplemente
tendrias que siempre recurrir a encontrar los vectores y decodificar la
matriz?

[E3--205] Eem, ¢asi solo trabajando con la matriz?

[Ent-206]  Aha.

[E3--206] No, no creo. No. Lo dudo.

[Le da otra hoja.]

[E3--206] Ahora tengo una transformacion lineal de R® a R?, y para no perder el

tiempo. Y me dan dos conjuntos, o sea el de llegada y partida. Ya, averiguar
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[Ent-207]

[E3--207]

[Ent-208]
[E3--208]
[Ent-209]

[E3--209]

[Ent-210]
[E3--210]
[Ent-211]
[E3--211]
[Ent-212]
[E3--212]
[Ent-213]
[E3--213]

[Ent-214]

[E3--214]
[Ent-215]

[E3--215]

de nuevo si es que es un isomorfismo.
Ya. Pero ahora como lo podrias decir asi, es 0 no es, ¢qué te tinca?

Chuta. Eeemm. [Piensa.] Me huele que si. Creo. Pero no estoy seguro.
También estoy fijandome en las ...

A ver, ¢cémo seria este...?
O sea, porque como la imagen del tercero va a ser este.
Pero nuevamente estas mirando eso sin mirar la transformacion.

Si, pero a través de la imagen estoy viendo la transformacion. Pero no... Es
que no...A ver. [Trabaja.] Esa es la matriz. No se como resolver finalmente.

Bueno, y si no puedes, al tiro, ¢cdmo lo harias para verlo?

Mi cabeza regula al tiro que es la MG.

¢ Cuantas transformaciones lineales tu puedes definir?

¢ Cuantas transformaciones lineales?

¢O unasola?

No creo que se pueda.

¢Me entiendes el porqué hago esa pregunta?

Emm, no.

Pero a ver, ¢cuantas transformaciones...? No quiero que me las cuentes,
sino que digas... Muéstrame dos por lo menos. Transformaciones que se
te ocurra que tu puedes construir de D a D’.

Seria... Las definiria...

Como dices ta. Por ejemplo.

Pasaria esta aca y esta aca, y después no sé, ese aca y ese ahi. Con eso
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[Ent-216]
[E3--216]
[Ent-217]
[E3--217]

[Ent-218]

[E3--218]
[Ent-219]

[E3--219]

[Ent-220]

[E3--220]

[Ent-221]

[E3--221]

[Ent-222]

[E3--222]

cambio las iméagenes.

Y podrias hacer varios cambios, porque ahi hay tres...

Si.

&Y serian la misma transformacion?

Ehm, no sé.

Si lo piensas en términos de los puntos de los vectores de un rectangulo,
¢el rectangulo seguiria sometido a los mismos cambios con esa manera
de asignacion?

Ahi creo que si. Si, yo creo que si.

Ya.

Si, porque al final lo que me va a importar va a ser que estoy llegando al
mismo lado. Porque por ejemplo ...

Si quieres, son tus hojas. [Le muestra las hojas en que trabajo.]

No, no, si me acuerdo. Que veia, solamente veia donde me mandaban los dos
vectores que tenia, y después los sumaba y ahi tenia al tiro hecho el
cuadradito. Entonces lo Unico que me importaban era estas dos, y si voy a
mandar esta aca y esta aca, y después esta aca y esta aca, al final igual voy a
guedar con los mismos vectores aca y estos dos van a quedar en lo mismo no
mas. Entonces seria como viajar al otro conjunto de distintas formas, pero...

¢Y en el segundo dibujito qué era eso? ¢ Te acuerdas, éste? ;Qué hacias?
Porque aca el rol era..., te daban la transformacion y te pedian el
cambio.

Si po, pero la... Llegaba distinto...

Y tu dices que se va a mantener el monito, via la asignacion. ¢ Cual seria
la asignacion aqui en el juego?

Aqui, enel 0,3.
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[Ent-223]

[E3--223]

[Ent-224]

[E3--224]

[Ent-225]

[E3--225]
[Ent-226]
[E3--226]
[Ent-227]
[E3--227]
[Ent-228]
[E3--228]

[Ent-229]

[E3--229]

[Ent-230]

[E3--230]

[Ent-231]

[E3--231]

Ya.

Entonces planifiqué sélo el... O sea, aqui hice este y este. Entonces ahora

me fijo en lo que esto genera no mas, porque como va preservando...

Ya. Y si esto lo quieres mirar en terminos de bases de R2, ¢cdmo
quedaria? Ahi tienes hojas.

Eeh...

Para ese caso, para B=2, ;cdémo lo describirias? Aqui la tienes explicita

la transformacion.

Ya. ; Tomo todos los elementos?

O sea, una base de R2 te vas a dar.
Ya, una cualquiera.

Claro. Estoy de acuerdo.

Ya, esa.

Y asignaciones... ;Y la asignacion?

Y voy a llevar esto a... Si. Esa. Y...

Mi pregunta ahora es si yo me doy una base cualquiera del conjunto de

llegada.
Ya.

Por ejemplo, la misma, ¢tendria esa transformacion, desfiguraria el
rectangulito como quieres?

¢Como? No entiendo la pregunta.

Estamos claros que construiste, cierto, mandaste estos vectores por la

transformacion.

Si.
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[Ent-232]
[E3--232]
[Ent-233]
[E3--233]
[Ent-234]
[E3--234]
[Ent-235]
[E3--235]

[Ent-236]

[E3--236]
[Ent-237]
[E3—237]
[Ent-238]
[E3--238]
[Ent-239]
[E3--239]
[Ent-240]
[E3--240]

[Ent-241]

Si ahora, por el contrario, saco esto.

Ya.

Y te muestro eso.

Ya.

Es claro que la figura se va a mantener, ¢0 no?

Si.

¢ Estamos de acuerdo?

Si.

Pero ahora qué pasa si yo cambio... O, a ver coémo lo puedo... Voy a
sostener con tu idea: tu idea aca entonces ¢cual fue?: que no importa la
asignacién que hicieras, es decir, yo aqui puedo mandar el (1, 0) al (2, 0)
y puedo mandar el (0, 1) al (1, 0) y la figura va a seguir siendo la misma.
Si.

Eso es, ese es tu argumento.

Si. Eso me huele.

¢ Te huele?

Si. Creo.

¢Entonces aqui tu lo puedes mandar cambiado y va a dar lo mismo?
Ehm...

Eso es lo que ta me estéas diciendo.

Si po. Si, si. Tendria que probarlo.

Ya. Dalos vuelta y ve si el rectdngulo se sostiene.
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[E3--241]
[Ent-242]
[E3--242]

[Ent-243]

[E3--243]
[Ent-244]
[E3--244]
[Ent-245]
[E3--245]

[Ent-246]

[E3--246]
[Ent-247]
[E3--247]
[Ent-248]
[E3--248]

[Ent-249]

[E3--249]
[Ent-250]

[E3--250]

\oy a partir de eso mismo. Voy a tomar el (0, 2) y el (3, 0) Ah, y al revés.
No, si no te estoy diciendo que hagas la inversa.
Si po, pero voy a mandar este para alla y este para alla.

Ah ya, los vas a cruzar. ;,Entonces como van a quedar los dibujitos? Nos
estdbamos entendiendo, yo pensé que estabas...

El otro igual va a quedar asi, esos son los dos vectores a que llegué. Y...
¢Ah?

Va a dar lo mismo.

Ya, entonces no cambia.

No, no cambia.

Ya, ok. Entonces aqui da lo mismo. Entonces, en otras palabras,
podemos ignorar esta matriz.

Ehm, si. Si...

Tu argumentacion dice que si.

Pero es que...

Pero hay algo que te hace ruido.

Si, porque no estoy necesariamente llegando a esto mismo.

¢Entonces qué hacemos? Pregunta ahora de nuevo: ¢es un isomorfismo
de espacios vectoriales?

No lo sé.
O sea, No tienes codmo decirlo, no tienes como determinarlo.

No, porque veria a donde van a llegar estos...
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[Ent-251]

[E3--251]
[Ent-252]
[E3--252]
[Ent-253]
[E3—253]
[Ent-254]
[E3--254]
[Ent-255]
[E3--255]
[Ent-256]
[E3--256]
[Ent-257]

[E3--257]

[Ent-258]

[E3--258]

[Ent-259]

[E3--250]

Pero y como lo puedes ver, si esta determinado o esta dicho. Si esta
dicho donde van a dar.

Si po, con esto.

Si.

Pero tendria que hacer un calculirijillo.

Ya, ¢cual es el calculirijillo?

Ver cuénto es esto con esta base.

Ya pues, ¢y? ¢Y eso seria la imagen de quién?

De este.

De ese. Y ahi estaria la asignacion, ¢0 no?

Si.

Y con eso ¢podrias determinar si es un isomorfismo?

Viendo qué me da, si.

Ya.

Mirandolo, no. Entonces, me quedaria (-2 + %) +... No [raya]. Entonces,
(Y2 + %) + (%) (raya), 1 y entones - %. A ver. Si, esta bien. Entonces, me
queda (0, ¥4).

Ya, entonces quien va a parar...

iAh, qué soy mentiroso! Es (0, -1). Qué verglienza. Mucha vergienza me dio
eso.

Ya, pero ¢quién va a parar al (0, -1)? El primero.

Este.
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[Ent-260] Ya,o0seaque Fdel (1,0,1)...

[E3--260] Es esto.

[Ent-261] Es eso. Bien.

[E3--261] Y el tercero va a parar a este mismo, porque una es esa.
[Ent-262] Bien.

[E3--262] Y esas son LI.

[Ent-263] Y el otro. Es en tres columnas.

[E3--263] Ah, pero me va a dar lo mismo.

[Ent-264] ¢Y como?

[E3--264] Porque teniendo este ya voy a generar todo esto.
[Ent-265] Ah, entonces ya es un isomorfismo.

[E3--265] Ya, lo voy a hacer. Yo diria que si, pero...

[Ent-266] No, pero ta me dices que si, que es un isomorfismo de R3 en R2.
[E3--266] Si, pero es que quizaesomevaadarQy...

[Ent-267] No, pero ¢es un isomorfismo de R3 en R2?

[E3--267] No. No, no, no. Porque quizas no es inyectivo. Si po, quiza no es inyectivo,
porque eso me va a dar 0, y eso tengo... Hay que hacerlo.

[Ent-268] Y a lo mejor no. A ver a donde va a dar, veamos donde puede a ir a
parar.

[E3--268] Ahora me voy a demorar media hora...

[Ent-269] Entonces todo va a depender de eso. Depende del orden en que lo
calcularas no mas.
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[E3--269] Claro. [Calcula] Ya, pero eso no era 0. Ya, eso es 3,0... No, json 4! Je je.
Ya, es (2, 3). jAhi llegué!

[Ent-270] Ya llegaste. Entonces, F de esa cosa es (2, 3).
[E3--270]  Si.

[Ent-271] Segun tus célculos.

[E3--271] Si. Segun mis célculos.

[Ent-272]  ¢Y?

[E3--272] Estimo que es distinto de 0. Y entonces las tres me dan igual 0. Entonces si
es un isomorfismo.

[Ent-273] Es un isomorfismo.

[E3--273]  Si.

[Ent-274] ¢Sequro?

[E3--274] No. No estoy seguro.

[Ent-275] Ya. Pero no estas seguro por qué, porque no...

[E3--275] Porque no me acuerdo bien qué tenia que hacer para ser un isomorfismo.

[Ent-276] A ver, pero qué... Recuerda, porque no solamente hiciste este curso.
Estamos en otro. Entonces, la idea es... Isomorfismo significa que
preserva la estructura algebraica.

[E3--276]  Si.

[Ent-277] O sea es un morfismo biyectivo.

[E3--277] Biyectivo.

[Ent-278] Ya, biyectivo que era inyectivo y epiyectivo.

[E3--278]  Si.
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[Ent-279] Bien.

[E3--279] Ya. Aqui estoy generando, como estos son LI, estoy generando R2.
[Ent-280] Bien. O sea, ¢eso quiere decir que eso es...?

[E3--280] Sobreyectivo.

[Ent-281] Bien. La inyectividad es la que esté en tela de juicio.

[E3--281] Claro, pero por el Kernel no era 0.

[Ent-282] Pero ¢como calculaste el Kernel? Yo no lo veo. ( Como es el Kernel, qué
es eso del Kernel? Ya a mi no me estd quedando claro.

[E3--282] Las tres imagenes dan cero.

[Ent-283] Las tres imagenes. ¢Y donde lo calculaste ahi, que no lo veo?
[E3--283] Ahh, en realidad.

[Ent-284] Si, porque usted me habla del Kernel y el Kernel y yo no lo veo.

[E3--284] ...Es que me huele que si uno de estos me da 0... No me va a dar 0. Quiza
era mentira eso.

[Ent-285] Pero era que tres van a parar ahi.
[Piensa.]

[Ent-286] ¢Estamos en el Kernel?

[E3--286] Si.

[Ent-287] Entonces el Kernel es un conjunto...
[E3--287] Si, es un conjunto de preimagenes del 0.

[Ent-288] ¢Conjunto o subespacio?
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[E3--288]

[Ent-289]

[E3--289]
[Ent-290]
[E3--290]
[Ent-291]
[E3--291]
[Ent-292]
[E3--292]
[Ent-293]
[E3--293]

[Ent-294]

[E3--294]
[Ent-295]
[E3--295]

[Ent-296]

[E3--296]
[Ent-297]

[E3--297]

También es un subespacio. Ademas.

¢ Y cdmo se escribe en este caso? Serian todos los que... El Kernel de
esta F seria...

Los puntos de R3 que van a dar al 0 de la transformacion.

Ya.

Y...

El problema es que no tienes la transformacion.

Claro. Tendria que... Me demoraria un kilo en trasponerla a través de eso.
A traveés de esto.

Claro.

Ah, ya. Pero podrias hacerlo.

Yo creo que si. Igual es medio engorroso.

¢Y cdmo es mas o0 menos el proceso? ¢ CoOmo era el proceso para
reconstruir la transformacion lineal?

Eem, ;,como era? Primero...
Porque aqui tienes las asignacion de los elementos...
De las bases.

De las bases, a mi ya se me perdieron algunos. Me falta... Uno, cierto,
ahi tengo otro.

Eso es LI, pero estoy seguro que es L.
Y sera LIl eso?

Ah, no sé... Eehm... Si, si es LI. [Musita calculos.] Si, si es.
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[Ent-298]

[E3--298]

[Ent-299]

[E3--299]

[Ent-300]

[E3--300]

[Ent-301]

[E3--301]
[Ent-302]
[E3--302]
[Ent-303]
[E3--303]

[Ent-304]

[E3--304]
[Ent-305]
[E3--305]

[Ent-306]

¢Si? Yo supongo que eso fue el calculo de las combinaciones lineales.

Claro, traté de ver si esas dos me podian dar esa. Entonces, LI, y ¢en qué
estaba? Ah, tratando de especificar la transformacion.

Aja.

Y deberia encontrar la combinacion de esto a cualquier elemento de esto.
Tendria que hacerlo.

¢Entonces tU qué me estas diciendo? ¢ Qué es lo que tienes que hacer?
Debieras encontrar que cualquier vector de R® un (x, y, z) es igual a
combinacidn lineal de esta base.

Si.

Y de ahi aplicar la transformacidn, y como tienes las imagenes, podrias
llegar a reconstruirla.

Si.

Pero estds muy cansado para hacerlo.
No, si, si puedo.

¢Le darias la pelea?

Si, si, todo lo que sea necesario.

Ya, vamos a dar la pelea. Si no hay cantidad de preguntas que tengas
que hacer, asi que no sientas que es una carrera contra cantidad.

Ya. Tendria que escribir esto. Ya.
Ya. ¢ Ahora como se encuentra eso?
Con un sistema.

Ya.
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[E3--306]
gamma = 0.

[Ent-307]
[E3--307]
[Ent-308]

[E3--308]

[Ent-309]
[E3--309]
[Ent-310]
[E3--310]
[Ent-311]
[E3--311]

[Ent-312]

[E3--312]

[Ent-313]
[E3--313]
[Ent-314]

[E3--314]

at+fB+2gamma=x. Y qué mas tengo. 0 B+ gammaesigualal. Y o +2

Ya, ¢y ahora como resuelves esto?
A manito... 0 con matrices.
Ya, y ¢cual camino vas a elegir? ¢ Manito o matriz?

Voy a tratar de hacerlo con matrices. Aunque no me acuerdo, estoy fuera de
practica.

Ya. ;Las matrices te convencen?

¢ Para hacer el sistema?

Si.

Si po, y creo.

Pero...

Pero soy malito para... Soy pésimo para los célculos.

No te sientas obligado a usar matrices, tu hazlo como estimes
conveniente.

[Musita. Trabaja.] Ya, entonces me quedaria... No me dice mucho. Ah, si,
me quedo con esta. [Trabaja, relata lo que hace en forma interrumpida] Ya,
pero ahora tengo esto y tengo esto... o+ x =z, + 2y + 2z + 2X... Eso de ahi
se fue. Me quedaria que o= 2x -2z -2y. Y ahi tengo los escalares.

Anhi tienes los escalares. Esta bien.

Si. Ya. Entonces ahora vamos a hacer un sistema para esto. Tendria que ser.
No, pero primero encuentra la conformacion lineal.

No, pero si... O sea, ya tengo las coordenadas de la imagen de este... No me

equivoco: estas son las coordenadas de cualquier punto de aca, entonces si
yo las pongo aqui con un sistema... voy a encontrar el Kernel.
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[Ent-315]
[E3--315]

[Ent-316]

[E3--316]

[Ent-317]

[E3--317]
[Ent-318]
[E3--318]
[Ent-319]

[E3--319]

[Ent-320]
[E3--320]
[Ent-321]
[E3--321]
[E3--323]
[Ent-324]

[E3--324]

Ya.

Y...

Creo que te estas complicando, porque aqui lo que estabas tratando de
hacer era encontrar en forma explicita la transformacion lineal para ver
quiénes iban a parar al 0.

Si po, si, si.

Recuerda que estabas haciendo eso para encontrar la transformacion en
forma explicita, no por la matriz.

Iba a tratar de hacerlo también para...

Para ver si podias hacer algo, asi forzar el sistema.

Claro, pero...

Ahi como que te vino un chispazo de algo que era...

Es que yo sé que si pongo las coordenadas de esta gamma va a estar la
imagen acd, y como sé que la imagen que ando buscando es el 0, tendria que
buscar cuales son los elementos de acé para...

Ya, entonces hazlo asi. Entonces deja eso, porque no quieres hacerlo ahi.
Pero no sé como me va a ir. Voy a tratar. Quiza me quede super feo.

Ahora vas a buscar el Kernel con la matriz.

Claro.

Ahora me cambie...

Te cambiaste. Pero vas a usar esos otros datos ahi...

Ahi volvi a encontrarlos. Y eso va a dar las coordenadas, esas... [Trabaja]
[Musita] Tiene que haber una forma. Ya.
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[Ent-325]
[E3--325]
[Ent-326]
[E3--326]
[Ent-327]
[E3--327]
[Ent-328]
[E3--328]
[Ent-329]
[E3--329]
[Ent-330]
[E3--330]
[Ent-331]
[E3--331]

[Ent-332]

Ya, y después la otra.

Si.

Menos mal que tiene dos no mas.

Si. [Trabaja, musita] Ya. Ya, creo que la encontré.

Ya, ¢y qué encontraste ahi?

Las coordenadas de la imagen.

Ya.

Ya, y entonces...

Recuerda que todo esto era para determinar si era 0 no un isomorfismo.
Si, pero para demostrar... Que no me acuerdo como era en facil.
Ya, y ahora eso...

Y... Tendria que hacer esto.

O sea, igualar. Comparalo con 0.

Intuyo que me voy a quedar parado...

¢Asi que qué pasa ahora?

[La grabacion se corta, y continua la construccion del isomorfismo.]
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Transcripcion 3.

E18: estudiante
Ent: Entrevistador

[Ent-1]

[E18-1]

[Ent-2]

[E18-2]

[Ent-3]
[E18-3]
[Ent-4]
[E18-4]
[Ent-5]
[E18-5]
[Ent-6]
[E18-6]
[Ent-7]
[E18-7]
[Ent-8]
[E18-8]
[Ent-9]

[E18-10]

Buenas tardes. Estamos iniciando la grabacion del tercer estudiante.
¢, COmo estas?

Bien. Un poco nerviosa pero bien.

Se agradece tu colaboracion. TU no te tienes que sentir para nada
nerviosa ni estresada; es mas, yo tengo que darte las gracias. Y por otra
parte hay que decir que los vienen aca es por algo. Encontraron algo en
sus escritos que nos interesa investigar. Asi que agradecidos siempre. La
primera pregunta, ¢la podrias leer, para ir conociendo?

Considere el carrito de un tren que aparece en la figura 1. Se deformaen la
figura 2. ¢Hay una transformacion lineal que relacione la imagen del carrito
de la figura 1 con la imagen de la figura 2?

Entonces cual es tu respuesta: ¢que la hay o no la hay?

Eh, yo creo que si.

Tu dices que si.

Si.

Ya, tu respuesta es afirmativa.

Si, pero, o sea, la buscaria.

¢Pero la podrias encontrar?

No sé, a ver.

Tratemos.

Tratemos, ya. [Trabaja, susurra lo que va haciendo] Ahh, estd estaen R-...
No.

Es que dice (0, 5, 0)

Pero es 0,5.

Aah, 0,5 de nimero.
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[Ent-11]
[E18-11]
[Ent-12]
[E18-12]
[Ent-13]
[E18-13]
[Ent-14]
[E18-14]
[Ent-15]
[E18-15]
[Ent-16]

[E18-16]

[Ent-17]

[E18-18]

[Ent-19]

[E18-19]

[Ent-20]
[E18-21]
[Ent-22]
[E18-22]
[Ent-23]

[E18-23]

Medio.

Medio. Ya. [Trabaja, susurra]

Estéas enviando vector por vector.

Si.

Ya.

Mas la... Eso es lo interesante.

O sea, eso es lo que... Ya, ok.

Como en una transformacion manda siempre el 0 en el 0...
¢Esa es una condicion necesaria?

Eh, si.

¢Pero no es suficiente o es suficiente, basta que mande el 0 en el 0?

No basta, también tiene que separar la suma, el producto. Eso como que se
descarta, me parece.

Ah, ya. Esta bien, esté bien.

Tomo el 2 y lo muevo ahi, y después lo muevo ahi. [Trabaja, explica en voz
baja lo que hace.] Lo primero que hicimos seria hacerlo como por partes.

A ver, ¢cudles serian las partes?

Decir, que el x se estd moviendo entre 0 y 2 y, no sé, tomar estos dos puntos
de aqui y decir que el x se va a mover, o sea, la funcién lo va a enviar a
moverse entre el 0 y el -5 después del -3 fijo.

Ya.

[Escribe y describe la anotacion] Como que sigue de la primera parte.

&Y eso es transformacion lineal? ¢ Puede estar un nimero fijo?

Buena pregunta. No.

¢Por qué no?

O si. Quizas si se puede. ...Estoy pensando.[Piensa
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] Tiene que haber una razoén, tiene que haber algo.

[Ent-24]

[E18-24]
[Ent-25]
[E18-25]
[Ent-26]
[E18-26]
[Ent-27]
[E18-27]

[Ent-28]

[E18-28]

[Ent-29]
[E18-29]
[Ent-30]

[E18-301]

[Ent-31]
[E18-31]
[Ent-32]

[E18-32]

¢En cual es la transformacion lineal? Esa fue tu primera... Porque tu
me dices que si hay una transformacion lineal, tu mision en este minuto
era encontrarla.

[Trabaja. Susurra.]-Tendria que dar eso ahi.

Exacto. (Y?

Ehmmmm. Siento que esta aqui, pero no lo veo.

¢No lo ves?

No.

Si tu quieres seguimos con otra pregunta y la retomas después.

Bueno. Ah, se puede.

Si pues. Estamos en confianza, si esto no es una carrera por una nota,
nada de eso. A lo mejor esta pregunta te puede ayudar. Si por eso que es
una entrevista, porque no es una prueba.

Sea T de R2 en R2 definida por... Ah, es un fijo, y al x le esta sumando

un escalar por ahi. Bosqueje la region obtenida al aplicar la transformacion
lineal al rectangulo dado en la figura cuando =2 y = -3.

Los numeros que aparecen ahi son los puntos?

Si.

Esta dada la cuadricula.

Entonces, si el x es 0... Entonces tenemos... Entonces 3 y luego son 4, son
7. Ese seria un punto. Acé seria 0 y despues lo sumo. 4.

¢ Qué paso?

Me... Hay algo raro aqui, algo que no estoy haciendo... jAhi esta po!
¢Y repercute alla, o no?

Si. Ya, entonces es el 4 y ahi es el 2. Ese es el par. Si. Este era el

(3, 2), entonces es fijo, es 2, yde ahimeda 2. Y el 3seria7.1,2,3,4,5,
6, 7. Y eseseriael 1.
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[Ent-33]

[E18-33]

[Ent-34]

[E18-34]
[Ent-35]
[E18-35]
[Ent-36]
[E18-36]
[Ent-37]

[E18-37]

[Ent-38]

[E18-38]

[Ent-39]
[E18-39]

[Ent-40]

Pero es (7, 2), no puede ser.

iAh, no!, este si. Ya. Y este de acé es (0, 2) entonces me iba a dar (4, 2), y
ese es el punto que estd ahi. 1, 2, 3, 4. 1, 2, 3. Ese y ese. Me faltan 2. Ah, y
ese es (2, 0), que ese también seria... Entonces... Ppara abajo. Y es 3 més...

A ver, dibdjalo. ¢ Es necesario que hagas el otro, para que puedas
responder, 0 no?

Voy a hacer el otro.

¢Vas a hacer el otro o el de alla?

Si, es que aqui estaba dejando fijo...

¢Por qué?

Seria igual a (x/4, y)

Y segun tu deberia cumplir eso.

Segun yo deberia cumplir. Entonces, si tomamos el 2 y lo divido en 4, y nos
da ‘., yelyes 1. Ahno, po, ahi mmm. A ver, ahi lo esta dejando fijo, aca
no. Pero aci...

¢Estas segura? ¢ Y esa es transformacion lineal?

Eh, si. Habria que ver. Si tomamos estos y los separo, pero yo creo que si.
Y lo multiplica.

¢ Debiera ser?
Debiera ser.

¢Seguro?

(Voltea la hoja para trabajar.)

[Ent-41]

[E18-41]

[Ent-42]

No, acd, si aqui tienes hojas, hojas sin rayar inclusive esa tiene puntitos,
0 esa sin puntitos si quieres. Como tu quieras.

Ya. [Describe lo que escribe] Esto es igual a x cuarto coma menos esto.
Entonces, si yo le aplico... Eso tendria que ser igual a... [Escribe y
describe en voz baja] Y ahi quedaria colgando la funcion. Y estos
puntitos son nimeros reales, entonces yo puedo escribir asi...

¢ Y después la multiplicacion por escalar la probarias aparte o la puedes
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[E18-42]
[Ent-43]

[E18-43]

[Ent-44]
[E18-44]

[Ent-45]-

[E18-45]

[E18-46]
[Ent-47]

[E18-47]

[Ent-48]

[E18-48]

[E18-48]
[Ent-49]

[E18-49]

poner ahi mismo?
Ah, la hago ahi mismo.
Ya, ponlo.

[Trabaja, va sefialando y describiendo.] Ahi, y este ahi, y ahi. Y ahi lo
Proyectamos.

O sea, es transformacion lineal.
Si.

Bien. Vamos a la proxima, guardemos esta. Otra pregunta, veamos qué
dice.

Sea V un espacio vectorial de dimension cuatro y tenemos una base que es la

que tiene cuatro elementos que es una base para V. Sabemos que existe una
unica transformacion lineal que va en el mismo espacio, que cumple con

esto: T(v,) =V, T(V,) =V, T(v,) =V, T(v,)=0 ¢Cual es la trasformacion?
[Trabaja] Entonces estos elementos de aqui estan en V. Ah, si. V es un
espacio abierto, tiene que tener cero. Cual es la transformacion. [Piensa]
Ya.

¢Ya? A ver, ¢qué estas pensando ahora?

No sé, la primera vez que lo lei, dije ‘ah, lo 1 va en v2’ y como que me
imagine un ciclo. Que estamos construyendo una estructura de ciclos y me
imaginé como un ciclo.

Y.

Que el v; lo mandaba al vy, el v, al vs, el vs al v, y el v, volvi. Entonces al
volver dije “ah, y si fuera un ciclo justo el v; tendria que ser 0 para que
volviera’. Como que eso fue lo primero que pensé cuando lo lei.

[Piensa.]

Me siento atascada.

¢Por qué?

No se. Como que lo veo y pienso que como que se me olvido qué podia
hacer. Eso es lo que me pasa.
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[Ent-50]
[E18-50]

[Ent-51]

[E18-51]

[Ent-52]

[E18-52]
[Ent-53]
[E18-53]
[Ent-54]

[E18-54]

[Ent-55]

[E18-55]
[Ent-56]
[E18-56]
[Ent-57]
[E18-57]
[Ent-58]
[E18-58]
[Ent-59]
[E18-59]

[Ent-60]

Mira, regreso a tu respuesta anterior.

Ah, ja ja.

Mira, tu misma escribiste algo. Ahora, lo que pasa es que hay una
diferencia entre lo que tu asignaste aca y lo que ellos asignan alla. ¢ Cual
es la diferencia?

Eeh...

TU asignaste vectores que para ti fueron significativos dentro del plano
figural.

Si.

Pero... ahora no es el plano...

Toman los elementos de la base. Y eso la define una...

¢Por qué tu consideras las imagenes de los elementos de la base?

¢ Qué considere los elementos de la base?
Es que con la base se puede generar todo el espacio.

O sea... ¢Eso quiere decir que aqui tenias mas imagenes que las que
necesitabas para determinar la transformacion?

¢ En esta de aqui que yo puse cuatro?

Si.

Quiza si po. Yo con dos lo hubiera hecho. Porque estamos en R2.
Estamos en R2.

Podia haber tomado ese y ese no mas.

O sea, el (0, 0).

Si. Hay que buscar uno que se...

Pero el (0, 0) ¢esta en la base del espacio de partida?

¢Sélo el (0, 0)?

Bueno, y el (0, 0) acompafiado por otro ¢es base del espacio de partida?
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[E18-60]
[Ent-61]

[E18-61]

[Ent-62]

[E18-62]

[Ent-63]

[E18-63]
[Ent-64]
[E18-64]
[Ent-65]
[E18-65]
[Ent-66]
[E18-66]
[Ent-67]
[E18-67]
[Ent-68]
[E18-68]
[Ent-69]
[E18-69]
[Ent-70]
[E18-70]

[Ent-71]

No, nunca he tomado el (0, 0)... No.
¢Pero qué significa que sea base?

Eh, o sea... Si el elemento es como... Si tengo la base, yo con los escalares
puedo generar todo el conjunto.

Ya. O sea, la base te ayuda a generar todo el conjunto. ¢ Tiene otra
condicion?

Ademas que es LI. O sea, que los vectores que estan ahi son linealmente
independientes.

Claro, esa es la condicién para... Pero tiene otra condicion que esté ahi,
que es el minimo de vectores que se necesita.

Si, por ejemplo en R2 necesito 2.

Exacto.

Tengo las candnicas, esa es una de las canonicas.

El (0, 1) pero no el (0, 0).

El (0, 0) no po.

¢Por qué?

A ver,esqueel 0... Laideaes que sea LI. La unica forma...
¢EI(0,0)yel (0,1)sonLI?

No: estan en la misma recta.

Argumento. Muy geométrico.

Son colineales.

Argumento geométrico. Ya, entonces en el fondo esta imagen...
No sirve. Esa con esa si.

Esa podrias haber construido.

O la ultima con esa.

Con esas dos podrias haber construido una transformacion lineal. Muy
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[E18-71]

[Ent-1]

[E18-71]
[Ent-1]
[E18-71]

[Ent-72]

[Ent-73]
[E18-73]
[Ent-74]
[E18-74]
[Ent-75]
[E18-75]
[Ent-76]
[E18-76]

[Ent-77]

bien. Pero con esa no. Por eso que es una condicion necesaria, pero no
suficiente, para determinar. Ok, vamos bien. Y ahora como lo hacemos
ahi, ahora que viste y repasaste.

Ya. Estos entonces son los elementos de la base.

Ya, y ti misma me dijiste que la base es un conjunto que genera
espacios en la menor cantidad de elementos, y eso quiere decir que
cualquier elemento del espacio de partida tu lo escribes como
combinacion lineal.

Como combinacion de los vectores.

Entonces, bueno, ¢cual es la transformacion lineal?

Ya.

¢ Se puede encontrar o queda en el abismo? ;O ya ahi esta determinada
Yy no necesitamos nada mas?

[Piensa.]

Si te sientes atascada me avisas no mas, tu sabes que se puede hacer algo
Siempre se puede.

Antes pudiste, ¢0 no?

Si.

Tu dime.

Ya, a ver, pasemos a otro.

Prefieres dejar esto en stand by...

En stand by, si.

Y a ver qué podemos hacer. Vamos a alivianar la carga, en realidad

relativamente. Veamos qué te parece.

[E18-77]

sea T:V =W funcion definida por 1™ =% paratodo V€V ¢Es T una
transformacion lineal? [Piensa] O sea, lo primero que pienso es que V
pertenece al Kernel de la T, porque si su imagen es 0, ese V tiene que estar
en el Kernel, que son las imagenes del 0.
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[Ent-78]
[E18-78]

[Ent-79]

[E18-79]

[Ent-80]

[E18-80]

[Ent-81]

[E18-81]
[Ent-82]
[E18-82]
[E18-83]

[Ent-84]

[E18-84]
[Ent-85]

[E18-85]

[Ent-86]

[E18-86]
[Ent-87]

[E18-87]

&Y quién es ese V?
¢Ese V? O sea, esas son V que vienen de aqui. ;O no?

O sea, tu me dices que son V que vienen de ahi. ;Cuales?, ¢ todas?,
¢algunas?

O sea, son... A ver... Son V que pertenecen a... [Escribe y sefiala la
anotacion].

Si. Pero la pregunta es si es que hay una transformacion lineal. Ahi estas
calculando el Kernel, algo que ya es transformacion lineal.

[Trabaja. Escribe.]
Si, si es. Todo el rato.

Todo el rato, ok. Y ahora pregunta: ¢y cual es el Kernel de esa
transformacion lineal?

Son todos, json todos! Ja ja ja. Porque todos los manda el 0.
Todos lo van a mandar al 0. Si.

El Kernel seria...

Todo V.

V completo es el Kernel, todos van a bajar al 0. Y ahora devolviéendonos
alla, ¢quién seria el Kernel de esa transformacion lineal?

Ese al tiro pertenece al Kernel.
&Y los otros?

Es que esos estan en la base, entonces no pueden ser los nulos. Entonces sélo
ese.

O sea el Kernel es... O sea puedes decir muchas cosas de..., menos
encontrar la transformacion lineal.

iSi! Ja ja.
O sea, perdon, pero de V4 como conjunto.

Ah, si.
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[Ent-88] ¢ O el espacio generado por el V4? O sea, seria una base para el Kernel.

[E18-88] Ay, a ver. Si po, es el generado yo creo...

[Ent-89] O sea, tu puedes decir hartas cosas, ¢0 no?

[E18-89] Si.

[Ent-90] ¢Es inyectiva esa transformacion lineal?

[E18-90] Emm... Pero aqui es el generado por V4, entonces muchos vectores...
Voy a tratar de hacerlo, pero entonces no es eyectiva, porgque no es
una onda.

[Trabaja.]
[Ent-91] Y entonces esa transformacion que no hemos podido encontrarla,

sabemos que no es inyectiva, y ahora...

[E18-91] Es que lo hubiéramos visto al tiro, porque el Kernel no es sélo el 0. Ahi
Vemos gue no es inyectiva por ningun lado.

[Ent-92] Por ningun lado. Muy bien. Y un isomorfismo?

[E18-92] No.

[Ent-93] No. No tiene como. No la podemos encontrar. Esta de aca abajo, ¢no es
inyectiva?

[E18-93] ¢Esta de aqui?

[Ent-94] Aja.

[E18-94] Ah, no, porque todos van a dar al 0. No.

[Ent-95] O sea el Kernel es todo V.

[E18-95] Es todo V. Si.

[Ent-96] Entonces ahora vamos a cambiar un poco el discurso.

[E18-96] Ya. Dada la transformacién lineal F que va de R1 a R2 definida por

FE-l 1)
AT — _
10 1 , donde A_<(1’0)’(1’1)>y A=(.01).(L1D) determine si esta
transformacion lineal es un isomorfismo de espacios vectoriales. En caso de
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[Ent-97]
[E18-97]

[Ent-98]

[E18-98]
[Ent-99]
[E18-99]
[Ent-100]
[E18-100]
[Ent-101]
[E18-101]

[Ent-102]

[E18-102]

[Ent-103]

[E18-103]

[Ent-104]

ser afirmativa su respuesta, establezca el isomorfismo. Si su respuesta es que
no existe un isomorfismo, justifique. Ya. Le dimos a esta de aqui, por un
momento dijo algo de R2 a R3, sobre las dimensiones, como que o nombro,
y de ahi no quise escuchar lo que mas decia, que no queria saber que iba a
ver aqui. Entonces me acorde que habia un teorema de las dimensiones, que
decia que el espacio de partida tenia que ser igual a la dimension de Kernel
mas la dimension del espa... mas la imagen, la dimension de la imagen. Pero
algo que si él dijo es que en la estructura debe estar el cuociente, y eso si es
bastante importante, referente a ese teorema en realidad. Y estas son las
coordenadas...

Aja.

Va de aqui hasta alla. [Trabaja, piensa en voz alta]

¢ Qué es eso? ¢ Eso es la matriz asociada a la transformacion lineal,
cierto?

O sea, si.

¢Y qué significa eso?

Ya... Se supone... Ya, a ver... [Piensa] Me acuerdo que eran hacia abajo.
Ya, aja.

Y eran coordenadas. Entonces yo tengo esta base... Eehm.

¢ Si te ayudo te acordarias?

Yo creo que si.

Estéas bien hasta aqui. Esto de aca son coordenadas. Y esta de aca
también.

Si.

¢Y de quién son estas coordenadas? De la imagen de este vector, como
combinacion lineal de eso.

Ah, entonces si, porque cuando yo le aplico algo a ese punto, va a estar una
vez ese mas veces el otro, ¢verdad?

Muy bien, eso es lo que significa.

[Escribe.]
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¢ Viste? Si no estabas mal. Solo habia que ayudarte ahi.

[Trabaja, piensa en voz alta.]

Perfecto.

[Trabaja.]

Ya. ¢ Y? Ahora ya sabes decodificar eso.

Si.

Cuando a uno le dan la matriz asociada a la transformacién lineal, le
estan dando otra interpretacion de la transformacién lineal, ¢ cierto?
¢ Me facilitas la hoja anterior? Mira.

Mh.

Mmh. Perfectamente podriamos armar algo aqui, ¢0 no? ¢Podriamos
decir cual es la transformacion lineal? Por lo menos podriamos mostrar

la matriz asociada, si seguimos esa linea, ¢0 no?

Si, si. Porque estamos tomando el vector v1, v2, v3 y v4 y necesitamos sus
coordenadas en esa base.

Y te la dan, porqgue es la misma del espacio de partida que de llegada.
Entonces el v1 lo estaria mandando al v2, entonces es [0, v2, 0, 0], jahi esta!

Escribela. Porque ahi no te dijeron como encontrarla, te dijeron que
encontraras la transformacion lineal, y viste que puedes dar respuesta.

Entonces estoy tomando el v1 y estoy llevando a 0, pongo 0, 0. Tomo el v2 'y
lollevoaO0,0.EIv3,0. Tomoelv3yO0,0,0.Y después... Ahi esta la matriz
asociada.

Y es la transformacion lineal.

Si.

Ahora termina esta. Viste que con una se va sacando la otra, con la otra
la otra... Estan concatenadas. Vamos con esta pregunta.

Eehh...

¢Y aqui qué te preguntaban?
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Si es un isomorfismo.
¢Es un isomorfismo o no lo es?

Ya. Cuando hablamos de isomorfismo, en algebra 2 siempre decian que las
cosas tenian que tener igual dimension.

Y.

Si tenian igual dimension iba a existir un isomorfismo; quiza a veces nunca
lo encontraramos, pero aseguraba la existencia de uno. Estos tienen distinta
dimensidn, pero puede que no llegue a estos extractos, puede llegar sélo... Y
tiene mas, entonces esté llegando a...

A un subespacio.

Que tiene dimension 2, entonces si podria haber.

Ya.

La pregunta ahora es si éste es un isomorfismo.

Claro, si esa funcion que esta ahi...

Es isomorfismo.

Entonces tu podrias decir que no lo es porque esta en R3, pero si
cambias R3...

Es que como es un subespacio de R3 donde esta llegando, tiene dimensién 2,
entonces a de dimension 2 a dimension 2.

Ya. O sea...

Si se puede.

O sea, si se puede.

Si. Yo puedo saber si este es isomorfismo.

Ya. O sea, estas viendo lo que estas diciendo.
Pero si esta matriz es inyectiva... invertible...
iAahh! ;Qué pasa si es inyectiva? Invertible?

Entonces si mi determinante es distinto a cero, puede existir la que es... para
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el otro lado, entonces si va a ser isomorfismo, porque va a existir una F’ que
vaya de aqui para alla. Entonces veamos si el determinante es distinto a cero.
Pero eso es facil.

O sea, existe un isomorfismo aqui...

Si, si existe.

Ahi respondiste todas las preguntas, ¢cierto? ¢ Existe? Si. ¢ Justificaste?
Si. ¢Determinaste? Si. Esta bien, perfecto. Vamos a otra. Léela.

Dada la transformacion lineal que va de R3 en R2, definida por la siguiente
matriz cambia de base, donde D tiene tres elementos en su base, en R3, y la
D’ es de R2 y tiene dos, determine si la transformacién lineal F es un
isomorfismo de espacios vectoriales. Enm. Pero si vamos al teorema, este

tiene tres, y si se confirma que tiene que ser cero, mas dos... No nos daria la
igualdad.

A ver, como. Explicame. Qué es ese juego de nimeros.

Ya. Es que la dimension de los espacios de partida... La dimension...

No importa, como tu estimes, si esta claro lo que me tratas de decir.

Es 3. Eeh. Si fuera un isomorfismo, el Kernel, o sea la dimension del Kernel,
tendria que ser cero. Si, porque para que nos podamos devolver

y esa sea invertida. Y la dimension del espacio de llegada tendria que llegar
a todo el espacio, pero ese es dos po. Entonces no nos va a dar que D es
igual a dos.

Ya. Entonces, ¢cual es tu respuesta?

Que no. ...Y esos de ahi son LI. Quiero ver eso. (1,0, 1), (1,1,0)y (2, 1, 2).
[Piensa en voz alta, trabaja.] (...) Entonces...

¢Son LD?

Estoy viendo si es LD. Y si es una contradiccion, entonces es L1I.

¢Y llegan a donde?

Eeh... Ese proceso tiene que ser dos. El 1 tiene que ser igual a B y ahi
me tendria que dar C igual a dos, pero si beta es uno, entonces tendria

que ser uno, entonces si es LI.

Entonces no te engafiaron ahi.
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[Ent-141]
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[Ent-142]

No me engaiaron. Pero...
Te lo pusieron como otra cosa.
iSil'Y ese de ahi...

Es que son dos, no hay nada... Uno tendria que ser maltiplo del
otro. Si no lo son, ya... Ya, pero ahora ¢cual es la pregunta?

Si es isomorfismo.

¢Es un isomorfismo? Te recuerdo que antes tu dijiste algo, en esta
pregunta [le muestra otra hoja] que me parecié muy interesante. Voy a
traerla a colacién. Hiciste un célculo ahi.

Ah, si.

Entre muchas cosas, hiciste un calculo. Incluso hasta me diste una
explicacién de por qué uno se podia regresar.

Por el determinante. El teorema es el que determina...

¢Y se puede dar ese determinante?

Ehm....

Ja ja ja, ya, entonces no podemos calcular el determinante. Y si no
puedes calcular el determinante, ¢qué podrias decir de antemano? Que
me lo estabas diciendo acd, que el numero de...

Que no es.

¢QUEé no es?

Todo dice que no es.

Todo apunta a que no es.

Si.

Ya. Entonces qué dice la pregunta, vuelvo a repetir.

Determine si la transformacién lineal F es un isomorfismo de espacios
vectoriales.

Ya, ¢y cual es la respuesta, ahora al hueso?
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[E18-151]
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[Ent-153]

Que no es.
¢Por qué?

Porque... Es que... No quiero, no sé, no quiero como usar... Ya, porque no
cumple eso. Y no puedo calcular el determinante.

Ya, entonces son cosas que... Una que no cumple, y otra que no puedo.
No puedo.

Como que no basta, ah.

No, no es suficiente.

Para ti. Y entonces, ¢qué vas a decir, como vas a contar la historia? Pero
tienes un detalle... No, no. Ya, ¢cual es...?

Me gustaria hacer el calculo de la cosita.

Ah, vas a hacer el calculo. Porque ahora ya sabes decodificar lo que eso.
Si. A ver si puedo hacer algo.

Si.

[Trabaja, piensa en voz alta.]

Bueno, y qué pasa si ese esta en el Kernel.

El Kernel ya es uno y supongo que llega a todos esos. Y tres es igual a tres.
Ya.

Y que ese ahora ya lo escribi... Y ese seria igual a ese.

Ya. Y qué significaba que el Kernel de una transformacion lineal fuese
el cero, por ejemplo.

Que solo manda el cero en el cero.
Ya. Y si t mandas otro numero en el cero, qué problemas hay.
Que no es inyectiva.

Aah. Y si no es inyectiva...
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[E18-162]
[Ent-163]
[E18-163]

[Ent-164]

Ah, ise puede sacar?

No se si se puede. A ver, voy a seguir haciendo esto.

Recuerda que la idea es que respondas si es 0 no un isomorfismo.
Si.

[Trabaja. Piensa en voz alta.]

Ah, en algebra, en estructuras, vimos que el espacio con el Kernel es
isomorfo a la imagen.

Ya.

Entonces si esta funcion es diyectiva, su imagen seria ése. O sea...
eY?

Mmmm, si seria...

O sea, es posible.

Si.

Ah. Pero la pregunta cual es. ¢ Es 0 no un isomorfismo lo que te mostré
ahi, lo que hay ahi en el papel?

Eehh...

Porque...

Si, me estoy...

No, no, no. Si esta bien, pero si yo no te digo que estas haciéndolo mal,
yo lo que digo es que ¢es 0 no es? Espero la respuesta. Ahora, he tenido
algunas aproximaciones.

Digo que si es.

Ah, ta dices que si es un isomorfismo, asi como esté planteado.

Asi no... A ver.

¢Pero si 0 no? Sigues con la duda. No sé si me entiendes. Si es un
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[E18-169]

[Ent-170]
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[E18-172]

[Ent-173]

[E18-173]

isomorfismo, como esta ahi, ¢para qué vas a hacerlo? Porque no
entiendo, ¢qué significa esto de ac4? No lo entiendo.

Ya. Es que... Asi como esta planteado, para que sea un isomorfismo...
Pero es 0 no es, primero la pregunta.

Ya. Asi no, no es.

Ya. ¢Por qué no es? Ahora veamos. Porque antes dijiste porgue no
podias responder el determinante, pero ahora una respuesta mas
contundente.

Es que si... Ehm... Ya... Porque no cumplia esto, no cumplia esto de aqui.
Ya, eso qué significaba, que no cumplia eso.

Es que, o sea calculé el Kernel y era uno.

Ya.

Y para que fuera isomorfismo tendria que ser cero el Kernel. Para poder ir de
un lado para el otro.

¢Entonces?
Entonces no es un isomorfismo.

No es un isomorfismo. Muy bien. No es. Por fin. Y ahora ya no por el
argumento de que no puedo calcular el determinante.

Porque calculamos el Kernel.

Porgue calculaste el Kernel, porque te diste cuenta que la imagen... O
sea, Yo no sé si calculaste el Kernel, lo que hiciste...

Calculé las veces que esta dentro...
Ahora la pregunta: ¢con eso basta para calcular el Kernel?
¢Para ver que no es isomorfismo?

Si, no, que aqui no hay isomorfismo estoy clara, ¢pero con esto
calculaste el Kernel? Porque aqui tu ya aceptaste que el Kernel era ese.

Aah, o sea, es el generado por ese, pero puede que haya mas po.
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¢Puede?

Esa es una base.

TU demostraste que era base.

Si. Entonces no, no hay mas, sélo el generado por ése. No hay mas.
¢Y ahora me podrias explicar esto?

Ya.

No lo entiendo eso.

Ya, eeh... Veiamos que era... el cuociente...

¢ Qué es eso del cuociente?

Ya. Voy a poner el ejemplo que siempre da el profe.
Ya.

El dice que uno desde pequefio hace relaciones de equivalencia. [Dibuja tres
Ovalos.] Que la mama te manda a comprar café al supermercado. Uno va al
supermercado y ve la relacion de los precios que hay. Por ejemplo, hay
muchos precios de los cafés, y cada precio va a tener una preimagen. Que
hay muchos Nescafés, hay Dolca, hay Ecco, y hay hartas cosas, pero cuando
uno se acerca al estante ve que hay muchos tarros de Nescafé del mismo
tamanio pero que todos valen lo mismo. Entonces ahi uno no dice “ah, voy a
tomar este tarrito en vez del otro’. Uno llega y toma cualquiera. Entonces ahi
estamos tomando un representante de la clase. Estamos tomando el que es
Nescafé. Nos da lo mismo cudl de todos los tarritos es, sdlo es Nescafé.
Entonces ahi nosotros estamos pasando al cuociente, estamos como
etiquetando las cosas. Y ya no nos importa el representante que haya.
Entonces esto de aqui al cuocientarlo con el Kernel, esto de aca significa que
es todo punto (x, e, z), que esta en R3, mas el Kernel, que lo puedo escribir
de esta manera. [Describe la anotacion.] Entonces al cuocientarlo, que es
pasar aqui abajo, yo voy a encontrar una relacion univoca entre este de aqui,
que ya me da lo mismo el representante, sino que ahora son todos los
Nescafe, con los precios que tengo aca. Entonces aqui hay una... ES univoca.
Aqui es inyectiva. Aqui son muchos tarritos que van ahi. Pero al
cuocientarlo a mi ya me interesa solo la clase del Nescafé. La clase.
Entonces es uno solo y estd yendo justo a ese precio. Y eso es como lo que
estd aqui: la imagen. Lo que esta aca. Y yo me di si va todo a R2, porque
esto que esta aqui, que es base, me genera todo R2. Y es diyectiva, si.

¢Y es inyectiva?
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Y es inyectiva por esto. Porque yo estoy pasando al cero, estoy pasando a la
clase. Si. ¢Entendid el ejemplo?

Perfecto.
Entendi, si, entendi.

Perfecto. Muy bien. Vamos a ir a un detalle técnico, que ya no nos queda
nada, no nos queda nada. Te das cuenta que el orden cambia, ¢,0 no?

Si, cambia.

Vamos.

Sea T enuna... que vade V aW, una transformacion lineal, y dos
conjuntos: A, que esta contenido en V, y B, que esta conteniendo a W.
Entonces vamos a hacer esto asi... [Dibuja.]

Ahi tienes hartas hojas, aqui hay mas por si acaso.

Hay muchas hojas.

Justo: mientras més hojas mejor.

...Este aca y este... Ya. Tal que A es una base de A que esta contenida en B
y B tiene su base que esta contenida en W. Entonces, T el primer elemento
de esta base es wl. ;Ya?

¢Dice que es base?

Sélo esté asi. No lo dice.

Ah, queria saber si habia puesto por ahi base.

No, no lo dice. Yo llegué y asumi que era base.

Ahh.

[Piensa en voz alta] Si el conjunto B es linealmente independiente, ¢ Debe ser
el conjunto A linealmente independiente? Hmm. Yo llegué y dije que era
base. Eso estan preguntando. Ya, entonces A tiene sus elementos y B tiene...
Entonces, para aplicar voy a este, y este con este... [Piensa en voz alta.

Trabaja]... Ya, es una transformacion, estamos en la definicion...

Exacto.
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Eso no pasa. Entonces, si este es LI y tienen la misma cantidad de elementos,
entonces esté de aca también tiene que ser LI. Porque si este va aca puede
haber LD, o sea, uno de esos elementos de aca...

Aja.

...Lo puedo seguir como combinacion de estos dos. Qué pasaria, a ver, si
este lo escribo como combinacion de esos dos. Ya. Algo me dice asi que es
LI

Ya.

Para que vayan asi como uno por uno. Porque como este tiene ene elementos
y ese también...

Ya.
Me dicen que tiene que ir uno con uno.
Ya.

Pero en el caso de que estos de aca fueran LD, estoy viendo como quedaria
lo de las flechitas, al aplicar...

Y es transformacion lineal.
Transformacion lineal.

Asi que preserva €so.

Si.

Preserva que justamente si este se escribe como combinacion lineal de
eso, lo va a preservar, ¢0 no?, ;0 eso no lo hace?

Ah, si, lo hace.

Ya.

Entonces estaria mandando dos flechas al mismo punto.
A ver.

Si este punto lo escribiera como estos numeros... [Piensa en voz alta] Ya,
este quedaria como combinacion de ese.

Aja.
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Si yo mido la transformacion, o sea si le mido la transformacion a este de
aca, es lo mismo que aplicar la transformacion aqui, los separaria. [Piensa en
voz alta. Escribe] Este de aqui, sélo ese...

Ese esta en otro lado, porque es un T de alguien ya, ¢no?

Si, esta aqui.

[Ent-201]-Ajé. ¢ Y esos son?

[E18-201]

[Ent-202]

[E18-202]
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[Ent-204]
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[Ent-207]

Este de aqui... Esos son LI po. Va a venir a dar uno de aca. Y esto de aqui
también va a tener una preimagen. Y este de acé que es LD entonces...
Vaaestar... Aeste... Puede ser LD po.

¢Puede ser LD?

[Piensa.]

A ver. Ese es LI. La pregunta: ¢ese tiene que ser LI1? ;O puede ser LD?
Entonces si un punto de aqui se escribe como combinacion de los dos puntos
de acd... Y tienen la misma cantidad de elementos... Es que por ejemplo, si
yo tengo eso y le aplico T, este de aqui que esta aca tiene una preimagen.
Este también. Y este de aca, que se escribe como la suma, va a tener también
una preimagen...

Pero ese ¢es uno de estos?

;Este?

Porque estos originalmente...

¢Este? No necesariamente. No po, no es uno de estos, porque se construye
con un alfa y un beta y sumando.

Aja.

Entonces este de aqui no esta aca po. Entonces los que puedo... Sies LI. Es
LI

JYaes LI? ¢Segura? Ja jajaja. ¢Segura pero con duda?
...Es que este no lo puedo formar po. Entonces... Si, segura.

Ya. Vamos al otro, al B. Entonces si quieres escribes la respuesta. ;La A
erasi?
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[Escribe.]

La otra. La B, ¢qué dice la B?

SiAeslLl

Dieron vuelta la historia.

A ver. Mh. Pero el A vuelve a... Ah, esos son elementos.

Puedo escribir cero muchas veces cero. No creo gque sea necesario que sea
LI.

Ya, 0 sea tu respuesta es no.

No.

Y esa esta como mas rapida, ¢0 no?

Si.

Ya, escribelo, vamos.

Ya. C. Si B generaa W, ¢debe A generar a V? Uuh. B genera a W. Entonces,
A genera a W. [Piensa en voz alta] La base genera... La base es un
generador que ademas es LI. O sea, genera todo el conjunto y lo que esta...

¢La base es un generador?

Si, son linealmente independientes. Pero que B genera a W no esta diciendo
que es base, entonces no necesariamente es L1I.

Aja.

Ya. Entonces si B generaa W, (A genera a V? [Piensa en voz alta] Y este
genera todo el conjunto, o sea puedo pintar... Pero no sé si ese conjunto B
de aqui es LI. Porque si fuera L1I...

Segun el primero...

Este seria LI y tendria que generar todo.

Aja.

Pero no sabemos si es LI.

¢Entonces tu respuesta es?
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Esta dudoso.

Esta dudoso.

Bueno, si, como cualquiera...

Jajaja.

Bueno, si, a ver, ya... [Piensa, revisa] ¢Qué pasaria, a ver, si aqui hubiera un
elemento que fuera LD?, o sea, que esto de aqui lo formara como esto de
aqui y esto de aca. ¢Pero generara todo esto? ¢Puede generar siendo no LI?
Si.

¢ Si?

Si se puede.

Ah.

Eso si.

Habiamos visto esto...

Ya.

Algo que si habia una base... Una base siempre iba a contener un
generador... Como que un generador y una base, algo habia... De
contencion.

Ya. Lo que pasa es que una base es el conjunto minimo...

Minimo que genera todo el espacio, si.

Por lo tanto un conjunto generador siempre contiene una base.

Ah, verdad. Entonces...

Entonces si quieres que te recuerde una parte de eso que tu estas
citando, te cito la teoria.

Si. Ah, verdad. La base es lo més chico y es lo que genera... Ya, entonces
volviendo a esto. Si ese fuera LI, lo puedo formar con... Qué pasa aca. Es
una transformacion, entonces este va para aqui, eso va para ahi, eso para
alla... Si, porque tienen la misma cantidad. Este es imagen de los elementos
que estan aqui en A. Entonces este conjunto de aca...
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[Ent-227]
[E18-227]
[Ent-228]
[E18-228]
[Ent-229]

[E18-229]

[Ent-230]

[E18-230]

[Ent-231]
[E18-231]
[Ent-232]
[E18-232]
[Ent-233]
[E18-233]
[Ent-234]
[E18-234]

[Ent-235]
luces...

[E18-235]

¢Genera?

Genera. Esa es la pregunta, ja ja. [Trabaja, piensa] Si.
¢Si?

Si.

¢Por qué?

Es que... A ver... Es que si este fuera LD y genera todo el conjunto, pero
este de aqui puede que sea LI po.

Puede que no.

Puede que no. Pero si... A ver. Pero si fuera LI y ademas tiene elementos
que estan contenidos en V, yo lo voy a poder generar. ¢Si? Porque si tiene
segmentos y todos ellos son LI yo puedo multiplicarlo por escalares, y como
estan contenidos en V puedo generar B...

Te puedes hasta pasar...

Si.

Jajaja.

Eh... Estd complicada la pregunta.

Esta complicada la pregunta parece... Es inocente la pregunta.

Si.

Y laotra, laD?

O sea, el mismo caso de la otra.

Por eso... La D a lo mejor, un ataque a la D hace que la vida tome mas

Si A genera.

[Ent-236]-Ahora si A genera.

[E18-236]

A ver. Si A genera. Es una transformacion que va de aqui hasta aca.
Entonces si A esta generando a todo V, a cada punto que hay aqui en V le va
a corresponder un punto en W. Entonces si, si generaa W.
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[Ent-237]
[E18-237]
[Ent-238]
[E18-238]
[Ent-239]

[E18-239]

[Ent-240]
[E18-240]
[Ent-240]

[E18-241]

[Ent-241]
[E18-241]
[Ent-242]
[E18-242]
[Ent-243]

[E18-243]

[Ent-244]

¢Seguro?

Lo voy a pensar nuevamente por si acaso.

Para estar segura hay que asegurarse.

Si. Si este era LI, este tenia que ser L1I.

Son tus conclusiones.

Si. Mi conclusion. Si este era LI este de aca también tenia que ser LI, porque
si tomaba aqui elementos como LD, esa imagen nunca iba a estar aca,
entonces iba a haber una... Pero si este es LI no necesariamente este de

aqui es LI, porque... Pero si este genera, y si lo mando todo a cero no

va a generar nada.

Aahhh. Menos mal que hubo un repaso ahi.

Si. Entonces si genera.

Jajaja...

Hay que convencerse de que si genera. Ya: B genera a W. El B genera. Si
esta es LI esta también tiene que ser LI. Si, porque... Entonces si este genera
a W, ¢A debe generar a VV? ...Es que si fuera LI, mandaria algunos
elementos de aca que fueran LI, y como esta generando aqui todos los puntos
de aqui también va a tener los puntos aca y los voy a generar. Entonces si B
genera a W y ademas es LI, esa es una base, lo que generaria W.

Pero si B es una base...

SiesLl.

Si es LI, entonces tu me dices que si.

Si.

PerosinoesLl...

Esa es la pregunta. A ver, si B es LD, ¢qué pasa? Sé que genera, entonces
tengo todo esto cubierto a través de estos elementos que estan aqui. Pero si
este lo escribo como eso, igual voy a poder generar todo el conjunto que
tengo acd. Y con la imagen de aca tengo una transformacion de no tener una
preimagen aca. Quiza estos dos van a dar... No. [Piensa en voz alta] Creo

que si..., pero por que...

...Entonces hay que agregar una cartita..., ¢ cierto?
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[E18-244]
[Ent-245]
[E18-245]

[Ent-246]

[E18-246]

[Ent-247]
[E18-247]

[Ent-248]

[Ent-249]
[E18-249]
[Ent-250]

[E18-250]

[Ent-251]
[E18-251]
[Ent-252]

[E18-252]

[Ent-253]

¢Por qué?
Una cartita aclaratoria.
Si.

A lo mejor una cartita aclaratoria podria decir algo. Veamos esa cartita
aclaratoria. Esa ya estaba doblada, ya habia pasado

Si. Eh, consideremos T que va de R2 transformacion lineal y dos conjuntos.
Ah, aqui esta. Y B que esté contenida en R2. Voy a hacer mis dibujos. Esta
es A, que tiene (2,0) y (0, 1) yes LI. Ah, esaes LI. Y esta de aca es (0, 5, 0)
y (0, 1) a R2. [Piensa en voz alta, escribe] EI T es (0, 5,0) yel T... Con esto
puedo armar la transformacion.

Claro.

Con lo que me mande...

Con todo lo que tu repasaste y reconstruiste.

[Trabaja. Piensa en voz alta]

Pero ahora mira lo que te pregunta.

Si. Me estan preguntando...

Si, pero tu asociaste que en realidad hay mucha mala intencién en todo.
Si A genera a R2. Esto lo genera todo, todo. En este caso, ¢B genera a R2?
Dice que no. Lo puedo escribir como combinacion de los elementos de la
otra. Yo creo que si.

Tu argumentaste ya que si, ¢te acuerdas?, lo argumentaste.

Ah, si. Argumenté que cuando este era LI ese también iba a ser LI.

Ya. ¢Y ahora? Si el conjunto A es...

Linealmente independiente. Si, si es linealmente independiente. (B es
linealmente independiente? O sea, este B si es linealmente independiente.
Eeh, ¢es un isomorfismo? Si, porque este es una base y este también po.
Entonces puede generar todo el conjunto. Aca tengo esta T. Puedo calcular

la asociada y si el determinante es distinto a cero estoy lista.

Ya. Y ahora que aclaraste con un ejemplo concreto, ¢qué podrias hacer
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[E18-253]
[Ent-254]
[E18-254]
[Ent-255]
[E18-255]
[Ent-256]

[E18-256]

[Ent-257]
[E18-257]
[Ent-258]

[E18-258]

[Ent-259]

[E18-250]

[Ent-260]

[E18-260]

[Ent-261]

[E18-261]
[Ent-262]

[E18-262]

en este que te ofrece dudas? A lo mejor R2 no es el mejor espacio...
Mh.

Mh. Porque te queda una sola cosa pendiente ahi.

No sé por qué pensé en las matrices. Las matrices son raras.

¢Si? ¢Las encuentras raras?

O sea, es que como tienen divisiones de cero...

Jajaja.

Son especiales. No conmutan. Sin cosas interesantes... Entonces, ya. Si este
es LI, ese tiene que ser LI. Si ese es LI, ese no necesariamente tiene que ser
LI. Lo mandamos al cero. Es transformacion lineal todo el rato.

Perfecto.

Y no genera nada tampoco.

Ya.

Entonces ahi, si ese genera, este no necesariamente tiene que generar, porque
lo mandamos al cero y el cero no genera.

¢Nada?

Entonces, si ese genera W y es LI, entonces este también vaa ser LI y va a
generar... O sea, ese también va a generar.

Claro.
Preguntan si ese es LD, que genere esto. Que va a generar alla. Pero es que
no va a ser base aqui. Si es LD genera, no es base. Entonces... Hay algo

raro.

Hay algo raro. ¢Pero por qué no va a ser base? ¢Por qué le sobra gente
0 porque le falta gente?

Porque le sobra gente.
Ya. Ese es un buen principio.

Si. Le sobra gente. Y eso me hace pensar que si tenemos esos elementos, son
LD y estadn generando... Quiza me generan hasta mas afuera. Como tienen
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[Ent-263]
[E18-263]

[Ent-264]

[E18-264]
[Ent-266]
[E18-266]
[Ent-267]
[E18-267]

[Ent-268]

mas gente.
No.
Porque dice que genera W.

W no. Pero ¢qué puede pasar con sus tres imagenes de aca? Porque no
te dijeron que la dimension del B y del W es la misma. Era un conjunto.

Si, me dijeron que eran iguales.

No. Te dieron la misma cantidad de elementos en los conjuntos.
En lo que esta dentro de ellos. Pero este puede ser mas chico.

O mas grande.

O puede ser mas grande. Entonces, esta ahi.

Ahf esta.

[E18-268] -Esta ahi. Esta diciendo “aqui estoy, aqui estoy, ¢,como no me ves?”. A ver...

[Ent-269]

[E18-260]

[Ent-270]

[E18-270]
[Ent-270]
[E18-270]
[Ent-270]
[E18-271]
[Ent272]

[E18-272]
tener?

[Ent-273]

Hace sefias.

Hace sefias, si. Dice “mirame”. Ya, si es LD y estamos generando todo,
entonces si estos de aca son LD quiere decir que ese punto...

Quizas con dimension dos no te convengan los dos. Los encuentro un
poquito mas gorditos.

El doble de F3, o quizas mas.

Mh.

Vamos a ver si este tiene... A ver, W tiene dimension cuatro.
Ya.

Y este conjunto de aca que es LD.

Pero genera.

Pero genera. O sea, puede tener... Tiene que... ¢(Qué dimension tiene que

O sea, si tu quieres que lo cubra todo, puede tener lo minimo cuatro...

289



[E18-273]
[Ent-274]

[E18-274]

[Ent-275]

[E18-275]

[Ent-276]
[E18-276]
[Ent-277]

[E18-277]

[Ent-278]

[E18-278]

[Ent-279]

[E18-279]
[Ent-280]
[E18-280]

[Ent-281]

[E18-282]

[Ent-283]

[E18-283]

Cinco.
Ya.

Ya, entonces puede tener cuatro de ahi o de ahi para arriba, cinco, seis, siete,
pero la idea es que sean cuatro...

Por lo menos tiene cuatro y de ahi, y de ahi. Ya. ¢ Ahora qué dimension
podrias darle del D?

Si es mas grande... No, tiene que... Que sea mas chico, eso lo va a hacer
interesante.

¢Si? ¢ Tu crees que eso lo va a hacer interesante?
Es que si es mas grande...
¢ Qué pasa si es mas grande? A ver, cuentame.

Quizéas no lo llene todo po. Porque aqui tengo solo cuatro LI. Entonces los
gue son LI aqui tengo que llevarlos a vectores LI alla po.

Ya.

Entonces si tengo cuatro LI aqui si o si tengo que tener cuatro LI para que
poder generarlos. Aca también tendria que tener cuatro LI.

O sea que para que fuese falso, ¢qué dimension tendria que tener B
segun ese ejemplito que tu estas dando?

Para que fuese falso.

Aja.

A ver, si B tiene dimensién cinco..., {qué pasa?

Claro, ahora la pregunta es: si B tiene dimension cinco y W tiene
dimension cuatro, ¢es posible que haya una transformacion lineal de

algo de dimension cinco a uno de dimension cuatro?

Eeeh, en un ejemplo vimos que si, pero que hubo que ver si es que se
puede. Pero que justo al aplicarla a uno de estos nos mandaba al cero...

Entonces, ¢se puede 0 no se puede?, ¢si B generaa W, A genera a B?

Pero este son cuatro y para generar a B necesito cinco.
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[E18-284] No se puede.
[E18-285]  Como, ahi esta. jNo se puede!

[Ent-286] Te hacia sefias pero con luces, te tiraba fuegos artificiales, estaba que
saltaba de la hoja.

[Ent-287] Estaba que saltaba de la hoja...

[E18-287]  Tuve que volver a decir lo que vi. Me gusto este.
[Ent-289] Yap. Con esto terminamos.

[E18-290]  ¢Si?

[Ent-291] Muchas gracias.

[E18-292] De nada.

[Ent-293] Muchas, muchas gracias. Tu no sabes como... ;Ddnde apago esto
ahora? Porque yo soy mandada a hacer... Aqui.
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ANEXO 2: RESPUESTAS DE ESTUDIANTES A CUESTIONARIO.

I.- Respuestas de estudiante E1 al cuestionario. Interpretacién Funcional del concepto
Transformacion Lineal.

© &

I.=. Comsidere [as funciones definidas del espacio vectoral ¥

! _ al espacio vectorial
sobre K; determine en cada caso la imagen del vecior v

e
a) FECT At i‘ g donda v=/T, 1/

L s 4
b B[]k

o .I.1I.'I:I|d¢.: ¥ = 1': £ 3,
ot e l{(.l,.ﬁ,c.]]

& vex'sy
Wﬂ“-ﬂ*{’ — r1la'-3"‘)
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.- Considere [as funciones definidas del espacio vectorial 7 al espacio veetorial W sohre
K; determine en cada caso si fes una transformacidn lineal,

i) I;Rz—:£

Ly x+ pi .'Q.l!-‘-" awnd. * 2
(0)> £+ SPRRe Dt g L

S es TL. um o m[f&r ’
{60\ o i
lff!.j'}q
i‘-‘-ﬁ%’ -ur+1{

f:Ei.r}—a-R‘
b e (adel)
-‘é:—er-'.Hr
Ot axro > (g0,0,1)
ano e Tl pues (s
1 s ﬂ‘:’u fmagen el o

b
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3. Considere Ia funcion 7R’ 28" definida por  f L:.y,zj=[f1”‘;3’~z}

gLa imagen del vector (1.2,1) e igual 412 imagen de 110004200, 1,00+ 170,0,17
Justifique su respuesta.

Jin vedor (42,1} ¢s (&™) -
™ e* )

]Mgh vecker  4( l'o.u‘n 2(0,39) + 4(go,
(16,0)4 (o, 2, o) +(gq4)
flo, 0} 4 (o,2,1)
‘JM an E“ P
L- w; h%
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4. Considere £ transformacion lineal de Ren 87, talque /71, [)=-5.3) ¥y -1 1=152). ;Es
posible determinar /7, 2) 2, 51 su respuesta es afirmetiva caleule su valar,

o 1,0 =(-53)
B {(-4.4)=(5,2)
foolnie cel ‘U'[w L’x,,,‘} =(~5x, 3)‘}
J Hf{'x.ﬂrf-.sgl qﬂ.
e me fomon lg mwsma T L.

o W dindao 'I'“M\“"ht “m bimoeuvy
Posible o |
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fiR R

x—(sinxl-cosx)

NeowTFir oo TIL .

03 (sim0,1-cos0)
(0,08)

'&hj‘} —> fl'.lr | Iﬂ

™ (Simax, a- wswy )

e}

AT S
(x.pn3) > (2443, 1)
Ho e TL

P (0,8)~> (e? o)

d)

(1.0) 4w cohl ol ane
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I1.- respuestas de estudiante E2 al cuestionario. Interpretacion Funcional del

concepto Transformacion Lineal.

© "

1. Considere Las funciones definidas del espacio vectorial gl espacio vectoral #F

sobre K; determine en cada caso la imagen del vector ¥

a) SR e
{z,_r}-—; T+ Fi

(4, 0)7 4+0,; &
&

Tnppen = At

_,I":&[.xll' -+ g
e’ + fir te—s(abe 1)

X3 s {’i/ e {)

b.)

ydonde p = £2 43,

'I'-'hﬁ;_?i:-—f = (f, G, % ‘f_)
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3. Considere Ia funcién /R’ definida por  f(x,y,2)=(e>*,:)

¢La imagen del veetor (1.2.1) es igual a la imagen de L1020, 1, 00+1(0,0,1 17
Justifique su respoesta.

§499,(e00),(604) 5 * buc gavne,
é{’ h?-ﬁ! f:--e_ape ‘17‘_?‘&52‘3{

V= ol(A40,0) +aC 04 o) +:1 (e ey)
Covms - G’} e, f)e > /‘Fc‘.urm-u e

U, 2,0) = dAls o) t@(049 + $1C6,0 4)
brtpo pare gee eyt Ctrm e b,
-f?ﬂur'r.-',.-.g,“.(_ ai.-:if@:-z o dff:d

gzpf&rpt.-q:
(“2,1)- 459 +8 2(04,0) +4lgo,1)
B
Vg""!"*—’f&p,
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4. Considere { transformacion lineal de R'en R, talque 71, [=-3.3) ¥ fi-1. i=(3.2). ;Es
posible determinar 7, 2)7. 51 su respuesta es afirmativa calcule su valor,

'
If{,/) —L7 (',"'-5:‘5)

é’ff"f ? --'....‘;(S'}Z_:]
S.’ Se == cfr.{.e d@‘?L;.rm.'.-p:r( Hadtonda b '.llf.;..-..l-.‘.\’:'ﬂrh e C.‘ﬁ{;.fl
2L40)4p(94) = (573)

o) =153)
dap) o len) <ot {40 3rarey)

£ s
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I11.- Respuestas al cuestionario de estudiante E9. Interpretacion Funcional del

concepto Transformacion Lineal.

L-, Considere lns funciones definidas dal
sobee K3 determine en cada caso Ja imapen del vector v

a) FaR? o
{2, ) =+ x+owi

¥ '1{.;_.11 f+ 01 = 4

donde v=7,0)

PR AR B
b) [+] sdonde ¢ =27 43,
e+ e—+{a b 1)

F(o "?-‘] = {}'.raf'gr'ij

espucio vectorial Fal espacio vegtorial i
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4. Considere f transformacion lineal de R'en R, talque fi1, 1)=(-5.3) y fi-1,1)=(5,2). ;Es
posible determinar 77, 2)7. Si su respuesta es affrmativa ealoole sy valor,

Loagsy

parle

Sruy {f :_Efjr fﬁffj? o L,I_J ¥y T drmeksis

&5 lose de 7.
T:.a-‘r' ‘#tawm: {umlr:fhdg,f “':UII f-ﬁmL*’a -'flt&fj

wngy  Gwea  Hessforpa ersm Hreal oo

RS~ ({53, 62))

5.- Considere el espacio vectorial & donde Ia suma y multiplicacion por escalares se
a + bes el producto de 2y &,

F - & e3 la r-dsima potencia de o,
Verifique que ln funcitn loparitmo gatural, fn: BT R &5 i tranaformacion lineal
para estos espacios vectoriales reales.

definen asi;

Sfe = &L
¥
F~a = 3

{M(a”: Ve lngs)

fei {’;.g,j - bia) £ (L)

(w & FrisPormacrten  frneal
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IV.- Respuestas al cuestionario de estudiante E18. Interpretacion Funcional del
concepto Transformacion Lineal.

1.-. Considere las funciones definidas del espacio vectorial I al espacio vectorial B
sobre K determine en eada caso Ia imagen del vector v

-
a) JSiRIsg . donde y=(1,0)
(I:J-':' e e

f{40) = (4,04)
= (Ihﬂ') _bIMﬂ.j'E’“ l!h. ufﬂlﬁr\i'r'

FiBlx]—r!
b} ﬁ1[ ] ,donde v = x% 43,
ax” b r.'—}{u..é-,c,l:l

_ri.tkf_lﬁ-Lx +c) = [u..!nl:; ”

flntroxts) = (400300) 2 Lo, 1] veckse
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¢} fiR—R?
X {sin ] _m“}

fu) = (Ao x, I- conx).

flam) - {gmfzm, f'tﬂ’)ffﬁi)
gl SR Sy

< Do e,

]
L donde v= 2 ’

e}

Vee Je -

R 8
d.p {xm-l._rz)_}{#jy‘::l L donde v = (0, 0.1)
2x +3\!
flag2) = (e ,z}

_F[ﬂ;n]” 2 (EMHD

[ ey

[ 'U » dmagtn -u -
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3. Considere la funcién R’ & definida por  f(xp.2)=(e™¥ 2|
{La imagen del vector {1,2.1) &3 igual a lo imagen de 1(L0.00+2(0,1,00+1{0,0,137
Justifique su respuesta, e

Ch vecloe E4i339) e ancobe. comn dn Acﬁy:e.,-:j(
wolnadon Aivead en da  base camvmica .
1 i00) + 2 (04100 + 4(0,0,1),
b 8 b P Jentmes tn o enumaade

)@5‘ -r!_ﬂ Jn,..‘tu .Ll iv!mjﬂﬂ AL U ,{u jrand lf""

gt v
Pl . (&S 2)

={¢B,4),
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3.- Considere el espacio vectorial &” donde la suma v multiplicacion por escalares se
definen asi:

a+ bhesel productode gy b,
r - a es la r-ésima potencia de a.

Verifique que la funcion logaritmo natueal, fn: B* 2 R es une transformacion lineal
DETA e510% esnacios veclorinles reales.

4. Considere f* trunsformacion lineal de #en &7, talque 77, 1)

) : =Ad v -4 =52, ;Es
posible determinar /77, 2)7 8 sy respuesta eg ofirmativa it i

caltuic s vaiay
{U) <(-53) 1. pr— p2
LE44) =(s,2)

* S s fm.iu pogue nes e wuon },mml:ndmﬁu,

TQT} OAE AR e

flabl = () 0 Jlaib) = (x471)
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V.- Respuestas al cuestionario de estudiante E16. Interpretacion Funcional del
concepto Transformacion Lineal.

®

1.-. Considere las funciones definidas del espacio vectorial ¥ al eapacio vectorial FF
sobre K; determine en ¢ada caso [a imagen del vector v

2
a) R ’a: » donde w=¢1,{|
{-T.J-'}—? X+ pi

(o) —{+0.L= 4

Fibfx] - mt
b'] z[ ; ,d'ﬂﬂleI.-:J:;|1_
-’ﬂ‘z 4 Fﬁf+£‘—}[r:.b,r.', r].

X*+>— (4,0,> {)
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2.~ Considere [as funciones definidas del espacio vectoral 1 al espacio vectorial I sohre
K; determine en cada caso si fes una transformacicn lineal,

sy f:RPof

(.¥)= x+ yi

SO oes ?"rzc.ux%.a;mwa:ﬂ Aine e obbe Lu-up[*'f.‘

Ff(20) =0+04 fuzer—t=))

)Jt[ o (ecu alop do \u gﬁr-:;r:h-’f}
cw :
:.*\)ainz) =F e Kot ) ‘
by [eBE-R

a” dhrso—e{abel)
r
o @» Ay e _Ewmwlﬂx ﬁ«M{m‘{.

F&rgs % Fs ﬁmﬂf"a g
‘E'({}XL.)‘.G,{.S,_L)-—-%(GJC}H Dgﬂ)

% gee {loxpoxaqy = (9,0,94)
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3. Considere Is funcién R 3R definida por f(rqy,zbn{e*“b'.:]

iLa imagen del vector (1,2, 1) es izual a la imagen de TOP,05+2(0,1,00+1(0,0,1)7
Justifigue su respuesta.

ﬁf:"t‘ JPu zmlen P,_,g,ﬂ ‘;-uw,{:,;newr’:mﬁm’?dﬂ
A pece oty e decir:

S Sem ;J‘ua(ﬂ , P {(4,00)+2(0,10) +{(0,0,() e (4
descomposcion ol vecdor (A,2,4) e S bzie
-'.’_m..m’.éu‘cz..r én a’ear{ en o wismeo vecor,
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5.- Considere el espacio vectorial 2' donde la suma y multiplicacion por escalares se
definen as:
a+besel producto de ay b,
7 - g5 la r+tsima potencia de g,

Verifique que la funcién logaritmo natural, fu: R* = R es una transformacién lineal
para estos espacios vectoriales realss,

4. Considere j* transformacion lineal de ®onr

: R, talque /i1, 1)=(-3,3) y fi-1, 1)=¢5.2). s
posible determinar £77,2)?, i su respasesta es afirmativy nulculcﬂuv:lﬁ. RER

Jﬁ'%-wv_ E{\Pclﬁé'(f, FE(-.: hWo recverols biga
tue eado) WMEM"{'OECénna fe izl

U= (-5,>) (-T5)=5(4,2) +3 (2,()
LE0)=(F,2) (5,2)=5C0) + 2(a ()
.ij-'["'ti? :{TIT‘)

({a)= ({{,0) + 1 (0O, 1) /f
£600 = LG, 01 + 4E0M = (=5)
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V1.- Respuestas al cuestionario de estudiante E1. Interpretacion Matricial del
concepto Transformacion Lineal.

/- E
L- Sea T: R R transformeciin lines] definida por Tfx, y J=(x+ ¥, x-3, x),considere
E‘:;ﬂ(ﬁ.ﬂ).{ﬂ. 1} base candnica de B y C3={¢1,0.0).(0, /.0).0.0, 1)} hase cantnica

Determine las coordenadas de Ia imagen del vector (2,1) en [a base .

Tr"r?\)f(my,x-—hx\
Ta,4)=(3,4,2)
h? f‘.. rmqﬁm de (:,ﬁ d Cq oy

3199, 1(g, 1,6), 2(0,q4)
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4.~ Considere la transformacidn lineal T definida por T¥ ax’<brte b=fa+ ¢, a-b, B,
desde 1P fxf (polinamios de grado memor o igual o dox) o B,

Dieterming la matriz asociada a 18 transformacion lineal T en las bases

By={ ' 4x ¥ 4x +1) v By={(1, L.0),00,1,0),(0.00)? de IPofx] v R respectivamente.

“ﬂ AL opu 4o Lo Moinit cldceagly 1 VD
ABsA cho
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VI1.- Respuestas al cuestionario de estudiante E3. Interpretacion Matricial del
concepto Transformacion Lineal.

O ¢

L- ScaT: R’ R wansformacion lineal definida por Ty x ¥ ={x+ ¥ %y, x),considers
El.é}g((.r.w.;ﬂ. 1)} base canénics de B y Ci=¢/1,0,0), /0 1, 09, (0.0, 1)} base canénica

Dretermine las coordenadaz de la fmagen del vector (2,1) en Ia hase ;.

iRy e T R

7

B(4.00) 4 4 (o, 4,03 r2re o <)

%ﬂ%
[‘Tfe,4,ﬂ(} s /‘?
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3.- Sea T Mz(R) 2R’ transformacion lineal deﬁnidnpnrﬂ[q i =fa+ b-c, d).
Cm;s-id:sc.ﬂ'—{(l LG '] L base de MxR) v By={{1,1),70, 1)}
j\ﬂu’ﬂﬂ'DI[T]'} AE) ¥ Ba={{1.1).10.1)
base de R,

Determine ['ﬂ[

S\

f/ﬂ+£’ C{-—-j)"ﬁ(r{f}‘f’
fcz.+b-—c,d') = r.v{ ifﬁ?(g‘i)
j = E-'«'.-i—.’:vc
a5 “x"r?r d =5 a.

-!l'—;'_ f—ﬂ =
w =] "el:é"-ﬂ.“ﬁ.-l—c
{:' e
ﬁ& i L-¢ e
[ (a+ ], =
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4.~ Considere la transformacién lineal T definida por Ty ar’+ b+ J=a+ ¢, a-b, by,
desde [P3fx] (polinomios de grado menor o igual a das) a &',

Determine la matriz asociada a la transformacion lineal T en las hases

Byt ex, X x4 1) ¥ Be={{1,1,00,(0.1,0,(0,01)) de IP:fx] y B respectivamente,

1 bt —2 Fe’
v zﬂ.rz-ﬂ_ﬂr te L (ﬂ-""":_; a-i, E)
{5 3, a%nad § -u{(f,m,mx,aua,m}f
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L"""“’.]T:i 5 [ &‘ﬂr& mjra;]

Sr- Considere la transformacion lineal #':((1,0,0,1),(0,LL0)) — {* x +1) , definida por
s

a0 My 2
[FTs =~[u 3]; donde B={(1,0,01.(0.LLO) y B'={x" x+1} bases para los
sub- cspacios de partida v llepads respectivamente,
Determing las coordenadas de la imagen del vector [1L = [ﬂ

V=i [’/{r q,{-}zf) + 3( q’.frﬁ‘;.)
V_T‘ ('2)3/ 3, ?..)J

T2 (4an1),(64400—>xYxin

z
1G04 7 X

q Ld o -7
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VI11.- Respuestas al cuestionario de estudiante E9. Interpretacion Matricial del
concepto Transformacion Lineal.

@ &g

L- Sea T: B> B transformacion lineal definida por Tfx, p)=fx+ 1, x5, x)considere

é‘.; —mm.ﬂ). {th 1)} base canonica de R* y Cy=({1.0,0),(0,1,0),(0,0,1)} base eancmica
(] -

Determine las coordenadas de la imagen del vector (2,1 en la base Oy

T{Q‘f!‘\li {-'?erz"'a:)'— i (N

[
o
(i}
-
=
4
e
g )
)
(i}
A
falaloa
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IX.- Respuestas al cuestionario de estudiante E18. Interpretacion Matricial del
concepto Transformacion Lineal.

1- Sen ir“ B2 R’Ttmnsfurm&urldn lineal definida por 77 x, y )=fx+ y, x5, x), considere
Ci{{1.0)(0,4)} base candnica de By Cy=((1,0,0)(0.1.0)(0,01} base cansriea

Dietermine las coordenadas de Ia imagen del vector {2.1) en la baze Oy
-8 s p
T{}rj‘ij = (}(hh i"‘f ;){;f
T(24) = (214, 2-1, 2]
& (3, 1,2) - qujea 4l Uftl‘br (2,43,
Bu;‘:r.u Ao _a,ng,i?mﬂ-":- £ .ia_ bust candmicq L )’;‘)3‘
(3;”.3} = of ['{,U,D} + 5(0,41D)+J1 {01914)
: {"{-“ 513‘)
Rt g IERd g
Po oo negpario td buscar Aot 25 coldwan gt
A ulikza  Aa Lage fomonica .
,Zulju 5 ,ﬂu. :'rrm.ﬁﬁ'n JJ mfr..aj‘nf {'2,-"” Em !Iﬂ
Isﬂ-'k {3 L [ '34' "!z)
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a)  (240) = L(40,0) t AN 40) + 1 [4,4,4)
:[aﬂ{'ﬁ*?’,ﬁi‘ﬁﬁrfl):bg‘:mﬁ
o =

=1 =1
L.- Sea Tt B® PR transformacion lineal definida por Ty x ¥, 2 )=f x+ yz, x+ z),
considere By={(10.0),(1, 1,00, (1,1, 1)} base de B y Ba={7!,1)./0,1)} basze de &°

Determine [7(2,1,0)], . — ]
Z. (24,0 =

b) [T(L'ipl]}]g: x [(ff‘l -GJETDJ]SI 4|!'i'm,n_]|+-g“‘j'n]+n“‘;'
5 3,2
[ : ]51

Z““j“:ff%m Lo wsenlase, o b Las B
(3:2) - RC44)4 Blo4)

(o i T80
'”Qﬂn n "J‘H}‘Lmﬂ.

11 =3)

I} *’Hﬁs}i =h

2 hl
| o=-1

Tuias
T W s,
[T (2,00)] (_3)

ﬂJ Mo e Goupnde iy Lie S :
ot A S ; - 0
Y : . ; h 4‘
l&m-‘: ¥ lemo uno mmhm;{g Hinegt J.Ir i’:”;,: ’PD_BLQ
L, f.nmftl}h ‘}U-'- 248 yeclor rsr—lfﬂe:.:n. . ¥

b Desamelle ,
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¢
3- Sea T: MofR) 2R transformacicn lineal definida par 77| 2 bJJ-vrm b, d)
c d il

10\111]’1 1

Considere B;=
B {{G f:,r'[ﬂ u]‘iu it lmeaEMﬂ}yﬂzmm'ﬂ'mw

base de K.

fa &
Dretermine [T ]
ine | {L d }],,r i

(B30 (e2)elstyenes) erp s

:. ::f r-}-;f;a.p rrl Eﬁmdn:’;}‘:_t} ,sz:-jn be Bt d-g+ ¢
; F I| ’ !L-:I = igi
e : -’L'“ﬂ“' ot b-d/+ SR H

S Ertry
(5] e(w)ug(ﬂ)”c“; ve(t])
qb)j zﬂ-f*{:c qu

(ML c;.;i) o(4,1)+ {(m)

) (6" ? Ej'hg)
Z“*ﬁb Jam _ d = oth-c +¢
[ d= F+g a }J-n._—-L‘l"lt -£ |
T(qr:f & 5
) )Jﬁz (A—:L-LH )
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Si- Considere la transformacion lineal #:{(1,0,0,13,(0,1, 103} — (5% 2+ 1} , definida por

‘ 2
[#]; =[é ﬂJ:dnmie B={(LO.0.00.LLO} y £'= ¥, x+1) bascs para los
sub- espacios de partida y Hegada respectvamente,

]
Determine las coordenadas de la imagen del vector [v],= [3] :

[v], -

3%] =P 1(*1DJU|1}‘!‘3[Q|‘1|*|UJ
“(2)%,3,2 ) » vector

Eli L’u un -.l'tbaﬂﬂ"ﬂ'
[F];J.[uj, i {:;ﬂ)(i% ?1‘“:" Yuba Aus

24423 (E Lycalaws em
62 +&-3) i l'-l) Aa ofaa bt
8 (x2)+ 2 (x41) = 842 244 +2Y4
L“ Lnu.ﬂm | vector. (23:3,2) .

4.- Considcee la transformsciou linesl T defintda per Tj ac’+bx+c j=fa+ ¢, a-b. &),
degde [Paflx] (polinomios de grado menor o igual a dos) a &

P:Lr,rmiue la matriz asociada a Ia transformeacion lineal 7 en las bases
By~ 2 x Xtz + 1) v Be={(1,1,04(0.1,0, (LGi1} de IPafx] v B respectivamente,
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X.- Respuestas al cuestionario de estudiante E16. Interpretacion Matricial del
concepto Transformacion Lineal.

3
3.- Sea T: My(R) >R’ transformacion lineal definida por T.-’[a ; [f,l—.fa+ b-c. d)
ey :

i e (S 1 5 R R Y
Considere By f[u ﬂ],'-uLﬂ “J-I\U |]-1|:_T IJJJ]:IEISEEI.EM;[’RJ ¥ Bo={11, 1.0 1)
base de &,

Determine [ﬂl f j]}],r_

T(?;) = (a+b=-¢ o[)

(a+b—c,d )=t (14) + pC0,t)

A= AL~
g{hq_ﬁ::-_O[ _‘-F):d—*?t-—'&"-ﬂ.

K (?;)] 62 = i

d-a-bac

Ne recu erdba fEu 2 S»‘j,—«z FErvi s B‘a_
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D

L- Sea I & - R transformacién lineal definida por I7'x p J={x+ X%, x).considers

Ca={{1,0),10.2)} basc candnica de B’ y Cy={(1,0,0).(0,1.0). (60, 1)] base canonica
de R,

Determine las coordensdas de la imagen del vector (2,1) en la base Oy,

T(Z) = (244,21, 2)
= (3.1, 2)
[ﬁl’ﬂab: 2

{
2

2- Sea I' B &’ ransformacidn lineal definida por 7y, 3, z)=(x+yz 143
considere B;=1,0,0%(1,1,0).¢1,1.1)) base de By Ba={(1,1)., 1)) base de R
Determine [T(2.1,0)], -
"I'_[tthﬂ.) — (2:" I-o ;?—-‘-C’)
={(3,2)
(%)= L(4,0) + @O, 1)
X =3
act =2 o B=-

/&MSG [Tizr*\'f@)]g,l: 3)
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3= Considere |a transformacion lineal '+ {(1,0,0,1),(0.1,1,0) — (%, x + 1) . definida por
[F]:I=[‘; :J'.dﬂl.'ld': ﬂ’={ﬂ-ﬂ‘-ﬂr|}rm.|11¢m} ¥ 3'2{;\?!.1“']} bﬂSESPE.I'BI,OS
sul- espacios de partida v Degada respectivamente,
.
Determine Ias coordenadas de la imagen del vector [¥], =F}.
L ecla ?
S pre 3o ¢y b“fr:-*ﬂ"‘r
vy ek '.h.u._{‘l‘."_ | - L’ht‘-’*‘ !'/ F"E’t‘:‘
Vi VWA £ W-&{&gn -} &,
Trcnebibon habloo propeolechs gme ws
L -ﬁr‘iﬁ -

e Considete |a transformacion lineal 7 definida por T ax’ br-+e =+ ¢, ach 4
desde P[] (polinomios de M“‘”’C‘-’Ngwmldoya R’.U fat ¢ a-b, b,

eteriiine 14 matriz asoc]

D ada a la transformacion lineal T
Bos{x' &, Xtx +1) y By={(1.1.0), 40, . oion ineal Ter las bases

LOLeD0L)) de 185 5] v B respectivamenie.
r H :

Se g,»—g we  ga ﬂlfATC.LL oA E.Ei{c..-t:.sf fers

no rewecdo covo se reialura ey de

4 o oo ertrciciof (m=taz araqaﬁ(a)
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XI.- Respuestas al cuestionario de estudiante E1. Interpretacion Geométrica del
concepto Transformacion Lineal.

E

&

1. jEs posible que exista una transformacion fineal que convierta los vectones de la
Figural en los vectores de 1a Figura 27 Justifique su respuesta.

P

Figura 1 Fagara I

‘;"; W & suno  cocla mrd.w.nd-. ele Lo
‘et de la ormma vy, “ {Prvne sa

%Z‘ Ilh'l‘-‘qu.l.._m
dgmlﬁ s

qm ¢ Hls e
“rﬂl;i v i od

ol H{{IH‘ dle ﬁ-il.

lreo ope 3i euste , vim wedor pumle soaribrrge Onso Siva de oive

2.- ,Es posible que exists una 1mn.~..['m1namun lineal que convierts ]-:w 'mL,lu:r.s de la
Figura 1 en los vectores de la Figura 4 7 Justifique resprsesta.

V=l

Figura 3 Figura 4

Sy m ve Gue o o los weelbonss son el iy Licador,
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3.- Es posible que exista una transformacion lineal que convieria los vectores de fa
Figura 5 en los vectores de la Figurs 67 Justifique su respuesta,

Figura £ Figura §

Mo lose. . : iy

4.- (Es posible que exista una transformacion lineal que conviena los vectores de la
Figura 7 en los vectores de ls Fipura 8 7 Tustifique su respuesta.

Lo

Figura 7 Figura &

I&\F,HFM‘: ole la W’Ih A ve ﬁqw’-
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5.-Sea F : B’ PR’ wansformacion lineal definida por
Flxy.z)=(-2x~4z,~x~2z,3x+ y+62)

Indique en qué forma se transforma la recta | :{—: -33— m

¢ Vudx fomonns unm e sacha?
0 Guta, e el mar of yofor
ractemshro de L pae nuateay (e fraus lorwee
i

Cﬁ*ﬁu’mwum caxndhia
e nteta wn wam veador?

i } 2:-3
] 2 _11'4

J=-1

(2-5,0)« (4 .,

g “2,6-94¢)
“(0,0,9)
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6- Determine, si es posible, la matriz asociada a la transformacicn lineal que cambiz a ln

letra F. { Ver figura )

figura &

No o¢ wmw -}rﬁh-;n (00 Amedtiae om T.:f.

(en qr s X
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XI1.- Respuestas al cuestionario de estudiante E3. Interpretacion Geométrica del
concepto Transformacion Lineal.

® b,

1. [Es posible que exista una transformaciin lineal que convierta los vectores de la
Figura! en los vectores de la Figura 27 Justifique su respuesta.

Figura ¥ Fegura 2
T: Qz .-—-—'_f'ﬂ-?t
(87) —>(wwv

<, ©) —2(x 2)

W/ aslit e
o = 5 ,#@ﬁﬂe_ wvn FE
Prednra fiyo.

2.- ;Es posible que exists una transformacion lineal que convienta los vectores de la
Figur 3 en los vectores de la Figura 4 7 Justifique respoesta.

—

ke
Figura 3 . Flgea 4
A '5‘“:': d‘b'ﬂ‘ = E""-‘fn.ﬁ'al 2, & Primees

ok ? Se F—ﬂfrj-r.(/;l en contra . P T
va-ir kb Lapehod g ':-rnlj‘-?vf:-a de Ao by g

Vedhres o 1o ver,
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3.- ,Es posible que exizsta una transformecion lineal que convierta los vectores de la
Figura 5 en los vectores de Ia Figura 67 Justifique su respuesta.

Figura § Figura &

F?ds—éri: ye ﬁ--ﬂ-f- e
Ay & f-wﬂ-f'-' ""d.-_

Sr
ﬁ"aﬂf,{u

4.- ;Es posible que exdsta una transformacicn lineal gue convierta los vectores de In
Figuea 7 en los vectores de Ia Figura 8 ¢ Justifique su respuesta,

W 't

Figura 7

VA ;e e esta’ aenv{;n
F=* j.ﬁ'(-d L e C“-f ﬂ:.ﬂl rf(.;{'ﬂ"‘ﬁl
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5 Sea F : B’ 2R’ transformacion lineal definida por

Fix,y,z)=(-2x—4z2,—x—2z3x+ y+6z)
Indigue en gué forma se transforma la rects L:£=iq=

LY

o Se_ J.L a ﬂ-h"P"‘#J-d—rl:.r_,
3 -2 !

'+_ {/ }"’ ?‘J _E ?/ ?_j-rzn pﬁ;:‘;“ '*'.:'f..n-..-’n...;_‘ |r-r/

.§ F" hl; L T R ﬁrh b
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XI11.- Respuestas al cuestionario de estudiante E9. Interpretacion Geométrica del
concepto Transformacion Lineal.

T

@

1. Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figural en los vectores de Ja Figura 27 Justifique su respucsta.

rendo

Hﬂ Lo
la, 'pTEﬂ'-I-L&-&' Figuira 1 Figura 2

Sawn w, kY, elENL

— e
F TR —s
8T '[G pible  neordran

E?lg. G VR 518,

e

?:- f,-u ;‘:,.u.[ Fa fo g a0

w«:kn:f U= () J\‘J y Vi r.‘,,g ,.r"-"}
Y dravsfor macigh wde fa Foring,

Ch-é (e, H"l?r-jj w7l L]

En |'r_;~, .'||'I§_E- e lj.r..i_h
- 5
ubrn W=

)= n@ﬂgh

=
o 1)

2.~ ;Es posihle que exista ona transformacion lineal que convierta los vectores de la
Fipura 3 en los vectores de la Fipura 4 7 Justifique respliesta,

-y
W ~
AR,
o
o
Figisa 3 Figura 4
' T -{J'R-l_fiflg et
E'Mm!rdl'r.ah«:{-} escal s ey M:ivfu i
]| 1 S Aty )
h‘i‘ofjf 5 Te fpriie ve Oy, %)
& L
by s s o TR s g
(el Tty = (ny, ,e.u,_j
]
i',-_l / MOy e (e e, | I{F.»..l_':l
My T LA
LT =y 5 k.{uﬂ!\,_" }l:g.-_lij
T i) o

fw.fmm, Pluy+i )
. {quﬂﬁ'u‘z )4 {HI"I"HPH‘:'
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3.- ¢Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figuta § en los vectores de la Figura 67 Justifigue su respuesta.

_—

Figura £ Figura &

55 ol ? 05'.I|_-.]n:’ L'ﬁf‘f} mJ—F-.-Pfu ar
*'f-'-'-’ £seyls v g :s-} i‘_.I ayf ALt
!I‘L'f- o &:rl‘éhj &

4.- ;Es posible que exista una transformacisn lneal que convierta los vectores de la
Figura 7 cn los vectores de 1a Figura 8 7 Justifique su respiesta.

T 3
3 ey J_@*
Figura 7 ) Figura B
Cran W\ e‘F} i "{_L e
C.-h_\(.}ndﬂf i TR =0 — i
51 puede pnesdray U3 Tl = dmiv)

.t‘r:ax'irf'bn“ﬁi' g Pzl

355



356



357



XIV.- Respuestas al cuestionario de estudiante E18. Interpretacion Geométrica del
concepto Transformacion Lineal.

1. (Es posible gue exista una transformacion lineal que convieria los vectores de la
Figural en los vectores de la Figura 27 Justifique su respuiesta.
T:R?— R?
SR G, =
Cacg] [N
‘.!
Figurm 1 Figea 2
2.- ;Es posible que exista una transformacion lineal que convierta Llos vectores de la
Figura 3 en los vectores de la Figura 4 ? Justifique respucsta.
— T : [E > R?

e in

Flara 3

¥5: o dule vaviax £ wein Ps L M/ﬂf"miﬂ
Cofrvestes /,.am ,f&rﬁm s

Figura 4

‘Pﬂ‘f il wfnuw

Ayl Jads -
L;—.L.m cadn utulm ~L JA f‘j"m?* s M

wy{xa ‘Iﬂﬁ'l il At pHAG
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3.- JEs posible que cxista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figura 5 en los vectores de Ia Figura 67 Justifique su respuesta,

’ :’ i : j
Figura & Figus &

4.~ (Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figura 7 en los vectores de la Figura 8 7 Justifique su respussta,

Figura 7 Figura &

5 ek ung Luﬂ‘é},«muﬁnﬁ L-ltm!' 1 LL( s Aa
puma. b Los wedous Aa Garta 3,
£ lu,-.. i my(lyinu.r.io; LN-LJ( fl& }‘*ﬂ
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5. Sea /' : B’ 2R’ wansformacion lineal definida por
Flrmyz)=(-2x—4z,—x-253x+ y+6z)

S

Indique en gué forma se transforma la recta j,;%- :

L ll,"ar“}""k[i."l“}}, / étfz

{-,:-1.‘] i [1+x,~3+1,{+i}}
(L) =(—1L1+x};'-}[1+3}}-{2+x) -2 (112),
3 (B 24) IR b(112)
‘[‘Llﬂlbli—trz,-z.—ax—a-zs, Lr3a-3y +ytE
+ [8-axte, W22, G t3xhy +b2)
{L,?Z‘
'FfLJ:(f[z-}Lx}-'f(qHa)} c(2tbx)-2(14t2),
3 (214x)+ -3tby 4 b (14 12))
-Lf-zf;-!.i._li'f} ;-.z-i'.f>f~l~2f:?:
{,+3fx-—3+f\, + L+ bF2f
= (-8 ~4Tx=4T2, _y . 27X-2T2,9437% +Ty+ T
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XV.- Respuestas al cuestionario de estudiante E16. Interpretacion Geométrica del
concepto Transformacion Lineal.

©
(T

1. 3Es posible que exista una tmnsformecin lineal que conviera los vectores de la
Figural en los vectornes de la Figura 27 Justifique su respuesta.

‘o.l
R
Figura 1

Figuna 2

Yﬂ L.(eo - S ol {R-Lm’i‘ll maﬂ&m’f:f
—a{ A - wel tared
{fﬁf‘:ﬁ“ z ob tewer

9{ Ve ok he prr= 2.
L",ﬂi:‘a huabin viite b;ivgbmed e 159 }*gurnli
fm}éaﬂr-f habie pone ;.éi:,ﬁ-t{,h_ﬁ m.-‘-{)f i 3e g ed e

re shizwe e TL , e 0Lfr cralo ol vector Gt ]
2.= | Es posible que exista una transformacion lineal que convierta los vectores de la
Figura 3 en los vectores de la Figum 4 7 Justifique respuesta,

Figura 3 Figurz 4

) W//?phimaia oy vectores ol (2
!

%iﬂuh’h%f""‘ LA eiczlec ok Mform'ﬁ f—e
e 0{‘;-‘&_,.701_ fll’!-x ﬁ]ferh_ q‘
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3.- (Es posible que exisia una tansformacion lineal que conviena los vectores de Ia
Figura £ en los vectores de la Figura 67 Justifique so respuesta.

I
—_—
Figura & Figura &

/M} Lo E—é,’ L2 e heace Q\Lt.F-(f-»ll veA ".-.m

d{ﬂ’.@‘;{‘whz.--'*-.‘t oled frr:_F-"'-c b B il
oevire efro tipe ol r'eﬁt'f"ffb-

1"[1.‘;@- L~

4.- (B posible que exista una tranaformacion lineal que convierta los vectores de la
Figura 7 en los vectores de la Fipura 8 7 Justifique su respuesta.

[ o

Figuma ¥ Figura &

S’\‘; meslirte pue tre eotre Loy
UEFDJF"(“"S ok (2 ‘F't?“' VA :}' prTa ob taor

ﬂ’trf.f_'{"’f ol %Rﬂfkﬁ,
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6- Datermine, s es posible, Ia matriz asociada a la transtormacion lineal que cambia a la

letra F. ( Ver figura 9)
q.r —
ILE %
5 RS I:E'ﬁ"

‘;D;Lﬂr)—w ;(Lfgﬂj ;: 4 L{."}.m hecec o

. N

3.-Sca F: B 2R’ transformacitn lineal definida pr

F{x._p,z}={-?_r—4z, —r—23,3;+y+ﬁz]l
Indique en qué forma se transfarma lrecta [ = - &
2

A=Y

z =

2 0
|

Mo recverole (fnse L‘lqr.ert,oj pero
‘E'H S,-,,.( Mm&d.-t’li{) L) g-qifs'r’h.
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