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Introduccion

En la década anterior, la mayoria de los paises (mundo) se interesd en
realizar mejoras al curriculo en los contenidos de estadistica y su
ensefilanza en los distintos niveles del sistema educativos (Morin, 2002).
Particularmente en Chile, en la ensefianza media los conceptos estadisticos
y probabilisticos, son una parte importante del curriculo nacional en la
educacion matematica (MINEDUC, 2009), y su enseflanza debe
proporcionar a los estudiantes una manera de pensar, una forma de tratar
con los datos y aprender a tomar decisiones.

El presente escrito aborda uno de los objetos matematicos fundamentales
del eje Datos y Azar en la educacién media, como lo es la variable
aleatoria, pues este concepto da paso a comprender otros temas en
probabilidad como funcién de probabilidad, funcion de distribucion y
modelos probabilisticos. Asi como también la variable aleatoria permite
vincular el ambito experimental y el ambito matematico. Ejemplo de ello
es observar la temperatura diaria a las 18 horas en Vina del Mar, observar
la altura (o el peso, pulsaciones por segundo, etc.) de un grupo de
individuos, o cuando nos encontramos con juegos y experimentos en los
que utilizamos dados, monedas, etc.

Desde anos anteriores, Heitele (1975) propone a la variable aleatoria entre
los diez conceptos fundamentales en la ensefanza de la estadistica y
posiciona a ésta como una de las ideas esenciales en la educacién escolar.
En la actualidad, Batanero, Chernoff, Engel, Lee y Sanchez (2016)
consideran a la variable aleatoria como uno de los conocimientos
relacionados con la probabilidad, relevante para entender situaciones de la
vida real.

Esta monografia tiene como propdsito presentar un Estudio de Clases que
aborda el aprendizaje del concepto variable aleatoria desde su caracter
funcional, en segundo medio. Asi como también proponer una secuencia
didactica que favorezca la comprensiéon de la ensefianza del caracter
funcional de la variable aleatoria en educaciéon media.

En el primer capitulo se da a conocer la problematica de investigacion y
antecedentes que la sustentan. Ademas se expone un analisis del objeto
matematico variable aleatoria, considerando el contexto escolar y
epistemologia.

En el segundo capitulo se da a conocer el Estudio de Clases llevado a cabo,
con su respectivo analisis a priori, analisis a posteriori y contraste entre
ellos.



En el tercer capitulo se presenta una secuencia que favorezca la
comprension de la ensefianza del caracter funcional de la variable aleatoria
en educacién media.

Finalmente, en el cuarto capitulo se muestran las conclusiones del
presente escrito.



Capitulo 1: Problematica y el objeto matematico

En este capitulo, se expone el problema de investigacion, un analisis del
objeto matematico variable aleatoria la distancia entre sus saberes,
organizados en cinco apartados.

En los tres primeros apartados, se da a conocer el problema de
investigacidon, algunos antecedentes que lo sustentan y los objetivos del
monografico, respectivamente.

En el siguiente apartado se lleva a cabo un analisis desde el contexto
escolar, que incluye un analisis del curriculo nacional y de textos
escolares, asi como también la indagacién de la variable aleatoria desde el
punto de vista erudito, una definicién escolar y la distancia entre el saber
erudito y el saber escolar.

El quinto apartado aborda un analisis de la evolucidon histérica
epistemoldgica del objeto en cuestion.

1.1 El problema de investigacion

La presente monografia aborda la problematica relativa a las dificultades
de los estudiantes de educacién media en comprender la naturaleza
funcional del concepto variable aleatoria. Es de interés conocer como los
estudiantes se apropian del concepto aludido a nivel escolar. Esta
necesidad surge porque la variable aleatoria parece sencilla de
comprender, pero en su definicion formal y construccion intervienen
distintos conceptos, como funcidn, espacio muestral, sucesos aleatorios,
etc., ademas de sus diferentes representaciones: lenguaje natural, figural
y tabular, que la hace tener una gran complejidad para el aprendizaje del
estudiante.

En la construccion del conocimiento por parte del estudiante, intervienen
componentes epistemoldgicas, cognitivas y didacticas. Este escrito aborda
las distintas dimensiones con la intensién de generar conocimientos del
concepto variable aleatoria para la didactica de la matematica, que
contribuyan al proceso de ensefianza y aprendizaje en el aula.

1.2 Antecedentes

En el contexto del curriculo nacional (MINEDUC, 2009), el concepto
variable aleatoria se introduce en el nivel segundo medio (15-16 afos).
Ademas en la guia didactica del docente para dicho nivel y distribuida por
el MINEDUC se menciona con respecto al objeto matematico aludido, que
algunos errores de los estudiantes pueden provenir de una inadecuada
comprensiéon del concepto funcién (Jiménez y Rupin, 2013).
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Entre las investigaciones que abordan tematicas relacionadas a la
problematica en estudio se encuentra la desarrollada por Pérez vy
Parraguez (2013), las que afirman que la variable aleatoria al ser
enseflada en el nivel secundario presenta dificultades epistemoldgicas,
didacticas, cognitivas y pedagdgicas existiendo “Poca claridad de la nocion
de variable aleatoria y tendencia a asociarla con el mismo significado de
variable algebraica (en el contexto matematico, determinista), lejos de
relacionarla con su significado funcional (en el contexto estadistico,
aleatorio)” (Ibid, p. 590).

Desde el ambito cognitivo, Nardecchia y Hevia (2003), mencionan que una
de las dificultades que los estudiantes pueden enfrentar en la construccion
de la variable aleatoria, es no visualizar el azar en el fendmeno aleatorio
gue se esta tratando de modelar haciendo uso de la variable aleatoria, es
decir la dificultad en aceptar la relacion entre la aleatoriedad y la variable
aleatorio, de modo que esta vinculacion entre la realidad y la variable
aleatoria (como modelo matematico) puede constituir un obstaculo con el
que se podria enfrentar el estudiante.

Desde la perspectiva de la epistemologia de la matematica, para Ruiz
(2006), un obstaculo que pueden evidenciar los estudiantes, respecto al
surgimiento y desarrollo del concepto aludido es “dificultad en Ia
naturaleza funcional de la variable aleatoria y la composicion de funciones
vinculada con ella y la probabilidad. Tradicionalmente ha sido mas tratada
como variable (magnitud aleatoria)” (1bid, p.156).

Por su parte, Landin y Salinas (2016), en su investigacidon centrada en
describir el desempefo de los estudiantes de secundaria cuando resuelven
problemas de libro de textos, antes y después de un periodo de ensefianza
aprendizaje, concluyen que pocos estudiantes lograron de identificar y
representar una variable aleatoria mediante notacion algebraica (en el
sentido de lenguaje simbdlico).

AUn mas, Ortiz (2002) evidencia en los textos escolares ausencia de la
nocion de variable aleatoria, posiblemente debido a la limitacién de tiempo
y espacio, asi como también confusidén entre variable aleatoria y variable
estadistica. De esta manera, la poca claridad del objeto matematico,
impide relacionar el concepto en cuestidén con su significado funcional, no
aportando a la construccion del conocimiento en los estudiantes.

1.3 Objetivos del monografico

Con la finalidad de aportar a soluciones practicas a dicha problematica este
trabajo tiene el objetivo:

e Presentar un Estudio de Clases que aborda el aprendizaje del concepto
variable aleatoria desde su caracter funcional en segundo medio, para
aportar al desarrollo profesional.
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e Proponer una secuencia didactica que favorezca la comprension de la
enseflanza del caracter funcional de la variable aleatoria en educacion
media.

1.4 Analisis desde el contexto escolar

A continuacién se presenta un analisis del objeto matematico variable
aleatoria desde el contexto escolar y considerando aspectos
epistemoldgicos.

1.4.1 Analisis curricular

En el contexto del curriculo nacional (MINEDUC, 2009), el concepto
matematico en estudio se introduce en el nivel segundo medio. Alli se
presenta el concepto de variable aleatoria, y se realiza la distincidon entre
las variables aleatoria de tipo discreta y continua. Se pretende que los
estudiantes apliquen dichos conocimientos en la resolucion de problemas.

Para lograr construir objeto en cuestion, se requieren de algunos
contenidos previos como experimento aleatorio, espacio muestral asociado
y probabilidad tedrica. Aquellos son abordados en el nivel séptimo basico,
con la finalidad que el estudiantes determine la probabilidad de un evento
equiprobable asociado a un experimento aleatorio, mediante la regla de
Laplace.

Ademas en octavo basico, se aporta otro contenido relevante para la
construccion de la variable aleatoria, la nocién de funcién, en el contexto
de introducir el estudio de la funcién lineal y afin. Mientras que en el nivel
primero medio, es cuando existe un mayor aporte, se presenta el concepto
de funcién considerando los conceptos de dominio, recorrido y codominio.
Estos son fundamentales, pues el concepto en estudio, es una funcién, con
ciertas caracteristicas, su dominio es el espacio muestral de un
experimento aleatorio y su recorrido un sub-conjunto de los numeros
reales.

En segundo medio es comprendido el concepto de variable aleatoria (v.a),
mientras que en los siguientes niveles de educacién media es aplicado.

Particular en tercero medio se utilizan las variables aleatorias de tipo
discreta, para abordar el concepto de funcién de probabilidad de una v. a.
discreta (funcién de cuantia), pues el dominio de una funcidon de
probabilidad corresponde al recorrido de la variable aleatoria. También el
concepto en cuestion, se emplea para introducir el estudio de la funcién de
distribucién de una v. a discreta, ya que ella es definida a partir de una v.
a discreta y la funcion de probabilidad de esta variable. Ademas en tercero
medio el estudiante debe lograr calcular la esperanza, desviacidon estandar
y varianza de una v. a. discreta y aplicar ésta para comprender el modelo
de distribucién binomial, un modelo de probabilidad para v. a. discretas.

9
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En el nivel cuarto medio, es aplicado el concepto de variable aleatoria,
pero las de tipo continua. Inicialmente es definida la funcidon de
probabilidad de una v.a. continua (funcion de densidad), para la cual es
necesario el concepto de v.a continua y el de funcién. Cabe destacar que
este tipo de funcion es trabajada a través de la interpretacién geométrica
de la integral, es decir, como el area bajo la curva de la funcién. Para
concluir el estudio de la v.a continua, ésta es utilizada para comprender el
modelo de distribucién normal, un modelo de probabilidad para v. a
continuas. Es importante mencionar que para este nivel, en el curriculo, no
se hace mencion al calculo de esperanza y varianza para una v.a continua.

La informacion presentada se resumié en el esquema expuesto a

continuacién (figura 1).

Para V. A. Discretas

Experimento aleatorio; Espacio

Funcion de probabilidad; Funcion de

8° Basico

|
2° Medio

4° Medio

muest_ral . asociado la . un distribucion;  Esperanza,  varianza y
experimento aleator1o; p desviacion  estandar;  Modelo  de
Probabilidad teérica de un evento: -Concepto de funcion: concepto de obabilidad: del ’ de  distribucié
Regla de Laplace. dominio, co-dominio y recorrido. P?D a _“ ad. modelo ¢ disibucon
| binomial.
|
7° Basico 1°Medio 3° Medio
& 1 " 1 N
~ I I Ed

-Nocion de funcion.

-Concepto de variable aleatoria:
discreta v continua.

Para V. A. Confinuas:
Funcion de probabilidad; Modelo de

probabilidad: modelo de distribucion normal.

Figura 1. Esquema sobre analisis curricular del objeto matematico variable aleatoria.

A demas, los conceptos relacionaron con el objeto matematico variable
aleatoria, como: experimento aleatorio, espacio muestral, sucesos,
probabilidad, funcién, etc., se organizaron en un mapa conceptual,
expuesto en la figura 2.
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Experimento aleatorio
Permite es;kablecer un
Espacio de probabilidad
Estan puede ser Para este s¢ define una
Variable aleatoria Thm%.e| Funcién de probabilidad |
asociada
\l/ \l/ Esfuna una Esupa
Discretas Continuas Funcién (medible) Funcion
Dond Posek un Podee un
Donde su onde su [/—L\] H—\’
| Recorrido ‘ | Recorrido | | Dominio | ‘ Recorride Esel 5 Dominio | | Recorrido |
Es|el Eslel Esfel Esun Es in
Nimeros enteros Intervalo de Espacio Conjunte que se puede Conjunte de wvalores
positives la recta real muestral numerar (finito o infinito) de probabilidad
Constitu\]/do por Constimide  por Constifzido  por
Sucesos Niimeros Valor de probabilidad
i $
Se re.-lacionan\a través de una ’ Se relacionan a través de una
Regla de correspondencia Regla de correspondencia

Figura 2. Mapa conceptual del objeto matematico variable aleatoria.

1.4.2 Analisis de textos escolares

Se analizaron tres textos de estudio de circulacién nacional, el primero de
ellos entregado por el MINEDUC, de manera gratuita a |los
establecimientos educacionales municipales y subvencionados del pais. El
segundo y el tercer texto distribuidos por una editorial particular. Cada
uno de estos, estd mencionado en la tabla 1. Ademas, todos los libros
considerados para este analisis pertenecen al nivel segundo medio, ya que
es la etapa en que el curriculo nacional (MINEDUC, 2009) propone para
introducir al alumno en el estudio del concepto variable aleatoria.

Tabla 1. Textos escolares utilizados para el andlisis de textos.

Texto | Titulo Autores Editorial y afio
T1 Matemadatica 2° medio | Muiioz, Rupin y Jiménez. SM, 2013.
texto del estudiante
T2 Texto escolar | Blanco, Bozt, Calderdn, | Santillana, 2009
Matemadtica 2° Proyecto | Jiménez, Gonzalez, Lbpez,
Bicentenario Romero y Diaz.
T3 Puente del Saber | Mufioz, Saez, Diaz, Lopez., | Santillana, 2014.
Matemadtica 2° Medio Astromujoff.

En los textos mencionados, se introduce el concepto variable aleatoria de
manera deductiva, a través de la presentacidon de un experimento aleatorio

11
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como lanzamiento de una moneda o el juego pepito paga doble,
utilizandose dos distintas representaciones.

Particularmente en T1, se utiliza el experimento aleatorio “juego Pepito
paga doble”. Se plantea el problema y su respuesta en tres pasos, primero
da a conocer el espacio muestral del experimento aleatorio, luego se
establece la variable aleatoria y finalmente se muestra su funcién de
probabilidad asociada. En la figura 3, se puede apreciar, que el objeto
matematico variable aleatoria se representa en dos distintos registros:
lenguaje natural y lenguaje figural, a través de un diagrama sagital.

Podemos asignar 0 a que salga menor, 1 a Pepitoy 2 a mayor. De esta r
manera, definimos el conjunto Y de los eventos en estudio y podemos (1

establecer una funcién x(Q) llamada variable aleatoria, asociada (1.2, (2, 1) .
. 3 15 . 5
al experimento. (1,3} (2, 2), (3. 1) +o0 ot —=—=| m e
(1, 4)(2,3)(3,2), (4 1) 36 12|y 3600 iotales

(1,5)(2.4,(3,3) 4, 2) (5 1)
{'|_ 5}, (1 5) (3r 4]‘ :4_ 3)_ (51 Q)J EE- '|) fe] - i = l Hay & casos que dan 7,
(2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2) 36 6 y 36 casos fotales
(3. 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3) |
(4, 6), (5,5), (6,4) 82 | =
(5.6), (6, 5)
(6, 6)

Figura 3. Representacion en lenguaje natural y natural de una variable aleatoria (Rupin y
Jiménez, 2013, p. 281).

Ademas, este texto, a modo de formalizacidon de los conceptos abordados
en la leccion, se presenta un cuadro resumen con sus definicién (ver figura
4).

| En resumen |

Dado un experimento aleatorio cualquiera, se llama variable aleatoria (v.a.) a la
funcién que, a cada suceso del espacio muestral (()), le asigna un Gnico nimero real.
x:Q—R
Estos valores se relacionan con su probabilidad mediante la funcién de

probabilidad de la variable aleatoria.

f(x):R—[0,1]

Figura 4. Definicidn de la variable aleatoria (Rupin y Jiménez, 2013, p. 281).

En T2, es propuesto el experimento aleatorio “lanzar cuatro monedas”,
aunque al igual que en el texto anterior, se muestra el problema y su
resolucion. En este libro, se puede observar que en la estrategia de
resolucion planteada, para representar la variable aleatoria son utilizados
dos distintos registros: lenguaje natural y lenguaje figural (emplea el
diagrama sagital), segun se expone en la figura 5.

12
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sto de variable aleatoria (v.a.), el cual co
os de un espacio muestral con un ndmer ste pes -8 —

el espacio muestral £,

auna "regla” g

que asocia |os elemer

so, la regla es "nimero de caras’,

un ndmero perteneciente al conjunto @, tal como se muestra en el gréfico sagital

de la figura 1

Matemdticamente, la regla que relaciona los elementos del espacio muestral con ur
2

Jna funcién (

nuestral ( sentan por la letra @) y el recornde

es el conjunto de los Nimeros Racionales, es decir:

Figura 5. Representacion en lenguaje natural y figural de una variable aleatoria (Blanco,
Bozt, Calderdn, Jiménez, Gonzalez, Lépez, Romero y Diaz, 2009, p. 320).

Ademas, en T2, se presenta un cuadro resumen con la definiciéon de
variable aleatoria y se hace la distincién entre las de tipo discretas y
continuas (ver tabla 2), elemento que no se aborda en T1.

Tabla 2. Definicion de la variable aleatoria y tipos de variables aleatorias (Rupin y
Jiménez, 2013, p. 281).

variables aleatorias discretas: son aquellas que tienen como recorrido un conjunto
finito o infinito de elementos que se pueden enumerar, en el que hay un primer
elemento, segundo, tercero, etcétera.

variables aleatorias continuas: son aquellas variables aleatorias que tienen como
recorrido un segmento completo de la recta numérica.

EN SINTESIS

La variable aleatoria (v.a.) es una funcién que relaciona los elementos de un espacio muestral  con el conjunto
de los Ndmeros Reales.

Existen variables aleatorias discretas y continuas. En esta unidad se estudiardn solo las discretas, que se definen
como aquellas que tienen como recorrido al conjunto de los Ndmeros Racionales, y se representa por X: Q — Q.

Finalmente en T3, se propone el experimento aleatorio “lanzar dos dados
de seis caras”, pero a diferencia de los dos textos anteriores, se plantea el
problema, define la variable aleatoria en lenguaje natural y de manera
implicita, ademas se propone al estudiante resolverlo con la estrategia por
medio de tablas, como se aprecia en la figura 6.

Sea el experimento aleatorio “lanzar dos dados de seis caras”. Completa la tabla con los  Considera X: suma de los puntos de las caras de los dados. Luego, completa la tabla.
elementos del espacio muestral ().

S A S T L =ik I 2 S [
(%)) 1,2 (1,3 (1,4 (1,5) (1,6) 1 3 4 ! 5 6 | 7
[ | [ [ | | ey ‘

T () — — - | 3

4

5

@1

o«malww—-

5 1)

(
6,1) 6

Nlolu|lslw(Nn

Figura 6. Representacion en lenguaje tabular de una variable aleatoria (Mufoz, Saez,
Diaz, Lépez y Astromujoff, 2014, p. 272).
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También en T3, es presento un cuadro resumen con la definicion de
variable aleatoria, y al igual que en T2, se hace la distincion entre las de
tipos discretas y continuas (ver tabla 3).

Tabla 3. Definicién de la variable aleatoria y tipos de variables aleatorias (Mufioz, Saez,
Diaz, Lopez y Astromujoff, 2014, p. 272).

m Para saber mas

Una variable aleatoria (v.a.) es una funcién X que relaciona Una variable aleatoria discreta es aque”a
cada resultado de un experimento aleatorio E con un nimero . . .
enla quesu recorrido es un conjunto finito 0

real, cuyo dominio es Q y cuyo recorrido es Y, donde (Y € R).
infinito de elementos que se pueden numerar,

en el que hay un primer elemento, sequndo,

Si X es una variable aleatoria discreta, entonces la funcién de
probabilidad se define como f(x) = P(X = x), de modo que si

X:Q - Q, la funcién de probabilidad f asociada a X esté dada tercero, etcetera.
porf:Q—[0, 11. . X .
> A - - Una variable aleatoria continua es
<& Y4 B
AT P T P aquella en la que su recorrido representa un
Q o ) —* ( Xo)=x ) —* '\ P(X=x) ) -
—— x T segmento de la recta numérica.

Cabe mencionar que los tres textos escolares indagados, presentan el
concepto variable aleatoria relacionandolo a continuacion con el concepto
de funcidon de probabilidad, en el misma leccién analizada, como es el
caso de T1 y T3, o en la siguiente leccidon, como ocurre en el texto.

1.4.3 Definicion escolar de la variable aleatoria

Segun lo expuesto anteriormente, el objeto matematico variable aleatoria,
se introduce en la educacién escolar, especificamente nivel segundo medio
(15-16 afios). Es por ello, que como definicion escolar se consideré la
propuesta para dicho nivel, en un texto distribuido por el MINEDUC el
presente ano (ver figura 7).

Dado un experimento aleatorio cualquiera, se llama variable aleatoria (v.a) a la
funcion que, a cada suceso del espacio muestral (Q), le asignamos un Unico nimero
real.

X: Q—>R
Estos valores se relacionan con su probabilidad mediante la funcién de probabilidad
de la variable aleatoria.

f(x): R —[0,1]

Figura 7. Definicion de la variable aleatoria (Munoz, Rupin, y Jiménez, 2013, p. 281).

1.4.4 Definicion experta de la variable aleatoria
Previamente es necesario definir espacio de probabilidad.

Sea (,A) un espacio medible. Una medida de probabilidad P, es una
funcidén valorada en los reales, cuyo dominio es A.

P:A->R
A - P(A)
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Tal que cumplen las siguientes propiedades:
i) 0<P(A) <1;
i) P(Y) =1;
iii) Sea {A;/i€N,A; € A} mutuamente excluyente,
entonces P(UienAj) = Xien P(A)
(Suarez, 2002, p. 18).

En las condiciones anteriores se dice que (Q,A,P) es un espacio de
probabilidad. Ahora “sea (Q,A,P) un espacio de probabilidad, una funcion
tal que

X Q- R
w - X(w) =k
donde:

six € R entonces {X = x} = {w € Q/X(w) = x} € A, la funcion de valores reales
X recibe el nombre de variable aleatoria sobre (Q,A,P)” (Suarez, 2002,
p.45).

El recorrido o rango de la variable aleatoria X, “es el conjunto de todos los
posibles valores que puede tomar X. Ry={keR:JweNX(w)=
k}”(Vladimirovna, 2005, p. 158).

Luego, la naturaleza del recorrido, permite definir dos tipos de variables
aleatorias.

“"Variables aleatorias de tipo discreta, si el recorrido de la variable aleatoria
es numerable (finito o infinito)” (Evans y Rosenthal, 20, p. 62).

“Variables aleatorias de tipo continua, si el recorrido de la variable es un
intervalo de la recta real” (Evans y Rosenthal, 2004, p. 72).

En la figura 8, se puede apreciar una representacion del objeto
matematico variable aleatoria.

X

s //—\

5"

X(s)

Figura 8. Una variable aleatoria X como funcion definida sobre el espacio muestral S y
que toma valores R! (Evans y Rosenthal, 2004, p. 54).

Es importante declarar que en este monografico se trabaja con variables
aleatorias de tipo discretas.
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1.4.5 Distancia entre saber erudito y saber escolar

Se observan diversas e importantes diferencias entre los saberes
expuestos anteriormente en este capitulo.

El saber erudito, inicialmente da a conocer el espacio de probabilidad,
ambito en que se sitla la variable aleatoria, para luego presentar su
definicion. Se aborda el objeto matematico en un registro mixto, es decir
combinando distintos tipos de representaciones: lenguaje natural vy
lenguaje simbodlico, aunque principalmente emplea el lenguaje simbdlico.
También se puede apreciar el objeto en una representacion figural (figura
8), en la que se visualiza como esta funcion relaciona el concepto de
espacio muestral y numeros reales. Ademas en el saber erudito, se hace
referencia al concepto de recorrido, elemento importante que permite
definir a una funcién, para luego diferenciar entre variables aleatoria de
tipo discretas y de tipo continuas.

Mientras que el saber escolar, no sitlUa en el espacio en que habita el
objeto matematico variable aleatoria. Igualmente, presenta a este en un
registro mixto, utiliza dos distintos tipos de representaciones: lenguaje
natural y lenguaje simbolico, pero se centra en el lenguaje natural.
Ademas, inmediatamente define la funcion de probabilidad y relaciona
ambos conceptos. En ninguna parte de la pagina en que se presenta a la
variable aleatoria, se hace referencia a sus distintos tipos, discretas y
continuas.

En consideracidon con lo anterior, es importante tener en cuenta que, un
objeto matematico posee distintos registros de representaciones, y hay
que trabajar con su diversidad, ya que son necesarios para la actividad
matematica y comunicacion de ideas. Segun Duval (1998), que el
estudiante domine dos distintos y variados registro de representaciones
semiotica, es una de las dos condiciones necesarias, para afirmar que el
estudiante ha aprehendido un objeto matematico.

Es claro que el saber erudito, no puede ser ensefiado, como se encuentra
en textos cientificos, en este caso, en los textos de probabilidad y
estadistica, ya que ello constituye un obstaculo a considerar en el proceso
de aprendizaje, segun afirma Chevallard (1992). Aunque como docentes
reflexivos y criticos se debe cuidar que la brecha existente entre dichos
saberes no sea muy grande, para favorecer a que los estudiantes
desarrollen un determinado saber.

De esta manera, el andlisis del objeto matematico variable aleatoria
desarrollado anteriormente, se utilizd como sustento para el disefio de una
clase que compone el Estudio de Clases llevado a cabo. Este estudio se
expone en el siguiente capitulo.
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Ademas dicho analisis sirvid para disefiar una secuencia didactica que
tiene como propdsito comprender el concepto variable aleatoria y aplicarlo
a diversas situaciones. Esta secuencia se presenta en el capitulo 3.

1.5 Analisis epistemolégico historico

La variable aleatoria, al igual que otros conceptos matematicos tiene su
origen en las primeras civilizaciones. Posteriormente se ha desarrollados
progresivamente a través de la historia, donde han ocurrido eventos que
marcaron su evolucidon y su conceptualizacion en la matematica. A
continuacién se expone una linea de tiempo de los principales
acontecimientos relacionados con la variable aleatoria.

€ 1200 1526 1613 a 1624
} | | 1 ‘ I
{ Primeros indicios de Girolano Cardano Galileo Galilei | Blaise Pascal y Pierre
{ la variable aleatoria escribid Liber escribié Sopre le { Fermat iniciaron la
i se encontraron en Ludo Alae. Scoporte dei Dadi. i probabilidad como teoria
i los juegos de azar. { matematica.

1657 1713 1812

1 1 | i
§Chrisitaan Huygens Jacob Bernoulli§ Abraham De Moivre Pierre  Laplace  publicé
i escribid De publicé Ars | publicé Miscellanea Théorie Analytique des
{ Ratiociniis in Ludo conjectandi:  usé i Analytica: indago el probabilités: hizo
Aleae. explicitamente la comportamiento de referencia a las variables
‘ variable aleatoria. i las distribuciones de aleatorias en el contexto
i probabilidad de de resultados numéricos
distintas variables de experimentos

aleatorias. aleatorios.

1837 1846-1887 1900-1901
1 1 I
Simedén  Poisson  publico Pavnutii Chebyshev en sus Aleksandr Liapunov en sus
Recherches sur la trabajos (Des valeurs obras (Sur une proposition de la
probabilite des jugements moyennes y Sur deux théorie des probabilités y Sur
en matiere criminelle et en théorémes relatifs aux théoréme du calcul des
matiere civile, por primera probabilités): utilizé de probabilités): identific6 vy
vez usd el concepto de manera mas explicita el enuncié variables aleatorias
variable aleatoria como concepto de variable y comenzd a trabajar con la
funcion aleatorias. aleatoria, las nombré como funcion de probabilidad.
cantidades v maanitudes.
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1933 1936 1960 2002

>
| 1 l |

Andrei Kolmodorov Paul Lévy publicé Sue Emanuel Parzen Valentin Petrov publicé La

lics dati 9 ¢ quelques points de la publicé Modern teoria de
pﬁb'co Foh“” ations of |1 théori des probabités Probability ~ Theory || probabilidades: a partir
the t.eory , 0 dénombrables: emple6 Ands Its Aplications: de un espacio de
probability: planteo los el término  variable abordé el concepto probabilidades  definié
fundamentos ~de la aleatoria en enunciados de variable aleatoria, una variable aleatoria
teoria axiomatica de la explicaciones, ademas de como una funcién real y
probabilidad y abord6 de alrededor de la suma esperanza, suma Yy medible sobre los
manera  formal ~ la de variables aleatorias. sucesiones de sucesos elementales.
definiciéon de variable variables aleatoria
aleatoria, reconociendo
su naturaleza funcional.

Figura 9. Desarrollo historico epistemoldgico de la variable aleatoria

Ahora se expone el origen, evolucion y constitucion histérica que llevan a
la construccidn del concepto en cuestidon, organizado en tres etapas:

e Primeros indicios de la variable aleatoria
e Nociones de la variable aleatoria
e Formalizacion matematica de la variable aleatoria

Primeros indicios de la variable aleatoria

Los primeros indicios de la variable aleatoria fueron en los juegos de azar.
Las pruebas mas antiguas de uso de juegos de azar aparecen en la cultura
egipcia, griega y romana mediante la utilizacién de tableros y dados
(Fernandez, 2007). Pese al interés de estas civilizaciones por los juegos
con dados, ellas no se percataron de la equiprobabilidad de los resultados
elementales en dados equilibrados, lo que generd un estancamiento del
desarrollo del calculo de probabilidad.

En la Edad Media, debido al teocentrismo existi6 un nulo o escaso
desarrollo de las ideas de aleatoriedad.

Luego, en el Renacimiento fue cuando comenz6 una nueva perspectiva del
mundo, resurgié el espiritu griego y la motivaciéon de investigar en el
ambito de las ciencias. Ademas se realizd una reconsideracion de los
experimentos aleatorios y fue creada la imprenta que permitid desarrollar
los principios de la teoria de probabilidad (Mateos y Morales, 2002).

En la Edad Moderna, matematicos italianos como Girolano Cardano (1501-
1576) y Galileo Galilei (1564-1642) contribuyeron a los inicios de la teoria
de probabilidad. En este contexto, Cardano escribio en el afo 1526 Ia
primera obra relacionada con el mundo del azar, titulada Liber de Ludo
Alae, cuya publicacién fue en el afio 1663. En su libro abordd problemas
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como calcular las diferentes posibilidades del lanzamiento de varios dados
y trabajé con los conceptos desde un enfoque clasico de la probabilidad,
logrando introducir la idea de asignar las posibilidades de obtener un
determinado resultado en relacién al niumero de posibles maneras en que
ese resultado se puede obtener (Garcia, 2005).

Por su parte, Galileo, entre los afios 1613 y 1624 escribié el libro
nombrado Sopre le Scoporte dei dadi, el cual fue publicado en el afio 1718
con el titulo Consideratione sopra il Giuco dei Dadi. En este trabajo Galileo
también se dedicd a resolver problemas sobre dados y su principal aporte
a la teoria de la probabilidad fue la creacion de la teoria de la medida de
errores. (Fernandez, 2007).

También, matematicos franceses como Blas Pascal (1623-1662) y Pierre
Fermat (1601-1665), fueron los que empezaron a formalizar la teoria de
las probabilidades, cuando un jugador conocido como caballero de Meré les
propuso un problema de reparte de apuesta sobre juegos de dados (Pérez,
2009). Estos matematicos resolvieron el problema correctamente por
medios diferentes pero equivalentes, aunque no expusieron sus resultados
por escrito.

Chrisitaan Huygens (1629 -1695), matematico holandés, inspirado en la
comunicaciéon sostenida a través de cartas con Pascal y Fermat, publicé en
1657 un tratado titulado De Ratiocinnis in ludo aleae. En este trabajo
presentd catorce proposiciones que abordaban razonamientos relacionados
a los juegos de los dados (Restrepo y Gonzalez, 2003).

De esta manera, Cardano, Pascal, Fermat y Huygens centraron su interés
por la prediccion de los juegos de azar, en establecer las leyes necesarias
para tener un juego equitativo, recurriendo de manera intuitiva en sus
analisis a la utilizacion de la distribucidon de las variables aleatorias
vinculadas y su valor esperado (Ruiz, 2013). Aunque fue Huygens, que en
las tres primeras proposiciones propuestas en su libro De Ratiocinnis in
ludo aleae, introduce el concepto de esperanza matematica de una
variable aleatoria con un numero finito (Salazar, 2014).

Es asi, que hasta el afio 1970, la variable aleatoria aln no era empleada
de forma explicita, solo se usaba la idea de esperanza matematicas y la
obtencion de distribuciones de probabilidad de algunas variables aleatorias
discretas en el contexto de juegos de azar.

Nociones de la variable aleatoria

La nocién de variable aleatoria aparecido desde los primeros intentos por
definir los conceptos generales de probabilidad. Jacob Bernoulli (1652-
1705), Abraham de Moivre (1667-1754) y Pierre Laplace (1749-1827) la
usaron implicitamente en sus teorias y conceptualizaciones, y comenzaron
a hacerla explicita en casos particulares.
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Por su parte, Bernoulli enuncié el primer teorema del limite en la teoria de
probabilidad. En su obra Ars conjectandi (1713) us6 explicitamente la
variable aleatoria, sin embargo no logré profundizar en la naturaleza de
este objeto (Ruiz, 2006, p. 139).

De Moivre, publicd en el afio 1730 la obra titulada Miscellanea Analytica,
en ella efectud estudios sobre la ley de probabilidad binomial y propuso la
primera formulacion de la ley de probabilidad normal. La profundizaciéon y
generalizacién de los problemas que abordd, le facilitd indagar el
comportamiento de las distribuciones de probabilidad de distintas variables
aleatorias.

Mientras Laplace (1778) trabajaba en proponer una mayor generalizacién
gue de Moivre sobre el teorema central del limite para variables discretas
y algunos casos de continuas, descubrido y demostrd la importancia de la
distribucién normal en la teoria de probabilidad ( Ruiz y Albert, 2013). En
el ano 1812, en su libro denominado La teoria de la probabilidad, hizo
referencia a las variables aleatorias, aunque alude a estas en el contexto
de resultados numeéricos de experimentos aleatorios.

Los primeros avances en la definicién de variable aleatoria los hizo Simoén
Poisson (1781-1840), luego Pavnutii Chebyshev (1821-1894) y Aleksandr
Liapunov (1857-1918) la explicitaron y mostraron sus propiedades.

Poisson, en el afo 1837, en su trabajo Recherches sur la probabilite des
jugements en matiere criminelle et en matiere civile, por primera vez usé
el concepto de variable aleatoria como funcién (Ruiz, 2013). El comenzé
con una variable cualitativa, definida como las posibles causas del
envejecimiento, a la cual le asocidé una variable cuantitativa a con
probabilidades conocidas.

Chebyshev en sus trabajos (1846 y 1887) utilizé de manera mas explicita
las ideas de variable aleatoria y de funcién de densidad, nombré de dos
distintas maneras a las variables aleatorias, como cantidades vy
magnitudes. Este matematico fue precursor en estimar y utilizar la nocion
de variable aleatoria y su valor esperado (Ruiz, 2006), asi como también
en hacer uso de la nocién de variable aleatoria con un caracter matematico
y en formular un enunciado para el teorema central del limite involucrando
una secuencia de variables aleatorias, ampliando el concepto de variable
en probabilidad (Fischer, 2011).

Luego, Liapunov en sus obras (1900 y 1901) aportd significativamente en
la conceptualizacién de la variable aleatoria, las identific6 y enuncié.
Comenzd a trabajar con la funciéon de probabilidad acercandose a lo que
actualmente se conoce. Este matematico, domind la funcion de
distribucién, de densidad y la distribucion de probabilidad, ademas empleé
sus caracteristicas relativas a su valor esperado y sus varianza, asi como
también manejo su operatoria, convergencia y composicion (Ruiz, 2013).
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Formalizacion matematica de la variable aleatoria

La formalizacion de la variable aleatoria, se hizo posible a principios del
siglo XX con el desarrollo de las teorias de conjuntos y de la medida.
Durante los primeros afios de este siglo, uno de los matematicos que
aportd significativamente a dicha labor es, Andrei Kolmogorov (1903-
1987). Este publicdé en el afio 1933 su obra Fundations of the Theory of
Probability, donde consolidé la axiomatizacién de la teoria de la
probabilidad vigente hasta nuestros dias con la incorporacion de las teorias
de la medida y la integracion (Ruiz, 2006). En el primer capitulo del libro,
define el campo de probabilidad y sus axiomas, fundamentales para la
formalizacién de gran parte de los conceptos probabilisticos.

A partir de lo anterior, Kolmogorov, en el capitulo tres del libro aborda de
manera formal la definicion de variable aleatoria, reconociendo su
naturaleza funcional.

Una funcidén de valor real x(¢), definida sobre el conjunto basico E, es
llamada una variable aleatoria si para cada eleccién de un nimero real
a, el conjunto {x < a} de todos los ¢ para los cuales la desigualdad x < a
es verdadera, pertenece al sistema de conjuntos 3 (Kolmogorov, 1956,
p. 22. Citado por Ruiz, 2013).

Luego Paul Lévy (1871-1956) y Valentin Petrov (1951- ) aportaron en el
desarrollo de la teoria formal de la variable aleatoria.

El matematico Lévy, en el afo 1936, publicd Sue quelques points de la
théori des probabités dénombrables, en su obra empled el término variable
aleatoria en enunciados y explicaciones, particularmente alrededor de la
suma de variables aleatorias.

Por su parte, Valentin Petrov (2002), en su libro La teoria de
probabilidades, expuso la siguiente definicion de variable aleatoria:

Considerar, un espacio de probabilidades (Q,A4,P). Llamamos variable
aleatoria a una funcién real X = X(Q) definida en el espacio de sucesos
elementales Q y tal que satisface la condicidn: {w e Q: X(Q) < x}

Para todo x real. En la terminologia del analisis real, una funcion X(Q)
gue cumple la condicién anterior, para todo x se denomina medible. De
esta forma, una variable aleatoria es una funcién real y medible sobre
los sucesos elementales. (Petrov y Mordecki, 2002, p. 55. Citado por
Ruiz, 2006).

Finalmente, Emanuel Parzen (1929-2016), en el afio 1960 publicé el libro
denominado Modern Probability Theory Ands Its Aplications. Presentd
desde el séptimo al décimo capitulo, la teoria de la variable aleatoria, en
los que abordd conceptos como variable aleatoria, esperanza de una
variable aleatoria, suma de variables aleatorias independientes vy
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sucesiones de variables aleatorias. Definidé a la variable de la siguiente
manera:

Decimos que un objeto X, es una variable aleatoria

i)si es una funcién de valores reales definidas en un espacio de
descripcidn muestral, sobre una familia de subconjuntos hayamos
definido una funcién de probabilidad P[]

ii) si para todo el conjunto boreliano B de numeros reales, el conjunto
{s: X(s) pertenece a B} pertenece al dominio P[] (Parzen, 1971, p. 300.
Citado por Ruiz, 2013).
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En este capitulo se expone el Estudio de Clases llevado a cabo,
organizado en ocho apartados.

En los dos primeros apartados se expone la problematica y objetivos del
estudio.

Posteriormente se da a conocer el marco tedrico que sustenta este
estudio y la metodologia.

Luego se presenta la planificacion de la clase con su respectivo analisis a
priori y la vinculacion de éste con los instrumentos de recogida de datos.

Continta la presentacién del analisis a posteriori y se finaliza con la
confrontacion entre los dos analisis mencionados.

2.1 Introduccion

En el presente capitulo se describe la experiencia de un Estudio de
Clases, el cual se desarrolla en el contexto de estudios de postgrado en
la Pontificia Universidad Catdlica de Valparaiso. La grabacién de videos
de las clases de matematica desarrolladas en colegios de la regién de
Valparaiso permitié analizar lo que sucedia al ensefiar el concepto
variable aleatoria en segundo medio. Asi como también portar al
desarrollo profesional docente, presentando a la comunidad una clase
innovadora, todo ello con la idea de mejorar la ensefianza aprendizaje.

Este estudio aborda la problematica relativa a las dificultades de los
estudiantes de educacion media en comprender la naturaleza funcional
del concepto variable aleatoria. Algunos antecedentes que sustentan
ésta son expuestos en el capitulo 1.

2.2 Objetivos de investigacion

En consideracién con la problematica y antecedentes presentados se
establecen los siguientes objetivos para este estudio:

Objetivo general

Realizar un Estudio de Clases que aborda el aprendizaje del concepto
variable aleatoria desde su caracter funcional, en segundo medio.

Objetivos especificos:

e Diseflar una situacion didactica que permita introducir el concepto
variable aleatoria.

e Implementar la situacion didactica.

e Analizar los datos obtenidos con base en la teoria de situaciones
didacticas
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Con base en lo anterior se propone la siguiente pregunta de
investigacion

¢Cuales son las dificultades que presentan los estudiantes para llevar a
cabo las fases de la teoria de situaciones didacticas en una clase sobre
variable aleatoria variable aleatoria en un problema asociado a la

probabilidad?

El sustento tedrico del estudio lo constituye la teoria de situaciones
didacticas (TSD) planteada por Guy Brousseau (2007). Particularmente
se emplean alguno de sus elementos para el analisis de una clase.

2.3 Marco teodrico

La TSD tiene como objetivo indagar el sistema didactico, constituido por
tres entes profesor- estudiantes- saber y sus interacciones (figura 10),
focalizandose en la dimension cognitiva y epistemoldgica. En esta terna,
el profesor es quien facilita el medio en el cual el estudiante construye
su conocimiento.

Esta teoria propone la modelizacién de la ensefianza como un proceso
centrado en la construccion del conocimiento, generado por Ila
interaccion del sujeto (alumno) y medio (Brousseau, 2007).

PR
|

Figura 10.Sistema didactico (Brousseau, 2007, p.50).

Uno de los elementos principales de la TSD, es el de situacién a-
didactica, que es aquella situacion que produce un aprendizaje por
adaptacién. La situacion a-didactica sélo puede comprenderse con
relacién a la situacion didactica, ya que la situacién didactica engloba a
las situaciones a-didacticas.

Una situacién didactica consiste en que el profesor elige una situacion o
problema con la intension que el estudiante modifique o construya un
conocimiento matematico, posteriormente el docente se involucra en
esta actividad para institucionalizar el saber adquirido. Mientras que en
la situacion a-didactica el estudiante aborda la situacién o problema de
donde emergen conocimientos.

La situacion didactica esta constituida por cuatro fases: fases de accion,
fase de formulacién, fase de validacién y fase de institucionalizacién,
descritas en la figura 11.
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Algunos elementos basales de TSD utilizados en este estudio se
organizan en el esquema expuesto en la figura 11.

Otro elemento importante, utilizado de la teoria, es el concepto de
devolucion (Brousseau, 2007), comprendido como el acto por el cual el
profesor hace que el estudiante acepte la responsabilidad de tratar de
resolver los problemas o los ejercicios cuya respuesta desconoce y
acepto el mismo la consecuencia de esta transferencia. Ademas del
concepto de contrato didactico, definido como el conjunto de reglas,
acciones establecidas implicitamente entre el profesor y estudiantes.
Abarca el conjunto de comportamientos que el docente espera del
alumno y viceversa. (Brousseau, 2007).

Esta teoria permite disefiar un plan de clase que aborda un desafio a
través de tres fases de una situacion didactica: fase de accion, fase de
formulacién y fase de institucionalizacién Cabe destacar que en la clase
no se realiza una fase de validacion, pues los estudiantes no establecen
la validez del conocimiento caracteristico de la situacién (variable
aleatoria).

En la clase se lleva a cabo una primera fase (de accion), donde el
estudiante se interesa en abordar la situacidn propuesta e intenta dar
respuesta a ella poniendo en accion conocimientos previos. La segunda
fase (de formulacidon) el estudiante comunica al equipo su estrategia y
discute entre pares para generar una estrategia comun. Una tercera
fase (exposicion y discusion de estrategias) donde cada equipo
comunica al grupo curso sus resultados, comprobando estos, llegando a
un acuerdo de ideas. Para finalizar con la cuarta fase (de
institucionalizaciéon) en la que el profesor explicita las relaciones entre el
conocimiento construido por el estudiante y el saber que desea ensefar.
Todo ello con la finalidad de observar y analizar como el estudiante
aplica sus conocimientos previos e interactie con sus pares, para
generar estrategias que permitan dar respuesta al problema, e
identificar las dificultades que emergen al introducir el concepto variable
aleatoria.
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Figura 11. Esquema sobre algunos elementos basales de la teoria de situaciones
didacticas.

2.4 Metodologia

2.4.1 Tipo de investigacion

Este estudio que se ha realizado es de corte cualitativo, de tipo
descriptivo e interpretativo (Hernandez, Fernandez, y Baptista, 2006),
ya que estuvo orientado a describir hechos ocurridos en una clase de
educacidén escolar al introducir el concepto variable aleatoria, ademas de
comprender como los estudiantes construye el conocimiento aludido e
identificar las dificultades que surgen en su aprendizaje. Se empled
como disefio el Estudio de Clases.

2.4.2 Diseiio metodologico

El Estudio de Clases, es una actividad desarrollada por un grupo de 3 o
mas profesores que favorece el desarrollo profesional docente,
mejorando las capacidades para ensenar de los profesores participantes
e impactando positivamente en los aprendizajes de los estudiantes
(Isoda y Olfos, 2009). Es un proceso ciclico constituido por cuatro fases
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interrelacionadas: identificacion del problema, planificacion de la clase,
implementacion y reflexién, como se aprecia en la figura 12.

Identificacidn del problema

v

Planificacién de la clase Reconsideracion de la clase

Evaluacion de
la clase y satisfaccion
con los resultados

Registra

. ¥
Implementacion difusion

Figura 12. Ciclo Estudio de Clases (Isoda y Olfos, 2009, p. 39)

En la fase inicial, preparacién de la clase, es identificado un tema de
ensefia problematico a tratar. En la segunda etapa, planificacion de
clase, se prepara detalladamente una clase que aborde dicho problema,
la cual se implementa en un curso en semanas posteriores. La tercera
fase, implementacién, se centra en que un profesor realiza la clase y los
demas docentes participantes observan y toman registro de ésta
respecto al plan de clase disehado en las fases anteriores. La cuarta fase
sobre reflexidn, el grupo de profesores involucrados discute el logro de
los objetivos de la clase y llevan a cabo una retroalimentacion. Esta
ultima etapa conduce a un segundo ciclo de Estudio de Clases, que
comienza con la fase de afinamiento de la leccion y otra vez, las fases
de implementacién y reflexién, de la misma manera es posible llevar
acabo un tercer ciclo y asi sucesivamente.

Particularmente en esta investigacién, el Estudio de Clases llevado a
cabo, los integrantes son tres profesores de la region de Valparaiso.
Ademads fueron desarrollados tres ciclos y se implementaron en
establecimientos educacionales distintos de dicha region. Aunque en el
presente capitulo de la monografia se expone en detalle el analisis del
segundo de estos ciclos.

Los elementos principales del segundo ciclo lo constituyeron:
inicialmente la planificacion de la clase, etapa en la que se modifico el
desafio propuesto en el primer ciclo para abordar la problematica
expuesta anteriormente. Ademas se desarrolld su respectivo analisis a
priori. Posteriormente la implementacién de la clase, fase donde el plan
de clase disefiado se aplicd a un grupo de curso del nivel segundo medio
en la quinta regién y se filmd su aplicacion. Ello conllevd la realizacién
de un andlisis a posteriori. Finalmente la etapa de contraste entre los
dos analisis, en ella se realizé una confrontacién entre el andlisis a priori
y analisis a posteriori, también se reflexiond sobre la clase en relacion a
la problematica propuesta.

27



Capitulo 2: Estudio de Clases

2.4.3 Sujetos informantes

En el segundo ciclo del Estudio de Clases, el contexto de este estudio lo
constituyd, el nivel segundo medio (15 a 16 afos) de la educacion
escolar, pues segun el curriculo nacional (MINEDU, 2009) es cuando se
introduce al alumno en el estudio de la variable aleatoria desde su
concepcién como funcidn.

Los sujetos informantes fueron 18 estudiantes del nivel segundo medio
de un establecimiento educacional de modalidad cientifico-humanista,
subvencionado de la regidon de Valparaiso, estos participaron por libre
disposicion.

2.4.4 Técnicas de recogida de datos

Para la recogida de datos se ha utilizado técnicas directas (Hernandez.,
Fernandez y Baptista, 2006), aquellas como: la observacién de
participantes a través de un video de la implementacion del desafio las
acciones de los estudiantes, es decir sus estrategias de resolucién de la
situacién

Los procedimientos llevados a cabo, alineados de acuerdo a los objetivos
especificos propuestos en este estudio, se describen en la tabla 4.

Tabla 4. Resumen de procedimientos para la recogida de datos.

Objetivos especificos Procedimientos

Realizar un analisis | -Es estudiado el concepto desde la disciplina, ademas de
preliminar del concepto | su evolucidn histérica epistemoldgica.

variable aleatoria a partir | -Se indaga en la ensefianza tradicional del concepto en
de un analisis | cuestion.

epistemoldgico, de los
textos escolares y del
curriculo nacional.

Diseflar una  situacion | Para disefar la situacion didactica:
didactica que permita | - Se considera el analisis preliminar del concepto y se
introducir el  concepto | seleccionan elementos basales de la TSD.

variable aleatoria. - Es planificada la clase, organizada a partir de algunas
fases de la TSD, en la que se incluye una situacion
(desafio).

- Se realiza un andlisis a priori de la situacidn.

Implementar la situacién | -La implementacién del desafio se realiza en el contexto
didactica y analizar los | del segundo ciclo de un Estudio de Clases. Se utiliza
datos obtenidos con base | como técnicas de recogida de datos la observacion de
a la metodologia de | participantes a través de un video y el anadlisis de las
Estudio de Clases. acciones de los estudiantes.

-Para el analisis de la implementacion de la situacién se
analizan los datos con base a las categorias a cuasi-
aprioristas definidas.

En ambos procedimientos se usa como instrumento de
recogida de datos: un cuestionario que es un desafio y
un video de la clase en que se aplico este.
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Cabe destacar que una de las instancias de recogida de datos se realizd
de manera presencial, constd de la aplicacion de un desafio (ver tabla 5)

sometido a juicio de expertos.
Tabla 5. Instrumento de recogida de datos.

Desafio
A raiz de los festejos del dia del alumno, el profesor de taller de cine del colegio Sol
Naciente desea conocer el nimero de estudiantes inscritos que tiene cada uno de los
30 apoderados del taller, por lo cual solicita la informacién a la secretaria del
establecimiento. Los resultados para tal efecto son:
NUumero de apoderados 8 13 7 2
Numero de estudiantes 1 2 3 4
La intencién es efectuar una rifa que beneficie a los alumnos, se asignara a cada
apoderado un boleto de rifa. En la celebracién del dia del alumno se realizara el sorteo
y se premiara a los estudiantes de un apoderado con entradas para el cine, pero estas
se tienen que comprar con anticipacion, pues hasta mafana estan en oferta. Por lo
tanto el profesor debe decidir cuantas tiene que comprar, con la finalidad de abaratar
costos.
Dados los conjuntos A, B y C definidos por:
A: el conjunto de 30 apoderados del taller.
B: el conjunto de cantidad de estudiantes.
C: el conjunto de posible ocurrencia de cada situacién
Defina y represente la relacién entre Ay By entre By C.

La implementacion del desafio, se desarrollé en una clase de 90 minutos
organiza a partir de algunas fases de la teoria de situaciones didacticas
como se aprecia en la tabla 6.

Tabla 6. Descripcion de las fases de la teoria de situaciones didacticas especifica para
el desafio propuesto.

Fase Descripcion

Accién Los estudiantes en trios leen y estudian el enunciado del desafio,
aplican sus conocimientos previos como espacio muestral,
sucesos, probabilidad y funcidon para identificar preliminarmente
elementos que pueden contribuir a la resolucion del desafio.

Formulacién . . . .
Los alumnos comunican ideas a su equipo, discuten y generan

una estrategia comun.

Exposicion y
discusidn de
estrategias

En plenario, tres grupos exponen y argumentan su respuesta al
desafio (el primero con respuesta incorrecta, el segundo con
respuesta incompleta y el tercero con respuesta correcta),
responden a las preguntas planteadas por el profesor. El grupo
curso logra un consenso sobre la respuesta precisa del desafio.

Institucionalizacién . .
El profesor a partir de las representaciones propuestas por los

grupos, formaliza los conceptos de variable aleatoria y funcién de
probabilidad.
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2.4.5 Técnicas de analisis de datos
Para el analisis de datos se empled la técnica de categorizacién. La

simplificacion de contenidos a categorias son de acuerdo a algunos
elementos basales de la TSD y conceptos matematicos especificos del
desafio, particularmente se definen categorias de analisis en la primera
y segunda fase de la situacion didactica disefada, pues es donde el
estudiante tiene un rol protagdnico, la fase de exposicién y discusion de
estrategias y fase de institucionalizacion son de caracter descriptivo.

En la fase de accidn el procedimiento se realiza a partir de la
identificacion preliminar de elementos conceptuales que pueden
contribuir a la resolucion del desafio, mientras que en la fase de
formulacion, se produce con base al reconocimiento de las posibles
estrategias de resolucion de este.

De esta manera las categorias cuasi-aprioristas definidas para el analisis
de datos se exponen en la tabla 7. Es importante destacar que los datos
obtenidos en la implementacién del desafio (video y producciones de los
estudiantes), son analizados con las mismas categorias. Los
procedimientos centrales que guian el proceso de analisis de los datos,
es la clasificacion en categorias, de extracto de las producciones de los
estudiantes y de la trascripcidn de las partes principales de su discurso.
Luego se interpretan los datos de cada categoria de analisis y se expone
una evidencia de ésta, particularmente constatando alguna dificultad de
aprendizaje del concepto variable aleatoria.

Tabla 7. Categorias de anélisis de datos.

Fase Categoria Descripcién

Accion ] . . - El estudiante determina todos los
Ci: El estudiante identifica )
. elementos del conjunto A como una
el espacio muestra .,
. . coleccion de elementos, representado por
asociado al experimento. -
ejemplo A= {apoderadol, ..., apoderado
30}

El estudiante agrupa los elementos del
espacio muestral segin la cantidad de
estudiantes que posee un apoderado.

C,. El estudiante clasifica
los elementos del espacio

muestral seglun la
caracteristica del
problema.

El estudiante identifica los cuatro elementos
del conjunto C y expresa la probabilidad de
ocurrencia de cada suceso.

Cs: El estudiante identifica
que los elementos del
conjunto C son
probabilidades
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C4: El estudiante identifica
gue la relacion entre los
conjuntos A y B esta

Es estudiante afirma que el conjunto B esta
representado en la primera fila de la tabla y
el conjunto A en la segunda fila.

representada en la tabla
dada.

Formulacién | Cs: El estudiante | El estudiante expresa en lenguaje cotidiano
identifican y registran en | la caracteristica o cualidad que permite
lenguaje natural la | vincular a cada suceso (elemental) con un
relacion entre los | valor numérico.
conjuntos Ay B
Ce: El estudiante El estudiante utiliza un diagrama sagital o

., | esquema en el que representar los
representa la relacion

entre en los conjuntos Ay
B en lenguaje figural

conjuntos A y B y relaciona cada elemento
del conjunto A (suceso elemental) con
Unico elemento de B (valor de la variable
{1,2,3,4})

Cy: El estudiante
representa la  relacion
entre en los conjuntos A y
B en lenguaje tabular.

El estudiante realiza una tabla de valores
donde la primera columna corresponde al
nimero de estudiantes y la segunda
columna al nimero de apoderados.

Cs: El estudiante | El estudiante expresa en lenguaje cotidiano
identifican y registran en | la correspondencia que permite asignar a
lenguaje natural la | cada valor de la variable aleatoria un valor
relacion entre los | de probabilidad.

conjuntos By C

Co: El estudiante | El estudiante utiliza un diagrama sagital o
representa la relacion | esquema en el que representar los

entre en los conjuntos B y
C en lenguaje figural

conjuntos B y C y relaciona cada elemento
del conjunto B (valor de la variable
aleatoria {1,2,3,4}) con Unico elemento de
C (valor de probabilidad)

Cio: El estudiante
representa la  relacion
entre los conjuntos B y C
en lenguaje tabular.

El estudiante realiza una tabla de valores
donde la primera columna corresponde al
niumero de apoderados y la segunda
columna a la probabilidad asociada.

2.5 Planificacion de la clase

2.5.1 Objetivo de la clase

Para la clase, se propone el objetivo conocer la variable aleatoria y la
funcion de probabilidad asociada, aunque a los estudiante se les
presentard como objetivo introducir un nuevo concepto asociado a la
probabilidad, para no darles indicios del conocimiento que se pretende
que construyan.

En dicha instancia, se aborda un desafio (ver tabla 5). Este requiere que
los estudiantes utilicen algunos de sus conocimientos previos como
experimento aleatorio, espacio muestral, sucesos aleatorios,
probabilidad cldsica y funcién, con la finalidad que comprendan el
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enunciado. Posteriormente vinculen estos conocimientos y construyan
una variable aleatoria discreta y funcidon de probabilidad asociada.

De esta manera los alumnos se introduzcan en el estudio de nuevos
conceptos probabilisticos, y el profesor a partir de las estrategias de
resolucion de la situacién, propuestas por ellos, defina la variable
aleatoria y funcién de probabilidad. A su vez se revele la vinculacion de
la variable aleatoria con otros conceptos matematicos y probabilisticos
que en ella convergen, tales como los mencionados anteriormente como
conocimientos previos, funcion de probabilidad, entre otros.

2.5.2 Descripcion y presentacion de la clase

La clase se disefia considerando elementos de la teoria de situaciones
didacticas (Brousseau, 2007), como: situacion didactica, situacién a-
didactica, fases de una situacion didactica (fase de accion-fase de
formulacién-fase de institucionalizacién), contrato didactico vy
devolucion.

La clase tiene como objetivo introducir un nuevo concepto asociado a la
probabilidad, su duracién es de 90 minutos y esta organizada en cuatro
fases:

Inicio de la clase (15 min.)

Se presenta el objetivo de la clase, el curso se organizan en grupos de
tres integrantes y entrega el material de trabajo (hoja con el desafio
impreso a cada estudiante, y un pliego de cartulina y un plumén a cada
grupo). Luego se seleccionan dos personas para leer al curso, en voz
alta el enunciado, se pregunta ¢Qué debo hacer para resolver el desafio?
¢Quién tiene dudas?

Desarrollo de la clase (55 min.)

e Primera fase (fase de accion- 10 min.): Cada grupo lee
comprensivamente el enunciado del desafio (ver tabla 1), se
interiorizan con la situacién, identificando elementos conceptuales
gue pueden contribuir posteriormente a su resolucion. Identifican el
experimento aleatorio, el espacio muestral, los sucesos compuestos
(cada uno de los subconjuntos generados de la divisidon o particion
del conjunto A segun la caracteristica de interés), el conjunto C,
particularmente que estd constituido por cuatro elementos que son
probabilidad de sucesos aleatorios, y que la relacion entre el conjunto
Ay B esta representada en la tabla propuesta.

e Segunda fase (fase de formulacién- 20 min.): Cada grupo de
estudiantes a partir de los conceptos matematicos identificados
previamente, discuten sus ideas y general una estrategia comun. La
posibles estrategias de resolucidon pueden ser representar la relacion
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entre los conjuntos en lenguaje figural, a través de un diagrama
sagital ( estrategia experta), representar la relacion entre los
conjuntos en lenguaje natural (estrategia 1), representar la relacidn
entre los conjuntos en lenguaje tabular ( estrategia 2) o representar
solo una de la relaciones pedidas, entre el conjunto B y C, en
lenguaje grafico, mediante un grafico estadistico o grafico cartesiano
funcional ( estrategia 3).

e Tercera fase (exposicién y discusion de estrategias- 20 min): Tres
grupos exponen al curso, sus estrategias de resolucion del desafio,
utilizan su papeldgrafo, el primer grupo con respuesta errdnea, el
segundo con respuesta incompleta y el tercero con respuesta
correcta. En esta instancia los grupos confrontan y comprueban las
afirmaciones expresadas previamente, reflejando el razonamiento
l6gico matematico logrado y contribuyendo a la construccién de
nuevos saberes. Se discuten con el curso sobre las diferencias,
similitudes y pertinencia de las estrategias, e identifican Ilos
papeldégrafo en que estan correctamente definida y representada la
relacién entre los conjuntos A y B y los conjuntos B y C. Cabe
destacar que en la clase no se realiza una fase de validacion, pues los
estudiantes no establecen la validez del conocimiento caracteristico
de la situacion (variable aleatoria).

e Cierre de la clase (20 min.)

Cuarta fase (institucionalizacion-20 min.): El profesor a partir de las
producciones de los estudiantes, explica la variable aleatoria y
funcion de probabilidad del desafio. Luego con la representacion de
los conjuntos A y B, explica el concepto de variable aleatoria y con la
representacién de los conjuntos B y C, explica el concepto de funcién
de probabilidad. Posteriormente el profesor define formalmente los
conceptos mencionados. Las definiciones que se presentaran a los
estudiantes se detallan a continuacion

"La variable aleatoria es una funcion X que relaciona cada resultado
de un experimento aleatorio E con un numero real, cuyo dominio es
N y cuyo recorrido es Y, donde Y € R

X:N->YCcER

Si X es una v. a discreta, entonces la funcion de probabilidad f
asociada a X esta dada por

f:R - [01]
x; = f(x) =PX =x)”

(Mufioz, Sdez, Diaz, Lopez y Astromujoff, 2014, p. 272)
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2.5.3 Plan de clase

A continuacién se presenta la planificacidn de la clase correspondiente al
segundo ciclo del Estudio de Clases llevado a cabo.

MOMENTO:
TIEMPO

ACTIVIDAD
APRENDIZAJE

INTERVENCION DOCENTE

EVALUCION DE MARCHA DE
LA CLASE

Inicio de Ila
clase:

15 min.

0. Indicaciones de la
clase

1. Se entrega a los
estudiantes hoja de
trabajo.

2. Presentacion del
objetivo de la clase:
Introducir un nuevo
concepto asociado a la
probabilidad

3.Planteamiento de la
situacion

0. Explicitar el contrato didactico

1. Entrega a cada estudiante el
desafio impreso en una hoja. Indica
la metodologia de trabajo: trabajar
en grupo de tres a cinco
integrantes. Ademas entrega a cada
grupo un pliego de cartulina y un
plumon.

2. Escribir el objetivo de la clase.

3. Presentacion de la de la clase: Se
proyecta en la pizarra la situacién
problema (PPT). Un estudiante lee
en voz alta.

3.1 Preguntar a un estudiante:
¢Qué entendid del desafio? ¢Cual es
la tarea de hoy?

3.2 Preguntar ¢Alguien tiene dudas
sobre el desafio?

Desafio

¢Los estudiantes estan atentos
a la presentacion del problema?

¢Comprenden el problema?

éSon capaces de identificar la
tarea?

éSe cumple el
planificado?

tiempo

A raiz de los festejos del dia del alumno. el profesor de taller de cine del colegio Sol
Naciente desea conocer el mimero de estudiantes inscritos que tiene cada uno de los 30
apoderados del taller. por lo cual solicita la informacién a la secretaria del establecimiento.
Los resultados para tal efecto son:

[ Niimero de apoderados | § [13 7 2 |

| Ntimero de estudiantes | 1 2 13 [4 |
La intencion es efectuar una rifa que beneficie a los alumnos, se asignard a cada apoderado
un boleto de rifa. En la celebracién del dia del alumno se realizard el sorteo v se premiard a
los estudiantes de un apoderado con entradas para el cine, pero estas se tienen que comprar
con anticipacion, pues hasta mafiana estdn en oferta. Por lo tanto el profesor debe decidir
cudntas tiene que comprar, con la finalidad de abaratar costos.
Dados los conjuntos A, B y C definidos por:
A el conjunto de 30 apoderados del taller.
B: el conjunto de cantidad de estudiantes.
C: el conjunto de posible ocurrencia de cada situacién
Defina y represente la relacién entre AyByentre By C.

i Di fiero?
Desarrollo de | 4. Solucion al | 4.1 Obs'ervallf'as estrategias dg los EIDJSe(r:‘l:itf?Qaf]o|255léocr%$?tigero'
la clase: problema grupos _|dent|f|cand9 las relaciones asociados al desafio?
4.1 Los alumnos | Gue definen (las registra). éDeterminan los elementos del
trabajan en su hoja. -Identifica elementos de conjuntos | conjunto C? (probabilidades)
Fase de ) erréneos y/o relaciones erréneas, u | ¢Definen la relacion entre el
accion ~Buscan estrategias | otra dificultad o error, y plantea | conjunto A y el conjunto B?
(10 min.) propias. devoluciones para que el estudiante | (variable aleatoria)
-Comprueban sus | se percate de su error. (_Deflnen la reIaC|9n entre el
estrategias e » ;on]u_nto By el conJu_nto C?_
; ; - - Basado en la observacion, | (Registran en la hoja posibles
Fase de | intercambian opiniones | gejecciona a tres grupos, uno representaciones?
formulacién | CON SuU companero. con respuesta errénea, uno con |
(20 min.) repuesta incompleta, uno con | ¢Logran representar la V.A
respuesta correcta pero | como una funcién?
distintas estrategia. Dos iSe cumple el tiempo
representantes de cad_a grupo planificado?
presentan su estrategia en la
pizarra.
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Anticipacion de dificultades/ Devoluciones

D;: Dificultad para identificar espacio muestral asociado a un experimento aleatorio

D,: También entendida como la dificultad para identificar los subconjunto que componen la particion del espacio

muestral.

Ds: Dificultad en asignar probabilidad a los valores de la variable aleatoria en términos de la cardinalidad de los
subconjunto que conforman la particion del espacio muestral.
D4. Dificultad para identificar funcién de probabilidad, particularmente asignarle un valor de probabilidad a cada
valor de la variable aleatoria
Ds: Dificultad para definir la variable aleatoria como relacion funcional

Momento de
exposiciéon y
discusion de
estrategias

(25 min.)

5. Trabajo en Ila
pizarra

5.2 Tres alumnos definen
las relaciones entre los

conjuntos  involucrados
en el desafio,
representan dichas
relaciones y explican
como obtuvo su
respuesta.

Est. 1 Define Ia

relacion entre A y B

5.1 La segunda columna de la
pizarra la divide en tres partes, que
seran completadas por los
estudiantes.

5.2 Pide a cada uno de los tres
grupos, seleccionados previamente,
uno a la vez que pegue en la
pizarra el papeldgrafo elaborado
con su respuesta y explique su
estrategia de resolucion al grupo
curso.

¢Los alumnos se atreven a salir
a la pizarra?

¢Explican sus estrategias?

¢Representan la(s) relacion(es)
entre los conjuntos?

¢Se interesan los alumnos en
compartir sus ideas?

¢Hay alumnos que abandonan
el desafio?

Z(::’)nsez. C, de manE;: 5.2 Va haciendo preguntas que | ¢<5¢  cumple el tiempo
dejen en evidencia las | planificado?
representa . o
incorrectamente. estrategias usadas. éCoémo
determiné la(s) relacion(es)?
Est. 2 Define | éCO6mo encontré los elementos
correctamente la | del conjunto C?
relacion entre el | . .
conjunto A y B o entre ¢Es posible represenliar en un
B y C. Representa la solo esquema o dibujo las
relacién mediante | dosraciones?
diagrama, tabla )
grafico.
Est. 3 Define
correctamente las
relaciones entre el
conjunto A y el
conjunto B y el
conjunto B y el
conjunto C.
Representa estas a
través de diagramas o
tabla.
Posibles estrategias
Respuesta experta: Representar la relacion entre los conjuntos utilizando diagrama sagital.
Estrategia 1: Representar la relacion entre los conjuntos en lenguaje natura.
Estrategia 2: Representar la relacion entre los conjuntos en lenguaje tabula.
Estrategia 3: Representar la relacion entre conjuntos en lenguaje grafico
Cierre de la | 6. Sintetizar las ideas 6.3 Se muestra la correspondencia
clase: . entre elemento de dos conjuntos | . ) .
6_.1 Se lustra en la previamente mencionada por ¢Lo_s estudiantes  participan
pizarra . la estudiantes y pregunta activamente en la clase?
correspondencia que
_Fastgt . de involucra los conjuntos A | i) éLa relacion entre los
Lnasli;:;:’:’n y B, y los conjuntos B y | elementos de dos conjuntos del | ;| os estudiantes identifican que

(20 min.)

C, a través de diagramas
(en caso de no haberlo
propuesto un estudiante)

desafio podria ser una funciéon?
[Se espera que los estudiantes
consideren la def. de funcion y
respondan que cada apoderado le
corresponde solo una cantidad de

las relaciones definidas

funciones?

son
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6.2 Se destaca las
relaciones definidas por
los tres estudiantes.

6.3 éLa relaciéon entre
los elementos de los
conjuntos podra
representar una
funcion? éQué
caracteristica debe
tener una relacion de
conjuntos para que
sea una funcion?

6.4 ¢Cuantas funciones
observas?

6.5 Introduccion del
concepto nuevo
“Variable aleatoria”

estudiantes o que cada grupo de
apoderados con una numero
especifico de estudiantes tienen una
Unica posibilidad de ganar las
entradas].

ii) Se pregunta a algunos
estudiantes: &éQué caracteristica
debe tener una relacion de
conjuntos para que sea una
funcion? [Se espera que los
estudiantes respondan que
todos los elementos del
conjunto A tengan una unica
imagen en el conjunto B]

6.4 Se espera que reconozcan dos
funciones, una asociada a los
conjuntos A y B, y otra asociada a
los conjuntos B y C. [Se espera que
los estudiantes encuentren dos
relaciones entre conjuntos que
ademas cumplen con ser funciones
y que logren categorizarlas segun
sus caracteristicas. Entre A y B que
relacionan un elemento con un
nimero real y entre B y C un
numero real y la probabilidad
asociada]

6.5 Las funciones que aparecen
en el problema, son funciones
especiales una reciben el
nombre de "Variable Aleatoria”
(Relacion entre los elementos
del conjunto A y B) y la otra
“"Funcién de Probabilidad”
(Relaciéon entre los elementos
del conjunto By C)

Una variable aleatoria es una
funcion cuyo dominio es el
espacio muestral Q y recorrido
es B, que relaciona a cada
resultado de un experimento
aleatorio, con un numero real.

X:2-BCcR

éLos estudiantes asignan un
nombre a las  funciones
identificadas?

éiSe cumple el
planificado?

tiempo

PIZARRA DE LA CLASE

Fecha
Objetivo

Estrategias de los estudiantes

Desafio

Relacién(es)
definida(s)

Representacién

Relacién(es)
definida(s)

Representacidn

Relacién(es)
definida(s)
Representacién

Conclusiones de la
actividad

Def. de variable aleatoria

Def.
probabilidad

de funcion de
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2.5.4 Analisis a priori

El anadlisis a priori al cual se hace referencia considera los siguientes
elementos:

Matematica involucra en el desafio

Respuesta experta para resolver el desafio

Posibles estrategias de los estudiantes para resolver el desafio
Dificultades, errores y devoluciones para el desafio

A continuacion se desarrollan cada uno de estos elementos.

Matematica involucrada en el desafio

La matematica en juego en el desafio corresponde a:

Experimento aleatorio: Corresponde a sortear una rifa.

Espacio muestral: Apoderados del taller, conjunto A= {apoderado 1,
apoderado 2, ...... , apoderado 29, apoderado 30}

Particidn de un conjunto: Se obtiene la particion del conjunto de
apoderados que tienen inscritos el mismo nimero de estudiantes.
Sucesos compuestos: Apoderados con el mismo numero de
estudiantes , es decir son 4 sucesos, el conjunto de apoderados que
tienen un estudiante inscrito, el conjunto de apoderados que tienen
dos estudiantes inscritos, el conjunto de apoderados que tienen tres
estudiantes inscritos y el conjunto de apoderados que tienen cuatro
estudiantes inscritos.

Dominio de una funcidn: En la relacion entre los conjuntos A y B, el
dominio corresponde al conjunto A de 30 apoderados del taller.
Entre los conjuntos B y C, es el conjunto B cantidad de estudiantes
B={1, 2, 3, 4}

Recorrido de una funcidn: En la relacidén entre los conjuntos A y B, el
recorrido corresponde al conjunto B. Entre los conjuntos B y C, el
conjunto C de posible ocurrencia de cada situacion.

Funcion: La relacion entre los conjuntos A y B, es el niumero de
estudiantes que tiene inscrito en el taller cada apoderado. La relacion
entre los conjuntos B y C, es la probabilidad que tiene un apoderado
de ganar la rifa segln la cantidad de estudiantes que posee inscritos
en el taller.

Definicién cldsica de probabilidad: A los valores de la variable
aleatoria {1, 2, 3, 4}, asignarle un valor de probabilidad en términos
de la cardinalidad de los subconjunto que conforman la divisidon del
espacio muestral, utilizando la regla de Laplace.

Los conocimientos previos que el estudiante debe aplicar para responder
el desafio se organizar en la tabla 8, en correspondencia con el nivel
educativo en que se introduce el concepto.
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Tabla 8. Conocimientos previos en la situacién problemas n°1 y nivel educativo

introducido
Concepto matematico Nivel educativo
Experimento aleatorio 7° basico
Espacio muestral 7° basico
Suceso aleatorio 7° basico
Probabilidad clasica: Regla de Laplace 7° basico
Funcion 8 basico y 1° medio
Dominio de una funcién 1° medio
Recorrido de una funcion 1° medio

Los conocimientos que se pretenden construir con el desafio son una
variable aleatoria y la funcién de probabilidad asociada, enfatizando en
la representacion figural de estas funciones.

Respuesta experta para resolver el desafio
i) Se define por extension los conjuntos A, By C.

Sea el espacio muestral A= {apoderado 1, apoderado 2, apoderado 3,
apoderado 4, apoderado 5, apoderado 6, apoderado 7, apoderado 8,
....., apoderado 29, apoderado 30}

Sea el conjunto de cantidad de estudiantes B= {1, 2, 3, 4}

. . . . .7 8 13 7 2
Sea el conjunto de posible ocurrencia de cada situacion C = {— =, = —}

30 "30”30°30
i) Se define las relaciones entre los conjunto Ay B

Sea la variable aleatoria X: cantidad de estudiantes que posee un
apoderado

iii) Se realizan una division de todos los elementos del conjunto A segun
la caracteristica de interés, estudiantes que tienen inscritos los
apoderados, formandose sucesos compuestos.

A, = {Apoderados que posee un estudiante inscrito en el taller}

Donde Aj;={apoderado 1, apoderado 2, apoderado 3, apoderado 4,
apoderado 5, apoderado 6, apoderado 7, apoderado 8}

A, = {Apoderados que posee dos estudiante inscrito en el taller}

Donde A,={apoderado 9, apoderado 10, apoderado 11, apoderado 12,
apoderado 13, apoderado 14, apoderado 15, apoderado 16, apoderado
17, apoderado 18, apoderado 19, apoderado 20, apoderado 21}

A; = {Apoderados que posee tres estudiante inscrito en el taller}

Donde As= {apoderado 22, apoderado 23, apoderado 24, apoderado 25,
apoderado 26, apoderado 27, apoderado 28}

A, = {Apoderados que posee cuatro estudiante inscrito en el taller}
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Donde A;= {apoderado 29, apoderado 30}

Asi A= {{apoderado 1, apoderado 2, apoderado 3, apoderado 4,
apoderado 5, apoderado 6, apoderado 7, apoderado 8}, {apoderado 9,
apoderado 10, apoderado 11, apoderado 12, apoderado 13, apoderado
14, apoderado 15, apoderado 16, apoderado 17, apoderado 18,
apoderado 19, apoderado 20, apoderado 21}, <{apoderado 22,
apoderado 23, apoderado 24, apoderado 25, apoderado 26, apoderado
27, apoderado 28}, {apoderado 29, apoderado 30} }.

iv) Se define las relaciones entre los conjunto By C

Sea la funcidon de probabilidad f: probabilidad que un apoderado con b
estudiantes sea seleccionado.

v) Se representa la relacidon entre los conjunto Ay B y entre B y C.
A X B f C

7\ 7\
Al '\/;\
N L,
N

| L,

S\

Figura 13. Diagrama sagital de la variable aleatoria y funcién probabilidad del desafio

Posibles estrategias de los estudiantes para resolver el desafio

Ademas de la respuesta experta, se identificaron tres posibles
estrategias de los estudiantes para resolver el desafio.

Estrategia 1: Representar la relacion entre los conjuntos en
lenguaje natural

Considerar la relacidon entre el conjunto A y B como el nimero de
estudiantes que tiene un apoderado.

Considerar la relacion entre el conjunto B y C como la posibilidad que un
apoderado con “b” estudiantes sea seleccionado

Estrategia 2: Representar la relacion entre los conjuntos en
lenguaje tabular
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Tabla 9. Variable aleatoria y funcion de probabilidad del desafio

A B C
Apoderados del taller NGamero de | Distribucion
estudiantes de
inscritos (x) | probabilidad
apoderado 1, apoderado 2, apoderado 3, 1 8
apoderado 4, apoderado 5, apoderado 6, 30
apoderado 7, apoderado 8.
apoderado 9, apoderado 10, apoderado 11, 2
apoderado 12, apoderado 13, apoderado 14, 13

apoderado 15, apoderado 16, apoderado 17, —

apoderado 18, apoderado 19, apoderado 20, 30

apoderado 21.

apoderado 22, apoderado 23, apoderado 24, 3 X

apoderado 25, apoderado 26, apoderado 27, 30

apoderado 28.

apoderado 29, apoderado 30 4 2
30

Estrategia 3: Representar la relacion entre los conjuntos en
lenguaje grafico

Esta estrategia es incompleta, pues solo se representa la relacién entre
los conjuntos B y C, es decir la funcidon de probabilidad, a través de un
grafico cartesiano funcional (figura 14) o grafico estadistico, como
grafico de barra (figura 15.1) o histograma (figura 15.2).

Grafico cartesiano funcional

probabilidad

mimero de
0 1 2 3 4 estudiates

Figura 14. Grafico cartesiano de la funcién de probabilidad asociada a la variable
aleatoria del desafio

Grafico estadistico
0,5 ‘
= | I =

1 2 3 4

Numero de estudiantes inscritos

Probabilidad

Figura 15. 1 Grafico de barra de la funcion de probabilidad asociada a la variable
aleatoria del desafio
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0,6
0,4
0,2

Probabilidad

1 2 3 4

Numero de estudiantes inscritos

Figura 15.2 Histograma de la funcion de probabilidad asociada a la variable aleatoria

del desafio

Dificultades, errores y devoluciones para el desafio

Las posibles dificultades y errores que pueden presentar los estudiantes
al abordar el desafio, se organizar con su respectiva devolucion en la

tabla 10.
Tabla 10. Limitaciones de aprendizaje y devoluciones para el desafio del Estudio de
Clases.
Concepto Dificultad Error Devolucién
Espacio Dq: Dificultad | E;:  Identificar como | éCudnto apoderados
muestral para identificar | espacio muestra del | tienen inscritos en el
espacio muestral | experimento la | taller a estudiantes?
asociado a un | cardinalidad de los | éCuales son los
experimento sucesos compuestos. elementos del
aleatorio El estudiante afirma que | conjunto?
(Batanero, el espacio muestral es
2001). A= {8,13,7, 2}
E,: Identificar el espacio | Considere el curso 2°
muestra asociado al | medio ¢CoOmo puedo
experimento como una | representar el conjunto
coleccién de nameros. de los estudiantes que
El estudiante determina | utilizan lentes? éCuales
todos los elementos del | son los elementos?
conjunto A como una | ¢{Quién puede
colecciéon de niumeros representarlo en el
A= {1, .., 30} pizarron?
Suceso D,: Dificultad | Es: El estudiante | éCuales son los
aleatorio para identificar | reconoce que hay 4 |elementos del conjunto
compuesto/ los sucesos | sucesos compuesto en | A? éCuantos elementos
Particion del | aleatorios el espacio muestral, | tiene?
espacio compuestos pero los representa | ¢Cudntos elementos
muestral. asociado al | como su cardinalidad. / | tienen el conjunto A
espacio El estudiante reconoce | que usted definio?
muestral/ que el espacio muestral | EI numero 8 ¢a qué
También se ha particionado, | corresponde en el
entendida como | quedando constituido | desafio?
la dificultad para | por cuatro subconjunto,
identificar los | aunque representa cada

subconjunto que

uno de ellos con su
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componen la | cardinalidad.
particion del | Ejemplo: el estudiante
espacio muestral | afirma que el espacio
(Fernandez, muestral es
Andrade y | A={8, 13,7, 2}
Sarmiento,
2013).
Calculo D5: Dificultad en | Ey: El estudiante | é¢Cuantos elementos
probabilidad asignar identifica como numero | posee el conjunto A
probabilidad a | de casos posibles a 63 | (espacio muestral)?
los valores de la | apoderados, por | Se realiza el sorteo de
variable aleatoria ejemp|ol la rifa ¢éCudl es la
en términos de la 63 posibilidad de obtener
cardinalidad de un boleto de un
los subconjunto apoderado con tres
que conforman la estudiantes en el taller
particion del de artes?
espacio
muestral.
(Fernandez,
Andrade,
Montafnez,
Beltran y
Zamora, 2011).
Funcion de | D4 Dificultad | Es: estudiante define la | ¢CoOmo estd definido el
probabilidad para identificar | relacion entre los | conjunto B?
funcién de | conjuntos A y C (| ¢éCuantos elementos
probabilidad, probabilidad definida | tiene el conjunto B?
particularmente sobre el espacio | ¢Cuales son los
asignarle un | muestral) en vez de | elementos del conjunto
valor de | definir la relacion entre | B?
probabilidad a | los conjuntos B y C (
cada valor de la | funcién de probabilidad
variable aleatoria | asociada a la variable
(Ruiz, 2006) aleatoria)
Variable Ds: Dificultad | E¢: El estudiante define | Lea el primer parrafo
aleatoria para definir la|la relacion entre los | enunciado del
variable aleatoria | conjuntos A y B, como | problema.
como relacion | la relacién del conjunto | éQué informacion
funcional B a un conjunto A | necesita saber en el
(Fernandez, (B—>A) o que es la|colegio?
Andrade y | cantidad de apoderados | En la relacién que ha
Sarmiento, que tiene cada alumno. | definido ¢Puede
2013). Por ejemplo 1 alumno | observar o conocer esa

tiene 8 apoderados, 2
alumnos tienen 13
apoderados, 3 alumnos
tienen 7 apoderados y 4
alumnos tienen 2
apoderados.

relacion?
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2.6 Vinculacion del analisis a priori con los instrumentos de
recogida de datos

En el analisis a priori desarrollado previamente, se identificd la
matematica en juego en el desafio, se previeron los comportamientos
posibles de los estudiantes al abordar este y se propusieron
devoluciones ante algunas dificultades o errores que podian surgir. Cabe
destacar que en esta instancia solo se alude al primer y segundo
aspecto mencionado, ya que son estos los que permitieron establecer
las categorias de analisis de datos.

Entre los conceptos matematicos que se identificaron previamente se
consideraron: espacio muestral, sucesos, calculo de probabilidad y
funcion. La identificacion de estos elementos posibilitd establecer cuatro
categorias de andlisis en la fase de accién de la situacion didactica
(Brousseau, 2007), (ver tabla 11). El reconocer por parte de los
estudiantes estos elementos, cuando realizaron una lectura comprensiva
del cuestionario, dan cuenta como ellos se interiorizaron con el desafio
en la primera fase de la TSD.

Se determinaron tres posibles estrategias de resolucion del desafio:
respuesta experta (representar la relacién entre los conjuntos utilizando
diagrama sagital), estrategia 1 (representar la relacidn entre los
conjuntos en lenguaje natural) y estrategia 2 (representar la relacion
entre los conjuntos en lenguaje tabular). Estas hicieron posible
establecer seis categorias de analisis en la fase de formulacién de la
situacion didactica (Brousseau, 2007), como se aprecia en la tabla 12.

Es importante mencionar que los datos obtenidos en la aplicacidon de los
instrumentos (cuestionario y video de la aplicacién de la clase) fueron
analizados con las mismas categorias de analisis expuestas en la tabla
11 y tabla 12.

El anclaje entre el instrumento de recogida de datos, particularmente el
cuestionario y categorias de analisis, se resumen en la tabla 11 y tabla
12.

Tabla 11. Clasificacién del cuestionario de acuerdo al analisis a priori en la fase de
accién.

Instrumento Identificacion | Fase Categoria
de conceptos
matematicos

Cuestionario: Lectura comprensiva Accidn Ci: El estudiante
del enunciado. Espacio muestral identifica el espacio
muestra asociado al
experimento.

Suceso Accidn Co. El estudiante
compuesto clasifica los elementos
(Par.t|C|on de un del espacio muestral
conjunto)
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Desafio
A raiz de los festejos del dia del alumno, el profesor de taller de
cine del colegio Sol Naciente desea conocer el nimero de
estudiantes inscritos que tiene cada uno de los 30 apoderados del
taller, por lo cual solicita la informacidn a la secretaria del

Los Itados para tal efecto son:
Numero de apoderados | 8 13 7 2
Nimero de di 1 2 3 4

La intencidn es efectuar una rifa que beneficie a los alunmos, se
asignard a cada apoderado un boleto de rifa. En la celebracion del
dia del alumno se realizard ¢l sorteo y se premiard a los
estudiantes de un apoderado con entradas para el cine, pero estas
s¢ tienen que comprar con anticipacion, pues hasta mafiana estén
en oferta. Por lo tanto el profesor debe decidir cudntas tiene que
comprar, con la finalidad de abaratar costos,

Dados los conjuntos A, B y C definidos por:

Az el conjunto de 30 apoderados del taller.

B: el conjunto de cantidad de estudiantes.

C: el conjunto de posible ocurrencia de cada sitvacidn

Defina y represente la relacion entre A v B y entre By C.

segun la caracteristica

de interés del
problema.

Calculo de | Accién Cs: El  estudiante

probabilidad identifica que los
elementos del conjunto
C son probabilidades

Funcion Accion Cs: El  estudiante
identifica que la
relacion entre los

conjuntos A y B esta
representada en la
tabla dada.

Tabla 12. Clasificacion del cuestionario en la fase de formulacién, de acuerdo al analisis

a priori.

Instrumento Estrategia Fase Categoria
Cuestionario: Requerimiento Estrategia 1: Formulacion | Cs: El estudiante
Representar la identifican e indica en
Desafio i i
A raiz de los festejos del dia del alunmne, el profesor de taller de relacion ) entre lengL_I?Je natural la
cine del colegio Sol Naciente desea conocer el nimero de IOS C0n_'|untOS re|aCIOn entre |OS

estudiantes inscritos que tiene cada uno de los 30 apoderados del
taller, por lo cual solicita la informacidn a la secretaria del

en lenguaje

conjuntos Ay B

asignard a cada apoderado un boleto de rifa. En la celebracion del
dia del alumno se realizard ¢l sorteo y se premiard a los
estudiantes de un apoderado con entradas para el cine, pero estas
s¢ tienen que comprar con anticipacion, pues hasta mafiana estén
en oferta. Por lo tanto el profesor debe decidir cudntas tiene que
comprar, con la finalidad de abaratar costos,

Dados los conjuntos A, B y C definidos por:

Az el conjunto de 30 apoderados d
B: el conjunto de cantidad de estudiantes.

er.

C: el conjunto de posible ocurrencia de cada sitvacidn
Defina y represente la relacion entre A v B y entre By C.

Representar la

Los Itados para tal efecto son: natu ral
NG o derados | 8 13 7 2 7 -
Nomere de c.tudiantes [T 12— 13 7 Respuesta Formulacion | Ce: El estudiante
La intencién es efectuar una rifa que beneficie a los alumnos, se experta . rep resenta |a relaclo’n

entre en los conjuntos

relacion entre A y B en lenguaje
los conjuntos figural

utilizando

diagrama

sagital

Estrategia 2: | Formulacién | C;: El estudiante
Representar la representa la relacion

relacion entre

entre en los conjuntos

los conjuntos A y B en lenguaje
en lenguaje tabular.

tabular

Estrategia 1: Formulaciéon | Cg: El estudiante
Representar la identifican e indica en
relacion entre lenguaje natural la
los conjuntos relacion entre los

en lenguaje
natural

conjuntos By C

Respuesta
experta:
Representar la

Formulacion

Co: El estudiante
representa la relacion
entre en los conjuntos

relacion entre B y C en lenguaje
los conjuntos figural

utilizando

diagrama

sagital

Estrategia 2: | Formulacién | Cyo: El estudiante
Representar la representa la relacidn

relacion entre
los conjuntos
en lenguaje
tabular

entre los conjuntos B y
C en lenguaje tabular.
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2.7 Analisis a posteriori

En el presente apartado se expone el analisis de datos obtenidos en la
implementacion de la clase y los resultados conseguidos, en relacién a la
problematica propuesta.

En una primera etapa, se realiza una descripcion de la implementacién
de la clase.

En una segunda etapa, se presenta el anadlisis de resultados. Para la
reduccion de la informacién, las respuestas que iban dando los grupos
de estudiantes en el transcurso de la resolucién del cuestionario
(desafio), observadas en sus producciones o discurso (video de la
implementacion de la clase), fueron clasificadas conforme a las
categorias previamente establecidas. Luego se analizaron los conceptos
matematicos y estrategias que manifesté cada grupo de alumnos al
resolver el desafio. Para ello, se describe el actuar de los grupos de
estudiantes con base a las categorias de analisis y se expone una
evidencia para cada una de estas.

En una tercera etapa, se declaran los resultados del estudio, momento
centrado principalmente en la interpretacion que se hace de las
respuestas que los grupos de estudiantes dieron a medida que fueron
resolviendo el desafio (cuestionario), haciendo notar el conocimiento
matematico empleado y dificultades que emergieron.

En una cuarta y ultima etapa se realiza la discusién de los resultados.

2.7.1 Descripcion de la implementacion de la clase

En la implementaciéon de la clase, los estudiantes se organizaron en
cinco grupos, como se aprecia en la tabla 13.

Tabla 13. Organizacion de un curso de 22 estudiantes en grupos.

Grupo Cantidad de estudiantes

G1

G2

G3

G4

Wi~ 1|

G5

Total 22

En la aplicacion de la clase se llevaron a cabo los siguientes momentos:
inicio de la clase, desarrollo de la clase (fase de accion-fase de
formulacion-momento de exposicidon y discusién de estrategias) y por
ultimo el cierre de la clase (institucionalizacién).

Aunqgue en el cierre de la clase solo se logré implementar hasta la fase
de sintetizar ideas donde los estudiantes discutieron, y argumentaron
porque las relaciones identificadas y representadas previamente en el
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desafio corresponden a funciones, todo ello en un tiempo de 90 minutos.
No se alcanzé a formalizar los conceptos de variable aleatoria y funcién
de probabilidad.

2.7.2 Analisis y sintesis de resultados

En este apartado, las respuestas al desafio de cinco grupos de
estudiantes, organizados como se aprecid en la tabla 13, fueron
clasificadas en diez categorias anteriormente expuestas, a partir de la
fase de accién y fase de formulacion de TSD, como se expone en la
tabla 14. Cabe mencionar que este proceso se realizd a partir de
estrategias dados por grupos de alumnos, posterior a que fueron
planteadas algunas devoluciones al curso o estudiantes por parte del
docente.

Tabla 14. Clasificacién de los conceptos matematicos y estrategias utilizadas por los
estudiantes para responder al desafio.

Fase Categoria Grupo
Accion C;: El estudiante identifica el espacio muestra | G;-G,-G3-G4
asociado al experimento. (17 estudiantes)
Accién C,. El estudiante clasifica los elementos del espacio | G;-G,-G3-G4
muestral segun la caracteristica del problema. (17 estudiantes)
Accién Cs: El estudiante identifica que los elementos del | G;-G, -Gy (13
conjunto C son probabilidades estudiantes)
Accién C,4: El estudiante identifica que la relacién entre los | G, (5 estudiantes)
conjuntos A y B estd representada en la tabla
dada.
Accidn Cs: El estudiante identifican e indica en lenguaje | G;-Gs ( 9estudiantes)

natural la relacion entre los conjuntos Ay B

Formulaciéon | Ce: El estudiante representa la relaciéon entre en | G; -Gs (9 estudiantes)
los conjuntos A y B en lenguaje figural

Formulacién | C;: El estudiante representa la relaciéon entre en | G, (5 estudiantes)
los conjuntos A y B en lenguaje tabular.

Formulacion | Cs: El estudiante identifican e indica en lenguaje | G;- G4 (8 estudiantes)
natural la relacién entre los conjuntos By C

Formulacion | Co: El estudiante representa la relacidon entre en | G; (5 estudiantes)
los conjuntos B y C en lenguaje figural

Formulacion | Cio: El estudiante representa la relacién entre los | G, (5 estudiantes)
conjuntos B y C en lenguaje tabular.

No responde Gs (5 estudiantes)

En la fase de accién, inicialmente cuatro grupos (Gi,G, G3y Gs)
identificaron como espacio muestra la cardinalidad de los cuatro sucesos
compuestos que lo conforman (o cardinalidad de los cuatro
subconjuntos al realizar una particidon en A), (ver figura 16). Después de
realizar la devolucién prevista en el plan de clase, fue posible clasificar a
cuatro grupos en la categoria C;, aunque dos de ellos (G;yG,),
identificaron el espacio muestral asociado al experimento como una
coleccion de niumeros (ver tabla 15).
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Figura 16. Identificacion del espacio muestral de G; antes de plantear devolucion al

Ccurso.

Ademas en la fase se accidn, solo a tres grupos (G,, Gy, G,) identificaron
que el conjunto C estd compuesto por probabilidades de sucesos y
determinaron sus cuatro elementos, clasificandolos en la categoria C;.
Dos grupos (G,yGs) representaron las probabilidades a través de
porcentajes y un grupo (G;) como cociente entre el nimero de casos
favorables del suceso y numero de casos posibles (ver tabla 15).

Tabla 15. Evidencias de grupos en algunas categorias de la fase de accion.

Fase

Categoria

Grupo | Evidencia Concepto
matematico
G G;
Espacio
Accion muestral
Gz

Gs

G4 -
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Cs G, Calculo de
probabilidad

G2

Ga

En la fase de formulacidon, tres grupos (G, G, G3) identificaron en el
desafio la variable aleatoria, dos de ellos (G,yGs) representaron la
relacién entre los conjuntos A y B en lenguaje natural (Cs) y lenguaje
figural (C¢) a través de un diagrama sagital o esquema. Ademas solo un
grupo (G;) representd dicha relacion a través de una tabla (C,), (ver
tabla16).

También en la fase de formulacion, tres grupos (G,, G,y G,) reconocieron
la funcion de probabilidad asociada a la variable aleatoria, dos de ellos
(G, y G,) representaron la relacién entre los conjuntos B y C en lenguaje
natural (Cg). Ademas el grupo G; representd la relacion en lenguaje
figural mediante un diagrama sagital (Cy), (ver tabla 6). Es importante
destacar que la respuesta del grupo G,, fue clasificada en la categoria
Ci0, Ya que se identificaron en ella elementos de la estrategia 2, como el
hecho de que una de las columnas de la tabla corresponde a la
probabilidad. Ademas en su discurso evidenciaron haber reconocido la
funcién de probabilidad (ver tabla 16), aunque precisamente en la tabla
representaron la funcidn compuesta entre el espacio muestral y la
probabilidad.
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Tabla 16. Evidencias de grupos en cada categoria de la fase de formulacién.

Fase Categoria | Grupo | Evidencia Estrategia
Formulacién | Cs G, Estrategia 1:
Representar la
relacion entre los
conjuntos en
lenguaje natural
| .
Ce G, Respuesta
experta:
Representar la
relacion entre los
conjuntos en
lenguaje figural
Gs
C, G, Estrategia 2:
Representar la
relacion entre los
conjuntos en
lenguaje tabular.
Cs G, Estrategia 1:
Representar la
relacion entre los
conjuntos en
lenguaje natural
Gs
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Co G, Respuesta
experta:
Representar la
relacion entre los
conjuntos en
lenguaje figural
Cio Gz Estrategia 2:
Representar la
relacion entre los
conjuntos en
lenguaje tabular.
“"Por ejemplo la probabilidad
de un apoderado que tiene
un hijo gane la rifa”.

2.7.3 Principales resultados

A continuacion se exponen los principales resultados sobre el analisis de
desarrollado anteriormente.

En la fase de accién, se identificaron entre los conceptos que
permitieron a los alumnos interiorizar el desafio: el espacio muestral,
suceso compuesto (particién de un conjunto) y calculo de probabilidad.
Un ejemplo de ello lo muestra la figura 17

Figura 17. Respuesta al desafio de G;

También en dicha instancia, se establecid6 que los estudiantes
presentaron dificultad para identificar el espacio muestral del
experimento aleatorio. Después que se planted al curso la devolucion
prevista en el plan de clase, la mayoria de los grupos (4 grupos) logré
identificar la cardinalidad del espacio muestral, pero continuaron
describiendo sus elementos como una colecciéon de nimeros (2 grupo) y
no como una coleccién de personas (ver figura 18)

Figura 18. Identificacion del espacio muestral de Gq4
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Ademas, los estudiantes presentaron dificultad para identificar
probabilidad de sucesos, ya que solo tres grupos identificaron que los
elementos del conjunto C son probabilidades, un ejemplo de eso se
aprecia en la figura 19. Sin embargo, estos grupos realizaron una
correcta comprension del objeto matematico, que expresaron en forma
de porcentaje (reconociendo que es una parte del 100%) o
representaron como cociente (distinguiendo que es una parte de la
unidad).

Figura 19. Identificacion del conjunto C de G4

En la fase de formulacion se aprecia, en las producciones o discurso de
los grupos, que solo un grupo no respondié al requerimiento (ver figura
20). Los cuatro grupos restantes, que abordaron el desafio, utilizaron
entre sus estrategia para representar a la variable aleatoria, el lenguaje
natural, lenguaje figural o lenguaje tabular.

Figura 20. Respuesta al desafio de Gs

Finalmente, en la segunda fase, fue posible identificar dificultad
asociada a aplicar el concepto de funcidn real en el contexto de
probabilidad. Solo tres grupos identificaron la funcién de probabilidad,
un ejemplo de esto se expone en la figura 21. Uno de ellos (grupo G,) la
representdé en lenguaje natural y figural, otro grupo (G,) lo hizo
empleando sélo el lenguaje natural y el restante (grupo G,) empleé el
lenguaje tabular. Aunque el grupos G,, representd en su hoja la funcién
compuesta entre el espacio muestral y la probabilidad, aprecidndose una
complejidad epistemoldgica relacionada a la composiciéon de funcion el
dicho contexto.

Figura 21. Identificacidén de la funcion de probabilidad de G;
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2.7.4 Discusion

Entre los resultados de este estudio se consideran, las identificacion de
dificultades que surgen cuando se enfrentan a un problema vinculado
con la variable aleatoria (de manera implicita) y contenidos matematicos
relacionados.

Entre las dificultades identificadas se encuentra dificultad en identificar
elementos del espacio muestral, como también se evidencian en el
trabajo de Batanero (2001), la cual afirma que los estudiantes pueden
tener dificultades en identificar todos los posibles resultados de un
experimento, es decir el espacio muestral como conjunto de todas las
posibilidades.

También se evidencid la dificultad en identificar las probabilidades de
sucesos, constatada por Fernandez, Andrade, Montafiez, Beltran y
Zamora (2011) y Vasquez (2014).

Del mismo modo, se constatd la dificultad asociada a la comprension de
funciones conjunto de valor real, cuando debe aplicar en un contexto de
probabilidad, como también se aprecia en (Jiménez y Rupin, 2013). En
particular se observd, dificultad en relacionar el recorrido de la variable
aleatoria con el conjunto de probabilidades que ésta toma en cada uno
de sus posibles valores. Sobre esto ultimo, Ruiz (2006) identifica que la
dificultad de asignar probabilidades a los valores de la variable aleatoria
puede deberse a que el estudiante no podria desvincular la probabilidad
de su calculo a través de la regla de Laplace, y por lo tanto olvidar su
interpretacion como la razén entre los favorables y los posibles, asi
como también por no poder desligar el valor de la variable aleatoria (en
el desafio propuesto numero de estudiantes) de los eventos (apoderados
con ese numero de estudiantes), lo que repercute en que no represente
el conjunto de los estudiantes con un nimero (el valor de la variable
aleatoria correspondiente).

Como resultado de la implementacion del desafio se evidencid la
utilizacion implicita de la variable aleatoria sin haber sido definida
previamente (Ruiz, 2006).

2.8 Contraste entre analisis a priori y posteriori

Sobre la gestién de la clase, la fase de institucionalizacion no se llevd a
cabo como estaba prevista, ya que el momento de la fase de accién-
fase de formulacién tuvo una duraciéon de 40 minutos, 10 minutos mas
de lo planificado. Esto se debié a que los estudiantes presentaron
dificultad en identificar el espacio muestral del experimento aleatorio.

En las estrategias de resolucién desarrolladas por los grupos de
estudiantes para dar respuesta al desafio, se apreciaron elementos de
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tres estrategias propuestas en el analisis a priori: respuesta experta,
mediante el uso de diagrama sagital o esquema; estrategia 1, haciendo
uso del lenguaje natural (cotidiano); estrategia 2, a través de la
utilizacidn de tablas.

Particularmente, ninguno de los grupos de estudiantes representd la
relacion entre los conjuntos B y C a través de un grafico estadistico o
cartesiano, como se propuso en el analisis a priori (estrategia 3).

Cabe destacar que dos grupos (8 estudiantes) en su estrategia de
resolucion, para determinar los elementos del conjunto C, aplicaron
proporcidn directa y representaron cada uno de sus cuatro elementos a
través de porcentajes, aspecto no considerado en el analisis a priori.

A demas se reflexiond en torno a la puesta en practica del plan de clase
y se acordd modificar los tiempos destinado a cada momento de la
leccién, para en una proxima implementacion lograr llevar a cabo en su
totalidad el plan disefiado. Ademas de establecer que en la Ultima etapa,
institucionalizacién, la formalizacion del concepto variable aleatoria se
realice considerando las produccién de los estudiantes, explicar el
concepto y cada uno de los términos matematicos relacionados a ésta a
partir de las estrategias de los alumnos plasmadas en papeldografo, mas
que la presentacion de una definicidon mediante simbolos matematicos.

A continuacion, en el tercer capitulo se presenta la secuencia didactica
disefada.

2.9 Conclusiones sobre los objetivos y pregunta de
investigacion

En este capitulo, se presentan las principales conclusiones del estudio
entorno a los objetivos de investigacion.

Sobre el primer objetivo especifico propuesto "disefiar una situacion
didactica que permita introducir el concepto variable aleatoria”. El
estudio del curriculo, textos escolares y epistemologia del concepto,
sirvieron como sustento para la creacién de la situacién didactica.
Aquella es un desafios propuesto en el contexto de juegos de azar,
donde se origind y tiene significado el objeto variable aleatoria. Con el
desafio se abordd la introduccién de la variable aleatoria desde su
significado funcional, haciendo hincapié a la representacion figural, con
la finalizada que el estudiante visualizara que el objeto involucrado en
una funcién y lleve a cabo una construccién paulatina de este
conocimiento tan complejo.

En relacion a los objetivos especificos planteados, "“implementar la
situacion didactica y analizar los datos obtenidos con base en la teoria
de situaciones didacticas”. Se aplico el desafio, a 22 estudiantes del
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nivel segundo medio, en el contexto de la implementacidon del segundo
ciclo del Estudio de Clases. A partir del trabajo desarrollado por los
grupos de estudiantes en la fase de accion y fase de formulacion de la
situacion, se obtuvo informacion sobre los conocimientos previos que
utilizaron para interiorizar el desafio y estrategias empleadas para
responder éste. Asi como la constatacion de algunas dificultades.

Los conocimientos que requiere el estudiantes para construir el objeto
variable aleatoria son: concepto de espacio muestral, particion de un
conjunto (sucesos compuestos), concepto de funcion y sus distintos
registro de representaciones. Mientras que las estrategias e

Entre las estrategias de resolucion al desafio, los estudiantes para
definir y representar la relacidn entre los conjuntos requeridos,
utilizaron los distintos registros de representacion de la variable
aleatoria, como: el registro figural (diagrama sagital, esquema), registro
natural y registro tabular. Dominar al menos dos de éstos favorece la
comprension del objeto matematico (Duval, 1998)

Sobre la pregunta de investigacion planteada, se confirman la presencia
de varias dificultades reportadas previamente en Ila literatura
relacionada con la comprension de la variable aleatoria como: dificultad
en identificar elementos del espacio muestral, dificultad en identificar las
probabilidades de sucesos y dificultad en aplicar el concepto de funcién
real en un contexto de probabilidad.

Si bien existen investigaciones previas que reconocen la dificultad en la
comprension de la variable aleatoria como funcidn real, estas no
conectan estas dificultades con el analisis de los potenciales tipos de
registros usados por los estudiantes y los obstaculos intrinsecos
asociados a estos:

En relacidén a la construir tablas, Fernandez, Andrade, Montafez, Beltran
y Zamora (2013), afirman que se genera un obstaculo cuando los
estudiantes agrupan los elementos del espacio muestral en
subconjuntos excluyentes para generar una particion. Persistiendo la
idea de que la relacidon que se busca establecer se da es términos de los
valores de la variable aleatoria con los cardinales de los subconjuntos
correspondientes de la particion.

Acerca de los diagramas sagitales en la representacion de la particion
generan dificultades, ya que lo que se ilustra en ellos son la
correspondencia si acaso la relacion de dependencia entre magnitudes o
variables (Fernandez, Andrade, Montafiez, Beltran, y Zamora).
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En este capitulo se da a conocer la secuencia didactica disefiada para
aborda la problematica planteada en la introduccion. Se organiza en
siete apartados:

Inicialmente, se presenta la secuencia didactica, luego se realiza una
explicacién y organizacién de ésta. Posteriormente se expone el objetivo
de la secuencia didactica y la articulacidon entre los objetivos de cada
clase que la compone.

Después, se muestra el marco tedrico que sustenta el disefio de la
secuencia didactica.

Finalmente se da a conocer cada una de las tres clases que componen la
secuencia didactica, con su respectivo plan de clase y analisis a priori.

3.1 Presentacion

Los antecedes expuestos en el capitulo 1, justifica la importancia de
disefar una secuencia didactica que desarrolle la nocion de la variable
aleatoria desde su significado funcional. Mediante situaciones vinculadas
a contextos reales, donde el estudiante necesite recurrir a sus
conocimientos y experiencias previas, relacionarlos con la informacion
gue va acceder (proveniente) del enunciado y estudio de cada situacion.
De esta manera, el desarrollo de la secuencia sea significativa, tenga
sentido y permita al estudiante construir conocimiento.

También como sugiere Ortiz (2002), la ensefianza del concepto variable
aleatoria debe relacionarse con la probabilidad, ya que es alli donde
adquiere sentido y relevancia.

A continuacion se da a conocer la secuencia didactica disenada.

3.2 Explicacion y organizacion de la secuencia didactica

La secuencia didactica propuesta, se disefiada para el nivel segundo
medio, unidad tematica datos y zar y el tema es probabilidad,
especificamente el contenido a abordar es la variable aleatoria.

La secuencia estad constituida por tres desafios, cada uno se abordada
en una clase con una duracién de 90 minutos.

En la primera clase, se aborda el desafio propuesto para el segundo ciclo
del Estudio de Clases (ver tabla 17). Esta sesidén tiene por objetivo
conocer la variable aleatoria y la funcién de probabilidad asociada, con
la finalidad que el estudiante se introduzca en el estudio del concepto
variable aleatoria desde su significado funcidn relacionandolo con la
probabilidad. Asi, el alumnos comprenda que esta variable es un tipo
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especial de funcién que tiene como dominio el espacio muestral y toma
valores reales, donde la funcion de probabilidad necesita de estos
valores numéricos para operar.

Tabla 27. Desafio n°1 de la secuencia didactica

Desafio
A raiz de los festejos del dia del alumno, el profesor de taller de cine del colegio Sol
Naciente desea conocer el nimero de estudiantes inscritos que tiene cada uno de los
30 apoderados del taller, por lo cual solicita la informacién a la secretaria del
establecimiento. Los resultados para tal efecto son:
Numero de apoderados 8 13 7 2
NUmero de estudiantes 1 2 3 4
La intencién es efectuar una rifa que beneficie a los alumnos, se asignard a cada
apoderado un boleto de rifa. En la celebracidén del dia del alumno se realizara el sorteo
y se premiara a los estudiantes de un apoderado con entradas para el cine, pero estas
se tienen que comprar con anticipacion, pues hasta manana estan en oferta. Por lo
tanto el profesor debe decidir cuantas tiene que comprar, con la finalidad de abaratar
costos.
Dados los conjuntos A, B y C definidos por:
A: el conjunto de 30 apoderados del taller.
B: el conjunto de cantidad de estudiantes.
C: el conjunto de posible ocurrencia de cada situacién
Defina y represente la relacién entre Ay By entre By C.

En la segunda clase, se presenta el desafio n°2 (ver tabla 18). Esta
sesion tiene por objetivo determinar variables aleatorias para un mismo
experimento aleatorio, el proposito es que el alumnos a partir de un
experimento aleatorio (propuesto), genere distintas variables aleatorias
que tengan como dominio el mismo espacio muestral.

Tabla 18. Desafio n°2 de la secuencia didactica.

Desafio

Sofia estudia para la prueba de matematica, probabilidad no es su fuerte, por lo que
recurre a buscar en internet un ejemplo de variable aleatoria, pero para un mismo
experimento aleatorio encontré dos distintas respuestas, como se aprecia a
continuacion:

Se lanzan dos dados de seis caras no cargados.
Ejemplo 1: se define la variable aleatoria asociada al numero obtenido al sumar los
puntos de las caras de los dos dados
Ejemplo 2: se suman los numeros obtenidos y define la variable aleatoria asignar 1 si
la suma de los puntos es un numero par y 0 en otros casos.
Ayuda a Sofia a responder ¢Cual(es) de los ejemplo(s) es (son) correcto(s)? Justifica tu
respuesta.

En la tercera clase, se propone el desafio n°3(ver tabla 19). La sesién
tiene por objetivo aplicar el concepto de variable aleatoria y funcién de
probabilidad en la resolucidon de problemas, con la finalidad que el
estudiante a través de la utilizacién de dichos conceptos pueda tomar
una decision informada sobre un juego.
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Tabla 19. Desafio n°3 de la secuencia didactica.

Desafio
Jorge asiste a la kermés de su colegio en la que hay distinto juegos y concursos. Elige
jugar a la ruleta, como la que se muestra en la figural

Figura 1. Ruleta

El juego 1 consiste en lanzar dos veces la ruleta, se gana si los niumeros obtenidos son
de distintos color y su suma es un nimero impar.

El juego 2 consiste en lanzar dos veces la ruleta, se gana si los nUmeros obtenidos son
de igual color y su suma es un numero par.

¢Cual juego le conviene elegir Jorge? Representa el juego ganador a través de un
esquema, diagrama o grafico en donde se visualice la variable aleatoria y la funcién
probabilidad.

En general, los recursos que se emplearan en la secuencia didactica son
presentacidn power point, para mostrar y leer en colaboracién con los
estudiantes el enunciado de cada desafio, hoja de trabajo para cada
alumno que contenga este impreso, plumones y pliego de cartulina, en
el cual cada grupo de alumnos exprese su respuesta y use para exponer
su estrategia al curso. Ademas de una pizarra, su organizacion para
cada clase se expondra en el apartado de secuencia didactica.

3.3 Objetivo de la secuencia didactica y articulacion entre
objetivos de los desafios

La secuencia didactica disefiada, tiene como propdsito comprender el
concepto de variable aleatoria y aplicarlo a diversas situaciones. Esta
constituida por tres clases, en cada una de ellas se aborda un desafio
distinto. Se busca con las situaciones creadas conectar la matematica
con la realidad de los estudiantes presentes en la sala de clase.

En la primera clase, se propone el objetivo conocer la variable aleatoria
y la funcion de probabilidad asociada, aunque a los estudiante se les
presentard como objetivo introducir un nuevo concepto asociado a la
probabilidad, para no darles indicios del conocimiento que se pretende
que construyan.

En dicha instancia, se aborda el desafio n°1 (ver tabla 17), el cual
requiere que los estudiantes utilicen algunos de sus conocimientos
previos como experimento aleatorio, espacio muestral, sucesos
aleatorios, probabilidad clasica y funcién, con la finalidad que
comprendan el enunciado. Posteriormente, el alumno vincule estos
conocimientos y construyan una variable aleatoria discreta y funcion de
probabilidad asociada.
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De esta manera, los estudiantes se introduzcan en el estudio de nuevos
conceptos asociados a la probabilidad, y el profesor a partir de las
estrategias de resolucidén de la situacidon, propuestas por ellos, defina la
variable aleatoria y funcién de probabilidad. A su vez se revele la
vinculacion de la variable aleatoria con otros conceptos matematicos y
probabilisticos que en ella convergen, tales como los mencionados
anteriormente como conocimientos previos, funcion de probabilidad,
entre otros.

La segunda clase tiene como objetivo determinar variables aleatorias
para un mismo experimento aleatorio. En esta sesion es propuesto el
desafio n°2 (ver tabla 18), en el que se requiere, que los estudiantes
apliguen los conocimiento previos expuestos previamente, ademas del
concepto de variable aleatoria introducido la clase anterior, para tomar
una decision sobre cual(es) de los ejemplos propuestos son variables
aleatorias. De esta manera, determinar dos variables aleatorias distintas
que poseen como dominio el mismo espacio muestral. Asi con este
conocimiento que emerge de la resolucion del desafio, profundizar en el
estudio del concepto.

En la tercera y ultima clase, se presenta como objetivo aplicar el
concepto de variable aleatoria y funcion de probabilidad en la resolucion
de problema, en ella se propone el desafio n°3 (ver tabla 19). Para
resolver este, los estudiantes deben tener en consideracion el
conocimiento que emergié en la clase anterior, ya que al juego 1 vy el
juego 2 de la situacién problema propuesta, estdn asociados variables
aleatorias distintas que poseen como dominio el mismo espacio muestral
del experimento. Ademas se requiere de los conocimientos previos
expuestos anteriormente, el concepto de variable aleatoria y funcion de
probabilidad, pues la situacién da la posibilidad a los estudiantes de
modelar un fendmeno, en el sentido que permite modelar la relacién del
espacio muestral mediante la distribucién de probabilidad en forma
funcional y asi responder la situacion.

3.4 Marco teorico

3.4.1 Pertinencia del marco teérico

Segun lo expuesto en la introduccion del presente escrito,
investigaciones realizadas en educacién estadistica a nivel escolar
(educacién media), muestran que los estudiantes presentan serias
dificultades para comprender el concepto variable aleatoria. Dificultades
de tipo cognitiva, epistemoldgica y didacticas asociadas a su
construccidn y aplicacidén a situaciones practicas.

Las dificultades epistemoldgicas se reproducen con frecuencia en el
aprendizaje de los estudiantes (Batanero, 2001). Es por ello que el
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trabajo del profesor es adaptar el concepto a las capacidades cognitiva
de los estudiantes, proponerle a éste situaciones de aprendizajes que
generen la construccion de sus conocimientos como respuesta individual
a una pregunta y le permita aplicarlos o modificarlos en respuesta a las
exigencias del medio (Sadovsky, 2005). Este contexto hace necesario
utilizar la teoria de situaciones didacticas, para disenar situaciones
didacticas que permitan al estudiante utilizar sus conocimientos previos
para introducirse en la comprension del problema y ofrezca a este una
resistencia (conflictos) para cuestionar, hacer evolucionar sus
conocimientos anteriores y construir un nuevo conocimiento
matematicos, como la variable aleatoria.

De esta manera, el disefio de la secuencia didactica propuesta, se
sustenta en elementos de la teoria de situaciones didacticas (Brousseau,
2007), como: situacidén didactica, situacién a-didactica, fases de una
situacion didactica, contrato didactico y devolucién. La definicién de
cada uno de estos elementos se encuentra en el apartado de maro
teorico del capitulo2.

La aplicacién de la TSD, se concreta en la propuesta, debido al diseno de
los tres desafios (situaciones didacticas) en contextos reales y cercanos
a los estudiantes y en el diseno de los planes de clases en que se
organiza la aplicacién de cada una de ellos.

Se pretende que la construccion del concepto emerja de la actividad del
estudiante, a través de distintas etapas: una primera fase de accion,
donde este se interesa en abordar la situacion propuesta e intenta dar
respuesta a ella aplicando sus conocimientos previos. La segunda fase
de formulacién, en la que el estudiante comunica al equipo su estrategia
y discute entre pares para generar una estrategia comudn. Una tercera
fase de exposicion y discusion de estrategias, donde cada equipo
comunica al grupo curso sus resultados, comprobando estos, y llegando
a un acuerdo de ideas. Para finalizar con la cuarta fase de
institucionalizacion, en la que el profesor explicita las relaciones entre el
conocimiento construido por el estudiante y el saber que desea ensenar.

3.4.2 El marco teorico en el diseino de la secuencia didactica

A continuacion se explicitan tres fases de una situacion didactica en
cada una de las clases que componen la secuencia didactica.

Cabe destacar que en el inicio de cada clase se presentara el contrato
didactico, el que consiste en dar las indicaciones necesarias para
generar un ambiente propicio para el aprendizaje: levantar la mano para
indicar que quiere hablar al grupo curso o preguntar duda, no
interrumpir al profesor o companero cuando habla, respetar las
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opiniones e ideas de los compaferos, responsabilidad y colaboracién en
el trabajo en equipo.

3.4.3 Clase N°1

La clase tiene como objetivo introducir un nuevo concepto asociado a la
probabilidad, su duracién es de 90 minutos y estd organizada
considerando las cuatro fases de una situacion didactica.

Inicio de la clase (10 min.)

Se presenta el objetivo de la clase, el curso se organizan en grupos de
tres integrantes y entrega el material de trabajo (hoja con el desafio
impreso a cada estudiante, y un pliego de cartulina y un plumén a cada
grupo). Luego se seleccionan dos personas para leer al curso, en voz
alta el enunciado, se pregunta ¢Qué debo hacer para resolver el desafio?
¢Quién tiene dudas?

Desarrollo de la clase 50 min.)

e Primera fase (fase de accion- 10 min.): Cada grupo lee
comprensivamente el enunciado del desafio (ver tabla 18), se
interiorizan con este, identificando elementos conceptuales que
pueden contribuir posteriormente a su resolucién. Determinan el
experimento aleatorio, el espacio muestral, los sucesos compuestos
(cada uno de los subconjuntos generados de la divisidon o particidon
del conjunto A segun la caracteristica de interés), el conjunto C,
particularmente que estd constituido por cuatro elementos que son
probabilidad de sucesos aleatorios, y que la relacién entre el conjunto
Ay B esta representada en la tabla propuesta.

e Segunda fase (fase de formulaciéon- 30 min.): Cada grupo de
estudiantes a partir de los conceptos matematicos identificados
previamente, discuten sus ideas y general una estrategia comun. La
posibles estrategias de resolucidén pueden ser representar la relacidon
entre los conjuntos en lenguaje figural, a través de un diagrama
sagital ( estrategia experta), representar la relacion entre los
conjuntos en lenguaje natural (estrategia 1), representar la relacidon
entre los conjuntos en lenguaje tabular ( estrategia 2) o representar
solo una de la relaciones pedidas, entre el conjunto B y C, en
lenguaje grafico, mediante un grafico estadistico o grafico cartesiano
funcional ( estrategia 3).

e Tercera fase (exposicién y discusidon de estrategias- 20 min): Tres
grupos exponen al curso, sus estrategias de resolucion del desafio,
utilizan su papeldgrafo, el primer grupo con respuesta errdnea, el
segundo con respuesta incompleta y el tercero con respuesta
correcta. En esta instancia los grupos confrontan y comprueban las
afirmaciones expresadas previamente, reflejando el razonamiento
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l6gico matematico logrado y contribuyendo a la construccion de
nuevos saberes. Se discuten con el curso sobre las diferencias,
similitudes y pertinencia de las estrategias, e identifican los
papeldgrafo en que estan correctamente definida y representada la
relacion entre los conjuntos A y B y los conjuntos B y C. Cabe
destacar que en la clase no se realiza una fase de validacion, pues los
estudiantes no establecen la validez del conocimiento caracteristico
de la situacion (variable aleatoria).

Cierre de la clase (20 min.)

e Cuarta fase (institucionalizacion-20 min.): El profesor a partir de las
producciones de los estudiantes, explica la variable aleatoria y
funcion de probabilidad del desafio. Luego con la representacién de
los conjuntos A y B, explica el concepto de variable aleatoria y con la
representacién de los conjuntos B y C, explica el concepto de funcién
de probabilidad. Posteriormente el profesor define formalmente los
conceptos mencionados. Las definiciones que se presentaran a los
estudiantes se detallan a continuacion.

"La variable aleatoria es una funcion X que relaciona cada resultado
de un experimento aleatorio E con un numero real, cuyo dominio es
N y cuyo recorrido es Y, donde Y € R

X:N->YCcR

Si X es una v. a discreta, entonces la funcion de probabilidad f
asociada a X esta dada por

fiR = [01]
x; = f(x) =PX =x)"

(Muioz, Saez, Diaz, Lépez, y Astromujoff, 2014, p. 272)

3.4.4 Clase N°2

La clase n°2 tiene como objetivo determinar variables aleatorias para un
mismo experimento aleatorio, su duracién es de 90 minutos y esta
organizada considerando las cuatro fases de una situacion didactica.

Inicio de la clase (15 min.)

Se presenta el objetivo de la clase, el curso se organizan en grupos de
tres integrantes y entrega el material de trabajo (hoja con el desafio
impreso a cada estudiante, y un pliego de cartulina y un plumén a cada
grupo). Luego se seleccionan dos personas para leer al curso, en voz
alta el enunciado, se pregunta éQué debo hacer para resolver el desafio?
¢Quién tiene dudas?
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Desarrollo de la clase (60 min.)

Primera fase (fase de accion- 10 min.): Cada grupo lee
comprensivamente el enunciado del desafio (ver tabla 19), se
interiorizan con este, identificando elementos conceptuales que
pueden contribuir posteriormente a su resolucion. Determinan el
experimento aleatorio, el espacio muestral asociado al experimento
aleatorio, variable aleatoria y los sucesos compuestos, es decir cada
uno de los subconjuntos generados de la division o particion del
espacio muestra segun la caracteristica de interés, suma de los
puntos obtenidos (en el juego 1) y sumar los puntos y verificar si el
numero resultante es par (el en juego 2).

Segunda fase (fase de formulacién- 30 min.): Cada grupo de
estudiantes a partir de los conceptos matematicos identificados
previamente, discuten sus ideas y general una estrategia comun. La
posibles estrategias de resolucién son justificar que el ejemplo 1 y el
ejemplo 2 son variables aleatoria, utilizando el concepto de
cuantificar (estrategia 1), utilizando el concepto de funcién
(estrategia 2) o realizar la respuesta experta.

Tercera fase (exposicion y discusion de estrategias- 20 min): Tres
grupos exponen al curso, sus estrategias de resolucién de la situacién
problema, utilizan su papelégrafo, el primer grupo con respuesta
errénea, el segundo con respuesta incompleta y el tercero con
respuesta correcta. En este momento de la clase, los grupos
confrontan y comprueban sus argumentos expresados previamente,
evidenciando el razonamiento ldgico matematico logrado vy
contribuyendo a la construccidon de nuevos saberes. Se discuten con
el curso sobre las diferencias, similitudes y pertinencia de las
estrategias, e identifican los papeldografo en que estan correctamente
determinada las variables aleatorias y representadas. Es importante
mencionar que no se realiza una fase de validacion, pues no se valida
ninguna propiedad, algoritmo, etc.

Cierre de la clase (15min.)

Cuarta fase (fase de institucionalizacién-15 min): El profesor a partir
de las producciones de los estudiantes, formaliza el conocimiento que
en un experimento aleatorio se pueden generar distintas variables
aleatorias que tengan como dominio un mismo espacio muestral, por
ejemplo en el experimento aleatoria de lanzar dos dados de seis
caras, entre las variables aleatorias que se pueden crear se
encuentran, X: asociada al numero obtenido al sumar los puntos de
las caras de los dos dados y Z: asignar 1 si la sumas de numeros es
un numero par y 0 en otros casos, etc.
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3.4.5 Clase N°3

La clase n°3 tiene como objetivo aplicar el concepto de variable
aleatoria y funcién de probabilidad en la resolucion de problema, su
duracién es de 90 minutos y estd organizada considerando las cuatro
fases de una situacién didactica

Inicio de la clase (15 min.)

Se presenta el objetivo de la clase, el curso se organizan en grupos de
tres integrantes y entrega el material de trabajo (hoja con el desafio
impreso a cada estudiante, y un pliego de cartulina y un plumoén a
cada grupo). Luego se seleccionan dos personas para leer al curso, en
voz alta el enunciado, se pregunta ¢Qué debo hacer para resolver el
desafio? ¢Quién tiene dudas?

Desarrollo de la clase (60 min.)

e Primera fase (fase de accidon- 10 min.): Cada grupo lee
comprensivamente el enunciado del desafio (ver tabla 20), se
interiorizan este, identificando elementos conceptuales que pueden
contribuir posteriormente a su resolucidon. Determinan el experimento
aleatorio, el espacio muestral y los sucesos compuestos del juego 1y
del juego 2 (cada uno de los subconjuntos generados de la division o
particién del espacio muestral segun la caracteristica de interés ganar
el juego).

e Segunda fase (fase de formulacién- 25 min.): Cada grupo de
estudiantes a partir de los conceptos matematicos identificados
previamente, discuten sus ideas y general una estrategia comun. La
posibles estrategias de resolucién pueden ser, representar la variable
aleatoria y funcion de probabilidad asociada al juego 1 a través de un
diagrama sagital (estrategia 2), representar la variable aleatoria y
funcion de probabilidad asociada al juego 1 en lenguaje tabular
(estrategia 1), desarrollar la estrategia experta o solo representar la
funcion de probabilidad en lenguaje grafico, mediante un grafico
estadistico o grafico cartesiano funcional (estrategia 3).

e Tercera fase (exposicién y discusidon de estrategias- 25 min): Tres
grupos exponen al curso, sus estrategias de resolucion de la situacién
problema, utilizan su papeldografo, el primer grupo con respuesta
erronea, el segundo con respuesta incompleta y el tercero con
respuesta correcta. En esta etapa de la clase los grupos confrontan y
comprueban las ideas manifestadas anteriormente, reflejando el
razonamiento logico matematico logrado y aportando a la
construccién paulatina del nuevo saber. Se discuten con el curso
sobre las diferencias, similitudes y pertinencia de las estrategias, e
identifican los papeldgrafo en que estan correctamente representada
la variable aleatoria asociada al juego 1, la funcidn de probabilidad
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asociada al juego 1 o ambas. Cabe destacar que no se realiza una
fase de validacion, pues no se valida ninguna propiedad, algoritmo,
etc.

Cierre de la clase (10 min.)

e Cuarta fase (institucionalizacion 10): El profesor a partir de las
producciones de los estudiantes, particularmente considera Ia
representacion de la variable aleatoria y la funcion de probabilidad
asociada al juego 1, formaliza el conocimiento matematico que
subyace al problema, es decir, la importancia que tienen las variables
aleatorias en probabilidad y estadistica. Como una funcidon de
probabilidad necesita de valores numéricos para hacerla operatoria,
una variable aleatoria es necesaria ya que, es el nexo entre lo
experimental y la matematica, dado que es una clase especial de
funcién que tienen como dominio el espacio muestral y toma valores
reales. A demas la variable aleatoria da la posibilidad de modelar
fendmenos aleatorios, en se sentido que permite modelar la relacion
del espacio muestral mediante la distribucion de probabilidad en
forma funcional.

3.5 Secuencia didactica: clases N°1

El desafio abordado en la primera clase de la secuencia didactica,
corresponde al mismo aplicado en el segundo ciclo del Estudio de Clases
llevado a cabo, por lo que se puede apreciar en el capitulo 2, pagina 28
(ver tabla 5).

Del mismo modo, el plan de clase correspondiente a la clase n°l1 y
analisis a priori realizado al desafio n°1 se desarrollaron anteriormente y
se exponen en el capitulo 2 en sus respectivos apartados.

3.6 Secuencia didactica: clase N°2

3.6.1 Tarea

El desafio abordado en la segunda clase de la secuencia didactica, se
muestra previamente en este capitulo en el apartado explicacién vy
organizacion de la secuencia (ver tabla 18).

3.6.2 Analisis a priori

El analisis a priori al cual se hace referencia considera los siguientes
elementos:

Matematica involucra en el desafio

Respuesta experta para resolver el desafio

Posibles estrategias de los estudiantes para resolver el desafio
Dificultades, errores y devoluciones para el desafio
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A continuacion se desarrollan cada uno estos elementos en el desafio
ne2

Matematica involucra en el desafio

En la clase n°2, la matematica puesta en juego en el desafio es:

e Experimento aleatorio: Corresponde a lanzar dos dados de seis caras

e Espacio muestral: Es el conjunto Q ={(1,1), (1,2),(1,3), (1,4), (1,5),
(1,6), (2,1), (2,2),
(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),(4,1),(4,2),
(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),
(5,1),(5,2),(5,3),(5.4),(5,5),(5,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) }

e Particion de un conjunto: En el ejemplo 1, se obtiene la particién,
conjunto de resultados que obtienen el mismo nimero al sumar los
puntos de las caras de los dos dados. Ademas en el ejemplo 2, se
obtiene la particién conjunto de resultados que obtienen un ndmero
par al sumar los puntos de las caras de los dos.

e Sucesos compuestos: En el ejemplo 1, son doce sucesos, uno de
ellos es el conjunto de niumeros que al sumar los puntos obtenidos en
las dos caras de los dados se obtiene 4. En el ejemplo 2. son dos
sucesos, uno de ellos es el conjunto de los nUmeros que al sumar los
puntos de las caras de los dos dados se obtiene un numero par de
dos.

e Variable aleatoria: En el ejemplo 1, el dominio es el espacio muestral
Q vy recorrido el conjunto {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Ademas la
regla de correspondencia es el numero obtenido al sumar los puntos
de los dos dados. En el juego 2, el dominio es el espacio muestral Q y
recorrido el conjunto {0,1}. Ademas la regla de correspondencia
asignar el valor 1 si el nUmero obtenido al sumar los puntos de los
dos dados es par y O en otro caso.

Los conocimientos previos que el alumno requiere utilizar para
comprender la situacion problema n°2 se encuentran organizados en la
tabla 20

Tabla 20. Conocimientos previos en la situacidon problemas n°2 y nivel educativo

introducido

Concepto matematico Nivel educativo
Experimento aleatorio 7° basico
Espacio muestral 7° basico
Suceso aleatorio 7° basico
Probabilidad clasica: Regla de Laplace 7° basico
Funcion 8 basico y 1° medio
Dominio de una funcién 1° medio
Recorrido de una funcién 1° medio
Variable aleatoria 2° medio
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En esta sesidn, el conocimiento que se pretenden que emerja, alude a
que en un experimento aleatorio se pueden generar distintas variables
aleatorias que tengan como dominio un mismo espacio muestral, por
ejemplo en el experimento aleatoria de lanzar dos dados de seis caras,
entre las variables aleatorias que se pueden crear se encuentran, X:
asociada al numero obtenido al sumar los puntos de las caras de los dos
dados, también sumar los nimeros obtenidos en las dos caras de los
dados y definir la variable aleatoria Z: asignar 1 si la sumas de niumeros
es un numero par y 0 en otros casos, etc.

Respuesta experta

Se considera el experimento aleatorio E: lanzar dos dados de seis caras
no cargadas y observar sus caras. Asociado a este experimento aleatorio
se define el espacio muestral Q

0={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
I(3I1)[(3I2)I(3I3)I(3I4)I
(3,5),(3,6),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),(5,1),(5,2),(5,3),(5.4),(5,
5),(5,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) }

Ahora se dividen todos los elementos del conjunto, segun la
caracteristica que se desea observar en el experimento aleatorio.
Posteriormente a cada suceso compuesto del espacio muestral se le
asigna un valor numérico.

En el ejemplo 1, la caracteristica que se desea observar en el
experimento aleatorio E, suma de los puntos obtenidos, permite definir
una variable aleatoria X: numero obtenido al sumar los puntos de las
caras de los dos dados, cuyos posibles valores que puede tomar X forma
el conjunto correspondiente al recorrido de la variable aleatoria X y es
Ry={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

Luego, cada elemento de Ry tiene asociado un suceso o una union de
sucesos (suceso compuesto) de Q, como se aprecia a continuacion:

{(1,1)} 2
{(1,2), (2,1)}

{(1,3), (2,2), (3,1)}
{(1,4), (2,3), (4,1), (3,2)}
{(1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1)}
{(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)} —>
{(2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (3,5), (6,2)} —=
{(4,5), (5,4), (3,6), (6,3)}
{(5,5), (4,6), (6,4)}
{(5,6), (6,5)}

{(6,6)}

===
N OVONO U AW

66



Capitulo 3: Secuencia didactica

En el ejemplo 2, la caracteristica que se desea observar en el
experimento aleatorio E, es sumar los puntos y verificar si el nimero
resultante es par, permite definir una variable aleatoria como Y: asignar
1 si el nUmero obtenido en la suma de los puntos es un niumero par y 0
en otros casos, cuyos posibles valores que puede tomar Y forma el
conjunto correspondiente al recorrido de la variable aleatoria Y y es R, =

10,15

Luego, cada elemento de R, tiene asociado un suceso o una union de
sucesos (suceso compuesto) de 2, como se aprecia a continuacion:
1(1,2), (2,1), (1,4), (2,3), (4,1), (3,2),(1,6), ——~> 0

(2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1), (4,5), (5,4), (3,6),

(6,3), (5,6), (6,5)}

1(1,1), (1,3), (2,2), (3,1), (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), ——> 1

(5,1), (2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2), (5,5), (4,6),

(6,4), (6,6)}

Posibles estrategias
Estrategia 1: Utilizar concepto de cuantificar

Considerar el experimento aleatorio E: lanzar dos dados no cargados de

seis caras, y asociado a este se tiene el espacio muestral Q.
Tabla 21. Espacio muestral del desafio n°2

Q 1 2 3 4 5 6

1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
3 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
4 (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
E) (5,1) (5,2) (5,3) (5.4) (5,3) (5,6)
6 (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Ademas, una variable aleatoria permite asignar un valor numérico a los
resultado de un experimento aleatorio. Asi:

En el ejemplo 1, se define la variable aleatoria X: asociada a la suma
de los puntos obtenidos en los dos dados, donde los resultados
numéricos del experimento E se organizan en la siguiente tabla (tabla
22).

Tabla 22. Variable aleatoria del ejemplo del desafio n°2

Resultado | {(1,1)} | {(1,2), | {(1,3), | {(1,4), | {(1,5), | {(L,6), | {(2,6), | {(4,5), | {(55), | {(5,6), | {(6,6)F
@0y [ (22), | (@3), | @4, |5, |35, | (54, | (46) | (6,5}
Gnr | G2), |33, | 34, | 44, | (36), | (64}
(41), | 42), | 43), | (53) | (63)}
(5,1 G0y | (5:2), | (3,5,
(61)r | (62)}
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

En el ejemplo 2, se define la variable aleatoria Y: asignar el valor 1 si
la suma de los puntos es un niumero par y 0 en otros casos, donde los
resultado numéricos del experimento E se organizan en la siguiente
tabla (tabla 23).
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Tabla 23. Variable aleatoria del ejemplo 2 en situacién n°2.

Resultado | {(1,2), (2,1), (1,4), (2,3), (2,5), (4,1), (3,2), | {(1,1), (1,3), (2,2), (3,1), (1,5), (2,4), (3,3),
(1,6), (3,4), (4,3), (52),(6,1),(4,5), (54), | (42), (51), (2,6), (4,4), (53), (3,5), (6,2),
(3,6), (6,3), (5,6), (6,5)} (5,3), (4,6), (6,4), (6,6)}

0 1

Estrategia 2: Utilizar concepto de funcion

Considerar el experimento aleatorio E: lanzar dos dados no cargados de
seis caras, y asociado a este se tiene el espacio muestral Q.

0={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
I(3I1)I(3I2)I(3I3)I(3I4)I(3I5)I(3I6)I(4I1)I(4I2)I(4I3)I(4I4)I(4I5)I(4I6)I

(5,1),(5,2),(5,3),(5.4),(5,5) ,(5,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) }.

Ademas, una variable aleatoria es una funcion que relaciona cada
resultado de un experimento aleatorio con un numero real, cuyo
dominio es el espacio muestral y cuyo recorrrido es un subconjunto de
los numeros reales. Asi:

En el ejemplo 1, se define la variable aleatoria X: asociada a la suma
de los puntos obtenidos en los dos dados, cuyo dominio es Q y el
recorrido es Ry={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}, donde a cada lanzamiento
de los dos dados le corresponde un unico niumero resultante de sumar
los puntos obtenidos en sus caras. Dicha correspondencia se representa
a continuacién
0 Rx
(1)
1.2), @1
A3, 22, 3.
A4, 23), (4.1), (3.2)
(15) @4, B3 (4.2, (5.
(16), 25), B4 (432, (5:2),(6,1) 7
@6, G5 uMmED 62— 12 °

S tUn A W R

= o

[@5),(54), (356), (6.3) 10
(55), (4,6), (6,0 11
(56),65) 12

6.6
Figura 22. Diagrama sagital de la variable aleatoria del desafio n°2 ejemplo 1

En el ejemplo 2, se define la variable aleatoria Y: asignar 1 si la suma
de los puntos es un nimero par y 0 en otros casos, cuyo dominio es Q y
el recorrido es Ry= {0,1}, donde a cada lanzamiento de los dos dados le
corresponde un Unico numero resultante de sumar los puntos obtenidos
en sus caras, pudiendo ser un numero par o impar. Dicha
correspondencia se representa a continuacion.
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0 Ry

1,2y 3,13 A4, (2.3}
@,5) 4,1} 3,2}, (L6},
3,4 4,33 G2, (6, 1)
hEy E1) 3,60, (6,3)
6 6,5}

0,1y (13} @20 (3.1h
(L5} A} 3.3, (42)
&, 1) @63 &4, (5.3}
3,5 6.2} F,5), (46}
6,4y &,63

Figura 23. Diagrama sagital de la variable aleatoria del desafio n°2 ejemplo 2.

Dificultades, errores

devoluciones para el desafio

Tabla 24. Limitaciones de aprendizaje y devoluciones para el desafio n°2.

Concepto Dificultad Error Devolucién

Espacio Di: Dificultad | E;: Considerara que el | éQué resultado obtuvo

muestral para identificar | resultado (2,5) es el mismo | en el primer dado y en
espacio muestral | que (5,2). el segundo dado? En
asociado a un el caso (5,2) ¢éQué
experimento resultado obtuvo en el
aleatorio primer dado y en el
(Batanero, segundo dado?
2001).

Suceso D,: Dificultad | En el ejemplo 2 En el ejemplo 2

aleatorio para identificar | E;: Es estudiante clasifica | éQué caracteristicas

compuesto/ | los sucesos | algunos elementos del | estd observando en

Particidon aleatorios espacio muestral en 6 |cada resultado del

del espacio | compuestos conjuntos, segun el numero | experimento que

muestral. asociado al | par obtenido al sumar los | identifico?
espacio dos numeros (2, 4, 6, 8, 10, | éCuantos  son los
muestral. /| 12) resultados del
También {(1,1)} experimento que
entendida como | {(3,1), (1,3), (2,2)} estdn en el mismo
la dificultad para | {(3,3), (5,1), (1,5), (4,2), | caso (numero par)?
identificar los | (2,4)} ¢éCuantos  son los
subconjunto que | {(4,4), (2,6), (6,2), (3,5), | elementos del espacio
componen la | (5,3)} muestral?
particion del | {(5,5), (4,6) (6,4)} Por ejemplo si obtiene
espacio muestral | {(6,6)} en un dado el n° 1 vy
(Fernandez, en el otro dado el n°2
Andrade y y suma los numeros
Sarmiento, équé caracteristica
2013). cumple el numero

resultante?
Variable Ds: Dificultad | En el ejemplo 1 ¢Qué numeros debe
aleatoria para identificar | E;: El estudiante identifica | obtener en el primer

el recorrido de la
variable
aleatoria, la cual

como recorrido de la variable
aleatoria
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

dado y en el segundo
dado para que la
suma de estos sea 1?
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puede provenir

de una | El en ejemplo 2

inadecuada Es. El estudiante identifica | Por ejemplo, considere

comprension del | como recorrido de la variable | el elemento del

concepto de | aleatoria {2,4,6,8,10,12} espacio muestral,

funcién (Diaz, obtener en un dado el

Mufioz y Rupin, n° 1y en el otro dado

2009) el n°2 y luego sume
estos ¢EI  numero
resultante con cual de
los valores que
identifico puede

relacionarlo?

3.6.3 Plan de clase N°2

En la siguiente tabla se aprecia la planificacién de la clase n°2 de la
secuencia didactica propuesta, posteriormente se incluye la organizacion
de la pizarra de la sesion.

MOMENTO: ACTIVIDAD INTERVENCION DOCENTE EVALUCION DE MARCHA DE
TIEMPO APRENDIZAJE LA CLASE
Inicio de la | 0. Indicaciones de la | 0. Explicitar el contrato didactico
clase: clase. ) . .
éLos estudiantes idéntica la
15 min. 1. Presentacion del - L variable aleatoria como
objetivo de la clase: | 1- Escribir el objetivo de la clase. | .onqcimiento previo?
Determinar variables
aleatorias para un mismo o )
experimento aleatorio. 2. Hacer distinguir ~a 10s | ;| o5 estudiantes estan atentos
glsjteud;apr;teisdé::én;o cii rﬁ;acc'lzga ylg a la presentacién del problema?
2. Recordar concepto saben. Preguntar éQué concepto
abordado la clase abordado en la clase anterior )
anterior. utilizaremos en esta clase? ¢Qué | ¢Comprenden el problema?
entiende por variable aleatoria?
3. Se entrega a los
estudiantes hoja de éSon capaces de identificar la
trabajo. 3. Entrega a cada estudiante la | tarea?
4. Planteamiento del situacion problema impresa en
problema una hoja. Indica la metodologia | )
Sesafio de trabajo: trabajar en grupo de | ¢Se  cumple el  tiempo

tres integrantes. planificado?

Sofia estudia para la prueba de matematica,
probabilidad no es su fuerte, por lo que recurre a
buscar en internet un ejemple de variable aleatoria,
pero para un mismo experimento aleatorio encontro
dos distintas respuestas, como se aprecia a
continuacion:
Se lanzan dos dados de seis caras no cargados.

Ejemplo 1: se define la variable aleatoria asociada 4.

Ademas entrega a cada grupo un
pliego de cartulina y un plumén

Presentacion d la situacion

al numero obtenido al sumar los puntos de las caras
de los dos dados

Ejemplo 2: se suman los ndmeros obtenidos y
define la variable aleatoria asignar 1 si la suma de
los puntos es un numero par y 0 en otros casos.
Ayuda a Sofia a responder <&Cudl(es) de los
ejemplo{s) es (son) correcto(s)? Justifica tu
respuesta.

problema de la clase: Se proyecta
en la pizarra el desafio (PPT). Un
estudiante lee en voz alta.

4.1 Preguntar a un estudiante:
éQué entendid del desafio? éCual
es la tarea de hoy?

4.2 Preguntar ¢Alguien
dudas sobre el desafio?

tiene
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Desarrollo de
la clase:

Fase de
accion

(10 min.)

Fase de
formulacion

(30 min.)

5. Solucion al desafio

5.1 Los alumnos trabajan
en su hoja.

- Buscan
propias.

estrategias

-validan sus producciones
e intercambian opiniones
con su compafiero.

5.1 Observa las estrategias de los

grupos, identifica las variables
aleatorias que los estudiantes
reconocen para un mismo

experimento, ademas de su

argumentacion.

-Identifica dificultad o error y
plantea devoluciones para que el
estudiante se percate de su error.

- Basado en la observacion,
selecciona a tres grupos: el
primero de ellos con una
respuesta erronea, el segundo
de estos con una repuesta
incompleta y el tercero de
ellos con una respuesta
correcta -

¢Discuten con su compafiero?
éReconocen que el ejemplo 1 es
una variable aleatoria?
¢Reconocen que el ejemplo 2 es
una variable aleatoria?
¢{Argumentan su respuesta?
¢Definen una variable aleatoria
asociada al experimento
aleatorio dado, distinta a las
propuestas?

¢Registran en la hoja posibles
representaciones?

élogran representar las V.A
como una funcién?

iSe cumple el tiempo
planificado?

Anticipacion de dificultades/ Devoluciones

D;: Dificultad para identificar espacio muestral asociado a un experimento aleatorio.

D,: Dificultad para identificar los sucesos aleatorios compuestos asociado al espacio muestral. / También
entendida como la dificultad para identificar los subconjunto que componen la particion del espacio muestral.
Ds: Dificultad para identificar el recorrido de la variable aleatoria, la cual puede provenir de una inadecuada

comprension del concepto de funcién.

Momento de
exposiciéon y
discusion de
estrategias

(20 min.)

5. Trabajo en la pizarra

5.2 Tres grupos identifican
variables aleatorias
asociadas al experimento
propuesto y argumentan
Su respuesta:

El primer grupo con
una respuesta erronea
(afirma que uno o los

dos ejemplos
propuestos no
corresponden a

variables aleatorias)

El segundo grupo con

una repuesta
incompleta (solo
identifica

correctamente que uno
de los ejemplos

corresponde a una
variable aleatoria vy
argumenta a su
respuesta)

El tercer grupo con una
respuesta correcta
(identifica que las dos

ejemplos propuesta
corresponden a
variables aleatorias vy
argumenta su
respuesta, ademas
define otra variable
aleatoria asociada al

5.1 La segunda columna de la
pizarra la divide en tres partes,
que seran completadas por los
estudiantes.

5.2 Pide a cada uno de los tres
grupos, seleccionados
previamente, uno a la vez que
pegue en la pizarra el papelégrafo
elaborado con su respuesta y
explique su estrategia de
resolucién al grupo curso.

5.2 Va haciendo preguntas
que dejen en evidencia las
estrategias usadas. éComo
determiné que el ejemplo 1
corresponde (o no
corresponde) a una variable
aleatoria?

éCOmo determiné que el
ejemplo 2 corresponde (o no
corresponde) a una variable
aleatoria?

éComo determinéd una variable
aleatoria asociada al
experimento aleatorio distinta
a las propuestas?

éiLos alumnos se atreven a salir
a la pizarra?

¢Explican sus estrategias?

éSe interesan los alumnos en
compartir sus ideas?

éHay alumnos que abandonan
la situacién problema?

éSe cumple el
planificado?

tiempo
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experimento propuesto
Yy representa como
funcion una de ellas.

Posibles estrategias

Respuesta experta

Estrategia 1: Utilizar concepto de cuantificar.
Estrategia 2: Utilizar concepto de funcion.

Cierre de la
clase:

6. Sintetizar las ideas

6.1 Se escriben en la

6.1 A partir de las producciones
de los estudiantes destacar que

ilos  estudiantes  participan
activamente en la clase?

: = para un mismo experimento
plzgrLa; las Idlstmt_as aleatorio, como el propuesto en la
Gefimidss por los | g " PRSI 56, PUSSRD | omprenden aue oere un
i experimento aleatorio es
Fase de | estudiantes para el | distintas. P € -
institucio- experimento aleatorio posible definir distintas
nalizacién propuesto. 6.2 Para el ejemplo 1 y ejemplo 2 | variables aleatorias?
de la situacidon problema, se
(15 min.) 6.2 Se destacan en los | o\ heca o caracteristica o
papelografo_ las | cualidad que permite vincular a
representaciones de 1as | 543 gyceso  elemental  del
variables aleatorias | oyherimento aleatorio con un
realizadas por oS | Valor numérico y se muestra la | )
estudiantes (en caso de no correspondencia entre los | ¢Se cumple el tiempo
haber ~ propuesto  10S | glemento del dominio y recorrido | planificado?
estudiantes 12 | ge Ia variable aleatoria.
representacion de la v. a
del ejemplo 1 y ejemplo 2, | 6.3 Al realizar un experimento
se realiza en la pizarra | aleatorio, podemos observar
mediante un diagrama | los resultados a partir de
sagital) distintas caracteristica o
cualidad que permitira
vincular a cada resultado del
6. 3 Institucionaliza el | @xperimento (suceso
saber de la clase elemental) con un valor
numérico, es decir cuantificar
los resultados. Esto significa
que para un mismo
experimento aleatorio
podemos crear distintas
variables aleatorias, en el
caso de la situacién problema
propuesta, tienen como
dominio un mismo espacio
muestral y distinto recorrido.
PIZARRA DE LA CLASE
Fecha Estrategias de los estudiantes
Conclusiones de la
Objetivo actividad
Grupo 1 Grupo2
Desafio
Grupo 3 Institucionalizacion del

saber
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3.7 Secuencia didactica: clase N°3

3.7.1 Tarea

El desafio abordado en la tercera clase de la secuencia didactica, se
muestra previamente en este capitulo en el apartado explicacion y
organizacion de la secuencia (ver tabla 19).

3.7.2 Analisis a priori

El analisis a priori al cual se hace referencia considera los siguientes
elementos:

e Matematica involucra en el desafio

Respuesta experta para resolver el desafio

Posibles estrategias de los estudiantes para resolver el desafio
Dificultades, errores y devoluciones para el desafio

A continuacion se desarrollan cada uno estos elementos en el desafio
n°3

Matematica involucra en el desafio

En la clase n°3, la matematica en juego en el desafio n°3 corresponde
a:

e Experimento aleatorio: Corresponde a lanzar dos veces una ruleta

e Espacio muestral: Es el conjunto Q

e Particion de un conjunto: Se define, conjunto de opciones que hay al
jugar la ruleta 1 (ganar o perder) y el conjunto de opciones que hay
al jugar la ruleta 2.

e Sucesos aleatorios compuestos: En el ejemplo 1 son dos sucesos,
uno de ellos es el conjunto de los numeros obtenidos que son de
distintos color y su suma es un numero impar y el otro suceso es
cualquier otro caso. En el ejemplo 2 son dos sucesos, uno de ellos es
el conjunto de los numeros obtenidos que son de igual color y su
suma es un numero par y el otro suceso es cualquier otro caso.

e Variable aleatoria: En el ejemplo 1 y juego 2, el dominio es el espacio
muestral Q y recorrido el conjunto {0, 1}. Ademas la regla de
correspondencia es asociar 0 a perder el juego y 1 a ganar el juego

e Definicion clasica de probabilidad: Asignar probabilidad a los valores
de la variable aleatoria {0,1}, en términos de la cardinalidad de los
subconjunto que conforman la division del espacio muestral,
utilizando la regla de Laplace.

e Funcién de probabilidad: La relacién entre los valores de la variable y
la probabilidad que tiene Jorge de ganar la ruleta segun la
caracteristica que cumplan los nimeros obtenidos.
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Los conocimientos previos que el estudiante necesita emplear en la
situacion problema n°3, se presentan en la tabla 25, en relacién con el

nivel educativo en que se introduce el concepto.
Tabla 25. Conocimientos previos en la situacién problemas n°2 y nivel educativo

introducido

Concepto matematico Nivel educativo
Experimento aleatorio 7° basico
Espacio muestral 7° basico
Suceso aleatorio 7° basico
Probabilidad clasica: Regla de Laplace 7° basico
Funcion 8 basico y 1° medio
Dominio de una funcién 1° medio
Recorrido de una funcion 1° medio
Variable aleatoria 2° medio

En esta clase, se pretende que el conocimiento matematico que subyace
al problema, es la importancia que tienen las variables aleatorias en
probabilidad y estadistica. Como una funcidon de probabilidad necesita de
valores numéricos para hacerla operatoria, una variable aleatoria es
necesaria ya que, es el nexo entre lo experimental y la matematica,
dado que es una clase especial de funcién que tienen como dominio el
espacio muestral y toma valores reales. A demas la variable aleatoria da
la posibilidad de modelar fendmenos aleatorios, en se sentido que
permite modelar la relacion del espacio muestral mediante la
distribucién de probabilidad en forma funcional.

Respuesta experta

Considerar el experimento aleatorio E: lanzar la ruleta dos veces,
asociado a este se define el espacio muestral Q= {(1,1), (1,2), (1,3),
(1,4), (1,5), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4),
(3,5), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5)}

En el juego 1, se gana si los nUmeros obtenidos son de distintos color y
su suma es un numero impar, luego se dividen todos los elementos del
conjuntoQ segun la caracteristica ganar el juego. Ahora para
transformar todos los resultados del espacio muestral Q en cantidades
numéricas se definen la variable aleatoria X: asignar el valor 1 a ganary
el valor 0 a perder, cuyo recorrido es R,= {0,1}.

Asi los sucesos compuestos asociados al recorrido de X son:

{(1,1), (1,3), (1,5), (2,2), (2,4), (3,1), (3,3) 0
(3,5), (4,2), (4,4), (5,1), (5,3), (5,5)}
{(1,2), (1,4), (2,1), (2,3), (2,5), (3,2), (3,4), 1

(4,1), (4,3), (4,5), (5,2), (5/4)}
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Ahora se define la funcidon de probabilidad asociada a la variable
aleatoria X.

0 13

25

1 12

25

Por lo tanto la probabilidad de que Jorge gane el juego 1 es g

En el juego 2, se gana si los numeros obtenidos son de igual color y su
suma es un numero par. Para transformar todos los resultados del
espacio muestral QO en cantidades numeéricas se definen la variable
aleatoria Y: asignar el valor 1 a ganar y el valor 0 a perder, cuyo
recorrido es Ry= {0,1}.

Luego los sucesos elementales asociados al recorrido de X son
{(1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,1),
(2,3), (2,4) (2,5), (3,1), (3,2), 0
(3,4), (3,5), (4,1), (4,2), (4,3)
(4,5), (5,1), (5,2), (5,3), (5,4)}
{(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5)} 1

Ahora se define la funcién de probabilidad asociada a la variable
aleatoria Y.

0 20

25

1 5

25
Por lo tanto la probabilidad de que Jorge gane el juego 2 es %

De lo anterior, es mas probable que Jorge gane el juego 1.

Posibles estrategias
Estrategia 1: Utilizar tabla

Dado el experimento aleatorio E: lanzar la ruleta dos veces, se identifica

a través de una tabla el espacio muestral asociado, como se aprecia en
la tabla 26.

Tabla 26. Espacio muestral asociado al experimento aleatorio de la desafio n°3.

Q 1 2 3 4 5
1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)
2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)
3 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5)
4 (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5)
5 (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)
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Para el juego 1

Se divide el espacio muestral en dos conjuntos disjuntos, un conjunto
asociado a los resultados del lanzamiento de la ruleta que permiten
ganar el juego 1, y otro conjunto asociado a perder el juego 1.
Posteriormente se calcula la probabilidad de cada situacidon, como se
aprecia en la tabla 27.

Tabla 27. Variable aleatoria y funcion de probabilidad del juego 1 en el desafio n°3.

A B C
(L,1), (1,3), (1,5), (2,2), (2,4), (3,1), (3,3), (3,5), (42),| © 13
(4,4), (5,1), (5,3), (5,5) 25
(1,2), (1,4), (2,1), (2,3), (2,5), (3,2), (3,4), (41), (43),| 1 12
(4,5), (5,2), (5,4) 25

Luego la probabilidad que Jorge gane el juego 1 es g

Para el juego 2

Se divide el espacio muestral en dos conjuntos disjuntos, un conjunto
asociado a los resultados del lanzamiento de la ruleta que permiten
ganar el juego 2, y otro conjunto asociado a perder el juego 2.
Posteriormente se calcula la probabilidad de cada situaciéon, como se
aprecia en la tabla 28.

Tabla 28. Variable aleatoria y funcién de probabilidad del juego 2 en situaciéon n°3.

A B C

(1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,1), (3,4), (3,5), (4,1), (42),| O 20

(4,3), (2,3), (2,4) (2,5), (3,1), (3,2), (4,5), (5:1), (5,2), 25
(5,3), (5,4)

(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5) 1 >

25

Luego la probabilidad que Jorge gane el juego 2 es %

Por lo tanto, a Jorge le conviene elegir el juego 1.
Estrategia 2: Utilizar diagrama sagital

Dado el experimento aleatorio E: lanzar la ruleta dos veces, se identifica
el espacio muestral asociado Q= {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,1),
(2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (4,1), (4,2),
(4,3), (4,4), (4,5), (5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5)}.

Para el juego 1

Se asocian todos los casos posibles del experimento aleatorio al suceso
ganar el juego 1 o al suceso perder el juego 1 y se define la variable
aleatoria X: asociar 0 a perder el juego y 1 a ganar el juego. Luego se
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calcula la probabilidad de cada suceso y define la funcidn de
probabilidad.

La representacion de la variable aleatoria X y funcion de probabilidad
asociada se realiza utilizando diagrama sagital, como se aprecia en la
figura 24 Q Ry [0,1]

(L1}, (1,3),(1,5).(2,2),
(24, (3,1),(3,3),(3,5),

(42), (4,4, (5,1).(5,3), 25
5

12
(1,2), (1,4, (2,1),(2,3), 25
(2,5, (3.2, (3, (41),

(4.3), (4.5), (5.2), (5.4)

Figura 24. Diagrama sagital de la variable aleatoria y funciéon de probabilidad del
juego 1 en la situacién n°3.

Para el juego 2

Se asocian todos los casos posibles del experimento aleatorio al suceso
ganar el juego 2 o al suceso perder el juego 2 y se define la variable
aleatoria Y: asociar 0 a perder el juego y 1 a ganar el juego. Luego se
calcula la probabilidad de cada suceso y define la funcién de
probabilidad.

La representacion de la variable aleatoria Y y funcion de probabilidad
asociada se realiza utilizando diagrama sagital, como se aprecia en la
figura 25

0 Ry [0.1]

(L1), (L3), A 4), (1,5), @,1),
(34), (3,5), @4.1), 4.2), @3), 0
23), 24 25,631,610,
@3),(5,1), 5.1), (53), (5.4)

(1,1), (2,2, 3,3), (4,4, (5,9) 1

(]
=

]
ur

Bl

(1
ur

Figura 25. Diagrama sagital de la variable aleatoria y funcidon de probabilidad del juego
2 en el desafio.

Estrategia 3: Utilizar grafico

Esta estrategia es incompleta, pues solo se representa la funcién de
probabilidad asociada a la variable aleatoria del juego ganador a través
de un grafico cartesiano funcional o gréafico estadistico (grafico de barras
o histograma).
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Probabilidad
13
25
12
P
25

———
0 1

0: Perder 1: Ganar

Figura 26. Grafico cartesiano de la funcién de probabilidad asociada a la variable

aleatoria del juego 1.

Probabilidad

1

0,5

0:Perder

1:Ganar

0

Probabilidad

0: Perder 1: Ganar

Figura 27. Graficos estadisticos posibles de la funcién de probabilidad asociada a la
variable aleatoria del juego 1.

Dificultades, errores y devoluciones para el desafio

Tabla 29. Limitaciones de aprendizaje y devoluciones para el desafio n°2.

Concepto Dificultad Error Devolucién
. ) e E,: considerara que el | En el caso (5,2) éQué
Espacio Dy Dificultad resultado (2,5) es el | resultado obtuvo en el
muestral para identificar ; : .
. mismo que (5,2). En el | primer lanzamiento de
espacio muestral L
. caso (2,5) éQué resultado |la ruleta y en el
asociado a un . .
. obtuvo en el primer |segundo lanzamiento
experimento .
. lanzamiento de la ruleta y | de la ruleta?
aleatorio .
en el segundo lanzamiento
(Batanero, de la ruleta?
2001). '
Suceso D,: Dificultad | En el juego 1 Cuando juega a un
aleatorio para identificar | E;: El estudiante clasifica | juego de azar como un
compuesto/ | los sucesos | los elementos del espacio | raspe, kino o loto
Particion aleatorios muestral en dos conjunto: | ¢Cuantos y cuales son
del espacio | compuestos Conjunto de los numeros | los posibles resultados?
muestral. asociados al | de distinto color obtenido. ( ganar o perder)
espacio {(1,2), (1,3), (1,4), | Para juego 1 o0 Juego 2
muestral. (1,5), (2,1), (2,3), (2,4), | éCuantas y  cudles
/También (2,5), (3,1), (3,2), (3,4), | caracteristicas debe
entendida como | (3,5), (4,1), (4,2), (4,3), | cumplir un resultado
la dificultad para | (4,5), (5,1), (5,2), (5,3), | obtenido para lograr
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identificar los
subconjunto que
componen la
particion del
espacio muestral
(Fernandez,
Andrade y
Sarmiento,
2013).

(5,4)3.

Conjunto de los numeros
cuya suma es un numero
impar.

{(1,2), (1,4), (2,1), (2,3),
(2,5), (3,2), (3,4), (4,1),
(4,3), (4,5), (5,2), (54)}.
En el juego 2

Es: El estudiante clasifica
los elementos del espacio
muestral en dos conjunto:
Conjunto de los numeros
de igual color obtenido.
{(1,1) (2,2), (3,3), (4,4),
(5,5)}

Conjunto de los numeros
cuya suma es un numero

par.
{(1,1), (2,2), (3,3),
(4,4), (5,5), (1,3), (1,5),
(2,4),(3,1), (3,5), (4,2),

(5,1), (5,3)}

ganar el juego?

En todos los elementos
que identificé écuantos
y cuales cumplen con
ambas condiciones?
¢Cuantos y cuales son
los elementos que no
cumplen con ambas
condiciones?

Calculo de | D3: Dificultad en | E;: El estudiante identifica | ¢Cuantos son todos los
probabilidad | asignar a 10 como numero de | posibles resultados en
probabilidad a | casos posibles, por | el experimento
los valores de la ejemploE aleatorio lanzar dos
variable aleatoria 10 veces la ruleta? ¢Podria
en términos de la escribir cada uno de
cardinalidad de ellos?
los subconjunto También plantearle la
que conforman la situaciéon de la clase
particion del anterior (situacidn
espacio muestral problema n°2): En el
(Fernandez, experimento aleatorio
Andrade, lanzar dos dados de
Montafez, seis caras ¢Cuantos
Beltran y posibles resultados
Zamora, 2011). habia? ¢Por qué?
O preguntar sobre la
probabilidad asociada a
un suceso ¢ElI numero
entre que valores
puede tomar?
Variable Di: Dificultad | Es: El estudiante identifica | Cuando juegas algun
aleatoria para definir la | errbneamente la variable | juego de azar, como un
variable aleatoria | aleatoria: asigna 1 si los | raspe, loteria o ruleta
como relacion | nUmeros obtenidos son de | écudles son las posible
funcional distintos color y su suma | situaciones que pueden
(Fernandez, es un numero impar, 2 si | presentarse? (ganar o
Andrade y | los nimeros obtenidos son | perder).
Sarmiento, de igual color y su suma es . .
, Considerar el juego 1
2013). un numero par.
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éQué caracteristicas
deben cumplir el
nimero que obtenga
para ganar?

Si obtengo en el primer
lanzamiento de la
ruleta el nimero 2 vy el
segundo lanzamiento
de la ruleta el nimero
2 ¢Podria ganar el
juego 17?

Si obtengo en el primer
lanzamiento de la
ruleta el nimero 2 vy el
segundo lanzamiento
de la ruleta el numero
4 ¢(Podria ganar el
juego 17?

De manera analoga se
puede proceder al
considerar el juego 2

3.7.3 Plan de clase N°3

En la siguiente tabla se aprecia la planificacion de la clase n°2 de la
secuencia didactica propuesta, posteriormente se incluye la organizacion
de la pizarra de la sesion.

MOMENTO: ACTIVIDAD INTERVENCION DOCENTE EVALUCION DE MARCHA DE

APRENDIZAJE LA CLASE
TIEMPO

Inicio de la | 0. Indicaciones de Ila | 0. Explicitar el contrato didactico

clase: clase. . . . .
iLos estudiantes identifican la

15 min. 1. Escribir el obietivo de la cl variable aleatoria como
. Escribir el objetivo de la clase. conocimiento previo?

1. Presentacion del
objetivo de la clase:

2. Hacer distinguir a los
estudiantes como se relaciona lo
que aprenderan con lo que ya
saben. Preguntar éQué concepto
abordado en clases anteriores
utilizaremos en esta clase? éQué
entiende por variable aleatoria?

éiLos estudiantes identifican la
funcién de probabilidad como
conocimiento previo?

Aplicar el concepto de
variable aleatoria y funcién
de probabilidad en Ia
resolucién de problema.

é¢Los estudiantes estan atentos

2. Recordar conceptos a la presentacion del problema?
abordados clases | (Qué entiende por funcidn
anteriores. probabilidad?

¢Comprenden el problema?

3. Se entrega a los | 3. Entrega a cada estudiante la
estudiantes hoja de | situacion problema impresa en | ;Son capaces de identificar la
trabajo. una hoja. Indica la metodologia | tarea?

de trabajo: trabajar en grupo de
tres integrantes.

Ademads entrega a cada grupo un | ¢Se  cumple el  tiempo
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Jorge asiste a la kermés de su colegio en la que hay
distinto juegos y concursos. Elige jugar a la ruleta,
como la que se muestra en la figural

Figura 1. Ruleta

El juego 1 consiste en lanzar dos veces la ruleta, se
gana si los nimeros obtenidos son de distintos color
Yy SU sUmMa es un numero impar.

El juego 2 consiste en lanzar dos veces la ruleta, se
gana si los nimeros obtenidos son de igual color vy
Su suma es un nimero par.

&Cudl juego le conviene elegir Jorge? Representa el
juego ganador 3 través de un esquema, diagrama o
grafico en donde se visualice la variable aleatoria y
la funcién probabilidad.

Desafio

¢

pliego de cartulina y un plumon

4. Presentacion d la situacion
problema de la clase: Se proyecta
en la pizarra el desafio (PPT). Un
estudiante lee en voz alta.

4.1 Preguntar a un estudiante:
¢Qué entendid del desafio? éCual
es la tarea de hoy?

4.2 Preguntar (¢Alguien
dudas sobre el desafio?

tiene

planificado?

Desarrollo de
la clase:

Fase de
accion
(10 min)

Fase de
formulacion

(25 min.)

5. Solucion al desafio

5.1 Los alumnos trabajan
en su hoja.

- Buscan estrategias
propias.

-Comprueban sus
estrategias e intercambian
opiniones con su
compafiero. sus
producciones e
intercambian opiniones

con su compaﬁero.

5.1 Observa las estrategias de los
grupos e identifica a aquellos que
determinaron que Jorge tiene
mas posibilidad de ganar el juego
1. Ademas identifica los grupos
que representan la variable
aleatoria y funcion probabilidad.

-Identifica dificultad o error y
plantea devoluciones para que el
estudiante se percate de su error.

- Basado en la observacion,
selecciona a tres grupos: el
primero de ellos con una
respuesta correcta, el
segundo de estos con una
respuesta erronea y el tercero
ellos con una respuesta
correcta con pero con una
estrategia distinta a la del
grupo 1, para representar la
variable aleatoria y funcién de
probabilidad asociada a un
juego.

éLos estudiantes discuten con
su compafiero?

¢Determinan  todos los casos
posibles del experimento y los
asocia al suceso ganar o perder
en el juego 1?

¢Determinan  todos los casos
posibles del experimento y los
asocia al suceso ganar o perder
en el juego 2?

¢Identifican  qué es  mas
probable que Jorge gane el
juego 1?

¢Definen una variable aleatoria
asociada al juego 1?

éDefinen la funcion de
probabilidad asociada al juego
1?

éilogran representar la v. a vy
funcion de probabilidad?

iSe cumple el
planificado?

tiempo

Anticipacion de errores/ dificultades:

D;: Dificultad para identificar espacio muestral asociado a un experimento aleatorio

D,: Dificultad para identificar los sucesos aleatorios compuestos asociados al espacio muestral. /También
entendida como la dificultad para identificar los subconjunto que componen la particion del espacio muestral.

D;: Dificultad en asignar probabilidad a los valores de la variable aleatoria en términos de la cardinalidad de los
subconjunto que conforman la particion del espacio muestral

D;: Dificultad para definir la variable aleatoria como relacién funcional

Momento de
exposiciéon y
discusion de
estrategias

(25 min.)

5. Trabajo en la pizarra
5.2 Tres grupos identifica

el juego que tienen mas

probabilidad de ganar
Jorge y lo representan
explicitando la v. a vy
funcion de probabilidad
asociada:

El primer grupo con
una respuesta correcta:
afirma que Jorge tiene

5.1 La segunda columna de la
pizarra la divide en tres partes,
que seran completadas por los
estudiantes.

5.2 Pide a cada uno de los tres
grupos, seleccionados
previamente, uno a la vez que
pegue en la pizarra el papeldgrafo
elaborado con su respuesta y
explique  su estrategia de
resolucion al grupo curso.

éLos alumnos se atreven a salir
a la pizarra?

¢Explican sus estrategias?

¢Se interesan los alumnos en
compartir sus ideas?
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mas posibilidad de
ganar el juego 1 Yy
representa la v. a y
funcion probabilidad
asociada al juego 1 a

5.2 Va haciendo preguntas
que dejen en evidencia las
estrategias usadas. éComo
determiné el juego que es
mas probable que gane Jorge?

iHay alumnos que abandonan

la situacién problema?

través de una tabla o | | _ | . | ¢5e cumple el  tiempo
grafico (cartesiano o &Cual es la variable aleatoria | pjanificado?
estadistico) asociada a ese juego?
El segundo grupo con éComo represent6 la variable
una repuesta errénea: | 2l€atoria y  funcién  de
afirma que Jorge tiene probabilidad asociada a ese
mas  posibilidad de | Ju€90?
ganar el juego 2 vy
representa la v. a y
funcioén probabilidad
asociada al juego 2.
El tercer grupo con una
respuesta correcta:
afirma que Jorge tiene
mas posibilidad de
ganar el juego 1 vy
representa la v. a y
funcion probabilidad
asociada al juego 1 a
través de una esquema
diagrama sagital.
-Posibles estrategias
- Respuesta experta
-Estrategia 1: Utilizar tabla
-Estrategia 2: Utilizar diagrama sagital
-Estrategia 3: Utilizar grafico
Cierre de la | 6. Sintetizar las ideas 6.1 Destacar que en contextos | éLos  estudiantes  participan
clase: 6.1 Se escriben en la reales como jugar con una ruleta | activamente en la clase?
, : - es posible encontrar variables
Institucion- pizarra las variables aleat%rias que se presentan de
alizacionn z_aleatogas _asoaazdas a los manera implicita y son necesarias
(15 min.) juego 1y juego 2. para  definir  funciones  de
6.2 Se destacan en los | probabilidad que permitan tomar
papeldgrafo las | decisiones de manera informada
representaciones de la | Y certera.
i i i . iSe cumple el tiempo
brobabiidad asodada sl | 6:2.Para el juegol, se expresa la | L o P "
P caracteristica o P )

juego 1, realizadas por los
estudiantes.

6. 3 Institucionaliza el
saber de la clase

cualidad que
permite vincular a cada suceso
elemental del experimento
aleatorio con un valor numérico y
se muestra la correspondencia
entre los elemento del dominio y
recorrido de la variable aleatoria.

Posteriormente se muestra la
asignacion de un valor de
probabilidad a cada valor de la
variable aleatoria.

6.3 Destacar la importancia
que tienen las variables
aleatorias en la probabilidad y
estadistica. Mostrar que, como
una funcion de probabilidad
necesita valores numéricos
para hacer la operatoria, una
variable aleatoria es necesaria

82




Capitulo 3: Secuencia didactica

ya que es el nexo entre lo
experimental y lo matematico,
dado que es una clase
especial de funcién que tiene

como dominio el
muestral y toma
reales.

espacio
valores

PIZARRA DE LA CLASE

Fecha

Objetivo

Estrategias de los estudiantes

Conclusiones de

Desafio

Grupo 1 Grupo2

actividad

Grupo 3

Institucionalizacion
saber

del
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En este Ultimo capitulo se exponen las conclusiones de este trabajo en
relacion, al Estudio de Clases llevado a cabo y al disefio de la secuencia
de clase propuesta.

4.1 Conclusiones sobre el Estudio de Clases

El Estudio de Clases, sin duda es un proceso sistematico de aprendizaje,
gue enriguece la practica educativa. Como se constato, permitié trabajar
de manera colaborativa con companeros de labor (profesores) y en
conjunto comprender e interpretar nuestra practica educativa. Del
mismo modo, innovar en la ensenanza del concepto variable aleatoria, a
través del disefio de un plan de clase, implementacién y discusiéon de la
clase, el cual favorecio el cambio y mejoré nuestra practica profesional.

Esta actividad, no solo favorece la practica en el aula en que se
experimenta, sino que también impacta fuera de ésta, influyendo en la
formacién docente, la elaboracién de textos y la innovacidon curricular
(Isoda y Olfos, 2009). Ademas hizo posible desarrollar un ambiente de
aprendizaje motivador para los estudiantes participantes, donde
asumieron un rol activo y protagonico en sus aprendizajes y en la
construccidon del concepto variable aleatoria

Como profesora participante, en la planificacién, implementacién y
discusiéon del Estudio de Clases, movilizd y permitio reflexionar sobre el
conocimiento disciplinar, didactico y pedagdgico del concepto variable
aleatoria, necesarios para el proceso. Segun Barboza y Zapata (2013)
estos aspectos ayudan a que se manifiesten las creencias vy
concepciones de los profesores y posibilita la generacién de
conocimiento didactico del contenido, necesario para anticipar los
procesos de ensefianza con pertinencia.

En relacién al conocimiento didactico del contenido, es aquel
conocimiento que se relaciona con las formas de ensefiar el contenido,
por lo tanto va mas alla que el contenido en cuestion (Shulman, 1986).
Entre los identificados en este estudio se encuentran:

e Las distintas representacién de la variable aleatoria, registro figural
(diagrama sagital), registro natural (lenguaje cotidiano, es una
funcién cuyo dominio es el espacio muestral 2 y recorrido es B, que
relaciona a cada resultado de un experimento aleatorio, con un
numero real) y registro tabular (tabla de valores).

e La variable micro didactica, cantidad de elementos que posea el
espacio muestral asociado al experimento aleatorio.
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e La historia y epistemologia de la variable aleatoria, primeros indicios
en el afo 1200 y se vincula con los juegos de azar.

Sobre la pregunta de investigacion propuesta (¢Cudles son las
dificultades que enfrentan los estudiantes sobre variable aleatoria en un
problema asociado a la probabilidad? Se evidencid la dificultad en
identificar elementos del espacio muestral. Ademas de la dificultad
asociada a la comprension del con concepto de funcidn en el contexto de
probabilidad, en particular la dificultad en relacionar el recorrido de la
variable aleatoria con el conjunto de valores de probabilidades que ésta
toma en cada uno de sus posibles. También se constatd la dificultad en
identificar las probabilidades de sucesos.

En respuesta a la pregunta Qué conocimientos requiere el estudiante
de secundaria para construir el objeto matematico variable aleatoria? Es
posible identificar que estos conocimientos son, el concepto de espacio
muestral, particion de un conjunto (sucesos compuestos), que los
estudiantes utilizan de manera implicita dividiendo los elementos de un
conjunto a partir de una caracteristica, el concepto de funciéon y sus
distintos registro de representaciones

Finalmente, es fundamental para el desarrollo profesional docente, que
en los establecimientos educacionales donde nos desempefiamos como
profesor, promovamos estas instancias participativas y de reflexiéon
critica, mediante las cuales se fomenta el aprendizaje tanto en
profesores como estudiantes.

4.2 Conclusiones en relacion a la secuencia didactica
En relacién al objetivo, se puede dar cuenta de:

Proponer una secuencia didactica que favorezca la comprension de la
ensefanza del caracter funcional de la variable aleatoria en educacion
media.

Para lograr este objetivo, se realizé un analisis preliminar del objeto
matematico variable aleatoria, en el que se incluyd el contexto escolar y
aspectos epistemoldgicos, tanto desde la disciplina matematica como su
evolucion histérica. A la luz de la informacidén obtenida, teniendo claro la
problematica a indagar y considerando algunos elementos de la TSD,
comenzé a disenarse la secuencia didactica.

Se inicio la elaboracién de cada una de los desafios, donde se pretendia
abordar el concepto variable aleatoria desde su nocion de funcidn,
enfatizando en sus distintos registros de representacién: lenguaje
figural, lenguaje natural y lenguaje tabular. Segun Duval (1998), que el
estudiante domine dos distintos y variados registro de representaciones
semiotica, es una de las dos condiciones necesarias, para afirmar que el
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este ha aprehendido un objeto matematico. Particularmente, se destaca
el lenguaje figural, pues el estudiante mediante el uso de un diagrama
sagitales o un esquema, es mas favorable que visualice la division de los
elementos del espacio muestral a partir de una caracteristica de interés
(particion de un conjunto) y posteriormente vincule cada uno de estos
sucesos compuestos con un valor real a través de una correspondencia,
es decir identifique la variable aleatoria.

Se disenaron desafios en el contextos de juegos de azar, ya que segun
el analisis histérico epistemoldgico, es donde se origina el concepto
variable aleatoria. Ademas estos estan vinculados a contextos reales, y
tratan en profundidad y de manera adecuada los contenidos
matematicos vigentes en el curriculo nacional.

En relacién a la innovacién, este estudio, propicié disenar nuevos tipos
de clases, a través de la creacidon de situaciones didacticas para apoyar
a los alumnos a comprender el concepto de variable aleatoria discreta,
donde los estudiantes tienen un rol activo y son el actor principal en la
construccion de su conocimiento. Del mismo modo, las situaciones
propuestas estan relacionadas a contextos reales y cercanos a los
estudiantes, como el juego de una rifa en el dia del alumno, estudiar
probabilidad y recurrir a buscar ejemplos en internet y el juego de una
ruleta en una kermés. Ademas cada ellas trata en profundidad y de
manera adecuada los contenidos matematicos vigentes en el curriculo
nacional.

El llevar a cabo una innovacién, hizo posible un estudio mas profundo
del objeto variable aleatoria, desde la disciplina matematica y en el
contexto de ensefianza escolar, identificando y constatando algunas
dificultades de aprendizaje. Todo ello favorecié la mejora de mi practica
docente.

A través de este monografico se pretender aportar a la comunidad
educativa, con contenidos matematicos y didacticos del concepto
variable aleatoria, que contribuyan al proceso de ensehanza vy
aprendizaje en el aula. Compartir esta experiencia con profesores para
proporcionar informacion del objeto matematico variable aleatoria en el
contexto escolar, generar una reflexion de su labor educativa e interés
en innovar en su propia practica.
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