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aun hay vida en tus suefios.
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RESUMEN

Se presenta una secuencia didactica de tres clases, que se origina de un Estudio de
Clases Japonés, con marco teérico la Teoria de Situaciones Didéacticas de Guy
Brousseau, con el objetivo de abordar y solucionar la problematica presentada por
estudiantes de entre 10 y 11 afios, al enfrentar tareas mateméaticas que involucran la
resolucion de ecuaciones lineales de un paso, en el sistema de los numeros
naturales. Se exponen a su vez, antecedentes sobre la problematica, objeto
matematico, descripcion de cada plan de clase, la respuesta experta de cada
actividad matematica, las posibles estrategias que pueden tomar los alumnos, los
errores y dificultades que pueden tener los alumnos, las devoluciones que puede
realizar el docente, la matemética que los estudiantes deben poner en juego frente a
las tareas de cada clase, el objeto matematico en curriculo nacional vigente, las
definiciones escolares y antecedentes que sustentan la estructura y planificacion de
las actividades de cada plan de clases.

Palabras claves: Ecuaciones lineales en N, secuencia didactica, objeto matematico,
Estudio de Clases Japonés y Teoria de Situaciones Didacticas.

INTRODUCCION

Las dificultades que presentan los estudiantes de quinto basico en la educacion
chilena, cuando se enfrentan a la tarea de resolver ecuaciones lineales de primer
grado, y los procesos o estrategias que utilizan para su desarrollo, son nuestro tema
de interés. Como se mencionara mas adelante, los estudiantes usan razonamientos
como, “si a este lado estd sumando, al otro, pasa restando”, la que podria
formalizarse como el uso del inverso aditivo en séptimo afio basico — sin pretender
establecer un remedial — pero ¢son significativas las estrategias utilizadas por los
alumnos de este nivel?, ¢qué pasa cuando los estudiantes conocen Unicamente los
nameros naturales?, ¢tiene sentido el uso del inverso aditivo? Estas dificultades que
se presentan en el aula son visibles para el docente y dan paso a diversas
investigaciones respecto a ¢como se propone a nivel nacional dentro del curriculo el
objeto matematico?, ¢ cudles son las proyecciones curriculares?, ¢de qué manera se
presenta a los estudiantes en los textos de estudio?, ¢qué pasa con la naturaleza u
origen del objeto matematico?, ¢coémo evoluciond en el tiempo?, ¢cudles serian
aquellas estrategias propias del nivel educativo de los estudiantes para introducir
efectivas propuestas didacticas?, todos estos cuestionamientos con la finalidad de
propiciar el aprendizaje significativo y colaborativo, donde el estudiante sea aquel
gue a partir de sus conocimientos, habilidades e hipo6tesis cimienten la adquisicion
de sodlidas bases matematicas, y el docente sea quien logre proponer la interacciéon
entre saber, estudiante y medio.

La investigacion se inicia a partir de los lineamientos que da el Ministerio de
Educacién chileno, encontrandonos con que en quinto afio basico, se encuentra el
objetivo de aprendizaje: “resolver problemas, usando ecuaciones [...] de un paso,
que involucren adiciones y sustracciones, en forma pictérica y simbdlica” (MINEDUC,
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afio 2013, p. 120). En relacién a lo anterior, se presentan algunos antecedentes que
evidencian la existencia de dificultades por parte de los estudiantes al enfrentar a la
resolucion de ecuaciones lineales de un paso en N y de aquellos presentes en la
literatura, que orientan la creacion de actividades con la finalidad de proponer una
innovacion en el aula.

Hurtado y Torres (2015) sefalan que los estudiantes, dado sus afios de experiencia
con cantidades numeéricas exactas y conocidas, tienden a mantener interpretaciones
aritméticas de la mayoria de las situaciones algebraicas, y no aceptan la existencia
de cantidades desconocidas, de variables con multiples significados y mucho menos,
gue el resultado de una expresion pueda ser una letra o una expresion simbdélica. Por
ello, los autores afirman que la permanencia de una ‘cultura aritmética’ en los
estudios algebraicos, la carencia de conceptos, operaciones y propiedades
necesarias para el estudio del algebra, entre otras, son serias dificultades que los
estudiantes deben superar para lograr darle sentido a sus estudios algebraicos
(Hurtado y Torres, 2015).

En relacion con lo anterior, Zambrano (2011) afirma que, para un gran numero de
estudiantes, resolver ecuaciones de primer grado, se reduce a la aplicacion de
algoritmos de forma mecanica, que muchas veces no comprenden y se convierten en
un ejercicio de memoria. Por su parte, Chavarria (2014), logra apreciar que varios de
los estudiantes no interrelacionan los contenidos matematicos aprendidos y tienen
vacios conceptuales sobre los contenidos que tuvieron que ser aprendidos
anteriormente. A partir de esto, el autor concluye que muchos estudiantes
aprendieron de memoria determinados procesos, pero sin analizar realmente el
razonamiento que cada problema conllevaba para su resolucion. En este contexto,
Chavarria (2014) cita a Skemp (1978), quien afirma que la mayoria de los alumnos
tienen una comprension instrumental de la matematica, pero presentan dificultades
para comprender la matematica racional (Chavarria, 2014, p. 29).

Al mismo tiempo, Abrate, Pochulu y Font (2008), en su propia version sobre las
dificultades que presentan los estudiantes en relacion al objeto en cuestion, afirman
gue a pesar de la importancia que tienen las ecuaciones en el curriculum —
independientemente del pais del que provenga — por diversas razones, los alumnos
no suelen contar con muchos recursos para resolverlas, lo que segun los autores,
podria deberse a que cuando los alumnos creen conocer todas las técnicas basicas,
terminan utilizandolas sin distincion y analizar que el problema pudria haber sido
resuelto mas facilmente, a través de otros métodos. Los mismos autores sefalan,
ademas, que el uso de algunos modelos de resolucidon de ecuaciones no resulta
inocuo para el aprendizaje de los estudiantes, en tanto conlleva a dificultades que no
logran superar y conducen a la aparicion de errores. Por lo mismo, se tornaria
evidente segun ellos, que la falta de un modelo didactico que sirva de referente
adecuado para la resolucion de ecuaciones, obstaculiza el proceso de desarrollo de
las competencias y habilidades a lograr en esta area (Ibid, p. 168). Y en relacion a
los principales errores que los estudiantes cometen en determinados contenidos
matematicos, y en particular en la resolucion de ecuaciones, mencionan que un error
frecuente, deviene de inferencias o0 asociaciones incorrectas realizadas por los
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alumnos, las que se originan por la creacion de nuevas reglas de transposicion de
términos a partir de las que ya conocia, como por ejemplo, tal como se mencioné
anteriormente, pensar que cuando un numero esta sumando a un lado de la
igualdad, debe pasar restando al lado opuesto. Se sabe que existen fundamentos
tedricos que sustentan las manipulaciones que permiten resolver determinado tipo de
ecuaciones, pero en general, segun Abrate, Pochulu y Vargas (2006), son sustituidos
por abundantes reglas de transformacion de ecuaciones que no tienen la validez, que
explicita o implicitamente se le asignan. Asi, si bien las reglas validas normalmente
son muy pocas, por otro lado, los alumnos tienden a sobrecargar la memoria con
muchas de ellas, aplicandolas sin comprension, por ejemplo, la reglas nemotécnicas,
ignorando que son una version simplificada de las operaciones elementales
aplicadas a igualdades y se pierden en transposiciones de términos y cuentas
cuando deben resolver ecuaciones (Ibid, p. 115).

En coherencia con lo anterior, Gonzalez, Rey, Olivares y Parra (2015), agregan que
el problema ocurre cuando se realiza un proceso algoritmico desprovisto de
significado con un lenguaje poco riguroso e incorrecto y que, sin embargo, conduce a
una respuesta correcta. Este tipo de situaciones, generan falta de comprension y
apropiacion del objeto matematico. Es aqui donde segun los autores, los estudiantes
transponen indiscriminadamente los términos bajo estas reglas, sin notar qué es lo
gue debe realizar primero en una operacion. En consecuencia, el estudiante solo
realiza un proceso mecanico, sin analizar los procesos previos que lo llevan a utilizar
esta operacion matematica y como consecuencia, se evidencia que el alumno
muestra una falencia de comprension de conceptos matematicos en la ecuacion de
primer grado (ibid, p. 2).

En relacion al uso de la balanza como herramienta de apoyo al aprendizaje, Mufioz y
Swears (2013), realizan una investigacion con el objetivo de modificar la ensefianza
de las ecuaciones de primer grado, basada en elaborar un sistema de adiestramiento
del estudiante para que domine técnicas que deben seguirse para lograr resultados
correctos. Concretamente, el trabajo de estos investigadores, corresponde al disefio
de una Situacion Didactica en la que se utiliza la balanza para la resolucion de
ecuaciones. A partir de este trabajo, los autores logran concluir que la utilizacion de
la balanza, para buscar estrategias en la resolucion de ecuaciones, permite hacer
una transicion natural entre la actividad concreta y la nocion de equivalencia presente
en la ecuacion, asi como las operaciones necesarias para resolverla. Y, ademas, los
estudiantes desarrollan una manera concreta de trabajar, ya que son ellos mismos
los que estan construyendo su nocion de ecuacion al interactuar con la balanza,
logrando inducir el pensamiento que comprende el funcionamiento matematico
presente en la resolucién de ecuaciones (lbid, p. 8).

Finalmente Radford (2011), indica que los tipos de objetos y procesos algebraicos se
pueden expresar con diversos lenguajes, preferentemente de tipo alfanumérico en
los niveles superiores de algebrizacién, pero los estudiantes de los primeros niveles
educativos también pueden usar otros medios de expresion para representar objetos
y procesos de indole algebraica, en particular el lenguaje ordinario, grafico, tabular,
incluso gestual; afirma “si queremos desarrollar el razonamiento algebraico en las
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aulas de primaria, y mejorar el tratamiento del algebra en secundaria, el profesor
debe ser el principal agente del cambio”. (p. 18), (Como se cita en Godino, Akée,
Gonzato y Wilhelmi, 2012). A luz de lo anterior, se hace necesario que los
profesores se involucren como participantes de esta vision ampliada del algebra, que
ya ha sido propuesta en variadas experiencias didacticas e investigaciones en el
area de algebra segun (Godino et al, 2012), Son dichas implicancias, del uso de la
balanza en la resolucién de ecuaciones, las que nos llevan a utilizarla en nuestro
plan de clases, con motivo de significar el aprendizaje del objeto mateméatico en
cuestion. Y en concordancia con lo anterior se utilizan los objetivos de aprendizaje
asociados a ecuaciones, ya que promueven una progresion desde lo concreto a lo
pictérico (iconico) y a lo simbolico (abstracto), en forma bidireccional (MINEDUC,
2012).

OBJETO MATEMATICO: ECUACIONES LINEALES DE UN PASOEN N

OBJETO MATEMATICO EN EL CURRICULO

Las ecuaciones estan presentes en el curriculum educacional chileno (MINEDUC,
2012) desde primer afo basico, lo cual se ve reflejado en los objetivos de
aprendizaje de los planes y programas. En primer afio basico con el OA12, en donde
los estudiantes deben describir y registrar igualdades y desigualdades como
equilibrio y desequilibrio, usando balanza en forma concreta, pictorica y simbolica.

Luego, en segundo basico, lo anterior varia de describir y registrar en forma concreta
pictorica y simbdlica, a demostrar, explicar y registrar las igualdades y desigualdades
en forma concreta y pictérica, constituyéndose especificamente en el objetivo de
aprendizaje N°12 (Ver anexo de objetivos de aprendizaje)

Posteriormente, en tercero basico se introduce el concepto de resolucion de
ecuaciones por medio de adicion y sustracciones en el objetivo de aprendizaje N°13
Asi, del tipo de resolucion propuesto en tercero basico, este se reformula, incluyendo
la modelacion de ecuaciones con balanzas y la resolucion de problemas vinculados a
la vida diaria, lo que se refleja en el objetivo de aprendizaje N°14 (Ver anexo de
objetivos de aprendizaje) Después, en quinto basico, la resolucion de ecuaciones se
manifiesta por medio de una inspeccién, relativa a conocimientos previos de adicion
y sustraccion, lo cual se manifiesta en el objetivo de aprendizaje N°15 (Ver anexo de
objetivos de aprendizajes)

Luego, en sexto basico, se define por primera vez el uso de la incognita y el de
procedimientos formales en la resolucion de ecuaciones de primer grado, lo cual se
expresa en el objetivo de aprendizaje N°11 (Ver anexo de objetivos de aprendizajes).
Hasta este punto entonces, los estudiantes trabajan solo en N. A continuacién, en
séptimo, los estudiantes se enfrentan a la resolucion de ecuaciones con enfoque en
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la modelacion de situaciones de la vida diaria, en el sistema numérico Z, lo que se
traduce en el objetivo de aprendizaje N°9 (Ver anexo objetivos de aprendizaje)

Posteriormente, en octavo basico, los estudiantes siguen enfrentados a la
modelacion de situaciones de la vida diaria, pero en el sistema numérico Q, con su
objetivo de aprendizaje N°8 (Ver anexo objetos de aprendizaje).

Después, en la ensefianza media, especificamente en primero medio, las ecuaciones
se abordan en la resolucion sistemas de ecuaciones, graficando ecuaciones y sus
relaciones por medio del uso de la proporcionalidad directa e inversa, lo que se
puede ver en los aprendizajes esperados N°04 y N°05, Consecutivamente, en
segundo medio, se introduce la modelacion y aplicacién de funciones en problemas
con sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas en R, y sus respectivos
aprendizajes esperados son el aprendizaje esperado N°06 y 07 (Ver anexo objetos
de aprendizaje).

Casi al terminar su etapa escolar, en tercero medio, pasan de la resolucion de las
ecuaciones, a reconocer el conjunto de solucién de las mismas, en sistemas
numéricos complejos, por medio del aprendizaje esperado N°10 (Ver anexo objetos
de aprendizaje).

Finalmente, en cuarto medio, pasan de reconocer, a la resolucion y representacion
de ecuaciones en R2, lo que se expresa respectivamente en el aprendizaje esperado
N°02

DEFINICION ESCOLAR/SABER ESCOLAR

El texto ministerial de la Editorial Santillana que se encuentra en vigencia
actualmente, define al objeto ecuacion como: “Una igualdad entre dos expresiones
en las que hay valores desconocidos llamados incognitas” (Ho, F., Kee, G., &
Ramakrishnan, C. 2017, p. 262). También es interesante conocer la definicion que
establece la misma editorial en su licitacion privada, en donde se define la ecuacion
como: “Una igualdad entre dos expresiones, en las que hay términos desconocidos o
incognitas. Esta igualdad satisface para uno o varios valores de la incognita, que
corresponde a la solucion de la ecuaciéon. La incégnita generalmente, se puede
simbolizar con una letra” (Avila, N. & Navarro, F. 2016, p. 160)

Con el fin de contrastar el tratamiento que se da al objeto matematico “ecuacion”, es
gue a continuacion presentamos un analisis comparativo de dos textos de estudio. El
primero, de Editorial Santillana (2017), texto que distribuye el ministerio de educacion
en chile a los colegios subvencionados y municipalizados del pais, y el segundo, de
licitacion privada Editorial SM, que utilizan algunos colegios particulares de Chile.
Para esto, nos hemos centrado en tres ideas: concepto de igualdad, definicion de
ecuacion y estrategias de resolucion de ecuaciones, las cuales consideramos
importantes tener presentes, al momento de hablar sobre nuestro objeto.
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En primer lugar, nos enfocaremos en el concepto de igualdad, el cual se define en el
texto Santillana a partir de las propiedades, enfatizando que esta igualdad se
mantiene cuando se suma, resta, divide o multiplica el mismo nimero a ambos lados
de la igualdad. Por otra parte, el texto de editorial SM, presenta el concepto de
igualdad como: “dos expresiones que pueden ser iguales o distintas y que denotan
un mismo objeto reciben el nombre de igualdad”, pero no distinguen ningun tipo de
propiedad para este concepto. Por lo anterior, consideramos que ambos textos
presentan deficiencias al abordar las definiciones de igualdad, ya que si bien, se
nombra el equilibrio en el tratamiento del concepto en ambos textos, no se relaciona
directamente, los conceptos de equilibrio e igualdad, sino que solo queda
mencionado, dejando de lado un punto importante en la comprension del concepto
igualdad.

El concepto de ecuacién en el texto Santillana, se define como una igualdad entre
dos expresiones en las que se encuentran valores desconocidos llamados
incégnitas. Por su parte, el Texto SM, plantea que una ecuacion es una igualdad
entre dos expresiones algebraicas, en donde existen una 0 mas incognitas
representadas por una letra. Ademas, declara que para resolver ecuaciones, se
pueden representar en una balanza o realizar operaciones inversas a las que
contiene la igualdad. En consecuencia, si nos enfocamos en la definicion erudita de
ecuacion, nos encontramos con que ambos textos presentan deficiencias
importantes al momento de acercar a los estudiantes al concepto de ecuacion, ya
gue ninguno de ellos considera el dominio en el cual deben trabajar los estudiantes,
solo se hace referencia a los conceptos de incognitas y/o valores desconocidos. A
raiz de esto nos preguntamos: ¢ Y qué pasa con el equilibrio?

Finalmente, las estrategias de resolucion de ecuaciones en el texto Santillana,
apuntan al ensayo y error, a determinar la solucién por tanteo o a la aplicacion de
técnicas que impliguen uso de inversos aditivos y multiplicativos, ademas de la
amplificacion de fracciones. El texto de editorial SM, propone dos formas de resolver
ecuaciones, la 6 primera consiste en representar pictéricamente la ecuacion en una
balanza, sacando simultaneamente la misma cantidad en ambos lados de ella,
manteniendo su equilibrio, hasta que la incognita quede sola en un plato de la
balanza; la segunda, consiste en aplicar operaciones inversas a las contenidas en la
igualdad. Asi, el texto ministerial, pide a los estudiantes aplicar inversos en la
resolucién de ecuaciones, al igual que una de las técnicas de SM, algo que
conduciria a error, ya que en quinto basico, el sistema numérico utilizado es el de los
numeros naturales (N) y en ese contexto, no existen las propiedades de inverso
aditivo y multiplicativo. En consecuencia, serd esto finalmente, lo que lleva a los
estudiantes a aplicar reglas en forma indiscriminada, sin comprender
significativamente el concepto de ecuacion y su resolucion.
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DEFINICION EXPERTA/SABER SABIO

Para la definicion de ecuacion, consideramos el trabajo de Klein (1950), en donde se
interpreta que una ecuacion corresponde a una igualdad de funciones. Asi por
ejemplo,

x — 2 = x + 3 puede separarse en dos funciones reales: f (x) =x -2y g (x) =x+3y
por lo tanto, la ecuacion inicial podria escribirse como f(x) = g(x).

Las propiedades de la igualdad como relacion de equivalencia, la que se presenta a
continuacion:

e Reflexivadonde a = a
e Simétricasi a = b, entonces b =a
e Transitivasia=byb =c, entoncesc =a

El uso de la propiedad cancelativa en N para operaciones de adiciones y
sustracciones, en ecuaciones son:

e a=bea+c=b+c
e a=bea—-c=b—c;c<a

DISTANCIA ENTRE SABERES ESCOLAR/ERUDITO

La definicion erudita y las definiciones escolares que se le dan al objeto ecuacion, en
una simple lectura, podrian interpretarse como iguales, sin embargo, hay una
diferencia fundamental entre ellas, la que tiene directa relacion con el dominio en
donde éste se trabaja. Por una parte, la definicion escolar no considera el hecho de
gue existen distintos tipos de soluciones para las ecuaciones, asi como tampoco,
considera el sistema numérico en el cual los estudiantes trabajan. Por otra parte, la
definicion de Klein, permitiria — de cierta manera - superar esta dificultad, ya que el
dominio de la funcién permitiria a los estudiantes, aplicar propiedades y operaciones
acordes al sistema numérico en el cual estan trabajando

Si bien en quinto basico no se encuentran las funciones de manera explicita, se
podrian dar argumentos como “el que sigue siempre seran menores de x-2 es menor
gue X, mientras que el que le sigue a x+ 3 es mas grande que x”

X-2 no puede ser igual a x+3 y en él contexto funcional la recta de ecuacion y=x+3 es
paralela a la recta de ecuacion y=x-2 y como son distintas, no se intersectan, .. s = @
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ANALISIS HISTORICO EPISTEMOLOGICO

La investigacion sobre el origen, naturaleza y evolucion del concepto de ecuacién
pretende fortalecer las ideas de que los estudios sobre dichos elementos son de
suma importancia en la educacion, y Sierra, Gonzalez y Lépez (1999) consideran
gue algunos fundamentos de la enseflanza de la matematica se sustentan en los
principios del conocimiento, y debido a un abuso de la transposicion del conocimiento
se sugiere considerar los elementos basales del concepto matemético para la
introduccion de este en el aula escolar.

En consecuencia con lo anterior Rico (1998) afirma “Los profesores de matematicas
presentan acusadas carencias formativas en psicologia, pedagogia, sociologia de la
educacion, epistemologia, historia, y didactica de la matematica, lo cual implica una
desconexién entre su trabajo profesional y las bases y desarrollos teoricos
correspondientes”. (p.6).

A continuacion se presentan las evidencias encontradas a partir de la revision de la
literatura, desde aquellas primeras civilizaciones, hasta los ultimos referentes del
algebra, para finalmente realizar un establecimiento entre el saber “ecuaciones” y “el
sistema de numeros naturales.”

PERSPECTIVA HISTORICA

Grecia

Diofanto Escuela Pitagoérica Euclides



Abu Muhammad Ben Musa Al-kwarizmi

v
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Scipione Del Ferro

Annibale
della Nave

Antonio
Maria Fior

Leonardo de pisa (Fibonacci)

v

Niccolo Fontana (Tartaglia)
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Ludovicco Ferrari Rafael Bombelli

Francois Viéte René Descartes Pierre de Fermat

Leonhard Euler Joseph Louis Lagrange  Carl Friedrich Gauss Evariste Galois
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GRANDES CIVILIZACIONES

CIVILIZACION EGIPCIA

El origen de muchos de los 110 problemas contenidos en los papiros de Rhind y de
Moscu esta estrechamente relacionado con la vida cotidiana. Estos problemas se
resuelven generalmente con la sola ayuda de la aritmética o utilizando ecuaciones
lineales de la forma x+ax=b o x+ ax+cx=b, donde la incégnita x se llama “aha”.

Generalmente, la solucién de una ecuacion lineal proviene de la aplicacién del
método de “falsa posicidn”: Por ejemplo, si x+ x/7=24 se asigna un primer valor a xy
se comprueba si es valido: sea x=7, entonces 7+ 7/7=8, lo cual es falso (se esperaba
que fuera 24): sin embargo, 3x8=24, de donde la solucién es 3x7=21, es decir, x =21.

En general, los egipcios no resolvian la ecuacion cuadratica, pero eso no les impidio
resolver ciertas ecuaciones de segundo grado. Los egipcios utilizaban muy poco el
simbolismo en su algebra: manipulaban con éxito las progresiones aritméticas y
quizas las geométricas y utilizaban con soltura la conmutatividad y la distributividad, y
estaban familiarizados con el inverso aditivo (%)

2 Morales, L. (2002). Apuntes de Historia de las matematicas, 1(1), p.10

CIVILIZACION MESOPOTAMICA

“El sistema babildnico permite resolver una ecuacion lineal como ax+b=c usando
exactamente los mismos pasos que usariamos nosotros. Se resta para obtener ax =

c-b y luego se multiplica por el reciproco de a para llegar a x = % . Es indudable que

las caracteristicas de la aritmética babilénica permiten un tratamiento de ecuaciones
lineales completamente distinto de los métodos egipcios.

Por consiguiente, los babilonios no tienen la necesidad de utilizar métodos como la
falsa posicion. Lo cual implica que las ecuaciones de primer grado no representan
ningun reto importante para la matematica babilonica, tanto asi que en algebra: “Los
babilonios podian resolver ecuaciones con una incognita tales como: ax=b, x>+ax=c,
x2-ax=c, x>=b, x(x+1)=b, ax?+bx=c y ax*-bx=c”.

“‘Las matematicas babildnicas, abarcaban generalmente aproximaciones de numeros
irracionales como soluciones de las ecuaciones determinadas y utilizaban férmulas
tales como: (a + b)?> = a2 + 2ab + b? y (a + b)(a —b) = a? — b?”. También desarrollaron
sistemas de ecuaciones lineales y ecuaciones de segundo grado, todo ello formulado
y resuelto de una forma totalmente verbal. (%)
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CIVILIZACION GRIEGA

La figura griega mas representativa de la época con respecto al algebra, fue el
matemético Diofanto de Alejandria con su obra Aritmética; en la que traté por primera
vez la historia de las mateméaticas griegas, no solo en las ecuaciones de primer
grado, sino también las de segundo. La Aritmética de Diofanto es una coleccion de
189 problemas donde introduce algunas expresiones y simbolos para representar las
incégnitas, las operaciones y las potencias de las incognitas, estos problemas
prepararon el camino a lo que siglos mas tarde seria “La teoria de Ecuaciones”. A
pesar de lo rudimentario de su notacién simbdlica y de lo poco elegantes de sus
métodos, se le puede considerar como uno de los precursores del algebra moderna
() y Segun Bell (1949) manifiesta que:

“‘Diofanto fue el primer matematico griego, si realmente fue griego, que
mostré un talento genuino para el algebra. Siguiendo a los pitagoricos,
Euclides habia dado equivalentes geométricos para las identidades
sencillas de segundo grado, como a(a + b) = a? + ab,y (a + b)? = a? +
b? + a2b , y habia resuelto x? + ax = a?, a positiva, geométricamente.
Dando soluciones esencialmente algebraicas de las ecuaciones
especiales de primer grado con dos y tres incognitas, como , x +
y=100,x —y =40.

Mas importante aun, habia empezado a usar los simbolos
operando con ellos. Este largo paso hacia delante es tanto mas

notable cuanto que su anotacion algebraica, comparada con la de
hoy o la del siglo XVII, cuando Descartes la perfecciond practicamente,
era casi tan engorrosa como la logistica griega. El que hiciera lo que
hizo con la técnica disponible lo sitla sin ningun género de duda entre
los grandes algebristas.” (p.78)

3Saez, J. (2014). Disefio de una unidad didactica basada en métodos informales para la resolucion de
ecuaciones de primer grado con una incognita. (Tesis de Magister).Universidad Nacional de Colombia.
Bogot4, Colombia, p.14
4Saez, J. (2014). Disefio de una unidad didactica basada en métodos informales para la resolucién de
ecuaciones de primer grado con una incognita. (Tesis de Magister).Universidad Nacional de Colombia.
Bogot4, Colombia, p.27
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CIVILIZACION HINDU

Uno de los aportes mas notables de la cultura hindl es su sistema de numeracion,
del cual proviene el que usamos actualmente y que fue importante para el
surgimiento de un algebra de tipo aritmético.

Cuatro de los matematicos hindies mas sobresalientes y conocidos hasta la fecha
son: Aryabhata Cuya obra Aryabhatiyam (499 d.C.) que incluye problemas sobre
series, permutaciones y ecuaciones lineales y cuadraticas, Brahmagupta: Su
Brahmasiddhanta (628 d.C.) contiene una regla satisfactoria para resolver
ecuaciones cuadraticas y problemas que incluyen temas tratados por Aryabhata,
Mahavira: Su Ganita-Sara Sangraha (850 d.C.) contiene un largo numero de
problemas que involucran series, radicales y ecuaciones y Bhaskara: Su Bija Ganita
(1150 d.C.) contiene nueve capitulos y extiende su trabajo a través de las ecuaciones
cuadraticas.(®)

Nos centraremos en Brahmagupta quien fuera el mas grande los matematicos
hindues del siglo VII; vivio en Ujjain, centro de astronomia situado en la India central.
Hacia el afio 628, escribi6 una de sus obras mas significativas titulada
Brahmasiddhanta o Brahmasphuta siddhanta o Sistema revisado de Brama, que
comprende 21 capitulos, algunos de los cuales tratan esencialmente sobre
trigonometria, geometria y algebra, y al igual que en los trabajos que le precedieron,
se mezclan resultados correctos con otros que son incorrectos.

Sin embargo, los que tienen que ver propiamente con algebra son mucho mas
importantes que las formulas para calcular areas, y da soluciones generales para
ecuaciones cuadraticas e incluso considera el caso de soluciones negativas. Mas
aun, este es el primer texto antiguo en donde se da un tratamiento sistematico de la
aritmética con nameros negativos y entre su contribuciones mas valiosas ha de
mencionarse su generalizacion de la férmula de Heron para el area de un
cuadrilatero, soluciones generales de las ecuaciones cuadraticas que incluyen raices
negativas y positivas, la aritmética de los nUmeros negativos y del cero, y la solucion
general de una ecuacion diofantina lineal ax by ¢ en la que a, b y ¢ son enteros y se
buscan todas las soluciones enteras. (°)

SCarrillo, F. (2003). Apuntes de Historia de las matematicas, 1(2), p.5
5Davila, G. (2003). Apuntes de Historia de las matematicas, 1(2), p.10
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Brahmagupta sabia que cuando a y b son primos entre si, todas las soluciones
vienen dadas por x= r- mb; y= s - ma en las que m es cualquier entero. Ademas,
hall6 todas las soluciones enteras de la ecuacion diofantina, mientras que Diofanto
frecuentemente se conformaba con hallar una solucion. Por ultimo, estudié también
la ecuacion de Pell, y2=ax?+ 1 en la que a es un entero de raiz cuadrada
irracional, cuya teoria completa no quedaria terminada hasta los estudios de
Lagrange en el siglo XVIII. (%)

CIVILIZACION ARABE

La civilizacién arabe sostuvo contactos culturales con los griegos y los egipcios; por
ello, adquirieron traducciones al idioma arabe de obras de Euclides, Ptolomeo,
Arquimedes y Aristoteles. Esto permitio la influencia de los griegos con respecto a la
variable y su dimensionalidad, estando aquella presente en las longitudes de
segmentos de recta, area o volumen.

Segun Acevedo y Falk (1997), el Arabe Abu Muhammad Ben Musa Al-kwarizmi, fue
el primer autor islamico que escribié sobre la solucion de problemas por al-jabr y
almugabala, que significa mas o menos complecion y reduccion. Al examinar su obra
titulada El Compendio de Calculos por Al-jabr y Almugabala, encontramos un libro de
algebra con soluciones de ecuaciones por medio de la manipulacion de los términos.
De esta manera, el tratado de algebra de Al-kwarizmi, desarrolla un trabajo
algebraico similar al de nuestros dias. En la primera parte de su obra desarrolla la
solucion de seis tipos de ecuaciones que se pueden reducir a ecuaciones lineales y
cuadraticas. En notacion contemporanea estas son:

a* = bx, ax’=b, ax = b, ax’+bx =c,ax’?+ c=bx yax? =bx+c
Al-kwarizmi da reglas para resolver estas ecuaciones, demuestra la validez de sus

reglas e ilustra su aplicacion mediante ejemplos. En la terminologia original considera
el problema tipo: raices y cuadrados iguales a numeros.

Carrillo, F. (2003). Apuntes de Historia de las matematicas, 1(2), p.10

Pagina 18



UNIVERSIDAD
CATOLICA pe
VALPARAISO

EUROPA

El comercio desempefié un papel muy importante en la transmision del conocimiento
arabe a Europa; en particular, los mercaderes italianos estuvieron usando los
nameros indo-arabigos para sus asuntos mercantiles desde mucho antes que se
extendiera su uso en el continente.

En su obra el Liber Abaci (1202), Fibonacci resolvi6 numerosos problemas de tipo
practico (relativos a transacciones comerciales), mediante la aplicacion de la
sucesion que lleva su nombre o de procedimientos relativos al analisis indeterminado
de primer y segundo grado. Es interesante destacar que, para resolver ecuaciones
de segundo grado, Leonardo sigui6 el estilo diofantino y arabe considerando
separadamente cinco casos distintos, de manera que los coeficientes resultaran
siempre positivos y, para cada uno de ellos, encontro la solucion utilizando los
razonamientos geomeétricos de Euclides.

Para encontrar la solucion de los problemas de andlisis indeterminado aplicé
distintos x artificios de tipo aritmético utilizados por Diofanto o el método de la
"falsa posicion”. Loria. C. (1929). p.386-391

Alrededor del 1500 Scipione Dal Ferro enuncié la férmula resolutiva de la ecuacion
x3 + pq = q conpy q enteros positivos , pero Desafortunadamente, del Ferro nunca
publicé sus resultados, antes de su muerte, reveld el método a su yerno, Annibale
della Nave, y a su discipulo Antonio Maria Fior, quien, de regreso a su natal Venecia,
pretendia formarse un buen nombre como matematico y para ello retd6 a una
contienda matematica a Niccolo Fontana, mejor conocido por el sobrenombre de
Tartaglia.

A partir de 1545, con la publicacion de Ars Magna de Jerénimo Cardano (1501-
1576), se hizo comun la solucion de la ecuacion cubica y de la ecuacion cuartica.
Fue tan fuerte su impacto que frecuentemente se toma el afio de 1545 como el inicio
del periodo moderno en matematicas.

Cardano no fue el descubridor de la solucién de ninguna de ellas. El mismo admite
en su libro que la idea para resolver la ecuacion cubica la obtuvo de Tartaglia
(Niccolo Fontana 1500-1557), y que la solucion de la ecuacion cuartica fue primero
descubierta por Ludovico Ferrari (1522-1565). Lo que Cardano no menciona en Ars
Magna es la promesa que habia hecho a Tartaglia de no revelar el secreto.

Se presume que el mismo Tartaglia habia recibido ideas sobre la solucién de la
ecuacion cubica de fuentes anteriores. Cualquiera que sea la verdad en la
controversia entre Cardano y Tartaglia, parece claro que ninguno de ellos fue el
primero en hacer el descubrimiento. Lo mas importante es que impulsé la
investigacion en algebra en varias direcciones. Por ejemplo, un resultado inmediato
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de la solucion de la ecuacion cubica fue el uso de un nuevo tipo de nimeros. Aunque
los racionales fueron aceptados desde el tiempo de Cardano, los imaginarios
tuvieron que ser calculados, aun cuando se intentara restringir a raices reales.

En el aspecto anterior, Rafael Bombelli (1526-1573), lleg6 a apreciar que los
radicales deben estar relacionados de la misma manera como estan relacionados los
radicandos. Es decir, que son imaginarios conjugados que producen numeros reales,
anticipando el papel que los conjugados jugarian en el futuro.

Bombelli escribio su Algebra alrededor de 1560 y fue impresa, en parte, hasta 1572.
Contiene simbolos parecidos a los de Chuquet, por ejemplo, los simbolos italianos p
y m para la adicion y sustraccion; pero utiliza también otras formas de expresion, por
ejemplo, las potencias de la incognita aparecen como numeros arabigos arriba de un
pequefio arco circular. No aparece simbolo para la igualdad; aunque ya se tenia. (%)

En la ultima mitad de siglo XVI Francia produce a Francgois Viete, con quien se
produce el cambio mas significativo en la construccion del lenguaje simbdlico. Este
autor fue el primero que utilizo sistematicamente las letras para todas las cantidades
(la incégnita, sus potencias y los coeficientes genéricos) y los signos para las
operaciones, empleaba este lenguaje simbdlico tanto en los procedimientos
resolutivos como en la demostracion de reglas generales. Viéte llamaba a su algebra
simbdlica logistica especiosa en oposicion a la logistica numerosa: consideraba el
algebra como un método para operar sobre las especies o las formas de las cosas, y
la aritmética, la numerosa, como una técnica que se ocupaba de los niumeros. De
este modo el algebra se transformé en el estudio de los tipos generales de formas y
de ecuaciones, porque lo que es aplicable al caso general es valido para los infinitos
casos particulares (°)

8Rodriguez. O. (2002). Apuntes de Historia de las matematicas, 1(1), p.26-27
9 Malsani, E. (1999). Los obstaculos epistemolégicos en el desarrollo del pensamiento algebraico:
vision histérica. Irice, 34(13), 7-8
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GEOMETRIA ANALITICA
DESCARTES

El paso final en la preparacion para las nuevas matematicas infinitesimales, y aquel
gue tuvo mas posibilidades para la investigacion, fue el desarrollo de la geometria
por René Descartes (1596 - 1650) y Pierre de Fermat (1601 - 1665). La Geometria
de Descartes fue publicada en 1637 como uno de tres apéndices de su Discurso del
Método / para conducir bien la razén, y buscar / la Verdad en las ciencias. / Ademas /
La Didptica / Los Meteoros / y / la Geometria / que son ensayos de este Método”.

La idea central de la geometria analitica es la correspondencia entre una ecuacion f
(X, y) O y el lugar (generalmente una curva) consistente de todos aquellos puntos
cuyas coordenadas (X, y) relativas a dos ejes fijos perpendiculares satisfacen la
ecuacion Descartes empez6 con un problema geométrico, que comunmente
involucraba una curva dada, y la definia tanto como un lugar geomeétrico estatico a la
manera de los griegos como en términos de un movimiento continuo uniforme (como
la espiral de Arquimedes). Su procedimiento fue trasladar un problema geométrico al
lenguaje de una ecuacion algebraica, luego simplificarla y finalmente resolver esta
ecuacion.

EULER , LAGRANGE Y GAUSS

En 1748, Euler publico en Lausana, Suiza, el primero de sus tres grandes tratados
sobre calculo: Introductio in Analysi Infinitorum. Esta obra, una de las mas
importantes en la historia del calculo infinitesimal y de la geometria analitica, recoge
resultados que habia escrito en memorias anteriores, presenta nuevos aportes y
desarrolla algunos de los principales conceptos que sobre el tema habian obtenido
sus predecesores, como Newton, Leibniz y los Bernoulli.

Euler pudo probar que todo polinomio real de grado n, con n < 6, tiene exactamente
n raices complejas y ademas era claro para él que si un polinomio real tenia una raiz
compleja de la forma a+ b v/—1, entonces su conjugada a - b v/—1 también era raiz
de ese polinomio. En 1749 intentd el caso general, a saber, que todo polinomio real
de grado n, para n arbitrario, tiene exactamente n raices complejas. Su prueba es
incompleta y Joseph Louis de Lagrange (1736-1813), en una memoria presentada a
la academia de Berlin en 1772, trata de completar la prueba de Euler, aunque su
razonamiento no es muy preciso pues Lagrange, al igual que Euler y muchos
matematicos de la época, operaban libremente con las raices de las ecuaciones
como si fueran nameros ordinarios sin tomar en cuenta que esas raices podian ser
numeros complejos.
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Es a Carl Friedrich Gauss (1777-1855) a quien le corresponde el mérito de haber
sido el primero en dar una prueba convincente, aunque no completamente rigurosa,
del TFA en su tesis doctoral titulada “Nueva Demostracion del Teorema de que Toda
Funcion Algebraica en una Variable puede ser Factorizada en Factores Reales de
Primero o Segundo Grado”, en el afo 1799. En este trabajo se hace una critica de
los intentos anteriores de D’Alembert, Euler y Lagrange, y se aborda el teorema
desde una perspectiva diferente pues Gauss no calcula las raices de un polinomio
real sino que demuestra la existencia de éstas por medio de un método muy original,
gue presentamos aqui de manera muy sintetizada. Si el polinomio real P(z) tiene una
raiz compleja de la forma a + bi, entonces P(a + bi) = 0 y, ademas, esta funcion
algebraica es posible representarla como P(x + yi)=u(x,y) + iv(X,y).

La gran originalidad de Gauss fue hacer corresponder cada raiz compleja a + bi de P
con un punto (a,b) del plano cartesiano. De esta manera, el punto (a,b) debe ser una
interseccion de las curvas u =0y v = 0 por lo que es necesario probar que estas dos
curvas se cortan. Gauss utiliza un argumento cualitativo para esta prueba y su
razonamiento se basa en las gréaficas de las curvas por lo que no es completamente
riguroso. Sin embargo, su argumento es convincente y prueba asi que un polinomio
real de grado n se factoriza como producto de factores lineales de primero y segundo
grado.

En 1814, Jean Robert Argand (1768-1822) presenta una prueba sencilla del TFA
basado en las ideas de D’Alembert y en 1816 Gauss ofrece otra prueba del teorema
la cual se basa en las ideas de Euler; su demostracion es completa y correcta. En
ese mismo afo, Gauss presenta una tercera prueba del teorema y, en este caso, sus
argumentos son de naturaleza geométrica, como en su primera demostracion.

En 1849, Gauss prueba el TFA en su forma general, a saber, que un polinomio de
grado n con coeficientes complejos tiene n raices complejas, o que en términos
modernos equivale a decir que el campo de los numeros complejos es
algebraicamente cerrado.(%°)

0pavila. G. (2003). Apuntes de Historia de las matematicas, 2(2), p.45-50
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GALOIS

Galois considerado como el iniciador de la teoria, relaciond sus trabajos sobre
ecuaciones algebraicas con los de grupo de permutaciones, en los cuales penetré
profundamente en las propiedades generales de la teoria de grupos, es él quien
define el concepto de subgrupo distinguido o normal y reconoce su importancia, y es
también a Galois a quien se deben las primeras ideas sobre “Representacion lineal
de grupos”, esto es prueba de que manejaba la nocion de Isomorfismo entre dos
estructuras de grupo. Galois ademas probé que una ecuacidon es soluble por
radicales (o resoluble) solo si su grupo de Galois lo es (asoci6 a una ecuacion
polinomial un grupo de permutaciones), a su vez, demostré fue que “El problema de
la solucién de una ecuacion poli-némica es, por lo tanto, esencialmente un problema
numérico”; asi, debemos tener en cuenta que el presente siglo y el empleo de
herramientas como la calculadora y el computador, reflejan directamente la
importancia de nueva fundamentacion de la matematica sobre la base de la
aritmética.

La teoria general del algebra (algebra abstracta) centra su interés en las estructuras
algebraicas (grupo, anillo, c ampo, etc.) mas que en la teoria de ecuaciones; esto se
debe, entre otras razones a una teoria conocida como “La Teoria de Galois” que
demuestra, basandose en resultados pertinentes a las estructuras algebraicas, que
en general no existen métodos algebraicos para resolver ecuaciones de grado cinco
0 mayor; es decir que no existe ninguna formula de solucion para dichas ecuaciones,
gue tal como en el caso de las ecuaciones cuadraticas, cubicas y cuanticas, puede
expresarse en términos de operaciones aritméticas (adicidon, sustraccion,
multiplicacién, division, extraccién de raices) con los coeficientes de la ecuacion.(1?)

ASENTAMIENTO EPISTEMOLOGICO PARA EL SISTEMA DE LOS NUMEROS
NATURALES

Considerando la evolucion del objeto matematico durante la historia, su estructura
interna y propiedades generales, determinamos que el sistema de los ndameros
naturales no poseen estructura de grupo con respecto a la suma o al producto, ya
que carece de inverso con respecto a estos; por tanto tampoco posee estructura de
anillo y cuerpo, ya que carece de simetria. Sin embargo para poder solucionar
ecuaciones lineales de un paso en N contamos con la propiedad cancelativa, quien
nos establece un discurso apropiado para el sistema numérico.

polania, L. y Bohérquez, C. (2016).Aspectos histéricos de la teoria de grupos. Paideai Surcolombia,
(7)l 3_5
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LA CLASE DEL ESTUDIO, OBJETIVOS Y ARTICULACION

Este estudio se basa en una secuencia didactica de tres clases considerando las
fases del Estudio de Clases Japonés, como un proceso mediante el cual los
docentes buscan mejorar sus métodos de ensefianza, centrando sus esfuerzos en
los estudiantes que aprenden (Isoda, Arcavi y Mena, 2012), incluyendo actividades
para lograr que estudiantes del nivel quinto afio basico (10 a 11 afos), frente al
objeto matematico ecuaciones de primer grado, logren el objetivo de resolverlas
mediante adiciones y sustracciones, interactuando con estas. Desde el punto de vista
tedrico, se considera como referente la Teoria de Situaciones Didacticas (en
adelante, TSD) que considera el desarrollo de una situacion de aprendizaje, segun
las fases de accion, formulacion y validacion. Brousseau (2007) las define como “un
modelo de interaccion de un sujeto con cierto medio que determina un conocimiento
dado, como el recurso del que dispone el sujeto para alcanzar o conservar en este
medio un estado favorable” (p. 16).

En relacion la problematica, en este estudio, se han planteado las siguientes
preguntas de investigacion:

» ¢La propiedad cancelativa resulta un aporte en la comprension del
procedimiento de ecuaciones de primer grado?

> ¢Se logra la habilidad de resolver ecuaciones de primer grado a partir de la
aplicacion de la propiedad cancelativa?

En consonancia con ello, se han propuesto los siguientes objetivos:

Tabla 1: Objetivos propuestos para el estudio.

Objetivos Descripcion

General Proponer una secuencia didactica para la comprension de
ecuaciones de primer grado en estudiantes de entre 10 a 11
afos, basado en el uso de la propiedad cancelativa.

Especificos — Disefiar una secuencia didactica de tres clases para el trabajo
de resolucion de ecuaciones de primer grado basado en el uso de
la propiedad cancelativa.

— Implementar una clase de la secuencia didactica disefiada.
— Analizar los resultados de la implementacion.

A la luz del objetivo general de la secuencia didactica, se presentan los objetivos
especificos para abordar progresivamente los conocimientos de los estudiantes y
desafiar sus habilidades en las clases planificadas bajo la metodologia de Estudio de
Clases. A continuacién se presenta una tabla con la articulacién de la clase, el
objetivo que se pretende lograr, el objetivo presentado en la clase y los tiempos
utilizados, se pretende, que durante la implementacién de esta secuencia, los
estudiantes descubran, enuncien y se apropien de la propiedad cancelativa como
estrategia para resolver ecuaciones en diversos contextos.
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Secue Articulacion de las Objetivo a lograr Objetivodela  Tiemp
ncia Clases clase 0
Clase Se considera que Resolver ecuaciones Resolver 90
1 en cuarto basico se de primer grado de ecuaciones de minuto
presenta el OA 14 adiciones y adiciones y S
gue posee estricta sustracciones enN a sustracciones
relacion con la través de la balanza , Clase adelcuada
resolu_cién de aplicand_o propiedad < implgfnrsmgcién
ecuaciones de cancelativa enel aula
primer grado en N
de adiciones vy
sustracciones
Clase Contexto Resolver situaciones Resolver una 90
2 geomeétrico, en el marco situacion en el minuto
considerando las geomeétrico gue marco S
indicaciones contemplen proponer y geomeétrico de
sugeridas por resolver ecuaciones de ecuaciones
MINEDUC, primer grado en N de adiciones y
presentes como adiciones y sustracciones
OA23 para cuarto sustracciones
basico, se refuerza aplicando propiedad
una perspectiva cancelativa
iconica
Clase Una de las Resolver situaciones Resolver una 90
3 habilidades de la vida cotidiana a situacion de la minuto
centrales y travées del uso de vida cotidiana S
transversales: ecuaciones de primer con
resolver grado en N de ecuaciones
problemas, propia adiciones y adiciones y
desde los niveles sustracciones, sustracciones
preescolares en el aplicando propiedad
curriculo. cancelativa

Tabla 2: Articulacion objetivos de estudio para secuencia didactica
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CLASE N°1:

“LA TAREA DE JUAN”

Como actividad central de la clase, se presenta una situacion (guia de estudio) a lo
cual los estudiantes se pudieran ver reflejados, ya que la profesora envia tarea y el
hermano pequefio, la estropea, rayandola y dejandola impresentable, la profesora
muy amable comprende la situacién y le entrega una nueva guia para que rehaga su
tarea, sin embargo, Juan nervioso no recuerda como replicarla. Tras esta
introduccion, se les pide a los estudiantes que ayudemos a Juan y se les entrega una
nueva y limpia guia, como la que tuvo que resolver Juan, el trabajo esta planificado
para que trabajen en parejas, otro objetivo transversal de estas actividades, es
promover el trabajo en equipo, argumentacion de los estudiantes y la capacidad de

reproducir elementos faltantes

—

Esta Actividad esta planeada para movilizar la fase de formulacién, ya que se
espera que en parejas logren establecer la nocién de equilibrio (=), y den
respuesta a la ecuacion a través del uso de propiedades o una resolucion intuitiva

1. Representa cada pase de la balanza algebraicamente. 1. Representa cada paso Oe Ia balanza sigevraKamEnte.
Recuerda mantenej el equilbrio y encuentra el valor de la incognite RECUSIOS Mantener ¢l QUADAO Y ENCUENTA & Vakor OF 1 INCOJNta

Balinz Ecuacién

Representa aigebraicamente las ecuaciones, guiate por las balanzas

Ejemplos de la actividad 1 y 2

DESCRIPCION DE LA

ACTIVIDAD

En las actividades 1 y 2,
se promueve que los
estudiantes a partir de la
actividad inicial logren
descubrir los elementos
que hay tras las rayas y a
su vez identificar el valor
del elemento incégnito.

Una vez finalizada las
actividades 1 y 2, son los
estudiantes quienes en la
pizarra indican las
respuestas, de esta
manera seran los propios
estudiantes quienes, a
traves de la
argumentacion, adquieran
la capacidad de referirse a
la x como incognita,
equilibrio o como wuna
igualdad, mostrando sus
estrategias.
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Finalmente se espera que las parejas sean capaces de reconocer que a partir de
utilizar la propiedad cancelativa pueden llegar a conocer el valor de este elemento
incégnito, siendo de gran importancia que logren comunicar sus conclusiones a partir
del uso de un lenguaje algebraico, refiriéndose a igualdades a partir de signo =, de
incégnitas a partir de una letra, en este caso x, y encontrar la solucioén a partir de sus
estrategias y caminos recorridos. El trabajo solo en el sistema numérico los nimeros
naturales beneficia que los estudiantes puedan utilizar propiedades y diversas
descomposiciones, tales como que 5 es igual a decir 1+1+1+1+1, 5 esigual a 2+3 0
5 es igual a 2+2+1, dependiendo de los valores que se pueda descomponer al otro

lado de la igualdad.

Al término de la clase se motiva a los estudiantes a comunicar sus estrategias, donde utilizan
JJ ““

un lenguaje asociado a “eliminar”, “tachar”, “cancelar” al referirse a las estrategias utilizadas
(Propiedad cancelativa). Estableciendo una asociacion con la fase de Validacion

ANALISIS A PRIORI DEL PLAN DE ESTUDIO

A continuacion Se presentan los andlisis preliminares de la secuencia didactica de
tres clases, considerando el objeto matematico de ecuaciones de primer grado de un
paso de adicion y sustraccion en conjunto con la introduccion de la propiedad
cancelativa de los numeros naturales para resolverlas, enmarcada en quinto afio
basico (estudiantes de entre 10 y 11 afos) y las actividades planificadas para
movilizar y activar las fases de la TSD.

Posteriormente se ejemplifican y describen las actividades de cada una de las
secuencias y los siguientes elementos para su andlisis: Respuesta experta,
devoluciones del docente, matematica en juego y posibles estrategias de resolucion
basados en Radford (2011) (Como se cita en Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi,
2012) para la segunda y tercera clase de la secuencia didactica, considerando como
error las definiciones de Font (2000, en Neira, 2009) y Godino, Batanero y Font
(2003, en Neira, 2009) como “cuando el alumno realiza una practica (accion,
argumentacion, etc.) que no es valida desde el punto de vista de la institucion
matematica escolar” (p. 8); y dificultades, las que indican “el mayor o menor grado de
éxito de los alumnos ante una tarea o tema de estudio” (p. 8), igualmente
consideraremos aquellos errores y dificultades establecidos por Puig (2004) que
presentan los estudiantes frente a la habilidad de resolver problemas.
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MATEMATICA EN JUEGO

Para el desarrollo de esta actividad, con base en la progresién curricular de objetivos
propuestos por MINEDUC, se espera que los estudiantes posean el desarrollo y
adquisicion de competencias propias a los niveles anteriores de estudio (Ver anexo
Tabla N°3: conocimientos previos (esperados) de los estudiantes)

Establecemos por tanto, que los estudiantes deben poseer el dominio de la
matematica asociada a lograr reconocer y reproducir patrones, describir y registrar la
igualdad a través de balanza en el ambito numérico del 0 al 20 y resolver ecuaciones
de un paso del 0 al 100, promoviendo el desarrollo l6gico-matematico

DESCRIPCION DEL PLAN DE CLASE N°1:

“LA BALANZAY LA TAREA DE JUAN”

Para el objetivo, resolver ecuaciones de adiciones y sustracciones, se establecen
dos actividades distintas dentro de la planificacion, la primera actividad consisten en
activar los conocimientos previos de los estudiantes, y movilizar el conocimiento de la
matematica adquirida, con el propdsito que asocien en primera instancia el lenguaje
simbolico con el icénico a partir de la representacion de la balanza, para después
resolver la ecuacion, reconociendo los pasos que se utilizan en la balanza, también
se activa la fase de accion de la TSD, ya que seran los estudiantes, los que deban
manipular, asociar y determinar si las asociaciones realizadas por sus pares son
correctas, argumentando y fundamentando sus respuestas o razonamientos.
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DESCRIPCION DE LA ACTIVIDAD

El trabajo introductorio consiste en que los estudiantes salgan a la pizarra y asocien
cada elemento de la balanza con la representacion en el lenguaje simbdélico de esta
(pueden ser cartulinas desmontables o uso de pc), de manera tal que reconozcan la
idea de equilibrio y busqueda de una solucién al elemento incognito.

CARTULINAPARAPIZARRA ELEMENTOS PARA ASOCIAR EN LA BALANZA

=

Balanza

Ecuacién

!

. eoe
Jee | o0
=228

—

Balanza
= X
_ee A ﬁ}

s —\

.

+
Balanza Ecuacién
=, X

1o}

—

Modelo de actividad inicial motivacional

Se promueve la discusion entre
los estudiantes, ya que en un lado
estd la representacion iconica a
través de la balanza y en el otro
lado de la pizarra, el lenguaje
algebraico que deberan asociar a
cada representacion de la balanza.
Deben encontrar el valor de
elemento  incognito que se
asociard con la representacion
algebraica de X.

Esta actividad esta planificada para
activar la fase de accién, ya que se
espera  que los  estudiantes
interacten  con el medio,

comunicando sus estrategias y

modelos empleados.

El trabajo de esta actividad promueve la visualizacion del equilibrio, la representacion
en diversos lenguajes (iconico - simbdlico) y encontrar el valor de esta incégnita a

través de una cierta cantidad de pasos.
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ERRORES, DIFICULTADES Y DEVOLUCIONES

Para esta primera clase de la secuencia didactica se consideran los siguientes
errores, dificultades de los estudiantes y las posibles devoluciones del docente, tanto
en la actividad de inicio como central de la clase, asi como aquellos provenientes de

la literatura

Tabla N°4: Dificultades y errores de la primera implementacion de la secuencia

didactica
Momento Dificultad Errores Devolucion
de la
clase
Inicio Godino y Font (2003) (Socas et al., Frente alos errores en

determinan que los
convenios  ambiguos,
pueden provocar
dificultades, vya se
utilizan significados muy
distintos en aritmética
como en algebra, por
ejemplo poner la equis
(x) para multiplicar;
indicar el operador (=)
como igualdad y no
como equivalencia entre
expresiones

1989), clasifica
errores relativos
al mal uso de la
propiedad
distributiva,
errores relativos
al uso del
reciproco y
errores de
cancelacion

las
caracteristicas
del lenguaje
algebraico

(Socas et al.,
1989)

el mal uso de
propiedades, se les
pide a los estudiantes
que comprueben sus
calculos

Si X representa una
multiplicacion, en el
otro extremo de la
balanza cesta  la
respuesta?, ¢cuales
son los factores que
se multiplican?

Si al signo = lo asocian
al resultado de una
ecuacion, se pregunta
al estudiante: si en un
extremo de la balanza
tengo 5 bolitas + 4
bolitas y en el otro

extremo tenemos 3
bolitas + 3 bolitas + 3
bolitas. ¢Cual es el

resultado en ambos
extremos?,
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Desarrollo Para

obtener una
estrategia adecuada al
momento resolver

Para descomponer los
elementos numéricos en
la balanza

Para establecer
relaciones entre el
elemento incognito
representado de forma
iconica 'y un valor
numérico

Eliminar o]
cancelar
elementos  solo
de un extremo de
la balanza
Descomponer
elementos
NnuMEricos sin
considerar el
equilibrio

Establecer que la
incognita es 0

Indicar
elemento
incognito es 1

que el

Jrepresentan lo
mismo?

¢Qué pasa con el

equilibrio de la
balanza?, . Se
mantiene?, ¢de qué
manera podriamos
mantener este
equilibrio?

Con las nuevas
agrupaciones de
realizo épuede

mantener el equilibrio
de la balanza si desea
agregar o quitar?

Preguntar todas los
posibles formas de
descomponer un

namero y ubicar la
mejor descomposicion
para resolver la
ecuacion

Recordar lo que
representa la balanza
y pedir que verifiquen
las equivalencias
incluyendo el 0

Recordar lo que
representa la balanza
y pedir que verifiquen
las equivalencias
incluyendo el 1
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RESPUESTA EXPERTA

Existen dos respuestas expertas asociadas a la primera clase, ya que esta consta
con varias actividades, tanto al inicio de la clase como durante el transcurso del
desarrollo. A continuacion se explicitaran las respuestas para cada una:

Tabla 5: Respuesta experta en actividades de inicio y centrales de la clase

Respuesta experta de actividad de
inicio

Como actividad de inicio el o los
estudiantes deben manipular los
elementos representados
algebraicamente para asociarlos
con la balanza y su representacion
icOnica, cada elemento representa
determinados momentos de la

balanza, se espera que el
estudiante logre asociar por
ejemplo la x con la balanza,

posicionandola encima de la
representacion iconica, el signo =
entre ambos extremos de la
balanza para identificar el
equilibrio y asi sucesivamente,
hasta llegar a establecer que tras
diversas pasos, el valor de la
incognita es 4

Balanza Ecuacién
e

g‘ [ ]

H

X+2=6

Eeuacion
epresentauna

X+2=4+2

Ecuacion
epresentauna
X «Q: 4 «i

X = 4
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Respuesta experta de actividad de 1. Representa cada paso de Ia balanza algebraicamente. o
desarrollo N01 Recuerda mantener el equilibrio y encuentra el valor de la incognita.

Balanza Ecuacién
Este trabajo en parejas, busca que b C———> 2+x=5
los estudiantes logren identificar
aquellos elementos consignados Q
en la actividad, tanto en la balanza "> 2+Xx=2+3
como su representacion

algebraica y sean capaces de <

establecer ciertos didlogos vy a & ::>\+x=‘v3
comunicaciones entre pares con
las estrategias o dificultades A

establecidas. —> x=3

Los estudiantes deberian de
reproducir la imagen que se
muestra a continuacion para
establecer la asociacion
iconico/algebraico

Dentro de la bolsa hay 3 Lépices.

Respuesta experta
Respuesta experta de actividad de ; A
desarrollo N°2 e x = 8
——)
Una vez establecido el trabajo con la :'f ( )q veus
actividad N°1, se entrega a las parejas = & R s
la actividad N°2, donde se veran _ =) R
enfrentados a la misma dificultad, t-‘ﬁq@
agregando ahora en vez de la == \§= (},@
representacion de una incognita, dos. —_— v
Seran los estudiantes quienes deban i
establecer la correspondencia entre la :ﬂ% « o 4
balanza, cada uno de sus elementos y = '
la representacion algebraica, de | | cadacajadeleche representa4 bolitas
manera tal que en ambas

representaciones se establezca una
igualdad.

El objetivo de esta clase consiste en que los estudiantes logren identificar las
representaciones iconicas y simbdlicas de una ecuacion, y a partir del equilibrio
representado por la balanza, descubrir diversas estrategias dentro del sistema de los
nameros naturales, para encontrar un valor desconocido, descartando convenios
ambiguos como que la x es multiplicar o el = es el resultado de algin algoritmo.
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POSIBLES ESTRATEGIAS

Durante el analisis de la clase se han considerado las siguientes estrategias que
pueden establecer las parejas de estudiantes, principalmente nos referiremos a
aquellas asociadas al trabajo de las actividades centrales de la clase 1 y 2,
estructuradas en la siguiente tabla

Tabla N°6: Posibles estrategias de actividad de la clase 1

Estrategia de resolucion actividad 1 Ejemplificacion

Descomposicion 1 a 1 Descomponen el nimero 5en1 +1 +
1+ 1+ 1y asocian los elementos
unitarios para encontrar el valor
desconocido:

Ejemplo: x+2=5
X+ 1+ D=PR1+1+1+1
X+ = t+1+1+1
x=1+1+10sea3

Descomposicion a partir de la Descomponen el nimero5en2 + 3y
agrupacion asocian los elementos agrupados
para encontrar el valor desconocido:

Ejemplo: x+2=5

X+2=2+3
X =3
Descomposicion a partir de la Descomponen el nUmero 5 en 2 +2 +
agrupacion 3 y asocian los elementos agrupados

para encontrar el valor desconocido:

Ejemplo: x+2=5
X+2=2+2+1

X+2=2+1
X =3
Estrategia actividad 2 Ejemplificacion
Descomposicibn 1 al Descomponen los nameros

unitariamente para encontrar el valor
desconocido:

Ejemplo: 2x =8

O ©F &FIFDH 14121
QW +EF T+ IF IF I

Xx=1+1+1+1 o0osea4d
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Descomposicibn a partir de la Descomponen el nimero agrupando
agrupacion elementos para encontrar el valor
desconocido:

Ejemplo: 2x =8

+ 242+2+2
®+g® +ZF¥2>
X =242

X=4

Las estrategias presentadas son aquellas que permitirian a los estudiantes resolver
las ecuaciones a partir de la representacion de equilibrio, buscando equivalencias
entre ambos lados de la representacion icénica de la balanza o términos de la
representacion algebraica, logrando a partir de diversas estrategias, solucionar el
problema aplicando descomposiciones, uso de trazos auxiliares y eliminar términos
en ambos lados de la igualdad, utilizando la propiedad cancelativa.

PLAN DE CLASE

Se presenta la estructura de la secuencia didactica a través del plan de clases N°1,
como aquella que debe dar inicio al estudio de resolucibn de ecuaciones,
estableciendo el recurso, balanza, como elemento que proporciona a los estudiantes
las nociones de equilibrio y asociaciones entre lenguaje iconico y algebraico.

Problematica | Dificultades de estudiantes en resolver ecuaciones de primer
grado en N
Objetivo “Resolver ecuaciones de primer grado en N.
Conocimientos Previos Materiales
e Adicion e Copias de la situacion para
e Sustraccion cada estudiante
e Concepto de Multiplicacion e Lapiz grafito y goma
e Descomposicion de NUmeros e Cartulinas o papel kraft
Naturales e Proyector y computador (si se
e Nociones basicas de ecuaciones cuenta con ellos)
(igualdad e incognita) e Balanza (si es necesario)
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Actividad de Aprendizaje

Intervencién Docente

Evaluacién de la Marcha de la Clase

15 minutos

0. Indicacionesde la clase
(Posicionar a los estudiantes en
parejas, frente a frente de
manera que puedan verla
pizarra)

2.
Planteamiento dela ecuaciénpara
traspasaralengnaje alzebraico

0. Explicitar el contrato didactico v pedagdgico.

1. Se explicita el objetivo de la clase
“Resolver ecuaciones de primer grado™
Se pregunta:
a. laedad de mi hermana mas 5 afios es igual 12 afios, ;qué
edad tiene mi hermana?
b. Pedro gana el doble de gogos que David, si David tiene 15
gogos, ;cuantos gogos tiene Pedro?
c. si Luis me paga $500 pesos de una deuda de $1250,
;cudnto le falta por pagar a Luis?
d.  ;Cémo podriamos representar las situaciones anteriores?

2.

Se presenta a los estudiantes la siguiente ecuacion en una balanza
para que la puedan escribir en lenguaje algebraico representando
cada elemento de la balanza con los elementos {x, +,=.6.4,2,2,
cruz, cruz ), estos estaran para poder recortar v posicionar junto la
balanza como se muestra en la respuesta ideal (Idealmente en

cartulina a papel kraft)

Si alguno de los estudiantes comente algin emor y el resto del curso
no se percata de tal, se pide al final que se revise nuevamente la
situacion, siendo los estudiantes quienes en conjunto deban analizar
verificar los pasos realizados.

0. Mantienen una actitud positiva v
optimista frente al aprendizaje

1.
¢Los estudiantes se aproximan a una idea de
incégnita?

¢(Logran encontrar el valor delaincégnita?

¢Los estudiantes logran asociar algin elemento

alaincognita, sea[ ] , % ., ¢ ounaletra?

2.
;Losestudiantes son capaces de asociarlos
elementos dela balanza?

;Logran comprender quela balanza representa
una ecuacion?

;Comprenden que se visualiza la resolucion de
una ecuacicn enla balanza?

Los estudiantes son capaces dellegar a
visualizarla ecuacién

RESPUESTA IDEAL
Ecuacion

X+2=8
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3.
Se presenta la tarea v se relatalo
sucedidoa un estudiante llamado Juan

4.
Planteamiento del problemaa la clase.

Juan es el mayor de dos hermanos y
cursa quinto bdsico de la escuela los
pensamientos. El domingo por la tarde
Sfinalizaba orgullosamente su tarea de
matemdticas, cuando su madre desde la
cocina le recuerda que se debe cepillar
los dientes. Mientras Juan se cepillaba
sus dientes su hermano menor tomd uno
de los lapices que se encontraban
encima de la mesa y rayé la tavea que
estaba haciendo Juan. La mamd
también llamé al hermanito a tomar la
lache guien corrio y cerrd el cuaderno
de Juan.

Cuando Juan ordend su mochila no se
percaté de que su hermanito habia
rayado sin guerer la tarea v al llegar a
la clase, en el momento en que la
profesera indica que revisard la tarea
Juan se da cuenta de la situacion,
angustiado le explica a la profesora y
muestra lo gue habia hecho su
hermanito, frente a la situacién la
profesorale da la oportunidad a Juan

3.

Se les pide a los estudiantes que en parejas realicen un trabajo
colaborativo. Aquellos alumnos que estan sentados solos se cambian
de lugar para wrabajar con otro compafiero que esté en la misma
condicién. De serimpar el total de estudiantes, se podra conformar
un trio.

4.

Se les muestra alos alumnos, el problema, se pide a un estudiante
que lea el problema v se les pregunta a los estudiantes ;Qué se
entiende del problema?, ;Qué es lo que se puede extraer del
problema?, ;Qué es lo més importante del problema?

Para mantener la atencion de los estudiantes se puede hacer leer
por partes el problema de manera de que se le de pase a que

cualguier estudiante continte la lectura

A continuacion se le entrega a las parejas la tarea de Juan v la hoja

3.

;Los estudiantes son capaces de trabajar
colaborativamente?

;5e produce una actitud persistente durante la
tarea para solucionar la problematica?

4.
;Los estudiantes comprenden el problema
entregado?

Se les pregunta mas de una vez ;Qué debemos
hacerhoy?

;De qué se tratabala tarea de Juan?

;Han comprendido la mecénica de la tarea?

;Logran comprender que cada elemento de la
balanza esti representado también en la
ecuacién?

;Estan completando la tarea o persisten las
dudas?

que la pase al limpio. Sin embargo,
Juan molesto y nervioso, no recuerda
como ni lo que habia bajo las rayas.
¢ Podriamos ayudar a Juan?

1 Represents cach paso de by sy sgebrmcanente
RECUEIOH Fantne) el SQuDR  ENCUSNITA & 1o

Se entrega la tarea a cada pareja
completa

Intzrvencion del profesor
Sinos fijamos al lado izquierdo dela hoja, tenemos la tarea de Juan
que en algunas partes estan ravadas, v al lado derecho de la hoja,
tenemos una balanza vacia v un espacio donde debemos ayudar a
Juan a anotar la ecuacién que representa cada una delas balanzas. A
partir de la tarea de Juan v de la informacién que atn se logra ver.
deben completar al lado derecho, conlo que deberia tener 1a balanza
y como deberia estar planteada la ecuacién™, para qué al final

logremos encontrar el valor de la incégnita.

“LA BOLSA™

Suponiendo que los estudiantes ain no
comprenden que la bolsa, o el contenido deella, es
el valor desconocido dela ecuacién que puede ser
nombrade come “el valor desconocido™, el
profesor realizard la siguiente devolucion

Una vez que se ha observado el progreso de los estudiantes, se

Devolucion

Pa: ;Sabemos qué tiene la bolsa, cuanto
pesa o a cuintos elementos del oo lado
de la balanza equivale?

Pa:;Labolsa podria equivalera 0 o 17,
(Por qué?, ;Qué pasaria con el

equilibrio de la balanza?

Pa: Cuando tenemos un elemento del

intenciona que pasela pizarra a presentar el trabajo realizado, con
distintas estrategias de solucién. Esto con la intencién de que sea el
resto de sus compafieros quienes aporten al desarrollo o correccién
de las tareas presentadas si es que hay algin error o dificultad.

;Son capaces de descomponer un nimerc para
cancelar términos v encontrar el wvalor
desconocido?

;Se cumple la intencionalidad de resolver la
ecuacién manteniendo la igualdad?

;Es suficiente el tiempo planificado para la
actividad?

;Utilizan la estrategia utilizada inicialmente
para encontrar los valores desconocides?

Pagina 37



PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA pr
VALPARAISO

IMA
INSTITUTO DE
MATEMATICAS

7 npreseras o pas e D agenecanerts
e P e ey T 0 P

e T

5.
Puesta en comin de las diversas
estrategias

5

1. Representa cada paso de la balanza algebraicamente.
¥ el valor de la incégnita.

En esta primera etapa se pretende que los estudiantes logren
representar tanto la balanza comola ecuacion, v ademas determinar
que hay una raya que tapa la incognita, a partir de la respuesta
experta de deducen las posibles dificultades o errores:

)

Los estudiantes pueden determinar que la incognita es X,
sin embargo también podrian asociar cualquier letra lo cual
no estaria incorrecto pero pierde la asociacion con la tarea
de Juan.

Podrian dibujar en el lado de la ecuacién una bolsa, o
elemento distinto a una letra.

Asi mismo podrian determinar quela bolsa es equivalente a
0 elementos, que existe un vacio, indicando que 0 +2 =2+
3, sin mantener el equilibrio enla balanza

51 determinan que el valor de la bolsa comesponde a 1, se
realizaria la misma devolucion determinando que 1 +2=2
+3

Si solo reconocen al valor incognito como 3 se realiza la
siguiente devolucion

;Los estudiantes realmente comprendieron la
resolucion de la ecuacion, estableciendo la
relacion entre ésta v la balanza?
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6.

Institucionalizacién

Se pretende que los estudiantes
comprendan que cuando se resuelven
ecuaciones de primer grado en M, los
nimeros pueden descomponerse con el
objetivo de cancelaros, manteniendo la
igualdad v logrande despejar la
incégnita v obteniendo su valor.

7.
Se entrega a los estudiantes el ejercicio
B

6.
Finalmente, el docente pregunta a los estudiantes a mode de
establecer una generalidad:

Qué acciones utilizamos para ayudar a Juan?

¢En esta tarea fue solamente necesario encontrar el valor de la
incognita?

¢Para qué me sirve el uso de la balanza?

Qué podriamos mandar a decir a Juan para su proxima tarea de
ecuaciones?

“Cuando se resuelven ecuaciones de primer grado con nimeros
naturales, como conocemos. Se pueden descomponer nimeros
i I los a ambos lados de la ecuacion, y

con te, para
asi, mantener su equilibrio”.

7.
Se pide alos estudiantes que trabajen colaborativamente en parejas.
en la primera parte del segundo ejercicio.

= >

@:m _

Fiepresents sgebemcamarte s eoscones, guiste por s baance
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iLos estudiantes son capaces de poder
verbalizar el trabajo realizado en clases?

iComprenden la importancia de la
representacion de la balanza para resolver
ecuaciones?

:Los estudiantes han identificado que 2X en la
ecuacién, se representa en la balanza como 2
elementos incégnitas?

a).

b).

2X =8

2X=9

2X=8

ii. 2X=10

;Lo estudiantes reconocen que cuando se tiene
2X, eso reprezenta una multiplicacion, es decir,
que se tiene 2 veces X7

CATOLICA pr
VALPARAISO
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Posibles Estrategias
Errores y Dificultades

L X+X=2X

= . X+X=10

iii. X+X=8

Y L

- ii. X+X=10

iii. X+X=8

;Comprenden por qué el § puede escribirse
como 4 +47
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;Los estudiantes reconocen gue una X y un 4
fueron cancelados?

a).

i 2=4+4
i. 2=8

i, 2X =4 +4
iv. X+X=4+4
v. X+X=8

vi. 2X=8

de las tareas presentadas.

TUna wvez que ha observado el progreso de los estudiantes, se
intenciona que pase la pizama, esto con la mtencion de que sea el
resto de sus compafieros quienes aporten al desamollo o comeccion

Ty -

% { i aX=ded

Zaes {1
{ L X=4

Cada caja de leche representa 4 bolitas
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10 minutos

3.
Finalizacion de la actividad v anclaje de
conocimientos

3.
El docente realiza las siguientes preguntas:

Profesor: ;Qué fimeion cumplian las balanzas?
Estudiante: Fepresentarla ecuacion, va que la ecuacion v la balanza
representan lo mismo.

Profesor: ;Qué estrategias fueron las mas adecuadas para encontrar
el valor de la incognita?

Estudiante: Descomponer nimeros o elementos para luego
cancelarlos o eliminarlos, manteniendo siempre el equilibrio de la
balanza y dela ecuacion.

Profesor: ;En qué consiste resolver una ecuacion?
Estudiante: Encontrar un valor desconocide o el valor de la
incognita, manteniendo siempre la izualdad de la ecuacion.

Profesor: jComo podemos comprobar que el valor que hemos
obtenido de la incognita esta comecto?

Estudiante: Femplazando ese valorporla misma cantidad de bolitas
en la balanza o reemplazar ese valor enla X de la ecuacion.

Finalmente el profesor en conjunto con los estudiantes definen:

“Para poder resolver ecuaciones, podemos descomponer
nimeros que nos permitan cancelar términos a ambos lados
de la igualdad, para mantener la igualdad en la ecuacion”

2
Los estudiantes responden v realizan la
asociacion con la tarea planteada en clases.

Observacion: Se adjunta guia para imprimir y PPT con la actividad

Las ultimas palabras del profesor quedan registradas en un papeligrafo o cartulina ‘

*Ver Anexo con Guias y Presentacion del problema para los estudiantes
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CLASE N°2

“ALGEBRA Y GEOMETRIA”

Se presenta la segunda estructura de la secuencia didactica a través del plan de
clases N°2, que consiste en reforzar el transito entre los diversos registros, en este
caso algebraico y geométrico. Estableciendo para su solucién la asociacion con la
balanza, a partir de encontrar los elementos que deben de manipular para
convertirse o igualar a la otra figura, manteniéndose la igualdad.

Problematica Dificultades de estudiantes en resolver ecuaciones de primer grado en N
Objetivo Resolver problemas geométricos de ecuaciones lineales de adiciones v sustracciones en N.
Conocimientos Previos Materiales
s Adicién ¢ (Copias dela situacidn para cada estudiante

*  Sustraccién
s Conceptode Multiplicacidn

»  Descomposicién de Niimeros Naturales
»  Nociones basicas de ecuaciones (igualdad e incognita)

»  Calculo de area de cuadrado

»  Apropiacion depropiedad cancelativa

o Lipiz grafito v goma

¢ Proyector v computador (si se cuenta con ellos) para provectarla actividad

figura de la
para obtener la
figura de la
derecha?

“enunlado9yenel otro 5, 9-5 =47

Estrategia 3: Sumar ambas figuras 9+ 5 = 14 y restar las faltantes
14-4= 10

Estrategia 4: Los estudiantes marcan con lapiz los espacio vacios de
la figura de la derecha (4)

Tiempo ¥ ‘ Respuesta Experfa ‘ Posibles estrategias de los estudiantes Dificultades ¥ Devoluciones
preguntas errores
Inicio de la clase
15 min 9=5+X Tarea que sc entrega al estudiante D:No D:Preguntara
Gestion del 5+4 =5+X (se comprenderla | otrointegrante
aula: cancela) ] pregunta del del grupo que
Se disponen a h=x | ] problema explique lo
los estudiantes solicitado
a trabajar en L

Srupos Posibles estrategias de solucion de los estudiantes E: Sumarambas | D: Recorc!ar. ]‘?
aleatoriamente figuras y restar | pregunta inicial
De ue Estrategia 1: el estudiante puede contar la cantidad de cuadros de la las faltantes
@ 1 izquierda y restar los de la derecha .
manera se D:Resolversin | D: preguntar

puede calcular considerarun | ;podriamos

la can]tldad de Estrategia 2: “conjeturan indicando que si tienen 5 les faltan 4 para clemento hacer lo mismo
L] qué se debe completar 07 faltante o con una figura
quitar a la P incognito mas grande?
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Tiempo y Respuesta Experta Posibles estrategias de los estudiantes ‘ Dificultades y ‘ Devoluciones
preguntas errores
Desarrollo de la clase
55 min n(nimero de la | Actividad que se le entrega al estudiante D:norecordar | D:recordarque
Gestion del figura) @ 4 Figura1 Figura 2 Figura3 elcomo secalcula
aula: (lados de la e — n AT calcularelarea | multiplicando
trabajo en figura de la | o o | deluncuadrado | base poraltura
grupos izquierda) + 1 —HET -~

(cuadrado del
centro)
Férmula general
(ne4)+1

121=21+X
100+24=2X
100=X
Se deben restar
100 cuvadritos

Pregunta que se realiza al estudiante

Siel cuadrado correspondientea lafigura 5 de la izquierda es de lado
11e 11, calculela cantidad de cuadritos que debe quitar a la figura
para obtener la figura de la derecha

Estrategia 1: Los estudiantes pueden dibujar la figura 4 y 5 para
contar v restar los cuadrados que deben contar
Figura 5

Figura 4

De manera que contar los cuadrados faltantes o contar la figura que se
crea a la derecha para restar a la izquierda

D: noencontrar
elpatronde
crecimientoen
cada figura

D: No recordar
procedimiento
para multiplicar
11=x11

D: utilizar las
figuras parala
comprension del
crecimiento
seglin unpatron

D:Recordar
estrategias de
descomposicion
de factores v
posterior
agrupacion para
resolver
Ei:llx1les
iguala
multiplicar 10x
1lyluegolx
11y los
productos
sumarlos

Estrategia 2: Confeccionan una tabla asociando un patron de
aumento en las figuras

E: Multiplicar

D: Descomponer

Figura L 2 3 4 5 erroneamente | almenosun
Lado 3 3 7 o 1 factory operar
Total 5 73 E 51 121
cuadrados
Se quitan 3+2=5 5+4=5 T+6=13 5+8=17 11+10=21
la cantidad
de lados E:errores en D: solicitar que
mis  un algoritmos el grupo
ngrmem completo realice
Iéuaclraclos 95=4 75-9=16 | 49-13=36 | B1-17=64 121- los cleulos y los
faltantes 21=100 comprucben.

Responden: a la 5° figura se le deben quitar 100 cuadraditos.

Estrategia 3: Los estudiantes logran comprender la relacién que hay

entre el nomero de la figura y sus lados, asociando que siempre

quedara 1 al centro, por tanto en la figura 5 conjeturan (5 por el

niumero de la figura 4 por el tipo de figura que se debe crearala

izquierda v +1 por el cuadrado del centro) da como resultado 21,

quiere decir que en la izquierda la figura posee 21 cuadritos, por tanto

se restan 121-21=100. Deben restar 100 cuadros para encontrar la

figura de la izquierda.

Tiempo v preguntas Posibles estrategias de los estudiantes Dificultades y Devoluciones

errores

Cierre de la clase

20 min
Gestion del aula:
Debate entre grupos v estudiantes
(presentacién de estrategias)
PLENARIO

Debate entre los estudiantes y posibles soluciones

Cada grupo expone sus estrategias para resolver el problema y
razonamientos mientras sus compafieros escuchan atentos y con
respeto

D: norecordar
como calcular
area de
cuadrado

D:recordara
partirde un
sinbnimo lo que
es drea

(supetficie)
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Evaluacion de la clase
. Los expositores plantean claramente sus procedimientos o D:dar vaga D:Recordar que
estrategias? importanciaal | nosiempre
concepto de podremos
Finalmente, el profesor generaliza la situacion problematica, “valor calcular
comentando: La situacién que resolvieron si bien se puede dar una descocido™ aritméticamente
respuesta sin utilizar una ecuacién, se hace mas engorroso cuando por unvalor
gjemplo se pide la figura 7, 22 o 100, ya el realizar tablas o graficarlas desconocidoy
no seria el procedimiento mas rapido. recordar que
estossele
Seda la importancia al planteamiento de la ecuacion y el poder llaman
encontrar un patron incognitas y que
se pueden
solucionarcon el
planteamiento de
una ecuacion.

Recurso que se debe entregar al estudiante

Figura 1 Figura 2 Figura3 Figurad Figuras
] Si el cuadrado de
la izquierda es de
| | I ] lado11 e 11,
11 [ 1] caleule la
i cantidad de
cuadritos que
debe quitar a la
figura para
obtener la figura
de la derecha

MATEMATICA EN JUEGO

En esta segunda actividad de la secuencia didactica se espera que los estudiantes
posean los mismos aprendizajes ya enunciados en la actividad 1 asociados a
patrones, secuencias y solucion de ecuaciones en acotados ambitos numéricos, sin
embargo en esta clase, se espera que tengan los aprendizajes relacionados a
geometria, como el célculo y reconocimiento de concepto de area de cuadrado y
rectangulo. Ver anexo tabla N°8: Conocimientos previos (esperados) de los
estudiantes en el ambito geométrico) para comprender la relacién entre nivel
educativo y conocimiento adquirido
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“ALGEBRA Y GEOMETRIA”

ANALISIS A PRIORI DEL PLAN DE ESTUDIO

Una actividad inicial y motivacional consiste en presentar una situacion donde a partir
de calculos sencillos pueden resolver la interrogante, pero se complejiza al preguntar
por una figura determinada que no se encuentra representada, motivando al
estudiante a establecer diversas estrategias para dar solucion a la problematica

Las actividades propuestas para este plan de estudio, se asocian directamente con
un plano algebraico, ya que se espera que los estudiantes logren asociar las
ecuaciones pertinentes que permiten satisfacer a las preguntas, al igual que la
actividad de la clase N°1, esta clase se estructura con una actividad inicial, que
puede ser resuelta inclusive de forma mental o pudiendo caer en un simple conteo de
cuadriculas , se espera que a traves de la interaccion de los estudiantes, logren
modelar una ecuacion.

Se espera que al ya conocer la respuesta, logren enunciar facilmente la ecuacion
gue, a su vez se pueden realizar preguntas tales coOmo ¢ qué algoritmo es necesario
para dar solucion a este problema?, ¢qué datos o elementos les entrega el
problema?, ¢ cdmo podemos representar en una ecuacion esta situacion?, esperando
gue los estudiantes comuniquen sus estrategias y posibles representaciones de la
ecuacion, para provocar una discusion entre los estudiantes, y promover el analisis y
argumentacion de la actividad inicial.

Actividad inicial

¢,De qué manera se puede calcular la cantidad de ] gué se debe quitar a la
figura de la para obtener la figura de la derecha?
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Larpant

Actividad central de la clase

Figural

Si el cuadrado correspondiente a la figura 5 de la izquierda es de lado 11 e 11
, calcule la cantidad de cuadritos que debe quitar a la figura para obtener la
figura de la derecha

Figura2

Figura3

LI | |

LL] [ 1]

Posteriormente se presenta a los estudiantes la misma actividad pero con un grado
de dificultad mayor, ya que se pide realizar la misma busqueda que la actividad
inicial, sin embargo se agrega un mayor grado de dificultad, al aumentar la cantidad
de figuras, dando un salto entre la figura 2 a la figura 5. El objetivo de esta actividad
es que los estudiantes logren identificar que el planteamiento de una ecuacion se
consideraria una de las opciones mas rapidas de encontrar la respuesta al problema

Figural

Figura2

Figura 3

L1 [ ]

L]
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ERRORES, DIFICULTADES Y DEVOLUCIONES

En el contexto de esta segunda clase podemos considerar errores y dificultades
propias del contexto geométrico y del planeamiento de una ecuacion, a su vez se

entregaran las posibles devoluciones para cada una de ellas.

Tabla N°9: Dificultades y errores de la segunda clase de la secuencia didactica

Momento de la

Clase

Dificultad

Error

Devolucion

Inicio

Desarrollo

Para comprender la
matematica

tarea
(acciones
desprovistas

de
sentido relacionada

con la problematica)

Para encontrar

el

patrén o regularidad

Considerar que
la representacién
geométrica alude
a calcular
perimetro

Considerar que
la representacion
geométrica alude
a calcular areas

Crear modelos
incompletos

La situacion ¢le
pide calcular el
perimetro?, ¢qué
es el perimetro?,
¢en queé consiste
calcular el
perimetro?,

,Serd necesario
para esta
actividad?

¢, Qué te pide el
problema?, ¢de
queé manera
puedes dar
respuesta a lo
que se desea
saber?

La situacion ¢le
pide calcular
areas?, ¢qué es
el area?, ¢en qué
consiste calcular
el area?, ¢es la
Gnica accién que
se le pide
realice?

Entregar un
patron simple de
crecimiento  por
ejemplo 2-4-6...y
preguntar ¢quien
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sigue en la sexta
posicion?,  ¢de
operacion realizo
para determinar
la sexta
posicion?,

¢cuantos

nameros le faltan
al 6 para llegar a
ser la sexta
posicion?,

¢cuantos

elementos

debemos quitar
para que la sexta
posicion se
transforme en la
tercera posicion?

,Qué es un
patron?, ¢coémo
identificas uno?,

¢ has visto
alguno?, ¢ Cuales
son sus

caracteristicas?

Para plantear la Al plantar la Compruebe su

ecuacion ecuacion ecuacion, su
modelo debe
volver a
reproducir la
figura 5 de lado
11x11

¢,Cudles son los
datos que te

entrega el
problema?, ¢qué
elementos no
conocia?

Al posicionar la Compruebe su
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incognita ecuacion, su
modelo debe
volver a
reproducir la

figura 5 de lado
11 x 11. ¢Si

tienes una
manzana y te
regalo otra,
cuantas
manzanas
tienes?, &SI
tienes x + x a que
es igual?
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RESPUESTA EXPERTA

Respuesta ideal de la actividad inicial, se considera solamente los elementos
entregados por el problema, tal que en el lado izquierdo y derecho representan los
lados de la balanza, de manera que se logre resolver a partir del concepto de
equilibrio

\ E5+X B

F+4 =5+X (se
cancela)
4=X

La respuesta experta para la actividad central de la clase no solo puede contar
con la formulacion de una ecuacién, logrando a su vez, plantear un patron de
formacion para encontrar la figura de la quinta posicion, al encontrar el patron entre
el numero de la figura solicitada, 5 y los lados, en este caso 4, e identificar que en la
figura de la izquierda se produce un crecimiento de un cuadrado por lado y generar
un patron, como se evidencia a continuacion:

Patrén: (ne4)+1

Figura 1 Figura2 Figura 3

@un =

— (- [ ]

[]

[ [ 1]

n: Namero de la figura
4: lados del cuadrado
+1: cuadrado central de la figura de la derecha

De esta manera el estudiante puede calcular la cantidad de cuadrados que se
encontraran a la derecha, de manera que el planteamiento de este resultaria

121=21+X
100+21=2 X
100=X
Se deben restar
100 cuadritos
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POSIBLES ESTRATEGIAS

Para la elaboracién de las posibles estrategias se consideran junto a los andlisis de
la clase lo expuesto por Radford (2011), quien declara que no hay solo una forma de
resolver un problema, sino de diversas maneras, sobre todo en los estudiantes de los
niveles béasicos (citado en Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi, 2012), a la luz de lo
anterior tomaremos los medios de representacion en lenguaje ordinario, grafico,

tabular, que se presentaran en la siguiente tabla

Tabla N°10: Posibles estrategias de la actividad de la clase 2

Estrategia de

Ejemplificacion

resolucion
actividad 2
Uso del En la actividad inicial, el estudiante puede comunicar que si en
lenguaje una lado hay 9 cuadritos y en el otro 5, basta con descontar los
cuadritos de un lado a otro, deduciendo que se deben quitar 4
cuadritos, ya que 9-5=4 y si a la figura de la izquierda le
agrego 4+5=9
Uso de Los estudiantes construyen las figuras correspondientes a la
diagramas cuarta y quinta posicion, para asi determinar a partir del
conteo, la cantidad de elementos faltantes
Ejemplo
Estrategia 1: Los estudiantes pueden dibujar la figura 4 y 5 para contar y restar los
cuadrados que deben contar
Figura 4
De manera que contar los cuadrados faltantes o contar la figura que sc crea a la
derecha para restar a la izquierda
Registro Los estudiantes confeccionan una tabla para describir todos
Tabular los posibles datos entregados a modo de comparaciéon

Ejemplo:
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Estrategia 2: Confeccionan una
aumento en las fisuras

tabla asociando un patron de

Figura 1 2 3 4 5

Lado 3 5 7 9 11

Total o 25 49 81 121

cuadrados

Se quitan 3+2=5 5t+4=5 T+6=13 9+8=17 11+10=21

la cantidad

de  lados

mas un

nimero

par

Cuadrados 9-5=4 25-9=16 49-13=36 81-17=064 121-

faltantes 21=100
Responden: a la 5* figura se le deben quitar 100 cuadraditos.
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CLASE N°3

“RESOLVIENDO PROBLEMAS A PARTIR DEL ALGEBRA”

Las actividades propuestas en este plan de estudio, se enmarcan en una de las
habilidades transversales de la matematica, por tanto, se estructura una situacion,
en donde el estudiante deba identificar a partir de los valores del cartel que se les
entregara, cuanto gasta un personaje, sin embargo, se le pide que determine la

ecuacion que permite encontrar el valor y resolver el problema.

La actividad a continuacion es aquella que se entrega al inicio de la clase, su
contexto es simple, para poder motivar a los estudiantes a resolver y plantear la
ecuacion. Se espera que logren asociar la tabla adjunta con lo que compraron Alicia
y Maria, para establecer una solucion a la actividad.

_____________________________________________________________________________________________

“Alicia y Maria compraron bandejas de
huevos en la feria, Alicia compro dos
bandejas de primera, y en total pagd $8 400,
;Cual es la ecuacion que permite determinar
cuanto gasto Maria en huevos?, ;qué bandeja
pudo haber comprado Maria?”

Bandejas de 30 unidades

Venta de huevos

| Stper-extra  $3.600

__f‘: Extra

! Primera

Segunda

Tercera

$3.000
$2.700
$2.400

$2.100

_____________________________________________________________________________________________

La actividad central de la clase, se mantiene con el mismo cartel de valores pero con
un nivel de complejidad mayor, ya que se espera que los estudiantes, junto con
resolver la problematica, sean capaces de plantear la ecuacion que modela el
problema, asi como determinar los tipos de bandejas de huevos que compré cada
uno y los gastos realizados por Juan, se restringen las posibilidades, al dar soélo el

total de una boleta cancelado por ambos.

Juan?, argumenta tu estrategia.

“Pedro y Juan compraron huevos por mayor, Pedro compra una caja de 12 bandejas
Extra y en total pagan una boleta por $57 000.” ;Cual es la ecuacién que permite
determinar cuanto gasté Juan?, ¢Podrias conocer qué tipos de huevos compré
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POSIBLES ESTRATEGIAS

Considerando las estrategias de la clase anterior, es que consideramos las posibles
formas de resolver problemas a partir del lenguaje natural, construccion de gréficas y
tablas.

TablaN°11: Posibles estrategias de la actividad de la clase 3

Estrategia de Ejemplificacion
resolucion
actividad 3

Uso del Ienguaje Establecen que 12 veces las cajas extras a $3 000, adicionando o multiplicando, dan un valor
de $36 000, si por tanto entre ambos cancelaron 57 000, la diferencia es de 21 000.

Entonces Juan gasto $21 000 y s1 miramos los precios de huevos. 10 bandejas de huevos de
tercera suman $21 000

Uso de Estrategia 2: Grafica
representaciones Representacion de cada caja de huevo extra

La sumatoria 3 000 +3 000 + .... 12 veces es 36 000
Por tanto 57 000 — 36 000=21 000

Juan pagd 21 000 y podria haber comprado 10 cajas de huevos de Tercera, ya que 2 100 + 2
100+2100 ... 10 veces es 21 000

*Se considera de los rectangulos representan las bandejas de
huevos.
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Registro Tabular  Estrategia 3: Tabular

Cantidad | Cantidad | Valor

de cajas de bandeja
bandejas | extra

1 1 3 000
2 3 000 Si Pedro gasto 36 000
3 3 000 57 000 — 36 000 = 21 000
4 3 000
5 3 000 Juan gasto 21 000
g g ggg Si miramos los valores de las
8 3000 bandejas de huevos, el valor de
0 3000 huevos de tercera es igual
10 3 000 comprar 10 bandejas, por lo
11 3 000 tanto, Juan, compra 10 bandejas
12 3000 de huevo de tercera.

Total valor caja 36 000

RESPUESTA EXPERTA

Esta respuesta promueve la movilizacion de diversas estrategias para resolver el
problema, sin embargo, la orientacion de la pregunta central consiste en que se
plantee una ecuacién como modelo para la problematica.

Los estudiantes proceden a asociar operadores aritméticos y valores numeéricos con
la respectiva representacion algebraica del valor desconocido, logrando asociar
diversas propiedades tanto de la adicion como de la multiplicacion, ya que en el
enunciado al referirse “comprar 12 cajas de bandejas extras”, el estudiante puede
asociar la frase anterior a adicionar 12 veces el valor de las bandejas extras o
comprender que 12 veces el valor es equivalente a realizar una multiplicacion por 12

Venta de huevos
: Bandejas de 30 unidades
__.‘ Super-extra  $3.600
12- 3 000 + X = 57 000 | Extra $3.000
: Primera $2.700

36000+ X =57 000
Segunda $2.400

36:000 + X = 36.000 + 21 000 R R N

X =21000

La ecuacion que permite determinar cuanto mas gasté Juan es 123 000 + X = 57
000
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Frente a la pregunta que requiere determinar el tipo de bandejas que comprd Juan,
estimula la indagacién a partir de los posibles valores que correspondan sus
bandejas, concluyendo que si Juan compra 21 000 en bandejas de huevos, estos
serian de tercera.

Los huevos que compra Juan son de Tercera, ya que
2100-10= 21000

Juan compra 10 bandejas de huevos de Tercera

Utilizando estrategias de la multiplicacion el estudiante puede recordar que 21 000
por 1 es 21, para posteriormente agregar los ceros correspondientes a la potencia de
10, de manera que, 21 e1 =21 y si anexamos ceros es 21 000.

DIFICULTADES, ERRORES Y DEVOLUCIONES

Para esta clase de la secuencia didactica, se consideraran aquellas dificultades y
errores obtenidos desde la literatura, ya que Puig (2004) establece dificultades y
errores cometidos al momento de resolver problemas en el contexto algebraico,
estas se presentan con sus respectivas devoluciones dadas por el autor.

Tabla N°12: Dificultades y errores de la tercera clase de la secuencia didactica segun
Puig (2004).p6-7

Momento de la Dificultades Error Devolucién
clase
Inicio Para analizar el Para comprender Promover que

enunciado y el enunciado identifiquen  los
determinar las datos necesarios,
cantidades que argumentos que
hay que promuevan la
considerar para resolucién de un
resolver el algoritmo 0
problema y las problema y las
relaciones entre posibles
ellas. estrategias.
Identificar las
cantidades
conocidas (o
datos) y las
cantidades

desconocidas
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(incognita), asi

como las
relaciones entre
ellas

Particularizar Suscitar la

comprension
desde lo general
a lo particular

Identificar Determine ¢ cual

relaciones es la relacion

inexistentes entre entre el

los datos enunciado y las

cantidades?

Desarrollo Dificultades en la Asignar la misma Asociar la
traduccion letra a cantidades asignacion de la

desconocidas letra a elementos

distintas, ejemplo, cotidianos,
asignar a Pedro y preguntando

Juan la letra x Jexisten
compafieros que
compartan el

mismo numero de
lista en su curso?,
¢Por qué cree
gue ocurre esto?

Asignar un
nombre (letra) a
las cantidades
desconocidas

Realizar modelos Identificar los

incompletos pasos 0
elementos en que
el estudiante
realiza una
practica o accion
no valida.

Representar las
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cantidades
desconocidas
mediante
expresiones
algebraicas que
traducen las
relaciones entre
esas cantidades y
la que hemos
designado con

una letra
Dificultades al Relacionar Ubicar a partir del
plantear una expresiones lenguaje la
ecuacion algebraicas y las asociacion de
relaciones entre sindnimos de los
diferentes algoritmos de la
cantidades adicion y

sustraccion.

Escribir una
igualdad entre
expresiones

algebraicas (una
ecuacion) a partir
de las relaciones
existentes entre
las diferentes
cantidades.
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PLAN DE CLASES

Se presenta la estructura de la secuencia didactica a través del plan de clases N°3,
con el objetivo de que los estudiantes frente al planteamiento de un problema,
necesariamente deban plantear una ecuacién, al igual que la segunda clase de la
secuencia didactica, se entrega a los estudiantes una actividad inicial para resolver,
relativamente sencilla para ir agregando un nivel de complejidad mayor en el
desarrollo de la clase.

Problematica [ Dificultades de esmdiantes en resolver ecuaciones de primer grado en N
Objetivo | Resolver problemas en un contexto cotidiano.
Conocimientos Previos Materiales
o Adicién * Copias dela simacién para cada estudiante
*  Susiraccion * Lapiz grafito y goma
e Algoritmo de la Multiplicacién v Divisién + Provector v computador (si se cuenta con ellos) para proyectarla actividad
s Descomposicién de Niumeros Naturales
* Nociones basicas de ecuaciones (igualdad e incognita)
s  Apropiacién de propiedad cancelativa

predisponen a
trabajar en

Posibles estrategias de solucion de los estudiantes
Estrategia 1:Los estudiantes realizan el ejercicio aritméticamente ya
que pueden indicarque $2700 + 2700 son $5400 v si le restan los

Tiempo ¥ Respuesta Experta Posibles estrategias de los estudiantes Dificultades y Devoluciones
preguntas errores
Inicio de la clase
15 min 2700 +2700-x =8400 | Actividad para el estudiante, se le entrega el siguiente problema: D: dificultad al | D: pedir que lo
Gesti(;n del | 5000 — 5400 cor:]l:rcnder el cimverscn entre
aula: problema el grupo vy
Venta de huevos
Se disponen a ?’@?D‘D";mm*m “Alicia v Maria compraron bandejas de B O extraer los datos
los estudiantes | huevo.s en 12.1 feria, Alicia compré dos T v la pregunta
a trabajar en Maria gasta $3000 en bandejas deprimera. v en total pagd $8 400, Extra $3.000
grupos una bandsja de huevos ¢Cudl esla ecuacién que permite determinar Primers 52700 D: No lograr| D: Preguntar al
aleatoriamente, cuinto gasté Maria en huevos?, ;qué bandeja Segunda  $2400 plantear  una | grupode trabajo
se entrega el pudo haber comprade Maria? Tercera - $2.100 ecuacion ;Que representa
problema. lo una ecuacion?
leen y se (una igualdad).

;Para qué sirve
una ecuvacion?

S $5400 los $8400, Ia diferencia es $3000 (pasa_cacontrar
un valor
desconocido)

Estrategia 2: Los estudiantes confeccionan tabla para calcular E: resolver la| D:Recordar que
diferencias ecuacion y | si es una
dejar uno de | igualdad,
Bandejas 1 [ 2 sus términos en | recordando a la
Alicia 2700 \ 2700 0 balanza, ambos
Maria X lados deben
Diferencias 8400-5400=3000 estar en
equilibrio.
Estrategia 3: escribir la ecuacién pero no poder resolver
correctamente.
Ej:2700+2700 +x =8400
5400+x  =35400+3000
5400-3000+x =0
2400 +x=0
Tiempo v Respuesta Experta Posibles estrategias de los estudiantes Dificultades y Devoluciones
preguntas errores
Desarrollo de la clase
55 min 12:3000.+ X = 57000 Actividad para el estudiante, con los mismos valores anteriormente | D: No lograr | D: pedir que lo
Gestion del | 36000+x=57000 expuestos: entender ¢l | conversen entre
aula: 000 + .= 36.000 + 21 000 problema el grupo vy
Se disponen a | x=2100 “Pedro y Juan compraron huevos por mayor, Pedro compra una extraer los datos
los estudiantes cajade 12 bandejas Extra y en total pagan una boleta por 557 000. y la pregunta,
a trabajar en | Respuesta: Los | ¢Cudl es la ecuacion que permite determinar cudanto gasté Juan?, ademas de
grupos huevos que | ¢Podrias conocer qué tipos de huevos compro Juan?, argumenta tu recordar el
aleatoriamente, | compra Juan son estrategia.” problema inicial
se entrega el | de tercera, ya que
problema, lo | 2100e10=21000 Posibles estrategias de solucion de los estudiantes
leen v se Estrategia 1: Lenguaje cotidiano E: multiplicar | D: Indicar que
predisponen a | Juan compra 10 | “Establecer que 12 veces las cajas extras a $3000 (a través de una | las  bandejas | el precio es por
trabajaren | bandejas de | adicién iterada o el algoritmo de la multiplicacién), dan un valor de | por los huevos | bandeja.
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grupos huevos $360007, v si entre ambos cancelaron $57000, la diferencia es de
$21000. (al establecer 57000-21000)
D: No lograr | D: Preguntar al
Estrategia 2: Gréfica (representando las cajas de huevo) plantear  una | grupo de trabajo
ecuacion ;Qué representa
una ecuacion?
(una igualdad).
;Para qué sirve
una ecuacion?
(para encontrar
un valor
desconocido)
Nota: Los rectdngulos representan las bandejas de huevos
“La sumatoria 3000 +3000 +....12 veces 3000” es $36000
Por lo tanto 57000-36000=21000
Respuesta: Juan pagd 21000 y podria haber comprado 10 cajas de
huevos de Tercera, va que 2100 +2100+...10 veces 2100 es $21000,
también, pueden utilizar el algoritmo de la multiplicacionen vez de la
adicion de (3000012=36000 y de 2100#10=21000)
Estrategia 3: Uso de tablas
Cantidad | Cantidad | Valor
de cajas de bandeja
bandejas | extra
1 1 3 000
2 3 000
3 3000 | SiPedro gastd 36 000
4 3 000
3 3000 | 57000-36000=21000
6 3000 | uan gasts 21 000
7 3000
8 3000 | Si miramos los valores de las
9 3000 | bandejas de huevos, el valor de
10 3000 | huevos de tercera es igual
11 3000 | comprar 10 bandejas, por lo
12 3000 | tanto, Juan, compra 10 bandejas
Total valorcaja | 36 000 | de huevo de tercera.
Tiempo ¥ Posibles estrategias Dificultades y errores Dificultades y Devoluciones
preguntas de los estudiantes errores
Cierre de la clase
20 min Debate entre los estudiantes y posibles soluciones D: para plantear | D: indicar que
Gestion del aula: Cada grupo expone sus estrategias para resolver el problema y la ecuacion es lo
Debate entre grupos y estudiantes | razonamientos mientras sus compafietos escuchan atentos y con desconocido v
(presentacion de estrategias) respeto cudles son los
PLENARIO Evaluacion de la clase valores
.Los expositores plantean claramente sus procedimientos o conocidos para
estrategias? poder asociarlos
Se les pregunta a los estudiantes: ; Qué fue lo mas complejo de este a los distintos
problema? términos
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D: comprension
lectora D: Pedir que
cada integrante
del grupo
extraiga su idea
de lo que se
propone.

Recurso para el estudiante

“Alicia ¥ Maria compraron bandejas de huevos, Alicia compré

dos bandejas de primera, v en total pagd $8 400, ;Cuil esla s B Hoeae

ecuacién que permite determinar cudnto gastd Maria en huevos?, ‘Bandejas da 30 unidades

;qué bandeja pudo haber comprado Maria?* Siper.outra $3600
FExtra $3.000
Primera $2.700
Segunda $2.400
Tercera $2.100

Finalmente:

“Pedroy Juan compraron huevos por mayor, Pedro compra una caja de 12 bandejas Extra y en total pagan una boleta por 857 000. ;Cual es
la ecuacion que permite determinar cuanto gasto Juan?, ;Podrias conocer qué tipos de huevos compro Juan?, argumenta tu estrategia.”

MATEMATICA EN JUEGO

El centro de la enseflanza de la matematica es la habilidad de resolver problema, ya
gque fomenta el desarrollo de estructuras de pensamiento y de poder resolver
problemas que lo lleven a posicionarse en contextos tanto cotidianos como no
cotidianos.

Contextualizar el aprendizaje mediante problemas cotidianos relaciona la matematica
con contextos especificos, y proporciona asi un aprendizaje significativo, ya que,
dota al estudiante, la oportunidad de afrontar situaciones desafiantes, que
demandan, para su resolucion, diversas habilidades, destrezas y conocimientos que
no necesariamente persiguen disefios determinados.

Los conocimientos y habilidades que los estudiantes debieran poseer para enfrentar
la resolucion de un problema en el contexto de la situacion didactica, son: nociones
de numeros y operaciones en naturales, destrezas en calculos y uso de algoritmos,
sobre patrones y algebra, agudeza de describir e identificar diversas relaciones que
pueden ser representadas en formas concretas, iconicas o simbdlicas
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DISENO DE INVESTIGACION Y PERTINENCIA DEL MARCO TEORICO

METODOLOGIA

Este estudio se establece como un tipo de investigacion descriptiva, la que, en
términos generales, “busca especificar las propiedades, las caracteristicas y los
perfiles de personas, grupos, comunidades, procesos, objetos o cualquier otro
fendmeno que se someta a un analisis” (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2010, p.
80), bajo un paradigma cualitativo y enfoque interpretativo, orientada a identificar,
describir e interpretar ciertas caracteristicas o fenébmenos, y enmarcada en el Estudio
de Clases Japonés, considerando las fases de preparacion de la clase,
implementacion de esta, discusion evaluativa inmediata, en forma ciclica, tal como se
documenta en Isoda y Olfos (2009).

TEORIA DE SITUACIONES DIDACTICAS

La TSD, posee dos objetivos: por una parte, estudia la consistencia de los objetos y
de sus propiedades, ya sean légicas, matematicas, y/o ergonomicas, que son
necesarias para la construccion logica y la invencion de situaciones, donde
(Brousseau, 2007) define una situacion como “un modelo de interaccién de un sujeto
con cierto medio que determina un conocimiento dado, como el recurso del que
dispone el sujeto para alcanzar o conservar en este medio un estado favorable” (p.
16); y por otra, la confrontacion cientifica, del tipo empirica o experimental, de la
adaptacion de tales modelos y de sus caracteristicas con la contingencia (Brousseau,
2010). Entre las situaciones planteadas por el autor, existen dos de suma
importancia: a) la situacion didactica, que sucede cuando un individuo (educador),
tiene por intencion ensefar a otro (educando) un determinado saber matematico; b)
la situacién a-didactica, se sucede cuando el sujeto interactia con el medio para
resolver un problema, y donde no existe una intencion de ensefianza (Parraguez,
Rojas y Vasquez, 2015).

La eleccion de la TSD como referente tedrico para el presente estudio se justifica en
gue, a la luz de las orientaciones didacticas emanadas desde el curriculum escolar
vigente y de los fundamentos del Estudio de Clase Japonés sobre la mejora de los
métodos de ensefianza, las fases de accion, formulacion y validacion permiten a los
estudiantes la adquisicibon de nuevos conocimientos, dando asi cumplimiento al
objetivo propuesto relacionado con el analisis de los resultados.
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CONTEXTO Y SUJETOS

Para dar respuesta al segundo objetivo especifico, se efectud la implementacién de
una clase de la secuencia disefiada en el establecimiento Rosa Marckmann de
Gonzélez Videla, en el curso quinto basico B, donde los sujetos participantes fueron
34 estudiantes de entre 10 y 11 afios, quienes conformaron parejas de trabajo,
situados uno frente a otro, y con la capacidad de poder mirar a la pizarra. La
intervencion se llevé a cabo durante 90 minutos, divididos en dos bloques de 45
minutos cada uno, previo y posterior al horario de almuerzo, el dia miércoles 24 de
mayo del presente.

TECNICAS DE ANALISIS DE DATOS

Las categorias de analisis que se enuncian para la investigacion son aquellas que a
priori se consideraron como posibles estrategias que utilizan los estudiantes al
momento de resolver ecuaciones, a través de las fases de accion, formulacion y
validacion, que se pueden evidenciar en los distintos momentos de la clase
implementada, especificamente en la interaccion con la tarea inicial de asociar
elementos iconicos de una balanza con sus respectivos elementos simbdlicos, cada
tarea en el Marco del Estudio de Clase, fue reestructurara para poder posicionarse
en las categorias asociadas a cada fase.

De este modo, las categorias propuestas para este estudio se relacionan con las
fases de la TSD en forma articulada, tal como lo muestra la siguiente figura:

Fases dela TSD Categorias Descripcion

Accion C: Correspondencia Los estudiantes se apropian de
entre el lenguaje  representaciones iconicas y simbolicas,
simbolico y descubriendo la correspondencia e
pictorico interaccidn entre las representaciones,

logrando asi el transito entre diversas
reconstrucciones.

Formulacién C2 Nocion de Los estudiantes manifiestan la nocion
equilibrio de equilibrio utilizando trazos auxiliares
o tachando elementos en ambos lados
de la ecuacién de forma agrupada o
unitariamente.

Cs Resolucion Los estudiantes resuelven la ecuacion a
intuitiva partir de la exploracién por ensayo y
error del posible valor de la incégnita.
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Cs Usode Los estudiantes utilizan estrategias de
propiedades descomposicion para igualar en ambos
lados de Ila balanza, cancelando

elementos en ambos lados de la

ecuacion con trazos auxiliares o tachan

Validacion Cs Argumentacion Los estudiantes validan sus respuestas,
de los demostrando sus estrategias utilizadas
estudiantes al momento de enfrentarse a la
basada en las problematica.
estrategias
utilizadas

Tabla N°7: Categorias de Analisis segun TSD

ANALISIS DE RESULTADOS

ANALISIS A POSTERIORI

En este estudio, de tres clases, se reestructura cada clase a la luz de las dificultades
de los estudiantes que se evidencian en las aplicaciones anteriores de las clases
anteriores asociadas al tratamiento del mismo objetivo, siendo la Ultima
reestructuracion de la clase, de la secuencia didactica, la que analizaremos con los
datos entregados, tras la aplicacion a 34 estudiantes de entre 10 y 11 afios quienes
cursan quinto afilo basico, en el establecimiento educacional Rosa Marckmann de
Gonzalez Videla de la comuna de La Cisterna, y aquellos registros escritos y
audiovisuales.

El trabajo de los estudiantes consiste en la interaccion con las actividades situadas
en las fases de accion y formulacion anteriormente expuestas, las cuales tendran
mayor incidencia en las categorias de analisis y a su vez fueron las actividades
centrales de la clase, para la fase de formulacion se establecen pareja de trabajo en
forma aleatoria, asignandole a cada pareja la letra P, seguida por un namero del 1 al
17.

A su vez, se presentan las categorias que se establecen para el andlisis de datos de
la clase, estas estan ligadas a las actividades propuestas en las distintas fases, ya
gue fueron cuidadosamente planificadas y creadas a priori para contribuir a que los
estudiantes superaran las dificultades evidenciadas en las aplicaciones de las clases
anteriores, con la finalidad de lograr avanzar en el aprendizaje de la resolucion de
ecuaciones. En conjunto, se exhiben algunas producciones del registro escrito de los
estudiantes y transcripciones del registro audiovisual de la clase que posibilitan la
visualizacion de las categorias de andlisis propuestas para este estudio
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*Ver anexo: Técnicas de recogidas de datos, Tabla de resultados y global

A la luz de los analisis, y de la informacion proporcionada por las evidencias, se
pueden establecer los siguientes resultados principales del estudio:

> En las producciones del os estudiantes, se evidencia que la mayoria de las
parejas de sujetos informantes utilizan propiedades de la adicion, tales como la
asociatividad, para resolver la problemética, a la vez, demuestran ser capaces
de dispensar de la representacion iconica de la balanza, para solo utilizar la
representacion simbolica.

> Para las actividades 1y 2 de las planificadas bajo la metodologia del Estudio de
Clases Japonés, diversos estudiantes son capaces de desprenderse del
registro icénico o auxiliar entregado por la balanza, para trabajar en un plano
algebraico. Presentan la representacion algebraica de la balanza con pulcritud,
utilizando solo trazos auxiliares para encontrar la solucion a la ecuacion en esta
representacion

» Los registros audiovisuales de los estudiantes, en conjunto con sus
movimientos corporales, indican ciertos elementos de la balanza en sus
argumentaciones, y nos entregan la nocion que una de sus preocupaciones
principales es el equilibrio y es a partir de esta idea que evidenciamos en los
registros audiovisuales la comunicacion verbal a través del siguiente dialogo:
“deben quedar igual” (se refieren los estudiantes a los extremos de la balanza)
es la que refuerza los argumentos del “sacar’, “tachar”, “robar” los mismos
elementos de un lado o del otro (refiriéndose a los extremos de la balanza).

Podemos concluir, que las depuraciones realizadas bajo la metodologia del Estudio
de Clases Japonés y la TSD, logran el objetivo propuesto en este estudio, ya que los
estudiantes son capaces de sortear diversas dificultades para establecer nuevos
aprendizajes, sin duda, existen lineamientos que promueven a lo largo del desarrollo
del estudiante la aproximacion al algebra. Volviendo a la situacion didactica y la
reestructuracion y posterior aplicacion de la clase, es que tomaremos algunos
elementos de la Teoria de Registros Semioticos , ya que Duval (1993, 1995 en
Socas, 2007) establece que: “toda representacion es parcialmente cognitiva con
respecto a lo que representa” y por tanto: “la compresion (integral) de un contenido
conceptual estd basada en la coordinacion de, al menos, dos registros de
representacion”(p.29), estableciendo el apoyo en el uso de la construccion de
conceptos a partir de al menos dos registros, (pictorico/nos referiremos a las
representaciones iconicas, la balanzal/representaciones concretas de elementos y
simbolico como el lenguaje algebraico, pudiendo ser este transito entre registros un
soporte fundamental para la comprension de los estudiantes.
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CONTRASTE ENTRE ANALISIS

Inicialmente se esperaba que los estudiantes continuaran estableciendo las mismas
dificultades que se evidenciaban al inicio de este estudio, sin embargo, la actividad
reformulada que se presenta al inicio de la clase, con la representacion iconica de la
balanza, moviliza al estudiante a comprender que ciertos convenios ambiguos
utilizados para aritmética son muy distintos para el tratamiento del algebra. Siendo
esta actividad una de las mas exitosas para poder asociar el lenguaje algebraico e
identificar la igualdad (=) como equivalencia entre expresiones y establecer que
aquel elemento incognito ya no puede ser 0.

Se pretendia, que los estudiantes trabajaran en las guias, tanto en la representacion
de la balanza y en el registro algebraico, siendo este ultimo, el mas utilizado para
resolver los problemas, podriamos entonces establecer que los estudiantes al
momento de comprender las relaciones existentes entre estos niumeros y operadores
(que alguna vez utilizaron solo para aritmética) son capaces de desprenderse de lo
iconico y transitan entre los registros algebraicos, siendo capaces de establecer
diversas estrategias propias de su conocimiento, tales como diversas
descomposiciones.

En relacion a lo anterior, resulta inminente que el primer agente de cambio, seamos
los docentes, ya que con altura de mira, debe lograr evidenciar tanto sus virtudes
como dificultades, de manera tal, que si posee vacios o conflictos con el tratamiento
del Algebra, sea capaz de instruirse dentro de la matematica, por tanto, la formacion
continua de docentes debiera ser un proceso ciclico donde tanto las practicas como
los planes de clases, sean compartidos, revisados y conocidos por toda la
comunidad educativa.
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CONCLUSION

Sin duda uno de los agentes principales en este cambio, es el docente, ya que es
quien evidencia tanto las fortalezas como dificultades de sus estudiantes, siendo
responsable de intentar suplir estos vacio, falencias o conflictos frente al tratamiento
no solo del Algebra, frente a esto es que invitamos a los docentes a buscar material
de apoyo, como lo es hoy este estudio que cuenta con modificaciones, en beneficio
del aprendizaje, ya que se enmarca en el Estudio de Clases, quien promueve el
perfeccionar las practicas y actividades desde una mirada critica y constructiva, a su
vez, la TSD sostiene toda la estructura de nuestra secuencia didactica, ya que cada
clase, se encuentra planificada bajo sus fundamentos teéricos y la visibon matematica
del saber.

El tratamiento del algebra en la literatura nos indica, que aun existen las mismas
dificultades al momento de resolver ecuaciones o establecer relaciones a partir del
lenguaje algebraico, que hace décadas. Sin embargo, a pesar de las dificultades con
la que se podria encontrar un estudiante, los primeros cinco aflos de escolarizacion
pareciera estar desprovistos de una cultura algebraica, ya que a pesar del
planteamiento curricular desde los niveles preescolares sobre la exploracion a partir
del material concreto, uso de balanzas, representaciones icOnicas para poder
progresar con la representacion algebraica, que se establecen como objetivos
minimos de ensefianza, los estudiantes poseen dificultades al momento de resolver
ecuaciones , en consecuencia con lo anterior, encontramos que estudios realizados
por Radford (2011), afirman que si queremos desarrollar el razonamiento algebraico
en las aulas de primaria, y mejorar el tratamiento del algebra en secundaria, el
profesor debe ser el principal agente del cambio. (Como se cita en Godino, Ake,
Gonzato y Wilhelmi, 2012), ya que no es suficiente con construir propuestas
curriculares en torno al algebra, sino que se hace extremadamente necesario que
docentes participen de la mirada ampliada del algebra. (Como se cita en Godino,
Aké, Gonzato y Wilhelmi, 2012). Y autores como Duval nos indican que el apoyo en
el uso de la construccion de conceptos a partir de al menos dos registros,
(pictérico/nos referiremos a las representaciones iconicas, la
balanza/representaciones concretas de elementos y simbdélico como el lenguaje
algebraico, Duval (1993, 1995 en Socas, 2007) establece que: “toda representacion
es parcialmente cognitiva con respecto a lo que representa” y por tanto: “la
compresion (integral) de un contenido conceptual esta basada en la coordinacion de,
al menos, dos registros de representacion”(p.29)
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ANEXOS

TECNICAS DE RECOGIDA DE DATOS

Dos fueron las técnicas utilizadas en este estudio para la recogida de datos durante
su implementacion, tal como lo muestra la siguiente tabla:

Tabla N°13: Descripcion de las técnicas de recogida de datos.

Técnicas Descripcion

Registros escritos — Actividad “La Tarea de Juan”, que evidencia el trabajo y
apropiacién de los estudiantes sobre el objetivo de la
clase implementada.

Registro audiovisual Grabacion en video de la clase implementada.

EVIDENCIAS Y REGISTROS DE LAS CATEGORIAS DE ANALISIS

Tabla N°14: Identificacion de las categorias de andlisis propuestas para el estudio

Registro Grafico Descripcion

e .i. X2 ’g'; El  estudiante  evidencia la
'

asociacion entre los elementos

% '
L 4 X 4 representados iconicamente en la
balanza y la representacion
Ly ”l simbodlica, en esta imagen se
= demuestra que el estudiante logra
identificar el elemento
correspondiente a estos dos
registros, por tanto se cumple en la
fase de accion la categoria C1
Registro Escrito Descripcién

La P2, evidencia la nocion de
equilibrio, ya que reproduce la
T ecuacion simbdlicamente y a su vez
: en la balanza representa los
elementos correspondientes, utiliza
ikl trazos, para tachar y representar el
equilibrio, evidenciando la fase de

formulacion Co.

Sin embargo no evidencia en la
balanza este mismo proceso.

Pagina 73



™\ PONTIFICIA
%\ UNIVERSIDAD

5/ CATOLICA pe
VALPARAISO

IMA /¥
INSTITUTO DE g
MATEMATICAS \}

La Ps, evidencia el wuso de
propiedades, ya que agrupa los
ocho elementos de la balanza con
trazos auxiliares, ademas se
evidencia el “tachar” para cancelar

X“L )( = 41y términos tanto en la balanza como
en la representacion simbdlica,
podemos identificar en esta pareja
la categoria Cs al representar el 8
como 4+4 o agrupar las 8 bolitas en
2 grupos de 4 en la fase de
formulacion.

La P11, en la fase de formulacion,

¢ nf I \ ver/|

v wor X ;ji1 logra resolver el problema utilizando
sy ? propiedades para representar 5,
1Y descomponiendo el 2 + 3 vy
L i a0 representando en la balanza 2

elementos junto a una bolsa quien
S iren - representa la incognita “X” en un
SR A A T Sl lado y en el otro, dos elementos
junto a otros tres, “tachar” los
elementos necesarios para
solucionar la ecuacion solo se
evidencia en la representacion
simbodlica, por tanto podemos
evidenciar las categorias C3z y Ca
que surgen en conjunto.

Transcripcion registro audiovisual Descripcion
: En la imagen de la izquierda se
representa a dos parejas de
estudiantes quienes plantean sus
estrategias al momento de resolver
la actividad., Los estudiantes
discuten y validan sus estrategias a
f.f.“.“a B ~ partir de la balanza y Ila
Grabac|on N°4 (13:02- 13 20) representacion simbdlica de esta.
El representante de la Pis indica:
“si separamos el numero (aludiendo
a la descomposicién), lo vamos a
poder sacar (refiriéndose a cancelar
términos, el uso de la propiedad
cancelativa) y mantenemos el
equilibrio, asi la balanza no se
mueve”
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SINTESIS GLOBAL DE RESULTADOS

En la tabla a continuacion, se presenta una sintesis de los resultados en funcion a las
fases de accion, formulacion y validacion de la TSD, asociadas a sus respectivas
categorias de andlisis evidenciadas en las producciones de los sujetos participantes,
quienes son clasificados como parejas.

Tabla N°15: Sintesis global de resultados.

Fases de la TSD Categorias Parejas
Fase de accion C:1 P1, P2, P3, P4, Ps, Ps, P7, Ps, Po, P10, P11,
P12, P13, P14, P15, P16, P17
Fase de formulacion C» P1, P2, P3, P4, Ps, Ps, P7, Ps, Po, P10, P11,
P12, P13, P14, P15, P16, P17
Cs No se evidencia la categoria
Cs P2, P4, Ps, Ps, Ps, Po, P10, P11, P12, P13, P1s,
Pie
Fase de validacion Cs P2, P4, Pes, P11, P12, P13, P15, P16, P17

RECURSOS CLASE N°1

PPT

20 & & TayXr & 008 NrMAN0E Yy CUSAQUND D3O
02 13 SSCUEAI08 PENEAMENIS. B J0MINg 0 por 13 WOk tNaIZa%]
OrgUsOs aMente By rea 08 MAMEMANCIL CUINCO Y MAT S G e
13C0CIN3 i@ reCURER QUR @ ORDR CRDNr 105 Jemies

MieT3s Juan S¢ Capiata s Jentes su hermano
MEND MO UNO 3@ 106 13TCEE QUE B2 ENCONY VAN ENTITE Gk 12
M3 y rayd 13 Wred QU 103 haTiendo . L3 mama
BIOENEIMO X N MATD 3 1OMF 131eNeQquURNCoTd yCamd ¥
CaoE™y 08 Aan

Cuando Juan ordend Su MOCHES N0 §# DECRO Jeque SU
D MaNtO NAtIa rayaT0 SN QUAre D1l ¥ X DX 313 TIse
€ ¥ MOMEnd N QU I3 OMEOra INJCA QqUE raVEXd 13 1l
2N 8 02 CueNt O0 12 BINATON INJUESISO Mk EXDIC 3 12
POfesora y MuRSYa 10 Que NAIa NECKO Su Nermanto, Teme 313
PRIACON 13 proNECI e W13 ORI I NINQUE D pARE X
ITpI0. Sin eMOIGO. JUBN MOEEIO ¥ NIFUORD, NO rECUraa COMO
100 QU Nasla 230 3% 133

(Porlavos apax 3 4 " a
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| SO

=4 | Le podemos explicar a ,Q;

; Juan que... fos)

T mm _ \

»
N Para poder resolver ecuaciones,
w3 podemos descomponer nimeros que
nos permitan cancelar términos a
&= " ambos lados, para mantener el
’ equilibrio en la ecuacion.
Guias

1. Representa cada paso de la balanza algebraicamente
Recuerda manteneg el equilibrio y encuentra el valor de 12 incognita

Ecuscion

Representa aigebraicamente 1as ecuaciones, guiate por las balanzas

1. Representa cada paso o la balanza algebracamente
Recusrda mantensr el equBbro y encuenira & valor de la INchgnta

Balanza Ecuazien

Dentro o La bolsa hay ____ Lipices

= f ‘. = (7 R}
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ESPIRAL DE CONOCIMIENTOS A TRAVES DE LOS NIVELES ESCOLARES

Clase N°2

Tabla N°3: Conocimientos previos (esperados) de los estudiantes

Nivel Aprendizajes esperados
escolar
Kinder Reconocer secuencias de patrones de diferentes tipos,
reproduciéndolas a través de diferentes formas (AE09)
1° basico Describir y registrar la igualdad y la desigualdad como equilibrio,

usando una balanza en forma concreta, simbolica y pictérica del 0
al 20, usando el signo = (OA12)

2° basico

Demostrar, explicar y registrar la igualdad y desigualdad en forma
concreta y pictérica del 0 al 20, usando los simbolos de igualdad y
desigualdad (OA13)

3% basico

Resolver ecuaciones de un paso que involucren adiciones y
sustracciones y un simbolo geométrico que represente un namero
desconocido, en forma pictorica y simbolica del 0 al 100 (OA13)

4° Basico

Resolver ecuaciones de un paso que involucren adiciones y
sustracciones, comprobando los resultados en forma pictorica y
simbdlica del 0 al 100 y aplicando las relaciones inversas entre la
adicion y sustraccion (OA14)

Fuente: Adaptado desde MINEDUC (2005-2016)

ESPIRAL DE CONOCIMIENTOS A TRAVES DE LOS NIVELES ESCOLARES

Clase N°3

Tabla N°8: Conocimientos previos (esperados) de los estudiantes en el ambito

geomeétrico

Nivel
escolar

Aprendizajes esperados

Kinder
1° basico
° hasico

3% basico
4° Basico

Reconocer secuencias de patrones de diferentes tipos,
reproduciéndolas a través de diferentes formas (AEQ9)
Reconocer, describir y crear patrones repetitivos (OA11)

Crear, representar y continuar una variedad de patrones
numéricos y completar los elementos faltantes (OA12)

Generar, describir y registrar patrones (OA12)

Identificar y describir patrones numéricos en tablas que
involucren una operaciéon (OA13)

Demostrar que comprenden el concepto de area de un cuadrado
y un rectangulo (OA23)

Fuente: Adaptado desde MINEDUC (2005-2016)
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ANEXO (OBJETIVOS DE APRENDIZAJE)

Nivel escolar
Ed. Basica

Objetivo de aprendizaje

10

AO12 Describir y registrar la igualdad y la desigualdad como
equilibrio, usando una balanza en forma concreta, simbdlica y
pictorica del 0 al 20, usando el signo =

20

OA12 (Demostrar, explicar y registrar la igualdad y desigualdad en
forma concreta y pictérica del 0 al 20, usando los simbolos de
igualdad y desigualdad).

30

OA13 (Los estudiantes resuelven ecuaciones de un paso que
involucren adiciones y sustracciones y un simbolo geométrico que
represente un numero desconocido, en forma concreta pictorica y
simbolica del 0 al 100).

40

OAl14 (Resolver ecuaciones e inecuaciones de un paso que
involucren adiciones y sustracciones, comprobando los resultados
en forma pictérica y simbdlica del 0 al 100 y aplicando las
relaciones inversas entre la adicion y la sustraccion).

50

OA15 (Resolver problemas, usando ecuaciones e inecuaciones de
un paso, que involucren adiciones y sustracciones, en forma
pictorica y simbdlica).

60

OAll (Resolver ecuaciones de primer grado con una incognita,
utilizando estrategias como: usando una balanza; usar la
descomposicion y la correspondencia 1 a 1 entre los términos en
cada lado de la ecuacién y aplicando procedimientos formales de
resolucion)

70

OA9 (Modelar y resolver problemas diversos de la vida diaria y de
otras asignaturas, que involucran ecuaciones e inecuaciones

lineales de la forma: ax:b;%:b(a,bycez;a;ﬁO) ax < b; ax >
b;§<b;§>b(a,byceN;a¢0)).

80

OA8 (Modelar situaciones de la vida diaria y de otras asignaturas,
usando ecuaciones lineales de la forma: ax = b; i =b;a#¥0;ax+b

=c;§+b:c;ax:b+cx;(x+b):c;ax+b:cx+d)
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Nivel Escolar
Ed. Media

Aprendizaje Esperado

10

AE4 (Resolver sistemas de ecuaciones lineales (2 x 2) relacionados
con problemas de la vida diaria y de otras asignaturas, mediante
representaciones graficas y simbdlicas, de manera manual y/o con
software educativo) y AES5 (Graficar relaciones lineales en dos
variables de la forma f(x,y) = ax + by)

20

AEO6 (Resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos
incégnitas, grafica y algebraicamente) y el AEO7 (Modelar y aplicar
la funcién exponencial, raiz cuadrada y logaritmica en la resolucién
de problemas, y resolver problemas que involucren sistemas de
ecuaciones lineales con dos incAgnitas).

30

AE10 (Reconocer que todas las ecuaciones de segundo grado con
una incognita tienen soluciones en el conjunto de los numeros
complejos).

40

AEO2 (Resolver problemas utilizando inecuaciones lineales o
sistemas de inecuaciones lineales) y AEO5 (Representar rectas y
planos en el espacio mediante ecuaciones vectoriales vy
cartesianas)

Fuente: Adaptacion desde MINEDUC (2005-2016)
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