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INTRODUCCION

Las dificultades que presenta el proceso de ensefianza-aprendizaje de
los sistemas de ecuaciones lineales son el principal motor de esta
investigacion. El escaso analisis del conjunto solucién de los sistemas de
ecuaciones lineales (SEL) por parte de los estudiantes, la poca
variabilidad existente en las propuestas pedagogicas gubernamentales y
las estrategias pedagdgicas utilizadas por los docentes, son algunos de
los aspectos que se deben mejorar a nivel secundario para que esto no
repercuta en la formacion profesional de los estudiantes.

La Teoria de situaciones didacticas propone que, en el proceso de
ensefianza, se deben buscar las condiciones para la construccién del
conocimiento, siendo este a través del transito de los estudiantes por
sus distintas fases, culminando esta construccién en una etapa donde el
profesor formaliza el contenido.

La investigacion tiene como objetivo la creacidn de una situacién
adidactica, la cual genere las condiciones apropiadas para facilitar el
proceso de ensenanza de los SEL, por lo que la propuesta que se
expondra en este documento, junto con ser innovadora, pretende
aportar al estudiantes herramientas que le permitan superar las
dificultades presentes en la ensefianza del objeto matematico a
estudiar.

Lo expuesto anteriormente se pretende llevar a cabo a través de tres
clases, creadas a partir de las dificultades detectados en la literatura y
en un Estudio de Clases realizado a estudiantes de Tercero y Cuarto afio
de ensenanza secundaria. El documento presentara el estudio del arte y
un recorrido epistemoldgico del objeto matematico, asi como el barrido
curricular de este mismo en el contexto escolar, mostrando la distancia
entre los saberes, para posteriormente detallar el disefio de una clase
basada en la modelizacidn a través de una situacion adidactica, con el
fin de que esta ayude a que el proceso de ensefianza-aprendizaje
cumpla con los objetivos propuestos.

Por su parte, la ensefianza de los sistemas de ecuaciones lineales (SEL)
en Chile, se ha centrado en los diferentes métodos algebraicos de
resolucion (sustitucién, igualaciéon y reduccién), evidenciado en los
textos de estudios que son distribuidos por el Ministerio de Educacién,
los cuales enfatizan sus actividades en dichos métodos, haciendo asi
exclusiva la ensefianza de sistemas de ecuaciones en aquellos gque
poseen dos ecuaciones y dos incognitas.



La influencia que tienen los textos ministeriales en la labor docente es
muy potente, ya que la mayoria de los profesores se basa en estos para
planificar sus clases, teniendo como argumento que los textos son la
forma en que los alumnos y apoderados conocen el programa, sirviendo
asi como guia para el desarrollo del curriculo. Es por esto que, en una
cantidad importante de casos, la ensefianza del docente también se
centra en los métodos de resolucion, por lo que a su vez el aprendizaje
de los estudiantes se ve limitado a técnicas y aplicaciones, lo cual hace
gue el analisis del contenido pierda relevancia en el aprendizaje (Berté,
1999).

El Ministerio de Educacién, en la nueva propuesta de Bases Curriculares
para 3° y 4° ano de ensefianza media (MINEDUC, 2014), intenta
modificar el enfoque resolutivo o algoritmico de los sistemas de
ecuaciones, planteando que lo fundamental es el desarrollo de la
capacidad de analisis en la ensefianza de los SEL por lo que se debe
enfatizar las diversas representaciones por sobre las resoluciones, algo
gue dista mucho de lo expresado en el parrafo anterior.

En general, en la ensefianza media, existe un escaso analisis del
conjunto soluciéon de un sistema y poca variabilidad en la cantidad de
ecuaciones e incégnitas a las cuales los estudiantes se enfrentan, ya
gue comunmente los docentes proponen en mayoria absoluta sistemas
de ecuaciones lineales de 2x2 (dos ecuaciones y dos incognitas). Con
base en esto se puede decir que practicamente no existe una conexién
entre los sistemas de ecuaciones y su conjunto soluciéon, ya que los
estudiantes no comprenden el significado del conjunto solucién y de la
misma manera no verifican sus soluciones. Por otra parte los
estudiantes no vinculan la resolucion con analisis grafico de lo que es el
conjunto solucién de un SEL (Ochoviet, 2009).

Los sistemas de ecuaciones lineales son un objeto matematico que
presenta un profundo interés para los investigadores, lo que se justifica
con una cantidad considerables de investigacion en educacién
matematica, que se enfocan principalmente en el cdmo se resuelven
estos, ya sea a través de métodos o diversas estrategias. Dentro de
estas, en el afio 2009, Ochoviet realizd una que precisamente tenia
como proposito estudiar el concepto que tenian los estudiantes sobre el
conjunto solucién cuando la introduccion a este comienza a través de la
ensefianza de los SEL. Junto con esto disefié una secuencia didactica la
cual facilitase la ensefianza del concepto, permitiendo a los estudiantes
alcanzar un modo de pensamiento estructural que un sistema de

ecuaciones lineales requiere para su aprendizaje.
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Anterior a esta investigacidon, en el ano 2002, Oaxaca habia definido
que los problemas con el aprendizaje de los SEL se reflejaban en
estudios superiores, ya que los alumnos de ingenieria de la U.N.A.M, en
su primer afio presentaban dificultades al momento de resolver un
sistema. Esto no apuntaba a los métodos de solucion, los cuales ellos si
conocian, sino que a la interpretacién que los estudiantes le daban a las
situaciones que involucraban sistemas, siendo cualquiera el registro en

el que se encontrara.

Como se expuso anteriormente, la mayor dificultad que presentan los
estudiantes es al momento de resolver los sistemas, por lo que esta es
la dificultad que estudié Trigueros en el afio 2012. Esta investigacion
confirma que los métodos de resolucion son memorizados por los
estudiantes, por lo que las estrategias de resolucién no son mas que un
algoritmo y no son capaces de interpretar su significado, lo cual de igual
manera influye en la poca compresion del concepto conjunto solucién de
un sistema de ecuaciones. Debido a esto, los estudiantes tampoco son
capaces de analizar el conjunto solucion, es decir, determinar el nimero
de soluciones que puede tener o como estas se representan

geométricamente.

En 2013, Figueroa realiza una tesis la cual tenia como objetivo la
creacion de una propuesta didactica sustentada en la Teoria de
situaciones didacticas, la cual potenciara en los estudiantes las
habilidades para poder resolver problemas a través de sistemas de
ecuaciones lineales con dos incognitas. De esta investigacion se
desprende que crear situaciones cuya resolucion involucre SEL aporta a
estimular habilidades de resolucion de problemas, y que este tipo de
problemas atrae a los estudiantes a resolverlos, a diferencia de los que

se plantean comunmente (Figueroa, 2013).



OBJETO MATEMATICO: Sistemas De Ecuaciones

Lineales

Sistemas de ecuaciones lineales en el curriculo

El objeto matematico sistemas de ecuaciones lineales se encuentra
presente a lo largo del curriculo escolar, siendo en el nivel secundario en
el cual se trabajan especificamente como ecuaciones y también se
utilizan como herramientas para la resolucién de problemas.

Los sistemas de ecuaciones lineales se pueden analizar desde distintas
aristas, las cuales dependeran de la aplicacion que se les quiera dar y
del objetivo que va a tener su uso. El siguiente mapa conceptual
pretende estructurar el objeto matematico de manera que permita
clasificar cada una de estas aristas.

Resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales

Anélisis del Conjunto Solucién Resolucién de Problemas

Ecuaciones lineales con dos

SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES incégnitas

Ecuaciones lineales con una
incdgnita

Métodos de resolucion

Conjunto Solucién - Algebraico

Sustitucion

mmmad Conjunto Unitario Rectas Concurrentes

mmmad Conjunto Vacio Rectas Paralelas

Infinitos Elementos Misma Recta

Cramer

Figura 1.- Mapa conceptual Sistemas de ecuaciones Lineales

Para la ensefianza de los SEL, es necesario que los estudiantes
adquieran conocimientos previos, que permitiran comprender el objeto
matematico de manera que cumplan los objetivos propuestos por el
curriculo. Es por esto que los conceptos necesarios aparecen
tempranamente en la educacion primaria, de manera que van



construyendo el objeto desde las nociones de igualdad hasta
definiciones formales de lo que es una ecuacion.

La siguiente tabla detalla el recorrido del concepto de ecuacién (como
concepto previo para el estudio de SEL) en el curriculo, especificando
cada vez el nivel y el objetivo de aprendizaje propuesto en los planes y
programas.

Tabla 4

Transito del objeto matematico en el curriculo escolar chileno.

Curso Objetivo de aprendizaje

Tercero Basico Resolver ecuaciones de un paso que involucren adiciones vy
sustracciones y un simbolo geométrico que represente un
numero desconocido, en forma pictoérica y simbdlica del 0 al
100.

Cuarto Basico Resolver ecuaciones e inecuaciones de un paso que
involucren adiciones y sustracciones, comprobando los
resultados en forma pictérica y simbodlica del 0 al 100 y
aplicando las relaciones inversas entre la adiciéon y la
sustraccion.

Quinto Basico Resolver problemas, usando ecuaciones e inecuaciones de
un paso, que involucren adiciones y sustracciones, en forma
pictérica y simbdlica.

Sexto Basico Resolver ecuaciones de primer grado con una incdgnita,
utilizando estrategias como: > usar una balanza > usar la
descomposicién y la correspondencia 1 a 1 entre los
términos en cada lado de la ecuacidon y aplicando
procedimientos formales de resolucion.

Septimo Modelar y resolver problemas diversos de la vida diaria y de
Basico otras asignaturas, que involucran ecuaciones e inecuaciones
lineales de la forma: >>ax =b; x/a=b(a bycPN; a #
0) >>ax<b;ax>bx/a<b;x/a>b(a, bycPN;a=0)

Nota: Esta tabla pertenece a la investigacion correspondiente al curso de avance de seminario de grado
realizada por distintos autores en conjunto con el autor de la presente investigacion



Tabla 5

Objetivos de aprendizaje de conceptos previos (8° Basico)
necesarios para el aprendizaje de sistemas de ecuaciones
lineales de 2x2.

Concepto

Objetivo de aprendizaje

Funcion

Mostrar que comprenden la nocion de funcidon por medio de un
cambio lineal:

Utilizando tablas.

Usando metaforas de maquinas.

Estableciendo reglas entre x e y.

Representando de manera grafica (plano cartesiano,
diagramas de Venn), de manera manual y/o con
software educativo.

Ecuaciones
lineales

Modelar situaciones de la vida diaria y de otras asignaturas,
usando ecuaciones lineales de la forma:

(a,b,c,d,e € Q).

Inecuaciones
lineales

Resolver inecuaciones lineales con coeficientes racionales en
el contexto de la resolucién de problemas, por medio de
representaciones graficas, simbdlicas,

de manera manual y/o con software educativo

Funcion afin

Mostrar que comprenden la funcién afin:

Generalizandola como la suma de una constante con
una funcion lineal.

Trasladando funciones lineales en el plano cartesiano.
Determinando el cambio constante de un intervalo a
otro, de manera grafica y simbdlica, de manera manual
y/0 con software educativo.

Relacionandola con el interés simple.

Utilizandola para resolver problemas de la vida diaria y
de otras asignaturas.

Nota: La informacion corresponde al programa vigente desde el 2016. Esta tabla pertenece a la
investigacion correspondiente al curso de avance de seminario de grado realizada por distintos autores en
conjunto con el autor de la presente investigacion
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De esta manera, se crean las bases para poder abordar este objeto en la
enseflanza media. En 1° medio se propone, segun Bases Curriculares

2015, como objetivo de aprendizaje

Tabla 6

Objetivos de aprendizaje e indicadores para sistemas de
ecuaciones lineales de 2x2 en 1° Medio.

Objetivo de aprendizaje

Indicadores

Resolver sistemas de ecuaciones
lineales (2x2) relacionados con
problemas de la vida diaria y de
otras asignaturas, mediante
representaciones graficas y
simbdlicas, de manera manual y/o
con software educativo.

Graficar relaciones lineales en dos
variables de la forma f (x,y) =
ax + by; por ejemplo: un haz de

rectas paralelas en el plano
cartesiano, lineas de nivel en
planos inclinados (techo),

propagaciéon de olas en el mar vy la
formacién de algunas capas de
rocas:

e Creando tablas de valores
con a, b fijo vy “x", “y”
variable.

e Representando una ecuacion
lineal dada por medio de un
grafico, de manera manual
y/0 con software educativo.

e Escribiendo la relacion entre
las variables de un grafico
dado; por ejemplo, variando
c en la ecuacién ax + by =
c; a,b,c € Q (decimales hasta
la décima).

Nota: La informacion corresponde al programa vigente desde el 2017. Esta tabla pertenece a la
investigacion correspondiente al curso de avance de seminario de grado realizada por distintos autores en

conjunto con el autor de la presente investigacion



Sistemas de Ecuaciones Lineales en los textos

De los textos del saber sabio se han considerado: “Algebra Lineal” de
Juan de Burgos y “Algebra Lineal” de Kenneth Hoffmann y Ray Kunze.
Por otro lado, para indagar en el saber escolar, se recurrira a textos
ministeriales la ensefianza media. A continuacién, en la tabla 7 se
muestra un cuadro comparativo donde se pone de relieve las distancias
que se presentan entre el saber sabio y el saber escolar para el objeto
matematico en estudio:

Tabla 7

Comparacion entre textos de Algebra lineal y textos escolares.

Criterio

Textos de algebra lineal

Textos escolares

Extension

En Hoffman, se presenta el
sistema cuyo numero de filas
y el numero de columnas
puede ser igual o distinto

En los textos del saber
escolar se considera un
caso particular (un
sistema de 2 x 2).

Coeficientes

Los coeficientes se
encuentran en un cuerpo K.
Sin embargo, en Burgos se
particulariza este cuerpo K a
los cuerpos de los numeros
reales vy los ndmeros
complejos.

En primero medio, se
especifica que los
coeficientes a,b,c,d,ey f
se encuentran en los
numeros racionales,
mientras que en segundo
medio se amplia el
sistema al cuerpo de los
numeros reales.

Conjunto
solucion

El conjunto solucion del

sistema de ecuaciones
lineales se presenta como
una n—tupla , donde los

valores de las incognitas son
los elementos de esta
secuencia.

En el texto de primer afio
medio los valores de las

incégnitas son
presentados como los
valores de x e y que

satisfacen las ecuaciones,
en cambio en segundo
medio se establece que el
conjunto solucién de un
sistema de ecuaciones
lineales de 2 X2
corresponde a un par

10



ordenado (2 — tupla) de la
forma (p,q), relacionando
esta representacion con
los puntos sobre el plano
cartesiano.

Representacion

En los libros del saber sabio
se trata la representacion en

forma matricial, donde los
elementos del conjunto
solucion son n-—tuplas O
matrices.

La representacién en los
textos del saber escolar es
la grafica, donde cada
ecuacién corresponde a
una recta en el plano XY y
el conjunto soluciéon se
representa por los puntos
de interseccién de las dos
rectas que componen el
sistema.

Resolucion

Se propone trabajar los
sistemas utilizando la técnica
de eliminacion. En su forma
matricial, el método de
resolucidn que se propone es
el método de Gauss usando
pivotes y eliminacion.

En los textos de educacion
media se propone revolver
los sistemas utilizando los
métodos de resoluciéon, a
saber, grafico, sustitucion,
reduccion.

Clasificacion

Se presentan casos
particulares de sistemas. Si
las ecuaciones estan todas
igualadas a cero, se menciona
que el sistema se denomina
homogéneo.

Esta clasificacion no se
encuentra registrada en
alguno de los libros de
textos del saber escolar.

Nota: Esta tabla pertenece a la investigacion correspondiente al curso de avance de seminario de grado
realizada por distintos autores en conjunto con el autor de la presente investigacion

El objeto matematico a pesar de ser uno solo,

tiene distintas

definiciones, las cuales dependen del contexto en el que se estudiara.
Es por esto que se presentaran a través de tablas las definiciones
expuestas es diversos textos, tanto de saber sabio como de saber
escolar, para posteriormente hacer un cuadro comparativo el cual
analizard la distancia entre los saberes.



Tabla 8

Definicion Experta

Autor Definicion Experta
De
Burgos
(De Burgos, 1993,p.4)
Hoffman Suppose F is a field. We consider the problem of finding n scalars
(1973) (elements of F) z,, . . ., #, which satisfy the conditions
Apey + ey + - + dipra =
[:1_'1) Allﬂ-‘l+ Aﬁﬂz+"'+-‘it-ﬂ:‘!ﬁ

Awii + Apgts + -+ + Apan = Ym

Whﬂl‘e e e o s lm ﬂII.d. Ai:l'r lg'ii:m’ Iq_:j‘_:ny are EiVEﬂ B]'Emﬂntﬂ
of F.
(Hoffman y Runze, 1973, p.3)

Traduccién: Supongamos que F es un cuerpo. Consideremos el problema de encontrar n escalares
(elementos de F) x,, ..., x, los cuales satisfacen las condiciones.

Donde y,_y, (...), son elementos dados de F.

La siguiente tabla, presenta la definicidn escolar de cada uno de los

textos

distribuidos por el Ministerio de educacién. Se presentara la

forma en que se define Sistema de Ecuaciones Lineales en cada nivel de
la ensefianza secundaria.
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Tabla 9

Definicion escolar

Curso Definicion Escolar

1° Medio

Un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas tiene la forma:

ax+by=c¢| pondea, b, c d e y f son nimeros racionalesy x e y
dx+ey=f| son las incognitas.

Una solucion al sistema corresponde a un valor para cada incégnita, de modo
que al remplazarlas en las ecuaciones se satisfacen ambas igualdades.

(Alvarado & Vasquez,2016,p.106)

20
Medio

Un sistema de
ecuaciones lineales
con dos incégnitas
es un conjunto de
ecuaclones lineales.

Se representa de
la forma

ax+by=e
X +dy=f

dondea, b,c,defe
y X ey son las incognitas.

Una solucién (p, q) del
sistema es un par de
valores que satisface
simultaneamente
ambas Igualdades.

(Mufioz, Rupin & Jiménez,2013,p.220)




:I‘:adio ﬂ’

Toma nota

En un sistema lineal de 2 x 2,

ax+ by =c
dx+ ey =f donde xe y son las

incégnitas, se cumple que:

51 f#g el sistema es compatible

determinado, es decir, tiene
solucion tinica.
. Si{—';{ = % # JEI” el sistema
es incompatible, es decir, no
tene solucidn.
.a_b ¢ ;..
. Sld =2 =f el sistema es
indeterminado, es decit, tiene
infinitas soluciones. _/1

(Saiz & Blumenthal,2013,p.281)

H. Cada sistema de ecuaciones lineales de 2 x 2, representa dos
rectas en el plano.

- El tipo de sistema determina la posicién relativa de las rectas
en el plano y viceversa.

(Saiz & Blumenthal,2013,p.281)
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4°
Medio Resolver sistemas de ecuaciones lineales.

¢ Un sistema de ecuaciones es un conjunto de dos o mas ecuaciones

con varias incognitas. Por ejemplo, el sistema de ecuaciones lineales x+y=1
de la derecha tiene 2 ecuaciones y 2 incoégnitas. Sx-2y=11

¢ Resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas
consiste en determinar los valores de las incognitas que satisfacen
todas las ecuaciones del sistema a la vez. Por ejemplo, la solucion
{x =2, y =1} es la Unica que satisface el sistema de la derecha. x-y=

x+y=3

¢ Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas puede
tener una, ninguna o infinitas soluciones.

(Mufioz & Gutiérrez,2013,p.15)

Nota: Informacién del saber escolar es recuperada de los textos distribuidos por el Ministerio de Educacion

Se puede notar que las definiciones que se presentan son distintas
segun el objetivo de aprendizaje que posee el nivel (ver barrido
curricular) y distan bastante de la definicion expuesta en los textos del
saber sabio, ya que limitan las definiciones a los ejemplos expuestos
posteriormente.

Para hacer un analisis de la distancia entre los saberes se presentara
una tabla comparativa de ambas definiciones, tomando los aspectos
mas importantes del objeto matematico.



Tabla 10

Distancia entre saber sabio y saber escolar

Saber sabio Saber escolar
Tamaiio del ax+by=c
sistema Apxy + Apry + -+ + Ay, = i dx +ey=f

Aary + Aprs + - + Agata = Wz

: : : . 2 filas y 2 columnas
At + Apgre + -+« + Apuz, = Y

m filas y n columnas

(Hoffman y Runze, 1973, p.3)

Sistema Cuerpo k (reales o complejos) Racionales (1°
numérico de medio) y reales (2°
los coeficientes medio)
Conjunto n-tupla ((xl,xz,x3, Xy) Par ordenado ,q)
solucion
Representacion AX =V
. ¥
An -+ Ay, A
A= : : /S
| Aps o A /
Il‘ n 4
X=1: and ¥V =1: 1}
Ta_l W
Representacién matricial Representacion
grafica

(Hoffman y Runze, 1973, p.6)

Nota: Esta tabla pertenece a la investigacion correspondiente al curso de avance de seminario de grado
realizada por distintos autores en conjunto con el autor de la presente investigacion
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Recorrido histérico-epistemologico de los sistemas de
ecuaciones lineales.

Los sistemas de ecuaciones lineales han estado presentes en la historia
desde sus inicios, por lo que a continuacién se expondra un barrido
historico relacionado con el objeto matematico en sus fundamentos
epistemoldgicos.

Los Babilonios trabajaron con ecuaciones desde hace mas de 4000
anos, destacando principalmente las de segundo grado, que modelaban
situaciones como: “Hallar un nimero tal que sumado a su inverso dé un
numero dado” (Kline, 1972). El mayor numero de registros babildnicos,
se encontraron a través de su sistema de escritura cuneiforme, la cual
se origind alrededor del afio 1700 A.C.

Se ha determinado que estos también utilizaban las cuatro operaciones
basicas de la aritmética y recurrian a organizar la informacion en
diversas tablas o tablillas. Estas tablillas poseian fundamentalmente
operaciones correspondientes a multiplicaciones, inversos, cuadrados,
cubos, raices cuadradas y se ha determinado que hasta raices cubicas.

Con todos estos elementos, los babilonios tenian herramientas para
poder solucionar las ecuaciones con las que modelaban las situaciones.
Sin embargo en los registros encontrados, solo se representaba la
solucidon, no la forma en la que llegaban a esta, por lo que es mas
complejo realizar un analisis correspondiente a las formas de resolucion
y a los métodos empleados. Por lo expuesto anteriormente, no se pudo
determinar la forma en que resolvian los problemas, pero si que desde
esa época ya sabian como resolver sistemas de ecuaciones lineales de
dos ecuaciones con dos incdégnitas (2x2) (Kleiner, 2007) Un ejemplo de
un sistema de ecuaciones de 2x2 tomado de las tablillas es el siguiente:

1
Ianchura + longitud =7

longitud + anchura = 10 manos

Escrito en notacion moderna seria:
1
—y+x=7
4 y

y +4x = 28
y+x=10



Los Chinos cercanos al ano 200 A.C, realizaron importantes avances en
el desarrollo de las ecuaciones, los cuales plasmaron en el famoso libro
Jitizhang Suanshu, lo cual se traduce en Nueve capitulos sobre el arte
matematico. Estos avances apuntan principalmente a métodos para
resolver tanto ecuaciones lineales como sistemas de estas.

Es en el capitulo VIII, titulado “Método de las tablas”, donde se dedica
con exclusividad a la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales de
3x3, a través del tratamiento de sus coeficientes, lo que se puede
vincular con el método de eliminacion de Gauss, con la salvedad que
este libro fue escrito con veinte siglos de anticipacién. Al comienzo de
dicho capitulo aparece el siguiente problema:

Tres gavillas de buen cereal, dos gavillas de cereal mediocre
y una gavilla de cereal malo se venden por 39 dou. Dos
gavillas de bueno, tres mediocres y una mala se venden por
34 dou. Y una buena, dos mediocres y tres malas se venden
por 26 dou. (Cudl es el precio recibido por cada gavilla de
buen cereal, cada gavilla de cereal mediocre, y cada gavilla
de cereal malo?

Lo cual en la escritura moderna se podria escribir:

3x + 2y +z =39
2x + 3y +z = 34
X+ 2y+3z=26

Los Griegos también desarrollaron técnicas de resolucién de ecuaciones
y sistemas de estas. En el siglo IV d.C Thymaridas de Paros planted un
método de resolucion de sistemas de ecuaciones cuadrados, de la
siguiente manera:
"Si se conoce la suma de varias incégnitas, asi como también
las sumas parciales de una de ellas con cada una de las otras,
y se suman todas estas sumas parciales, restando después la
primera suma total y se divide la diferencia por el nUmero de
incognitas disminuido en 2, se obtiene el valor de la primera;
y de éste se deducen los demas"

(Guerra, 2012,p.8)
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Este método es conocido como “La flor de Thymaridas”, la cual en
escritura moderna seria:

X+X X+ X3+t Xy =

x+x, =k
_T+1'2:k2

_T+1'3=.k3

X+ Xy = kyeg.

Figura 3. Flor de Thymaridas en escritura actual.

(Guerra, 2012,p.8)

En el siglo 111 d.C el algebra comienza a evolucionar gracias a los
aportes de Diofanto de Alejandria, el cual fue el autor de diversas
obras. Klein (1992) piensa que La Arithmética fue la obra que
contribuyd con mas aportes al desarrollo de la matematica, siendo que
sOlo se conocen seis de los trece libros que la componen. En el primer
libro, Diofanto se dedica a plantear ecuaciones de una o mas variables,
lo cual demostré que una de las habilidades que poseia era reducir
ecuaciones de diversos tipos a formas conocidas o que pudiera manejar,
generalmente lineales. Diofanto también resolvié sistemas de
ecuaciones, pese a disponer de sélo un simbolo que representaba la
cantidad desconocida, que llamaba aritmo, es decir, nimero. (Klein,
1992)

Un problema que aparece en el libro es:

“Sumar el mismo numero (buscado) a dos numeros dados de modo que
cada uno de ellos sea un cuadrado. NUumeros dados 2,3; numero
buscado x”

lo que seria:

X+ 2

.t 3} ambos deben ser cuadrados.

El conocia este tipo de planteamiento como ecuacién doble, la cual debia
reducir a solo una. Para poder lograrlo, tomaba la diferencia entre las
expresiones presentadas y lo descomponia en dos factores bastantes
convenientes. (Guerra, 2012)



Se puede evidenciar que son los aportes de las diversas culturas, los
gue establecen las bases para construir un futuro “objeto matematico”,
entregando informacién clave para el avance en la materia. Vale la pena
destacar, que no es hasta el siglo XVI y XVII que comienza el desarrollo
concreto de lo que hoy se conoce como algebra abstracta.

El estudio moderno de las ecuaciones lineales, se enfocd principalmente
en los sistemas de ecuaciones lineales (SEL). Se dice que este estudio
fue originado por Leibniz, precisamente en el afo 1693, con la
invencién de la nocidon de determinante. Parece dificil comprender pero
este concepto nace previo a lo que es la definicion de las matrices. Es
necesario precisar que estudios similares los habia realizado 100 anos el
matematico Japonés Seki Kowa, quien también desarroll6 métodos de
resolucion de sistemas y calculos determinantes de casos particulares.
(Kleiner, 2007)

La resolucion de sistemas de ecuaciones lineales se transformd en un
problema de mucho interés para la época. Fue entonces el matematico
Italiano Girélamo Cardano quien, a través de su regla llamada “regula
de modo” se dedico a resolver SEL. Asi, sin definir formalmente el
concepto de determinante, cred una regla que posteriormente seria
conocida como la regla de Cramer. (Kleiner, 2007)

A mediados del siglo XVIII el suizo Gabriel Cramer publicd Introduction
to the Analysis of Algebraic Curves, incluyendo ahi el trabajo que
desarrolld con respecto a la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales de nxn. El método propuesto, si bien se cumplia para los casos
propuestos, no pudo ser demostrado, por lo que Cramer junto con
estudiar sistemas de ecuaciones también se dedicé a resolver problemas
de indole geométrico. Fue en el mismo periodo donde la publicacion de
un libro péstumo de Maclaurin también presenté la resolucién de
sistemas, destacando dos formas: La eliminacién sucesiva de variables y
el método de determinantes para sistemas de dos, tres o cuatro
ecuaciones. El desarrollé esto, y presentd su resultado de la siguiente
manera:

amx+bhyv+oz=d
dax +by+oczz=e
azx + by +cz=Ff.

iy by f=iybgetay byd=azby f+azbye=azbyd
T aybary=aybyratagbycy=nabycabasbyco=aghacy

siendo su solucién:
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Si bien el método de resolucidén de Mclaurin era practicamente el mismo
gue el utilizado por Cramer, se dice que debido a la notacidn mas
avanzada y precisa de este Ultimo fue que se le otorgd el nombre de
“método de Cramer” (Guerra 2012).

La mayoria de los estudios realizados planteaba sistemas, que tenian
una unica solucion. Fue Euler quien observd que estos podian tener mas
de una o no tener soluciones, para lo que era necesario agregar
condiciones, todo esto independiente del orden del sistema, es decir,
que era valido para los que tenian “n” ecuaciones y “n” incégnitas. Euler
tenia en mente la idea de dependencia lineal, dependencia de una
ecuacion con respecto a otras, pero a pesar de esto no fue capaz de
precisar las condiciones necesarias para esto. El estudio de los sistemas
de ecuaciones, durante el mismo siglo, pasd a ser consecuencia del
estudio de determinantes, ya que el mayor énfasis se le dio a estos. Es
por esto que la mayor relevancia la tuvo el desarrollo de sistemas de
orden cuadrado.

El aleman Carl Friedrich Gauss, considerado uno de los mas grandes
matematicos de la historia, desarrolld diversos estudios enfocados en los
sistemas. Entre los afios 1803 y 1809, resuelve un sistema de seis
ecuaciones con seis incégnitas, sistematizando un método el cual se
conoce hasta el dia de hoy como “eliminacién Gaussiana”. El método de
resolucion propuesto no utiliza notacidon matricial y se enfoca en
sistemas de orden no cuadrado, pero también fue el primer matematico
en usar formalmente el término de determinante en una publicacion,
aunque no es precisamente el mismo concepto que hoy se conoce por
determinante.

(Kleiner,2007)
Las matrices son objetos matematicos “naturales” que aparecen en
conexiodn con las ecuaciones lineales, por lo que se dice que su primera
aparicion formal fue con los chinos 200 A.C. Se considera que su
aparicion adquirié un rol mas importante cuando estas se comenzaron a
operar de manera algebraica, lo cual seria mas adelante.

Gauss, si bien no utilizd la notacidon matricial, lo hizo mas bien de
manera implicita. La palabra “matriz” dentro de un contexto matematico
fue utilizada por primera vez por el britanico Sylvester, en el afio 1850,
definiéndola como un “arreglo rectangular de términos”, lo cual llamé la
atencién del matematico- abogado Cayley, quien comenzd a trabajar en
el campo de las matrices, agregando en 1853 el concepto de inversa de
una matriz. Se puede decir que la primera definicién, para lo que es una
matriz, fue publicada en 1858 en "Memoir on the theory of matrices”, en



esta obra, él generaliza los conceptos y presenta a las transformaciones
lineales como casos especiales. Cayley declara que el sistema de
ecuaciones x’ = ax + by i Yy =cx+dy se puede representar como el
un arreglo rectangular de la forma:

(& 2
c d
Este arreglo contiene el coeficiente de las variables del sistema.
Apoyandose en esa notacion, su estudio se pudo complementar, ya que
también desarrolla el algebra de matrices, definiendo las operaciones

basicas, ademas de demostrar que las matrices de 2x2 satisfacen su
propia ecuacion caracteristica.

Durante esta misma época el francés Cauchy introdujo en sus trabajos
el término de determinante, pero esta vez tal como se conoce hoy en
dia. El estudio mas completo de determinantes de esa época fue el
hecho por él, ya que no sélo demuestra resultados conocidos
previamente sino que también agrega nuevas propiedades,
especialmente sobre menores y adjuntos. Junto con probar que:
det(AB) = det(A) det(B), Cauchy trabajé los valores propios de una
matriz simétrica, la ecuacidén caracteristica de una matriz, y demostré
que toda matriz simétrica es diagonizable. Todo esto fue paralelo a los
estudios realizados por Cayley, ya que la primera aparicion de Cauchy
con respecto a los determinantes fue en el afio 1812. (Kleiner, 2007)

En el siglo XIX, especialmente entre la década del 20 y del 70, los
matematicos se dedicaron a hacer un trabajo a fondo con las matrices,
creando la conocida “The espectral theory of matrices”, definiéndolas y
clasificdndolas en distintos tipos (simétrica, ortogonal, unitaria). Un
ejemplo de aquello es la forma candnica de Jordan, introducida por
Weierstrass, quien vio que dos matrices son similares si y solo si tienen
la misma forma candnica de Jordan.

Frobenius aplico la teoria de matrices para el trabajo en la teoria de
grupos y asi realizar un vinculo importante entre los conceptos, dando
muestra que el estudio de estos conceptos aun estaban en desarrollo, lo
cual Herman Grassman corrobora apoyandose en todos los estudios
realizados anteriormente, entregando el primer testimonio escrito de lo
gue es un espacio vectorial. Hoy en dia la resolucion de SEL forma parte
integral de la teoria de espacios vectoriales ya que esta se construyd
con base en todo los estudios preliminares de los sistemas de
ecuaciones lineales.
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ESTUDIO DE CLASES

La propuesta considera realizar un analisis cualitativo a través de un
Estudio de Clases, el cual contribuye a desarrollar el andlisis del
conjunto solucidn de los sistemas de ecuaciones lineales. El estudio se
centra en el proceso de ensefanza-aprendizaje de la implementacién de
una clase.

La clase tiene una duracion de 50 minutos y contiene 3 actividades, que
permiten obtener producciones que muestren la comprension del
concepto en estudio. El disefio de esta clase fue a través de un plan de
clases, el cual declara como objetivo: "Modelar situaciones a través de
ecuaciones lineales de 2x2 y 3x2 en R? y analizar su conjunto solucién”.
Se pretende lograr este objetivo a través de una divisién del curso en
grupos de 4 estudiantes.

Se espera que en el desarrollo de esta clase se genere una interaccién
entre los estudiantes, con el fin de facilitar el aprendizaje y el analisis
del concepto de conjunto solucién desde una perspectiva diferente a la
algebraica, es por esto que en su mayoria las actividades también
otorgan la posibilidad a que el estudiante sea capaz de argumentar de
manera geométrica

Las actividades estan ordenadas de una manera progresiva, para asi ir
construyendo el conocimiento en base a lo analizado en la actividad
anterior. Esta clase tuvo dos aplicaciones previas, de las cuales se
decidié hacer modificaciones a la secuencia original, principalmente en
la primera y ultima actividad, precisando el enunciado y agregando un
plano cartesiano graduado de manera proporcional para asi facilitar el
grafico de las situaciones.

A continuacién se presenta el plan de clases:



Plan de Clase

Actividades: Tareas Posibles estrategias de Intervenciones del
Matematicas resolucion de los estudiantes. profesor
5 Inicio de la clase: e Escuchar atentamente al profesor. e Generar <clima de clase
e Acogida y normalizacidn. adecuado a la actividad.
e Indicaciones de la clase: e Formar los grupos de trabajo indicados. e Dar las indicaciones de Ia
forma de trabajo y clase.
conformacion de grupos (3 e Iniciar trabajo grupal de forma e Recordar los grupos que han
personas). auténoma sido previamente
Exposicion del tema. Comienza la clase confeccionados en las clases
haciendo una breve explicacion sobre el NEM anteriores
instando a los estudiantes que realicen e Entregar material impreso a
preguntas sobre el tema abordado. cada grupo
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Actividad 1

En Chile, el proceso de admision al
sistema de educacién superior
considera diferentes aspectos, dentro
de los cuales se encuentra las notas
de ensefianza media (NEM). Es por
esto, que se cred una tabla de
transformacion de los promedios
para alinear esta escala con la de la
PSU. La escala dependerd del tipo de
enseflanza de la cual los estudiantes
egresen.

Dos amigos, Waldo y Felipe, estudian
en un colegio cientifico humanista y
técnico profesional respectivamente,
estos tienen la duda de qué puntaje
se le asignara a cada uno cuando
completen su ensefanza media. Con
este  objetivo, investigan vy
encuentran la siguiente informacion:

1) Analicen la informacion

que encontraron,
discutan y respondan:
é¢Ambos estudiantes
pueden resolver su

duda?éPor qué?

Cada grupo analiza la informacién, discute y
responde a la situacion planteada

¢Qué se espera? que los estudiantes sean
capaces de determinar si con la informacion

obtenida se puede modelar

la situacion

planteada.

Estrategias:

Analizar a través de la representacion
grafica.

Analizar a través de la representacion
tabular.

Representar a la recta en forma de
tabla y viceversa.

Posibles Dificultades y/o Errores:

Pensar que basta con el dibujo para
determinar cada puntaje asociado a la
nota

No conocer cudles son los elementos
necesarios para modelar a través de
una ecuacion de la recta

Sacar la pendiente de la recta con regla
de tres simple.

No vincular la informacién entregada
en las tablas como puntos.

El docente se traslada por la sala
verificando que los grupos
comiencen a trabajar vy estén
formulando sus estrategias,
comunicandolas con los miembros de
Su grupo

Es importante
marque la

que el docente
importancia de
determinar exactamente el
puntaje, lo cual se diferencia
inmediatamente de una estimacion.

Si los estudiantes comprenden que
esta situacion se puede modelar a
través de una recta, invitarlos a
reflexionar por sus elementos y la
informacion necesaria para
determinarlos.

También aportar a destrabar algunas
dificultades a través de :

¢Qué relacion tiene la forma en qué
encuentran la informacién con poder
resolver su duda?

¢{Se puede hacer un vinculo entre




Respuesta Experta:

a) Sélo Felipe puede resolver su
duda ya que con la
informacion  encontrada se
puede modelar la situacién a
través de una recta.

Dados los puntos (4,213) y (5,417)
se puede utilizar la ecuacién:

yo -y
Y-y ZQ(X—Xl)

X2 =%

A través de esta ecuacion,
determinar la recta que modela la
situacion y asi determinar para
cada nota el puntaje PSU

asociado.

No es el caso de Waldo, ya que el
s6lo conoce un punto ( (4, 208) )
y no tiene los elementos
necesarios para poder modelar la
situacibn a través de una
ecuacion de la recta.

No relacionar la tabla con Ila
representacion grafica.

Posibles Respuesta:

Si, ya que con dos puntos se puede
modelar la situacion y asi determinar
los puntajes asociados.

Ambos no, solo Waldo ya que posee los
puntos para modelar.

Si, ya que una recta modela Ia
situacion.

ambas formas de entregar |Ila
informacion?

Conceptos previos:

- Ecuacion de la recta y sus
elementos.
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Actividad 2

Debido a la importancia e interés
que le genera este tema, deciden
seguir investigando y encuentran
lo siguiente (ver anexo) :

1) En base a esta
informacion y la anterior,
determinen si existe una
nota que sea equivalente
(para ambos tipos de
enseiianza) en cuanto al
puntaje PSU asociado.
Justifiquen su respuesta.

Respuesta Experta:

1) Para determinar si existe
una nota en la que el
puntaje asociado sea

equivalente para ambos es
posible analizar la existencia
de un conjunto solucién con
un unico elemento. Si las
pendientes de cada recta
que modela a ambos tipos
de ensefanza, son distintas,
quiere decir que existe una
nota que tienen un puntaje
en comun. Determinemos

Cada grupo analiza y determina la existencia
de wuna nota que tenga la misma
transformacién a puntaje PSU para ambos.

éQué se espera? Que los estudiantes
reconozcan graficamente el conjunto
solucion de la situacién y lo vinculen al
contexto planteado.

Estrategias:

- Dibujar ambas rectas y analizar su
solucioén.

- Representar la situacién a través de
un sistema de ecuaciones y analizar su
conjunto solucién.

- Representar la situacién a través de
un sistema de ecuaciones y analizar su
conjunto solucién y resolverlo.

Posibles Dificultades y/o Errores:

- No relacionar la situacién con una
modelacion a través de ecuaciones de
la recta.

- No representar la situacion a través de
rectas.

- No vincular la pregunta con Ia
interseccion de las rectas o con el
conjunto solucion del sistema de

ecuaciones.

-Posibles devoluciones, segun las
dificultades y errores explicitados:

e ¢De qué manera podemos
representar cada situacion?

Si hay estudiantes empenados en

plantear sistemas y resolverlos, lo

cual los induce a errores. Se puede

aportar:

e (Estan preguntando cual es la
nota?

Las devoluciones siempre iran
orientadas a la reflexion, no a dar
pistas de cual es la respuesta. Por lo
que el docente incentiva a que
busquen distintas representaciones
de la situacion.
¢Estan bien las
representaciones?

¢Es la mejor forma de representar?

planteadas

Es importante que los estudiantes se
cuestionen la validez de sus
argumentos, entre ellos mismos, por
lo se les puede sugerir la pregunta:

¢Basta con esos argumentos?




las pendientes a través de:
yo -
me 22 1

X3 =%
Ensefanza TP
(4,213) (5,417)

417 - 213
= — 204

m _ =
1 5.4

Ensefianza HC:
(4,208) (7,826)

826 — 208
m =s———=
1 7.4
Al ser distintas las
pendientes, asegura que
existe un Unico punto en el
que estas rectas se
intersectan. Es necesario
corroborar si la interseccion
se encuentra dentro del
contexto del problema, es
decir que sea dentro de la
escala de notas. Esto se
puede demostrar
graficamente:

206

Representar la situacién a través de un
sistema de ecuaciones, resolverlo y no
llegar a una solucion unica.
Representar mal las rectas en el plano
cartesiano.

Posibles Respuesta:

la situacion se
a través de

Si existe, ya que
representa graficamente
dos rectas secantes.
No existe ya que
representa graficamente
dos rectas paralelas.

Si existe, ya que la situacién se
representa a través de un sistema de
ecuaciones que su conjunto solucién
tiene un uUnico elemento.

No existe, ya que la situaciéon se
representa a través de un sistema de
ecuaciones que su conjunto solucion es
vacio.

la situacion se
a través de

Conceptos previos:

- Ecuacién de la recta y sus

elementos.
- Sistemas de ecuaciones
lineales y sus

representaciones
- Conjunto solucidn
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600

400

200

-1 0 1

20 1 - 5 7
El punto E es la
interseccion, por lo tanto
podemos decir que SI existe
una nota en la que ambos
tipos de ensenanza tengan
el mismo puntaje PSU
asociado.

o N

Actividad 3

Nicolas: -No existe ninguna nota
con la que los tres tengamos el
mismo puntaje PSU-

Waldo: -Estas equivocado-

Nicolas: -éCémo lo voy a saber? si
%) soy malo para las
matematicas-

Waldo: -Para saber si existe esa
nota, no necesitas ser un gran
matematico, sdlo necesitas saber

Cada grupo analiza y determina la existencia
de wuna nota que tenga la misma
transformacién a puntaje PSU para ambos.

cQué se espera? Que los estudiantes
modelen la situacion a través de un sistema
de ecuaciones lineales de 3x2 y lo resuelvan.

Estrategias:

- Dibujar las tres rectas y analizar su
solucién.

- Representar la situacién a través de
un sistema de ecuaciones de 3x2 y
analizar su conjunto solucién.

- Representar la situacién a través de

El docente incentiva a los
estudiantes a dibujar los a
representar la situacién. Ademas
recordar que pueden vincular las
reflexiones con las actividades
anteriores.

En esta fase de la clase, los

estudiantes han  construido el
problema de manera que les permita
llegar a su solucidén. Es importante
que en esta fase ya hayan validado
sus argumentos, por lo que sean
capaces de vincular los argumentos




dibujar-

1) a) éCual de los dos tiene
la razon? éPor qué?

Respuesta Experta:

a) Waldo tiene la razén, ya
que para analizar si los tres
tipos de ensefanza
concurren basta con graficar
en el plano cartesiano. Esto
indicard si existe una nota
en la cual los tres tipos de
ensefianza coincidan.

b) Si Waldo tiene Ia
razon, determina qué nota
deberian tener los tres
estudiantes para obtener el
mismo puntaje PSU.
Respuesta Experta:

Con la siguiente informacion,
podemos modelar a través de una
recta los tres tipos de ensefianza:

TP: (4,213)(5,417)
HC: (4,208)(7,826)
Adultos: (6,622)(7,824)

un sistema de ecuaciones de 3x2 y
analizar su conjunto solucién vy
resolverlo.

Posibles Dificultades y/o Errores:

- Representar graficamente y no llegar a
gue concurren en un punto.

- Plantear un sistema de 3x2 y no saber
resolverlo.

- No interpretar de manera correcta el
problema.

- No vincular la resolucién del problema
con el conjunto solucidon del sistema
planteado.

- No diferenciar que wuna cosa es
determinar si existe una nota en
comun y la otra es cual es esa nota.

Posibles Respuesta:

- Waldo, vya que la situacion se
representa graficamente a través de
tres rectas son concurrentes.

- Nicolds, ya que la situacion se
representa graficamente a través de
tres rectas que no son concurrentes.

- Waldo, vya que la situacion se
representa a través de un sistema de
ecuaciones de 3x2 que su conjunto

de las actividades anteriores con el
modelo a entregar para la solucion.
El docente debe potenciar esa
validez a través de preguntas que
inviten a la reflexion.

El docente supervisa las distintas
respuestas efectuadas por los
estudiantes y posteriormente recoge
las distintas estrategias.

Conceptos previos:

- Ecuacién de la recta y sus

elementos.
- Sistemas de ecuaciones
lineales y sus

representaciones
- Conjunto solucion
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417 - 213

y-213= (x—4)

y =204x — 603
826 — 208
7-4
y = 206x — 616

y — 208 =

(x-4)

o 42 o
y-622= X =
7-6

y = 202x — 590

Resolvemos el sistema de
ecuaciones de 2x2.

y = 204x — 603
y = 206X — 616

S = {(6.5,723)}

Como las tres rectas concurren
en un punto, el punto (6.5,723)
debe satisfacer también a la
ecuacion que representa a la
recta que modela la ensenanza de
adultos. Para corroborar eso
reemplazamos en la recta:

723 =202 -6.5-590
723 =1313 - 590
723 =723

solucién tiene un Unico elemento.
Nicolds, ya que la situacion se
representa a través de un sistema de
ecuaciones de 3x2 que su conjunto
solucidn es vacio.

(6.5,723)

Un punto determinado
aproximadamente segun el analisis
grafico




Por lo que podemos decir que la
nota que tienen en comun los 3
tipos de ensefianza es un 6.5 y
asigna 723 puntos PSU.

o=

Sintetizar los contenidos
trabajados durante la clase.

- Modelizacion de la situacion
a través de sistemas de
ecuaciones.

- Representacion grafica de la
situacion e interpretacion de
su conjunto solucién.

Posiciones relativas de las rectas
en el plano.

Cada grupo aportara voluntariamente a hacer
un resumen de la clase y sus contenidos. De
esta manera apoyara la institucionalizacién
del profesor.

El docente institucionaliza todos los
conceptos  construidos por los
estudiantes a través de la clase.

El proceso de institucionalizacién se
dara de forma mas espontanea a
través de los aportes recogidos por
el docente en los distintos grupos.
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Contraste analisis

Los resultados obtenidos a través de la guia de actividades que
resolvieron los estudiantes, se analizaran clasificados en cada una de
las actividades. A continuacién, se presentara un analisis general cada
actividad, vinculada, contrastandola con el analisis expresado en el plan
de clases.

Los resultados son los recogidos a los 32 estudiantes, presentes el dia
gue se realizd el estudio de clases, distribuidos en ocho grupos de tres
estudiantes y dos grupos de cuatro.

Analisis: Actividad 1

Tal como se planted en el andlisis, la mitad de los estudiantes fueron
capaces de sostener que en el tipo de ensefanza en el cual se tiene la
tabla, es la Unica posible para resolver la duda de qué puntaje se le
asignaria a cada uno segun la nota que obtengan. Es importante
destacar que la otra mitad no fue capaz de argumentar el por qué se
puede o no conocer el puntaje asociado; si bien hay indicios de un
conocimiento capaz de solventar el argumento, los estudiantes no son
capaces de expresarlo.

Es por esto que existen producciones que no tienen ningun argumento
matematico, se vieron reflejadas a través de producciones como la del
siguiente estudiante.

Produccion 1: "No se puede determinar debido a que no aparece la informacién de los promedios que
tienen Waldo y Felipe, ya que sélo aparece la informacion a nivel escolar.”



Asi también, la mitad de los estudiantes logré completar las fases de
formulaciéon y MRS, ya que argumentaron con elementos matematicos

explicitos como lo declara la siguiente produccién

Produccidn 2: “..no podria conocer su puntaje con aquella informacién dada, ya que en el gréfico no se
especifica que puntaje se obtiene con un promedio 7,0.

Si bien hubo estudiantes que lograron justificar a través de argumentos
matematicos explicitos, estos carecieron de precisién como se muestra a

continuacion:

Produccion 3: “..el que va en el colegio técnico-profesional tienes dos valores de “x”e “y’, permitiendo
asi poder obtener el valor de la pendiente y el valor de § inicial. Waldo solo tiene un valor para “y".
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Analisis: Actividad 2

En esta actividad la mayoria justifica sus respuestas a través de
argumentos matematicos explicitos. Estos varian desde justificaciones
tedricas narradas, hasta registros algebraicos y/o graficos.

A continuacidon se presentara una produccion de cada justificacion
mencionada anteriormente.
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Produccion 4: ™ nos entregan una informacién mediante la cual podremos saber si hay una nota que en
puntaje sea equivalente en las 2 escalas y al ver que al juntar los 2 graficos la diferencia de sus pendientes
nos permite saber que si hay un puntaje igual para las 2 escalas”

Asi también los argumentos graficos se hacen presentes, intentando
precisar el lugar donde ambos tipos de ensefianza se juntan, esto
evidencia que el analisis grafico del conjunto solucidn permitié a los
estudiantes argumentar el problema.

Produccion 5: Segdn el gréfico, la nota equivalente entre ambos tipos de ensefianza para conseguir el
mismo puntaje se encuentra entre el 6 y el 7.



Es importante notar como los estudiantes argumentan en base a
concepciones teodricas reforzadas y/o adquiridas en el transcurso de la
secuencia. Con esto, ellos fueron capaces de encontrar los elementos
necesarios para responder la pregunta que plantea la actividad 2, tal
como lo muestra la imagen.
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Produccion 6: "Los valores de las pendientes y coeficientes de posicion son distintos, por lo tanto
existe una nota que sea equivalente para ambas ecuaciones.”

Ademas, existe un porcentaje importante de los estudiantes que mas
que analizar, como lo propone el problema, resuelven de manera
algebraica entregando valores que no se solicitan pero que si se
encuentran correctos.

Los argumentos de los estudiantes, estdn enfocados en
representaciones matematicas. Estas en su mayoria apuntaban a la
existencia de una nota comin en la que ambos tipos de ensefianza
representaban el mismo puntaje, ya que ambos se podian representar a
través de rectas que se intersectaban, lo cual ratifica lo expuesto en el
analisis a priori. En algunos casos se recurrié a conocimientos extra-
matematicos ya que se realizé un analisis mas profundo, el cual permitié
determinar si esa interseccion estaba dentro del contexto del problema,
es decir, analizaron si esa interseccién se llevaba a cabo en los rangos
gue permite la escala de notas de nuestro pais, tal como lo muestra la
siguiente produccion:
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Produccion 8: Si hay una nota que sea equivalente en cuanto al puntaje PSU asociado
porque m; # m, y esto indica que ambas rectas chocan en un punto.

Analisis: Actividad 3

La actividad se separa en dos momentos, en el primer momento los
estudiantes validan sus estrategias a través de registros graficos y
algebraicos, siendo en algunos caso, ambos los registros utilizado.
Estos les permiten resolver el problema planteado inicialmente.

Es importante considerar que muchos si bien validaron sus estrategias
de forma grafica, se cuestionaron la exactitud de esta, por lo que
recurrieron a otros elementos matematicos para reafirmar la fase de
validaciéon, estos nuevos argumentos fueron en su totalidad algebraicos,
algo que se expresa claramente en el plan de clases a través de su
analisis a priori.



La siguiente produccion evidencia lo anteriormente expuesto:

Produccion 9: Segin el gréfico se puede apreciar que entre las notas 6 y 7 si existe una nota que les
otorgue el mismo puntaje PSU, pero para conocer la nota exacta se necesita aplicar un método algebraico.

Existe una cantidad no menor en la que los estudiantes llegan al
resultado correcto, lo validan algebraicamente, pero no expresan su
respuesta de la mejor forma o carecen de precisiones matematicas,
como lo presenta la siguiente produccion:

Produccion 10: ya que todas las rectas tienen una pendiente distinta, lo que nos indica que van a chocar
en un punto, la cual graficandola sabemos que esta en el rango de las notas entre 2 'y 7.
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En el segundo momento de la actividad, los estudiantes manifiestan en
su totalidad, la resolucién de esta a través de un sistema de ecuaciones
lineales de 3x2 de manera algebraica. Cada grupo resuelve es sistema
con los elementos propios que adquiri6 en cuanto al analisis del
conjunto solucién. Todos los grupos lograron resolver el sistema de 2x2
y comprobaron si la solucidén satisfacia la tercera ecuacion, ya que
argumentaban que si el sistema tenia solucidon Unica, esta debia
satisfacer las 3 ecuaciones, como se muestra a continuacion:

Produccion 11

El analisis del conjunto solucion permitid a los estudiantes encontrar
estrategias de resolucién para el problema, a través de modelos
matematicos que a su vez evidenciaron que en su proceso cognitivo los
estudiantes lograron transitar por la fase de modelo matematico, ya que
los argumentos de resolucion estan totalmente alineados al area
matematica por sobre la realidad que plantea el contexto del problema.

Si bien los argumentos matematicos variaron en cuanto a su expresion,
el modelo fue el mismo para todos los grupos. La siguiente produccién
presenta evidencia lo relatado anteriormente.



Produccion 12: con rectas en un plano, si chocan todas en el mismo punto, o si no existe un punto donde
choquen las tres rectas.
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SECUENCIA DIDACTICA

Los sistemas de ecuaciones lineales (SEL) estan presentes en el
curriculo nacional en diversos niveles, diferenciandose en el enfoque que
se le da a su ensefianza, sea este en cuanto a los métodos de resolucion
o al analisis de sus componentes, ya sea sus ecuaciones o su conjunto
solucion. La secuencia didactica que se presenta en este documento
apunta precisamente al analisis del conjunto solucién de los SEL, con el
objetivo que el estudiante sea capaz de reconocerlo, describirlo y
representarlo de diversas maneras. En la educacion media chilena, este
objeto matematico aparece en distintos niveles, siendo tercero medio el
aNo en el que se espera que el estudiante sea capaz de vincular la
ecuacion lineal con una recta en el plano cartesiano, tal como lo declara
el aprendizaje esperado: “Relacionar sistemas 2x2 de ecuaciones lineales
con pares de retas en el plano cartesiano para representar soluciones
graficas” (MINEDUC, 2012, p.33). Si bien en los ejercicios propuestos en
los textos ministeriales aparecen sistemas de 3x2, no se profundiza en
ellos por lo que escaso analisis se hace se reduce simplemente a dos
rectas en el plano, siendo que la reflexion se podria enriquecer mucho
mas ampliando el concepto tal como se propone en los ejercicios.

A través de los afos de escolarizacion, las definiciones de lo que es un
sistema de ecuaciones van cambiando, segun el objetivo de aprendizaje
propuesto en el nivel en el cual se desea ensefar. Esta secuencia
didactica esta destinada a los alumnos de tercer afio medio, ano en el
gue la definicion de lo que es un sistema de ecuaciones, a diferencia de
anos anteriores, se presenta de esta manera:

m. Cada sistema de ecuaciones lineales de 2 x 2, representa dos
rectas en el plano.

« El tipo de sistema determina la posicién relativa de las rectas
en el plano y viceversa.

(Saiz & Blumenthal,2013,p.281)

Con base en esta definicibn y al aprendizaje esperado expuesto
anteriormente, se disefia una secuencia didactica que consta de tres
clases, las cuales se desarrollaran con los estudiantes distribuidos en
grupos de 3 6 4. La primera clase tiene como objetivo introducir el
concepto de conjunto solucién, para lo que se destinan 50 minutos. La
segunda sesidn contara con 90 minutos para abordar la representacion
grafica del conjunto solucion, extendiéndose también a los sistemas de
3x2. La ultima sesién de la secuencia corresponde pretende que los



estudiantes afronten los obstaculos presentes en el aprendizaje del
objeto matematico, para esta situacidén estan destinados 60 minutos. La
clase tres se basara en la resolucion de problemas a través de la
modelizacion, en la cual los estudiantes utilizaran todas las
herramientas y conocimientos adquiridos en las sesiones previas, con el
fin de construir un nuevo conocimiento sin la intencionalidad que le pudo
haber entregado el docente en las clases anteriores.

OBJETIVOS

Los objetivos de esta secuencia didactica estan fundamentados en la
problematica expuesta anteriormente y en los aprendizajes que se
esperan que los estudiantes adquieran segun el ministerio de educacion.

En tercer afio medio, en los planes y programa que entrega el
MINEDUC, declara explicitamente el objeto matematico Sistemas de
Ecuaciones Lineales a través de los siguientes aprendizajes esperados:

AE 13
“Relacionar sistemas 2x2 de ecuaciones lineales con pares de rectas en el
plano cartesiano para representar soluciones graficas.”

AE 14
"Resolver problemas de sistemas 2x2 de ecuaciones lineales e interpretar
la solucidn en funcién del contexto cotidiano.”

En pos de lo anterior, se cre6 una secuencia didactica, la cual sera
planteada a través de distintas actividades, desde la perspectiva de la
Teoria de las Situaciones Didacticas, y tiene como propdsito que los
estudiantes se enfrenten al objeto matematico apoyado en sus
conocimientos previos y al trabajo en equipo, siendo asi capaz de
expresar sus conocimientos y conjeturas con una puesta en comun, la
cual serd la base de la institucionalizacion realizada posteriormente por
el docente. Asi mismo, pretende que el estudiante, sin la intencionalidad
del docente, afronte los obstaculos reconocidos en la literatura, para
qgue asi se logren los aprendizajes esperados
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La secuencia didactica consta de tres clases, las cuales tienen los
siguientes objetivos:

Objetivo Clase 1
Reconocer y describir el conjunto solucion de ecuaciones lineales.

Objetivo Clase 2

Desarrollar el analisis de la representacion grafica del conjunto solucion
en Sistemas de Ecuaciones Lineales de 2x2 y de 3x2.

Objetivo Clase 3

Modelar situaciones a través de ecuaciones lineales de 2x2 y 3x2 en R? y
analizar su conjunto solucion.

Las clases estan disefiadas de manera que se vayan logrando
secuencialmente los objetivos, es decir, el cumplimiento del objetivo de
la clase 1 facilitara el cumplimiento de la clase 2. El cumplir el objetivo
de las dos primeras clases permitira al estudiante poder construir los
conocimientos y lograr los aprendizajes esperados en la clase 3.

MARCO TEORICO

La presencia de dificultades en el aprendizaje de sistema de ecuaciones
lineales (SEL); que se han generado por la concentracién en el
aprendizaje de los diferentes métodos algebraicos de resolucion y el
escaso analisis de conjunto solucion de un SEL, ha mostrado la
necesidad de avanzar en la construccion de propuestas desde la
didactica de la matematica que permitan afrontar estas dificultades, con
el fin de lograr los objetivos de aprendizaje referentes a los SEL
propuestos en el curriculo escolar chileno y que los docentes intencionan
en la planificacién de sus clases.

En este trabajo se presenta una secuencia didactica para abordar el
estudio de los SEL, para ello se ha considerado la importancia de la
modelizacion y del analisis del conjunto solucién de un SEL por sobre los
métodos algebraicos de resolucién. La propuesta didactica se sustenta
en la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) de Guy Brousseau.

El propdsito de esta secuencia didactica es que por medio de una
situacion adidactica, los estudiantes se enfrenten al objeto matematico
SEL, apoyados en sus conocimientos previos y al trabajo en equipo, con



el fin de promover la movilizacion de sus conocimientos y conjeturas,
siendo capaces de expresarlos posteriormente en una puesta en comun,
la que sera la base de la institucionalizacidén realizada por el docente.

Teoria de Situaciones Didacticas

Desde la TSD se establecen cuatro fases en el logro de los objetivo de
aprendizaje: accion, formulacién, validacidon e institucionalizacion;
siendo esta ultima de vital importancia, pues es de la que carecen los
textos escolares y cumple un rol fundamental en la transformacion del
saber personal del estudiante a un saber institucional; es decir, en esa
fase se acercan las producciones de los estudiantes a los objetivos de
aprendizaje de la clase y le da a determinados conocimientos el estado
cultural indispensable de saberes.

La TSD plantea que una situacion adidactica promueve el aprendizaje de
los estudiantes, a través de discusiones entre ellos, reconociendo los
contenidos a estudiar, validando sus propias estrategias con el propdsito
gue la construccion del conocimiento sea en conjunto y apoyado en las
conjeturas realizadas por ellos mismos. Asi también es importante
considerar que este tipo de situaciones debe ser abordada a través de
los conocimientos o saberes que se pretende que se construyan,
ademas que sean los propios estudiantes que sanciones sus decisiones
sin una intervencidn directa del docente en la construccion del
conocimiento. (Brousseau, 1986)

Cabe sefalar que la definicién de situacion adidactica contiene distintos
aspectos relevantes, los que estan presentes en la clase disefiada. Para
comprender esto, se presenta a continuacidon una tabla que organiza los
aspectos relevantes de esta misma.

44



Tabla 7

Aspectos relevantes en una situacion adidactica

Caracteristica Descripcion
Necesidad de El disefio de la situacion se hace de manera que el
los conocimiento que se desea construir sea estrictamente

conocimientos necesario para resolver el problema, es decir, que este
conocimiento se debe poner en practica en |la

resolucion.
Nocidon de El disefio de la situacion se hace de manera que el
“'sancion” estudiante se desenvuelva en un medio capaz de
(retroaccion) entregarle informacién que le permita juzgar sus

resultados y a la vez le otorgue posibilidad de realizar
distintas estrategias para asi vincular estas con los
resultados que obtiene.

“No El docente debe intervenir con el propdsito de que los
intervencion” alumnos hagan propio el desafio de resolver el
del maestro problema y mantenerse en esa tarea. De alguna

manera el docente se tiene que marginar de la
responsabilidad de construir el saber, pero no siendo un
espectador sino que interviniendo para que el
estudiante mantenga la relacién adidactica con el
problema.

(Brousseau, 1999)

Las dificultades evidenciadas en el Estudio de Clases se pueden estudiar
a través del andlisis de los errores presentados por los estudiantes en
una secuencia didactica, considerando que el principal obstaculo
proviene de la ensefanza de los métodos de resolucién planteados en el
curriculo escolar nacional (sustitucion, igualaciéon y reduccidon) y en el
enfoque algebraico que se le otorga a este objeto matematico por sobre
el geométrico sintético. Sumado a esto, la nocidn de conjunto solucion
de un sistema de ecuaciones es conocida desde el ambito aritmético-
algebraico, tal como se declara en el curriculo, por lo que desplaza
totalmente a la interpretacion geométrica impidiendo superar el
obstaculo didactico que se genera en el concepto conjunto solucidn.

Esta investigacion tiene como objetivo mejorar habilidades de los
estudiantes, especificamente el andlisis, por lo que es necesario que
esta revele una evolucién en el desarrollo de las tareas propuestas. Es



necesario determinar un método que sea capaz de entregar la existencia
de la evolucidn de las habilidades. Dentro de estos existe la
modelizacion, ya que ademas de representar situaciones cotidianas a
través de un modelo matematico, el conocer los aspectos que la
componen permite analizar la evolucién de habilidades matematicas y
entrega informacion de las habilidades reflexivas de los estudiantes en
relacion al desarrollo de la tarea matematica, tarea que estad vinculada
con representar la realidad a través de un modelo matematico.

Por lo anterior, la situacion que se presentara en la clase que se
estudiard, estara basada en la modelizacién, con el fin que esta sea un
elemento facilitador al momento de responder las preguntas de
investigacion.

Es necesario conocer los procesos cognitivos de la modelacién, ya que
estos son los que permiten realizar los analisis antes descritos. La
siguiente tabla presenta las fases presentes en los procesos. (Guerrero y
Mena, 2015)

La clase esta disefiada con la intencién que los estudiantes transiten por

las distintas fases para asi lograr los objetivos. Estas fases representan
el transito desde la realidad al modelo matematico, tal como lo muestra

el siguiente diagrama:
GO D

Figura 2. Procesos cognitivos (Guerrero y Mena, 2015, p)

Situacion Real: RS Representacion Mental de la Situacion: MRS
Modelo real: RM Modelo Matematico: MM
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Estos aspectos representan las etapas que estan presentes en el
transito entre la situacién cotidiana, llamada realidad, con el modelo
matematico. Estas etapas vienen argumentadas por el analisis cognitivo
que se le realiza a cada una de ellas, profundizando en las interacciones
de cada una de estas.

El modelar una situacidn incluye distintos procesos, tanto matematicos
como los que relacionan las situaciones cotidianas con la matematica,
asi mismo considera las situaciones que son presentadas a través de su
modelo matematico y su solucidon, en las cuales el estudiante debe
interpretar el modelo basado en el contexto en el cual se encuentra.

CLASES DE LA SECUENCIA

Como se ha mencionado anteriormente, la consecucion de los objetivos,
se basa principalmente en llevar a cabo las clases disefiadas para la
secuencia descrita. Es por esto que a continuacidon se detallaran las dos
clases restantes, a través de su plan de clases, los cuales contienen un
analisis detallado de las actividades matematicas involucradas, las
posibles estrategias-dificultades que presentara el estudiante y Ia
intervencion que debera tener el docente en la realizacidon de cada una
de estas.

Las clases de la secuencia, se enmarcan dentro de lo siguiente:
e Nombre de la Unidad: Geometria
¢ Nombre de la sub-unidad: Rectas en el Plano
¢ Nombre del tema: Sistemas de ecuaciones lineales y su conjunto
solucidn en R?.
e Aprendizajes Esperados:

AE 13
Relacionar sistemas 2x2 de ecuaciones lineales con pares de rectas
en el plano cartesiano para representar soluciones graficas.

AE 14
Resolver problemas de sistemas 2x2 de ecuaciones lineales e
interpretar la solucion en funcién del contexto cotidiano.

PLANES DE CLASES



Actividades:
Tareas
Matematicas

CLASE 1

Posibles estrategias de resolucion de
los estudiantes.

Intervenciones del
profesor

(0]

Inicio de la clase:
e Acogida y
normalizacién.
Indicaciones de la clase:
forma de trabajo y
conformacion de grupos (4
personas).

e Escuchar atentamente al profesor.
e Formar los grupos de trabajo indicados.

Iniciar trabajo grupal de forma autonoma.

e Generar clima de clase
adecuado a la actividad.

e Informarle a los
estudiantes que durante
la clase se trabajara en
grupo, por lo que deben
asociarse de a 4
estudiantes por grupo.

e Entregar material
impreso a cada grupo
(Guia).

o =

Actividad 1: Analiceny
respondan:

a) éQué es el
conjunto
solucion de una
ecuacion lineal
de una o dos
incognita?

b) éCuantos
elementos puede
poseer el

Cada grupo debate acerca de la veracidad de la
afirmacion propuesta.

¢Qué se espera? Que cada grupo debata acerca de lo que
significa conjunto solucién y sea capaz de determinar la
cantidad de elementos que puede tener éste.
Estrategias:
a) Vincular los conceptos conocidos, como conjunto y
solucién, y definir en base a estos.
b) Dar distintas ecuaciones, resolverlas y analizar que
puede suceder con estos, clasificando en categorias
segun la cantidad de elementos.

El profesor observa a cada
grupo y luego de 5 minutos
realiza un pequefio plenario
entorno a la pregunta,
escuchando los argumentos y
confirmando las respuestas
correctas.

Ante el olvido de algun grupo
gue no recuerde qué es una
ecuacion lineal el profesor
puede guiar con las siguientes
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conjunto
solucion de una
ecuacion lineal?

Respuesta Experta:

a) Conjunto de soluciéon de
una ecuacion lineal es
el conjunto de valores
que la satisfacen. Es un
subconjunto de los
valores “permitidos” a
las incégnitas.

b) El conjunto de soluciones
puede tener un solo
elemento, varios (incluso
infinitos, por ejemplo en
una identidad) o ninguno
(el conjunto vacio).

Posibles dificultades y/o errores:

- No recordar el concepto de ecuacion de lineal.

- No poder expresar con concepto matematicos
certeros las definiciones propuestas por el grupo.

- No considerar el caso que el conjunto no tenga
elementos o tenga infinitos elementos.

Posibles Respuesta:

a)

- Es el conjunto que tiene como elementos las
soluciones de la ecuacién.

- Es el conjunto que tiene como elementos los
valores que satisfacen la ecuacion.

- Es el conjunto que tiene como elementos los

numeros que cumplen la igualdad.

b)

- Puede tener un elemento o muchos, dependiendo
de la ecuacion.

- Segun la ecuacion puede que no tenga elementos,
que tenga uno o varios.

- Puede tener ningun elemento, un elemento, varios
o infinitos.

preguntas:

e ¢(Puedes dar un ejemplo
de una ecuacién de
primer grado con una
incognita?

e (Puedes crear
ecuacién  de
grado pero
incognitas?

Si no se consideran algunos
casos de la cantidad de
elementos del conjunto, se
invita al estudiante a
reflexionar a través de las
preguntas:

otra
primer
con dos

¢Son todos esos los casos?
¢Existe alguna ecuacién no
tenga una Unica solucién? Da
un ejemplo.

Conocimientos Previos:
- Ecuacién lineal de una
variable
- Ecuacién lineal de una o
dos incognitas
- Conjuntos




o=

Actividad 2: Para cada
una de las siguientes
ecuaciones:

a) 2x+3 =9
b) 4x + 8 = 4(x + 2)
c) 3 x+5=3x-9

Determina su conjunto
solucion y describelo
segln su cantidad de
elementos.

Respuesta Experta:

a) S= {3}
El conjunto solucidén tiene
un elemento.

b) S=R
El conjunto solucién posee
infinitos elementos.

c) S=90

El conjunto solucién

no posee elementos.

Objetivo actividad: Describir el conjunto solucion de cada

ecuacion y analizar los distintos casos.
¢Qué se espera? Que cada grupo sea capaz de analizar
cada conjunto solucién, diferenciando los 3 casos segun
su cantidad de elementos.
Estrategias:
- Resolver cada
solucion(es).
- Dar valores a la
igualdad.

ecuacion y analizar la(s)

incognita para satisfacer la

Posibles dificultades y/o errores:

- No saber resolver ecuaciones lineales.

- No considerar todas las soluciones posibles.

- Resolver mal las ecuaciones.

- No poder describirlo el conjunto solucién segun la
cantidad de elementos.

Posibles Respuestas:
a) - La solucién es 3.
- Para x = 3 se satisface la ecuacion.
- Para x = 3 se cumple la igualdad.
- El conjunto solucion posee un uUnico elemento
que es 3.

c) - La solucidén es cualquier numero.
- cualquier nimero que satisface la ecuacién.
- Para cualquier nimero se cumple la igualdad.
- El conjunto solucién posee cualquier numero.

Actividad 2:

El profesor verifica que cada
grupo logre determinar el
conjunto solucién de las
ecuaciones planteadas y que
expresen su respuesta de la
mejor manera.

Orienta la accion de los
alumnos preguntando:

¢Qué nos piden? éComo
podemos conocer el conjunto
solucién de una ecuacién
lineal?

Si las soluciones entregadas
estan erréneas, el docente
cuestiona:

¢Las soluciones satisfacen la
ecuacion?

Finalmente se realiza un
plenario, en donde se escogen
algunos representantes de
cada grupo para que
expongan su solucién.

Conocimientos Previos:
- Resolucidon de
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o=

- El conjunto solucién posee infinitos elementos. ecuaciones lineales de
- El conjunto solucién es el conjunto de los una incégnita
numeros Reales. - Cardinalidad de
a) - La solucidn no existe. Conjuntos
- ningun numero se satisface la ecuacidn.
- Para ningln numero se cumple la igualdad.
- El conjunto solucion No posee numeros.
- El conjunto soluciéon No posee elementos.
- El conjunto solucién es un conjunto vacio.
Actividad 3: Para la Objetivo actividad: Identificar el conjunto solucion de una | Actividad 3

ecuacion de dos
variables: x + y = 15
Determina su conjunto
solucion y describelo
segun la cantidad de
elementos.

Respuesta Experta:
S={(x,y) € R /x+y=15}

Podemos decir que todos los
puntos que pertenecen a la
recta: y= 15-x, son
elementos del conjunto
solucion.

ecuacion lineal de dos incoégnitas

¢Qué se espera? Que los grupos logren identificar las
soluciones de la ecuacién lineal de dos variables y
clasificarlas de algin modo, buscando alguna
representacion comun para todas las soluciones.

Estrategias:

Asignar valores arbitrariamente que satisfagan la
ecuacion.
Representar graficamente la ecuacion linea de dos
variables.

Posibles dificultades y/o errores

No recordar las ecuaciones lineales de dos

incégnitas.
No considerar todas las soluciones posibles.
No saber expresar las soluciones de una forma

El docente se traslada por la
sala verificando que los grupos
estén determinando y
describiendo el conjunto
solucién.

También puede apoyar la
reflexion de los estudiantes
preguntado por la
representaciéon grafica del
conjunto solucién.

En caso que los estudiantes
insistan en que no tiene
solucién o no sepan
expresarlas, invitarlos a la
reflexiéon:




general.
- Decir que no se puede resolver ya que tiene dos
incognitas y una sola ecuacion.

Posibles respuestas:

- El conjunto solucién son todos los pares ordenados
(x,¥) que cumplan conx +y = 15

- Eslarectaquey= 15-x.

- El conjunto solucién tiene infinitos elementos.

- El conjunto solucién son infinitos puntos.

- El conjunto solucién son todos los puntos que
pertenecen a las recta y = 15 - x.

¢Existen valores que
satisfacen la ecuaciéon?
¢Cuantos?

¢Es posible escribirlos por
comprension?

Conocimientos Previos:

- Ecuacion lineales de dos
incégnitas

o~

Actividad 4: El sistema

de ecuaciones Xx+y=15
X—-y=17

tiene como unico elemento

de su conjunto solucion el
par ordenado (11,4).

a) Explica qué significa

la
anterior.

afirmacion

b) ¢Es posible agregar

una ecuacion
sistema y que

al
el

Objetivo actividad: Analizar el conjunto solucion de un

sistema de ecuaciones lineales

¢Qué se espera? Que los grupos logren analizar el
conjunto solucién de ecuaciones lineales y logren
determinar que el elemento perteneciente al conjunto
solucion debe satisfacer a cada ecuacién del sistema.

Estrategias
- Resolver el problema para confirmar dicha
afirmacion y analizar el conjunto solucién del

sistema.

- Representar graficamente el sistema de ecuaciones
y analizar en este mismo registro su conjunto
solucién.

El docente va guiando las
discusiones de cada grupo,
comprobando que la
interpretacion sea que el
punto satisface a ambas
ecuaciones o que graficamente
el punto pertenece a ambas
rectas.

La reflexion inicial el profesor
puede orientarla sobre la
pregunta:

¢Qué es el conjunto solucién
de un sistema de ecuaciones?
¢Esa solucién es independiente
de cada ecuacion?
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b) Si,

conjunto solucién no
varie? Si es posible
éQué condicion debe
cumplir ésta?

Respuesta Experta:
a) Significa que el punto

(11,4) satisface ambas
ecuaciones o0 que
ambas rectas pasan
por el punto (11,4)

es posible. Debe
cumplir que el punto
(11,4) satisfaga a la
ecuacion agregada o
que la recta agregada
debe pasar por el
punto (11,4)

Posibles dificultades y/o errores

No comprender lo que es un sistema de ecuaciones
No relacionar el par ordenado con los valores de las
incognitas.

Explicar que el par ordenado satisface una sola
ecuaciéon o no vincularlo con las soluciones de cada
ecuacion.

Considerar que el par ordenado es solucién del
sistema, no de cada solucion

Posibles Respuestas:

El elemento que pertenece al conjunto solucidn
satisface a ambas ecuaciones.

El elemento que pertenece al conjunto solucidn
cumple ambas igualdades.

El elemento que pertenece al conjunto solucidon es
un punto y este punto pertenece a ambas rectas
pertenecientes al sistema de ecuaciones.

Si, la ecuacidon que se agregue debe tener como
solucién el mismo elemento que indicado.

Si, el punto (11,4) también debe satisfacer la
ecuacion agregada.

Si, el punto (11,4) también debe cumplir la ecuacién
agregada.

Si los estudiantes interpretan
de manera incorrecta, se
puede hacer explicita la
instruccion de hacer un
analisis grafico para ayudar la
reflexion.

Es importante que si los
estudiantes no relacionan el
par ordenado con los valores
de las incégnitas el docente
apoyo ese vinculo indicando
que el par ordenado indica los
valores de las coordenadas.

Conocimientos Previos:

-Sistema de ecuaciones
lineales
- Conjunto solucién
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Sintetizar los contenidos | Cada grupo aportara voluntariamente a hacer un El docente institucionaliza
trabajados durante la resumen de la clase y sus contenidos. De esta manera todos los conceptos
clase. apoyara la institucionalizacion del profesor. construidos por los
estudiantes a través de la
- Descripcion del clase.
conjunto solucion. De esta manera el concepto

de conjunto solucién debe
quedar internalizado en el
estudiante.

CLASE 2

Posibles estrategias de resolucion de

los estudiantes. Intervenciones del profesor

Actividades: Tareas Matematicas

0 - 5 | Inicio de la clase: e Escuchar atentamente al e Generar clima de clase
e Acogida y normalizacion. profesor. adecuado a la

e Indicaciones de la clase: forma de actividad.
trabajo y conformacidon de grupos e Formar los grupos de trabajo e Dar las indicaciones de

(3 personas). indicados. la clase.
e Recordar los grupos
e Iniciar trabajo grupal de que han sido
forma auténoma. previamente

confeccionados en la
clase anterior por el
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docente (se proyectan
en PPT) y la
distribucién del espacio
al interior de la sala de
clases.

e Entregar material
impreso a cada grupo
(Guia).

Actividad 1:
Decide si la siguiente afirmacion es cierta
0 Nno:

Una ecuacion de primer grado con
una o dos incognitas representa
siempre una recta.

Respuesta experta:
Las ecuaciones lineales de varias
variables admiten también
interpretaciones geométricas, cuando los
coeficientes de la ecuacidon pertenecen a
un cuerpo. Asi una funcién lineal de dos
variables de la forma

f(x,y)= aix + azy
representa una recta en un plano.

Cada grupo debate acerca de la
veracidad de la afirmacién
propuesta.

Se espera que la mayoria
concluyan que la afirmacion es
verdadera.

Estrategias:

Asignar  valores a las
constantes m y n de una
ecuacion lineal de la forma
y = mx+n y graficar en el
plano cartesiano con el uso
de una "tabla de valores".

El profesor observa a cada
grupo y luego de 3 minutos
realiza un pequefno plenario
entorno a la pregunta,
escuchando los argumentos y
confirmando que la
afirmacion es verdadera.

Ante el olvido de algun grupo
que no recuerde qué es una
ecuacién de primer grado de
dos incognitas, el profesor
puede guiar con las
siguientes preguntas:

e (Puedes dar un
ejemplo de una
ecuacibn de primer




Posibles Dificultades y/o
errores:

No reconocer cuando una
variable (xoy) toma el valor
nulo, igualmente corresponde
a una recta paralela a los
ejes coordenados, segun
corresponda.

No reconocer de qué forma
es una ecuacion de primer
grado.

Los estudiantes se quedan
con las ecuacién de primer
grado y no consideran el
resto del enunciado, asi ven
ecuaciones como 2x — 3 = 5.
Considerar como ecuacion de
primer grado a una ecuacion
del tipo xy = ¢

Asignar valores y
equivocarse en el
tratamiento algebraico de
manera que el grafico no
represente una recta.

Posibles respuestas:

Si, porque la ecuacion es
lineal.

Si, porque si se dan valores a
la variable y se grafica,

grado con una
incognita?

e (Puedes crear otra
ecuacién de primer
grado pero con dos
incognitas?

e La ecuacibn que me
acabas de entregar,
écuantas soluciones
tiene? {Por qué?

e (COMO se representan
en el ©plano estas
soluciones?

Por otro lado, si un grupo
cree que la solucion de la
ecuacién es un unico par
ordenado, la mediacion del
profesor puede ser:

e Si cambiamos el valor
de una de las
incognitas, por ejemplo
el sucesor del numero
encontrado. La otra
incognita, équé valor
tendria que tomar para
que la igualdad se
siguiera cumpliendo?

Conceptos previos:
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representa una linea en el
plano.

No, porque la solucion de
una ecuacion es un numero.
No, porque una ecuacion no

se puede graficar.

- Ecuacion lineal con una
o dos incognitas.

10 -
25

Actividad 2:

¢Qué representa graficamente un
sistema de ecuaciones de 2x2, es
decir, dos ecuaciones y dos
incognitas?

Respuesta experta:

Cada una de las ecuaciones
pertenecientes al sistema representa una
recta en el plano cartesiano. Por lo que el
sistema de ecuaciones 2x2 representa
dos rectas en el plano.

Se espera que los grupos logren
identificar que un sistema de
ecuaciones de 2x2 representa dos
rectas en el plano y luego en la
actividad 3 logren visualizar los 3
casos posibles (secantes, paralelas
0 coincidentes).

Estrategias:

Los estudiantes crean un
sistema de ecuaciones
lineales y asignan valores a
las constantes m y n de cada
ecuacion de la forma
y = mx + ny grafican en el
plano cartesiano con el uso
de una "tabla de valores".

Infieren de la actividad 1.
Una ecuacion lineal se
representa graficamente a
través de una recta,
entonces dos ecuaciones se
representaran como  dos

e El docente entrega una
hoja tamafo carta con
planos cartesianos para
que el grupo pueda
realizar la actividad 3 y
observa el trabajo de
los grupos, les da unos
3 min para la actividad
2.

-Posibles devoluciones
durante la actividad 2, segun
las dificultades y errores
explicitados:

e ¢Nos estan
preguntando por el
conjunto solucién?

e ¢Cuantos elementos
forman el sistema de
ecuaciones?

e ¢Qué representa cada
uno de €so0s




Actividad 3:

Representa graficamente de todas
las formas posibles dos rectas en el
plano cartesiano.

Respuesta experta:

e Forma 1:

. Forma 2:

rectas.

Posibles dificultades y/o
errores:

Los estudiantes observan al
sistema de ecuaciones como
un solo objeto y no
reconocen que esta formado
por dos rectas.

Representan graficamente el

sistema de ecuaciones a
través de su solucion.
Asignan valores y se

equivocan en el tratamiento
algebraico de manera que el
grafico no represente dos
rectas.

Posibles respuestas:

El sistema representara lo
que determine su conjunto
solucién.

El sistema representa dos
rectas en el plano.

elementos?

Luego el docente incentiva a
que busquen otras
representaciones

Conceptos Previos:

- Sistema de ecuaciones
lineales de 2x2

- Posibles devoluciones
durante la actividad 3, segln
las dificultades y errores
explicitados:

(1) No considerar rectas
coincidentes: el profesor
puede guiar la reflexion
mediante las siguientes
preguntas.
e La de

suma dos
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Forma 3:

La representacién grafica
dependera de como sean las
ecuaciones del sistema.

Actividad 3:
Estrategias:

Trazar distintas rectas (de a
pares) en el plano al azar.
Trazar las rectas
considerando sus posiciones
relativas: paralelas 0
secantes.

Posibles Dificultades y/o
Errores:

No considerar que las rectas
puedan ser coincidentes.
Considerar que siempre dos
rectas se intersectan.
Considerar como casos
distintos los que tienen el
mismo tipo de conjunto
solucién, por ejemplo rectas
paralelas con pendiente
positiva versus rectas
paralelas con pendientes
negativas, o si se encuentran
en distinto cuadrantes.
Pensar que un sistema de
ecuaciones de 2x2 se

numeros es igual a 5,
écuales son los posibles
numeros?

e La suma del doble de
un numero con el doble
de otro numero es
igual a 10, écuales son
los posibles niumeros?

De este modo, con un caso
sencillo el alumno podra
visualizar que estos dos
casos tienen iguales
soluciones, es decir son
ecuaciones cuyo conjunto
solucion son iguales. Ahora
bien: écdmo se graficaria el
conjunto solucién de cada
caso en el plano?

(2) Considerar solo un punto
como la grafica de un
sistema de ecuaciones
lineales (rectas secantes): el
profesor puede recordar que
la solucion del sistema seran
los puntos que son comunes
a ambas rectas, o de otro
modo, que satisfagan ambas
ecuaciones. En general no




representa graficamente
como un punto (solo
considerar dos rectas
secantes y pensar en el
conjunto solucion).

e Considerar como casos
distintos dos rectas

perpendiculares y dos rectas
secantes que no forman un
angulo recto.

Posibles respuestas:
e Graficar las tres
posibles
e Considerar solo las formas 1
y 3, pues en estas aparecen
las dos rectas visibles.

formas

sabemos este punto a priori y
por este motivo graficamos
cada recta y visualizamos si
tienen puntos comunes o no.

- Plenario: en el minuto 20,
el docente realiza una puesta
en comun respecto de la
actividad 3, para ello pide a
un representante de algunos
grupos que salga a la pizarra
a mostrar una de las formas
encontradas. El docente
proyectara 3 planos
cartesianos para completar.

Conceptos Previos:
- Representacién
de una recta

grafica

25 -
50

Actividad 4:

Describe el conjunto solucion de los
sistemas graficados en la actividad 3
y asocialo a una representacion
geométrica, segin la posicion de las
rectas.

Actividad 4
Estrategias:
e Analizar los puntos comunes

de ambas rectas como
objetos geométricos (puntos,
rectas, segmentos, lineas,
etc.)

Actividad 4:

El docente se traslada por la
sala verificando que los
grupos estén empleando los
conceptos geomeétricos
apropiados para cada
conjunto solucién, por
ejemplo, punto, recta o
vacio.
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Respuesta experta:
Descripcién
conjunto solucion

Forma 1:

El conjunto
solucién es el punto
donde se
intersectan las dos
rectas en el plano
cartesiano. .

Forma 2:

El conjunto
solucidn es la recta
que representa
ambas ecuaciones
en el plano
cartesiano, ya que
estas son
coincidentes.

Forma 3:

El conjunto
solucién es vacio ya
que las rectas no se
intersectan.

Representacion

geométrica

=

Posibles Dificultades y/o
Errores:

Confundir el describir
geomeétricamente la solucion
de un sistema de ecuaciones
con encontrar explicitamente
los valores solucién. Es
posible que algunos
estudiantes, con el afan de
encontrar explicitamente las
soluciones se creen
ecuaciones que describan las
rectas dibujadas (similar a la
actividad 5).

No reconocer que la solucion
grafica de un sistema de
ecuaciones esta representada
por la interseccion de las
todas rectas del sistema.

No reconocer que un sistema
de ecuaciones posee un
conjunto solucién.

No reconocer graficamente la
solucién.

No describir el conjunto
solucidon y basar la respuesta
en la cantidad de soluciones
que tiene cada forma.
Mencionar que el sistema de
la forma 3 no tiene solucién.

En caso que el estudiante
solo describa la cantidad de
soluciones y no su
representacion grafica, por
ejemplo, en el caso de rectas
coincidentes que el
estudiante diga que tiene
infinitas soluciones, el
profesor le puede sugerir la
siguiente pregunta:

Conceptos Previos:
- Representacion
de una recta
- Sistemas de ecuaciones
lineales
- Conjunto solucién

grafica




Actividad 5:

Escribe un sistema de ecuaciones
para cada uno de los casos dibujados
en la actividad 3.

Respuesta experta:

Caso 1: Para que el conjunto solucidn
sea un punto, las pendientes de las
rectas deben ser diferentes. Las
ecuaciones posibles son de la forma:

Ax + By + C=0

Dx + Ey + F =0
Con=2 + =2
B E

Caso 2: Para que el conjunto solucién
sea una recta, las rectas deben ser
coincidentes. Las ecuaciones posibles son
de la forma:

Ax + By

+ C
Dx + Ey + F =0

B

A C
Con—-=-=-
D E F

Caso 3: Para que el conjunto solucién

Identificar como un mismo
caso la forma 2 y la forma 3,
pues ambas poseen la misma
pendiente.

Mencionar que el sistema de
la forma 2 no tiene solucidn.
Describir solamente la grafica
y no el conjunto solucion.

Posibles respuestas:

Describir una solucidn
particular para cada una de
las formas.

Mencionar la cantidad de
soluciones que tiene cada
forma.

El sistema de la forma 3
tiene solucion vacia.

Actividad 5
Estrategias:

Escribir un sistema en
particular y encontrar el
conjunto solucion y asignar
ese sistema a una de las
formas posibles.

Escribir una soluciéon e idear
un sistema donde tal solucion

Actividad 5:

El profesor verifica que cada
grupo logre construir un
sistema de ecuaciones para
cada grafica de la actividad
anterior. Si a los estudiantes
se les dificulta la construccion
algebraica de estas rectas se
le puede recordar la ecuacién
particular de la recta
y=mx+n, donde m es la
pendiente de la recta y n es
el coeficiente de posicidn.

Para los estudiantes que
creen que si los coeficientes
son todos distintos entonces
el sistema de ecuaciones es
del tipo 1, se les puede
sugerir estudiar el sistema
formado por las ecuaciones
x+ 2y =3y otra 4x + 8y = 12.

Para aquellos grupos de
estudiantes que tengan mal
asociado un sistema de
ecuaciones con un
determinado tipo de
representacion grafica, se le
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sea vacio, las rectas deben ser paralelas
y no coincidentes. Las ecuaciones
posibles son de la forma:

Ax + By + C=0

Dx + Ey+ F =0

satisfaga las dos ecuaciones.
e Es muy probable que algunos
estudiantes no usen la forma
general de la ecuacion de la
recta (Ax+By=C) y usen
por comodidad la ecuacién
particular  de la recta

(y =mx+n)
e Graficar las rectas y de ahi
sacar las ecuaciones que

representan esas rectas.

e Usar la ecuacion particular de
la recta modificando los
valores de m y n para cada
ecuacion lineal de cada caso.

e Ensayo y error.

Posibles Dificultades y/o
Errores:
e Considerar
encontrar el

que deben
sistema de

ecuacion exacto de su
representacién grafica
entregada, aun no

entendiendo que se le pide
un sistema de ecuaciones
que represente ese caso (por
ejemplo, que el conjunto
solucién sea un punto).

e No vincular la pendiente con

puede sugerir al grupo que
reescriban cada ecuacion del
modo particular de la recta.
De esta forma es mas
sencillo visualizar la relacion
entre los coeficientes y el
paralelismo de las rectas, o si
son coincidentes o secantes.

Finalmente en el minuto 40
se realiza un plenario, en
donde se escogen algunos
representantes de cada
grupo y entregan un ejemplo
para cada tipo de sistema.

Conceptos Previos:
- Sistemas de ecuaciones

lineales y su
representacion grafica.




la posicién relativa de las
rectas en el plano.

Escribir las ecuaciones del
sistema en forma general y
no poder determinar las
pendientes de forma
correcta.

Considerar que cuando dos
rectas tienen la misma
pendiente son solamente
paralelas.

Escribir cualquier sistema de
ecuacidon sin corroborar que

cumple con la forma
asignada.
Considerar  que Si las

ecuaciones tienen todos los
coeficientes distintos el
sistema de ecuaciones
representara la forma 1.
Determinar de manera
errébnea la pendiente de las
rectas.

Posibles respuestas:

Los sistemas de ecuaciones
de 2x2 que representan los
casos de la actividad 4. Los
sistema pueden estar
representados de las
siguientes formas:
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50 -
70

Actividad 6: Representa
graficamente un sistema de
ecuaciones de 3x2, es decir, tres
ecuaciones y dos incognitas.

Actividad 7: Representa
graficamente de todas las formas
posibles tres rectas en el plano
cartesiano.

Respuesta experta:

La respuesta experta de esta actividad
también corresponde a la de la actividad
numero 7, ya que en ésta a los
estudiantes se les pide sélo hacer una
representacién de las siete posibles, por
lo que podrian hacer cualquiera de las
siguientes:

Se espera que los grupos
identifiquen que un sistema de
ecuaciones de 3x2 representa tres
rectas en el plano y luego en la
actividad 7 logren visualizar los 7
casos posibles.

Actividad 6
Estrategias:

e Fijar una recta e ir
modificando las otras dos
para obtener las distintas
formas.

Posibles Dificultades y/o
Errores:

e No considerar que las tres
rectas pueden ser
coincidentes.

e No considerar como valido

Actividad 6:

- El docente entrega una hoja
tamafo carta con planos
cartesianos para que el grupo
pueda realizar la actividad 6
y 7.

- Se daran 2 minutos para
que dibujen libremente la
representacion del sistema
de ecuaciones. El docente
supervisa el trabajo de los
estudiantes buscando
aquellas que el conjunto
solucion sea de la misma
forma (un punto, una recta o
el conjunto vacio).

- Se revisaran en plenario las
representaciones realizadas,
poniendo en relieve los
conjuntos solucion en cada




Forma 1

Forma 2:

L3

que dos pueden coincidir y
que esta recta se intercepte
con la tercera.

Considerar como formas
distintas cuando dos rectas
son paralelas y la tercera
recta transversal
perpendicular a estas y
cuando dos rectas son
paralelas y la tercera recta
transversal forma un angulo
distinto al angulo recto con
las otras rectas.

Considerar como casos
distintos los que tienen el
mismo tipo de conjunto
solucidn, por ejemplo, rectas
paralelas con pendiente
positiva versus rectas
paralelas con pendientes
negativas, o si se encuentran
en distintos cuadrantes.
Considerar como la misma
forma cuando las rectas son
paralelas y cuando son
coincidentes.

Posibles respuestas:

Dibujar tres rectas en el
plano y sus 7 posibilidades.

caso. Se revisan maximo dos
casos de igual conjunto
solucion en la pizarra.

Actividad 7:

El docente incentiva a los
estudiantes a dibujar los
distintos casos, reflexionando
cuando los estudiantes
consideren casos similares
como casos distintos, por
ejemplo tres rectas paralelas
con pendiente positiva y tres
rectas paralelas con
pendiente negativa, ver que
en ambos casos el conjunto
solucion tiene la misma
"forma o cantidad de
soluciones". En este caso
recordar la reflexidon realizada
en la actividad 3.

En el minuto 60 se revisa las
distintas representaciones
efectuadas por los
estudiantes en forma
plenaria, recogiendo las 7
representaciones posibles,
invita a los estudiantes a
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Forma 6:

7N

Dibujar tres rectas en el
plano sin considerar los 7
Casos.

evidenciar las diferencias
entre ellas.

Conceptos Previos:
Sistemas de ecuaciones

lineales y su representacién
grafica.

70—
90

Actividad 8:

En la figura, el punto de interseccion

satisface a cada una de las
ecuaciones del sistema,

Va1

éQué ocurre en cada una de las
distintas formas graficadas en la

Se espera que los grupos logren
visualizar la naturaleza del
conjunto solucién de cada uno de
los 7 casos, segun su
representaciéon en el plano
cartesiano.

Actividad 8

Estrategias:

Categorizar los sistemas
segun la cantidad de
soluciones que presente el
sistema.

El docente va guiando las
discusiones de cada grupo,
comprobando que las
clasificaciones sean en los
siguientes tipos: El conjunto
solucién es vacio, tiene una
Unica solucion, el conjunto
solucion tiene infinitos
elementos.

Si los estudiantes describen
cada sistema segun la
posicion relativa de las rectas
y no segun la cantidad de
soluciones, se puede hacer
explicita la instruccién de




actividad 7?

Respuesta experta:

En la forma 1, 2, 4 y 5 no existe ningun
punto de interseccién para las tres
rectas. Es decir, ningln punto satisface
las tres ecuaciones, por lo que el
conjunto solucién del sistema de
ecuaciones es vacio.

En la forma 3y 7 existe un punto de
interseccion para las tres rectas. Es
decir, ese punto satisface las tres
ecuaciones, por lo que el conjunto
solucién del sistema es un punto.

En la forma 6 las tres rectas son
coincidentes, por lo que existen infinitos
puntos colineales que pertenecen a la
interseccion de las tres rectas. Es decir,
el conjunto solucién es una recta que
representa a las 3 ecuaciones del
sistema y por ende contiene infinitos
puntos.

Posibles Dificultades y/o
Errores:

No comprender que solo un
par ordenado pertenece al

conjunto  solucion  cuando
este pertenece a las tres
rectas.

No comprender que un punto
que satisface a las tres
ecuaciones  pertenece  al
conjunto solucién

Considerar que en la forma
1, el sistema tiene tres
soluciones, pues "aparecen
tres puntos de interseccion"
Considerar que en la forma
4, el sistema tiene dos
soluciones, pues "aparecen
dos puntos de interseccion"

Posibles respuestas:

Describir cada sistema segun
la cantidad de intersecciones
gue presenten las rectas.
Describir cada sistema segun
la posicion relativa de las
rectas.

clasificar los diferentes tipos
de sistemas de ecuaciones
lineales en funcion de la
cantidad de soluciones que
tengan.

Si un estudiante plantea que
algun sistema tiene 2 0 3
soluciones, el profesor puede
mediar con las siguientes
preguntas:

e La solucion de un
sistema, équé condicidn
debe cumplir?.

e El docente puede poner
de ejemplo un punto
que pertenezca solo a
una recta y preguntar
¢Puede ser este punto
la solucién del
sistema?, ¢Por qué?

e De la misma forma que
la pregunta anterior,
iPor qué este punto
(indicarlo en el grafico)
es solucion del
sistema?, icumple con
la condicién definida
anteriormente?

Finalmente en el minuto 80,
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Mencionar que solamente en
la forma 7 el conjunto
solucidén es Unico y no vacio.
Mencionar que en la forma 6
el sistema tiene infinitas
soluciones.

se realiza el Ultimo plenario,
compartiendo cuadles
sistemas tienen solucion
vacia, tienen solucién Unica y
tienen infinitas soluciones.
También se realiza la
reflexién en torno a la
importancia del analisis del
conjunto solucion mediante
la representacion grafica de
sistemas de ecuaciones
lineales.

Conceptos Previos:
-Sistemas de ecuaciones

lineales
- Conjunto solucion




CONCLUSIONES

Los sistemas de ecuaciones lineales son de gran interés para los
investigadores debido a la importancia que tienen como herramienta
para la resolucién de problemas y a la cantidad de dificultades que se
presentan en el proceso de aprendizaje de estos, los cuales se han
detectado a través de los diversos estudios que se han realizado, los
cuales siempre dan pie a una nueva investigacion o una nueva
propuesta que permita ayudar a superar dichas dificultades.

La importancia que adquiere el objeto matematico en el curriculo
nacional se ve reflejada en la presencia de este en toda la educacion
media, siendo desde tercer afio basico que se introduce a través de las
ecuaciones. Los textos escolares dedican gran parte al desarrollo de este
objeto, desde su definicibn hasta ejercicios de aplicacidon. Las
definiciones de este varian segun el nivel en el cual se encuentran,
haciendo diferencias especialmente en los conjuntos donde viven sus
coeficientes o en los tipos de representacion que tendran los sistemas.

Las dificultades que los estudiantes presentan estan ligadas a vacios de
conceptos fundamentales, los cuales fueron adquiridos en el proceso de
aprendizaje, por lo cual se puede deducir que alguna actividad o practica
del docente estd influyendo y se traduce en dificultades para los
alumnos. Esto no permite al estudiante comprender el concepto de
conjunto solucién y mucho menos interpretarlo, a pesar de estar
explicito, especialmente en la resolucidon de los sistemas de ecuaciones
lineales. Es practicamente imposible que el estudiante sea capaz de
interpretar un concepto que no se declara formalmente en el curriculo si
no que se “asume” que se debe ensenar. Al no aparecer ni en textos, ni
curriculo, el docente dificiimente profundizara en dicho contenido,
creando inconscientemente esas dificultades que saldran a la luz en el
desarrollo del contenido

Los estudiantes enfrentan las dificultades dependiendo del disefio de las
tareas que se les entreguen; es decir, que si hay elementos que dentro
de estas que faciliten el sortear la dificultad, el estudiante sera capaz de
hacerlo en base a sus conocimientos y a corregir internamente
conceptos mal adquiridos o mal comprendidos.

El disefio de las actividades de este trabajo tiene como propdsito que
faciliten la comprension del conjunto solucion apuntando al analisis de
este de manera progresiva, vinculando el concepto en cuestién con la
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resolucion del problema, haciendo esta comprensidn estrictamente
necesaria para lograr cumplir con la tarea propuesta. Es por esto que
una situacion adidactica facilita el superar las dificultades, teniendo en la
modelizacidon una herramienta que permite ver la evolucion del analisis,
hasta llegar a un modelo matematico capaz de responder a las
exigencias que plantea el problema y a la vez cumplir con los objetivos
propuestos para cada clase. Las actividades en las cuales el estudiante
se involucra y hace propias, disefiadas desde un marco tedrico como la
TSD a través de la modelizacion, permiten que el analisis de la
propuesta sea mas profundo, independiente del nivel de desarrollo
cognitivo que el estudiante posea, ya que estas facilitan el transito entre
las distintas fases de la mayoria de los estudiantes, para asi lograr los
objetivos y superar los desafios detectados previamente en el
estudiante.

Es importante que el estudiante comprenda el concepto de conjunto
solucidn, ya que de esta manera lo puede interpretar y contextualizar
segun lo requiera el problema. Una forma de adquirir esta concepcion
teodrica, dependera del cumplimiento del objetivo de la clase 1, la cual
esta disefiada para construir el concepto de conjunto solucion de una
ecuacion lineal de una o dos incognitas. Una vez adquirido el concepto,
el estudiante debe analizarlo en sus distintas representaciones, siendo la
representacién grafica la que posee mayor relevancia en los planes y
programas correspondientes al nivel. Para realizar este analisis, Ia
clase 2 puede ser una herramienta validad, ya que permite que el
estudiante relacione las representaciones graficas con las
interpretaciones del conjunto solucion. El modelizar e interpretar el
conjunto solucién permite ademas de cumplir con los objetivos trazados,
medir y evidenciar los contenidos construidos en las clases anteriores.
Para facilitar esto, la clase 3 estd disefiada pensando en que los
estudiantes pongan en juego todos los conocimientos construidos
previamente, a través de una situacién cotidiana que deben modelizar
para poder resolver.

La investigacion arrojé que la modelizaciéon disefiada evidentemente
potencia el analisis del conjunto solucién, ya que no permite solamente
resolver el problema sino que también interpretar dependiendo el
contexto, por lo que obliga al estudiante a hacer un analisis mayor.
Podemos decir que la actividad basada en la modelizacion fue
completada por todos los estudiantes, mostrando una evolucion en
cuanto al analisis del concepto en cuestion. Si en algin momento de la
resolucion de la tarea el estudiante se enfrenta a situaciones en las
cuales considere que falte informacion, esto hace que él limite sus



justificaciones, y de esta manera el analisis, haciendo que se involucre
menos con la tarea.

El que la situacién planteada esté conectada directamente con el
contexto real del estudiante, hace que este se involucre y utilice todas
las herramientas disponibles para argumentar sus respuestas, siendo
determinantes los conocimientos previos de cada uno. Si el diseho
permite que todos los estudiantes se vean involucrados en la resolucién,
independiente del nivel de desarrollo de sus habilidades, el analisis del
conjunto solucién como parte de la solucion del problema se ve
potenciado transversalmente, desde la motivaciéon frente a la tarea
matematica hasta la adquisiciéon de conocimientos.
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Anexos

Guia de Actividades SDB
SALESIANOS

DON BOSCO-CHILE

Actividad Grupal:

I Analicen y respondan:
c) (Qué es el conjunto solucion de una ecuacion lineal de una o
dos incognitas?

d) ;Cuantos elementos puede poseer el conjunto solucion de
una ecuacion lineal?

II Dadas las siguientes ecuaciones en los numeros reales:

d) 2x+3=9
e) 4x+8=4(x+2)
f) 3x+5=3x-9

Determina cada conjunto solucion y describe cada uno de estos
segun su cantidad de elementos.

III Para la ecuacion de dos variables: x + y = 15. Describe su conjunto
solucion.

x+y=15
IV Elsistema de ecuaciones , _, -7 | tiene como tnico elemento

en su conjunto solucion el par ordenado (11,4). Explica qué
significa la afirmacion anterior.

a) Es posible agregar una ecuacion al sistema y que el conjunto
solucion no varié. Si es posible ;Qué condicion debe cumplir
ésta?



SDB
SALESIANOS

Actividad grupal DON BOSCO-CHILE
Sistemas de ecuaciones lineales

Nombres:

1. Decidan si la siguiente afirmacién es cierta o no:

Una ecuacion de primer grado con una o dos incégnitas representa
siempre una recta.

2. ;Qué representa graficamente un sistema de ecuaciones lineales de 2x 2, es decir,
dos ecuaciones y dos incégnitas?

3. Representen graficamente de todas las formas posibles un sistema de ecuaciones
lineales de 2x2 en el plano cartesiano (pueden utilizar los planos cartesianos
adjuntos).

4. Describan el conjunto solucién de los sistemas graficados en la actividad 3 y
asocienlos a una representacion geomeétrica, segun la posicidn de las rectas.

Descripcidn conjunto solucién Representacion geométrica
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5. Escriban un sistema de ecuaciones para cada uno de los casos representados
(dibujados) en la actividad 3.

6. Representen graficamente un sistema de ecuaciones lineales de 3x 2, es decir, tres
ecuaciones y dos incognitas.

7. Representen graficamente de todas las formas posibles, un sistema de ecuaciones
lineales de 3x2 en el plano cartesiano (pueden utilizar los planos cartesianos
adjuntos).

8. En la figura, el punto de interseccion satisface a cada una de las ecuaciones del
sistema, ;qué ocurre en cada una de las distintas formas graficadas en la actividad 77
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DB
SALESIANOS

DON BOSCO-CHILE

Actividad: Transformando el NEM

Nombres: 1.- 2.- 3.- Curso:

En Chile, el proceso de admision al sistema de educacion superior
considera diferentes aspectos, dentro de los cuales se encuentra las notas
de ensefianza media (NEM). Es por esto, que se cre6 una tabla de
transformacion de los promedios para alinear esta escala con la de la PSU.
La escala dependera del tipo de ensefianza de la cual los estudiantes
egresen.

Dos amigos, Waldo y Felipe, estudian en un colegio cientifico humanista y
técnico profesional respectivamente, estos tienen la duda de qué puntaje
se le asignara a cada uno cuando completen su ensefianza media. Con este
objetivo, investigany encuentran la siguiente informacion:

Ensefianza Cientifico-Humanista
Puntaje

850,

208

N

4, 7.00 Nc;fas

Fuente: www.demre.cl

Y para los establecimientos de ensefianza Técnico-Profesional

Teécnico-Profesional
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Fuente: www.demre.cl

1) Analicen la informacién que encontraron, discutan y
respondan: ;Ambos estudiantes pueden resolver su duda?;Por
qué?

Debido a la importancia e interés que les genera este tema, deciden seguir
investigando y encuentran lo siguiente:

Ensefianza Técnico-Profesional
Punilaje
B850 . = " P
Cientifico-Humanista
826
213 Fuente: www.demre.cl
4, t)n & hlc;s.Es

Fuente: www.demre.cl

2) En base a esta informacion y la anterior, determinen si existe
una nota que sea equivalente (para ambos tipos de enseifianza)
en cuanto al puntaje PSU asociado. Justifiquen su respuesta.

R:



Nicolas, se encuentra con sus amigos y también se interesa en conocer su
puntaje, pero €l estudia en una escuela de adultos, por lo que al investigar
encuentra lo siguiente:

Adultos -

~New | e

I
—5 o]

Después que Nicolas analiza su informacién y la de sus compaiieros, se da
la siguiente conversacion:

Nicolas: -No existe ninguna nota con la que los tres tengamos el mismo
puntaje PSU-

Waldo: -Estds equivocado-
Nicolds: -;Cémo lo voy a saber? si yo soy malo para las matemadticas-

Waldo: -Para saber si existe esa nota, no necesitas ser un gran matematico,
sdlo necesitas saber dibujar-

3) a) ;Cual de los dos tiene la razéon? ;Por qué?

R:

b) Si Waldo tiene la razon, determina qué nota deberian tener
los tres estudiantes para obtener el mismo puntaje PSU.
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Produccion 8 Modelizacion de la situacion real.
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