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INTRODUCCION

Actualmente el Ministerio de Educacién Chileno (MINEDUC) plantea que es necesario
abordar el objeto matematico de productos, en Primero Medio, de manera concreta,
pictorica y simbolica; transformando productos en sumas y factorizar estas
expresiones algebraicas. Junto con esto se tienen que aplicar a situaciones concretas,
completando el cuadrado del binomio y utilizandolas en la reduccion y desarrollo de
expresiones algebraicas.

Es por este motivo que se propone e implementa una situacion de aprendizaje con
material concreto para ser abordado con las representaciones geométrica y algebraica
utilizando bajo el marco de la Teoria de Registros de Representaciones Semioticas de
Raymond Duval, con la finalidad de que los y las estudiantes deduzcan la regularidad
de la expresion algebraica del cuadrado de binomio a partir de la registro geométrico,
abordando este producto notable con base en una actividad geométrica y no
solamente algebraica, como se presenta en los dos textos escolares analizados,
correspondientes a proyecto “Sé Protagonista” SM y el texto MINEDUC de “Santillana”.

Junto con proponer e implementar una situacion de aprendizaje con respecto al
cuadrado de binomio, se disefidé una secuencia didactica de tres clases, que incluye
esta clase implementada, la cual corresponderia a la clase dos, para la ensefianza de
la reduccion de términos semejantes, multiplicacion de expresiones algebraicas,
cuadrado de binomio y cubo de binomio.

El disefié de esta secuencia didactica se bas6, como ya se menciond anteriormente,
en la implementacion de la clase que aborda el cuadrado de binomio. Segun los
resultados obtenidos, se tomé la decision que los y las estudiantes al no tener
adquiridos los conocimientos previos necesitaban una clase previa para la ensefanza
de la reduccion de términos semejantes y la multiplicacion de expresiones algebraicas,
utilizando las representaciones algebraica y geométrica de acuerdo con el marco
tedrico de Duval.

La tercera clase se enfoca en la ensefianza del cubo de binomio, enfatizando
nuevamente la relacién entre las representaciones algebraica y geométrica. La clase
3 se agrega a la secuencia didactica, para seguir desarrollando el trabajo con los
binomios.

En las tres clases se trabaja con material concreto, como una forma de representar
geométricamente estos productos notables.



ANTECEDENTES Y PROBLEMATICA

Hasta el afio 2016, los planes y programas del Ministerio de Educacion Chileno
(MINEDUC, 2011) introducian el objeto matematico productos notables en primero
medio, dando un énfasis a su representacion algebraica; por tanto, los distintos textos
escolares (MINEDUC, 2016; Santillana, 2016) de este nivel proponian actividades en
las cuales el o la estudiante solo aplicaba regularidades algebraicas en este objeto.
Con los nuevos cambios curriculares, realizados en el afio 2017, MINEDUC propone
realizar un nexo entre la representacion geométrica y la algebraica respecto a los
productos notables. El objetivo de aprendizaje que propone MINEDUC es “Desarrollar
los productos notables de manera concreta, pictorica y simbdlica: transformando
productos en sumas y viceversa, aplicandolos a situaciones concretas, completando
el cuadrado del binomio y utilizandolas en la reduccién y desarrollo de expresiones
algebraicas” (MINEDUC, 2017, p. 68).

Es por este motivo, que esta secuencia didactica se enfocara en los productos notable,
especificamente en la multiplicacion y reduccion de términos semejantes, cuadrado de
binomio y cubo de binomio, abarcando representaciones algebraica y geométrica bajo
el marco tedrico de Raymond Duval, la Teoria de Registros de Representacion
Semidtica.

Respecto al objeto matematico de productos notables, al analizar dos textos escolares
de primero medio del ano 2017. Los textos son: “Sé protagonista”, editado por SM y el
“texto del estudiante”, producido por MINEDUC y editado por Santillana, se evidencia
gue el primero expone los productos notables como multiplicaciones algebraicas que
presentan regularidades, lo que permite que su calculo se pueda realizar de manera
abreviada, utilizando la regularidad establecida para cada uno, sin la necesidad de
aplicar la propiedad distributiva. Ademas, propone actividades donde hay que calcular
el area de 4 cuadrilateros algebraicamente, utilizando la regularidad; para cada una de
ellas existen ejemplos de lo que deberian de realizar los y las estudiantes.

El segundo texto presenta la definicion de cada uno de los productos notables, segun
su representacion algebraica, e identifica las propiedades que se utilizan en el
desarrollo del producto para llegar a la regularidad, especificamente la propiedad
distributiva. Si bien se presenta en él la representacion geométrica atribuida a los
productos notables, no se realiza una conexion entre estos dos registros. En el
cuadernillo de actividades se presentan ejercicios con desarrollo algebraico, en su gran
mayoria, y solo cuatros problemas donde el o la estudiante tiene que analizar desde
una mirada geométrica para luego representarla de manera algebraica para asi
desarrollar el problema.

Es importante mencionar que los conocimientos geométricos datan desde las primeras
civilizaciones mediterraneas, las cuales aplicaban “algoritmos en forma de receta” con
el fin de calcular la produccién proporcional de las parcelas de tierra para determinar
los impuestos, o reconstruir las parcelas de tierra después de las inundaciones
(Barreto, 2009).



Con respecto al saber erudito de este objeto matematico hay dos proposiciones que
plantea Euclides en el segundo libro de “Los Elementos” (300 a.C./1991): Proposicion
1: “Si hay dos rectas a y | se corta en un numero cualquiera de segmentos, el
rectdngulo comprendido por las dos rectas es igual a los rectangulos comprendidos
por la (recta) no cortada y cada uno de los segmentos”. Proposicion 4: “Si se corta al
azar una linea recta, el cuadrado de la (recta) entera es igual a los cuadrados de los
segmentos y dos veces el rectangulo comprendido por los segmentos”. Euclides llama
“‘recta” a lo que hoy llamamos “segmento”. Esto corresponde a los inicios del cuadrado
de binomio, ya que surgio desde la representacion geométrica y luego se realizé su
representacion algebraica, similar a lo propuesto en los nuevos planes y programas de
MINEDUC.

Para realizar la representacion geométrica del cuadrado de binomio en el plan de clase
que se diseno e implementd se utilizara material concreto, similar a “algebocks”.

Tangarife (2013) realiz6 una tesis utilizando como estrategia didactica algeblocks, para
lograr una transicion l6gica del pensamiento numérico al pensamiento algebraico en el
octavo grado de un colegio en Colombia. Presenta una propuesta didactica donde los
y las estudiantes tuvieron que realizar demostraciones, resolver problemas, resolver
operaciones algebraicas en figuras geométricas. Las conclusiones a las que llegé
fueron que el uso de figuras geométricas de algeblocks permite que el o la estudiante
pueda trabajar conceptos abstractos en lo concreto para luego aplicarlas en
operaciones algebraicas; junto con esto los y las estudiantes mostraron un avance en
el uso del lenguaje y el simbolismo en el inicio del estudio del algebra.

En la propuesta de la situacién didactica que se disefid para este Estudio de Clase,
con respecto al objeto matemético del cuadrado de binomio se utilizé material concreto
para que los y las estudiantes determinaran su regularidad. Por este motivo es
importante mencionar al método COPISI, ya que este hace referencia a un enfoque
concreto, pictérico y simbdlico para desarrollar una comprension conceptual de
acuerdo a los distintos estilos de aprendizajes. Este método fue creado por Brunner,
quien plantea tres modalidades de representacién en una secuencia (Brunner, 1988):

» Enactiva (concreta): es el aprendizaje por medio de una determinada accién, se
realiza sin palabras; ejemplo, aprender a saltar la cuerda.

» Iconica (pictorica): es la representacién por medios perceptibles, como una
imagen; por ejemplo, un mapa mental que nos permita seguir una ruta.

» Simbdlica: se da a través de un esquema abstracto que puede ser el lenguaje
0 cualquier otro sistema simbdlico estructurado. Es la traduccion de la
experiencia en palabras que permiten otro tipo de transformaciones mas
complejas.

Este método se desarrolla pasando del material concreto, a las representaciones
pictoricas para finalizar en los conceptos abstractos. En este estudio el enfoque se
encuentra entre estas tres areas, pero especificamente en el material concreto
(geometria) y conceptos abstractos (algebra). A su vez, favorece a que los y las
estudiantes puedan resolver problemas en distintos niveles de abstraccion, transitando
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desde el material concreto a las representaciones simbolicas. Los y las estudiantes, al
manipular el material concreto desarrollan estructuras mentales para lograr una
comprension del objeto matematico en estudio, dando un sentido a los que aprenden
y logran construir su propio significado.

Un error comun que realizan los y las estudiantes al desarrollar el cuadrado de binomio
es por ejemplo (a + b)? = a? + b%. Méndez (2008), en su articulo sobre las dificultades
en la practica de productos notables y factorizacion, sefala este error que cometen los
y las estudiantes, como por ejemplo (5x — 4)? = 25x? — 16, es debido a que “se
relaciona con la lectura que el alumno efectla en el registro algebraico de estos
ejercicios; una lectura de izquierda a derecha, en una dimensién, que obstaculiza el
modelo de accion pertinente que el alumno debe poner en juego” (p. 60).

Teniendo todos estos antecedentes con respecto a los recursos didacticos que se
utilizaran en este disefio de situacion de aprendizaje, se espera que los y las
estudiantes logren un aprendizaje significativo en la deduccion del cuadrado de
binomio, transitando por las representaciones geométricas y algebraicas al utilizar
material concreto.

Frente a lo mencionado anteriormente, se evidencia que una de las razones por las
cuales los y las estudiantes no logran un aprendizaje significativo respecto a los
productos notables es el hecho de que, al introducirlo en el nivel escolar establecido
por el MINEDUC, no se transita por los distintos registros de este objeto. En efecto, se
verifica en los dos textos escolares analizados que se limitan a que el o la estudiante
reconozca solo la representacion algebraica del cuadrado de binomio para luego
desarrollar una serie de ejercicios utilizando su regularidad, sin considerar su
representacion geométrica.

Es por ello que se desarrolla este trabajo de innovacién, generando un plan de clase
en el cual se realizan tanto representaciones geométricas como algebraicas del
cuadrado de binomio, reconociendo en ello la importancia que tiene transitar por los
distintos registros de este objeto matematico, como primer paso para que el o la
estudiante deduzca la regularidad del cuadrado de binomio utilizando algeblocks,
logrando un aprendizaje significativo de este.

Transitar por el registro algebraico y geométrico para la deduccion de la regularidad
del cuadrado de binomio podria generar un impacto positivo si es que se logra esta
comprension del conocimiento.



OBJETO MATEMATICO

1. Analisis curricular

Al analizar los planes y programas de MINEDUC en todos los niveles escolares con
respecto a productos notables y teniendo en cuenta los conocimientos previos que los
y las estudiantes necesitan para lograr una comprension de este objeto matematico,
se observo lo siguiente.

A partir de quinto basico comienzan a descubrir regularidades de sucesiones dadas,
lo que permite hacer predicciones, aunque en ese nivel solo se tienen en cuenta de
manera numérica.

Al siguiente afio, en sexto béasico, los y las estudiantes profundizan lo aprendido en
quinto basico con patrones numéricos, determinando regularidades de valores dados
en tablas, estableciendo relaciones, para finalmente establecer regularidades
utilizando patrones algebraicos.

En séptimo basico, los y las estudiantes plantean expresiones algebraicas en lenguaje
natural y viceversa. Junto con esto, reducen términos semejantes en expresiones
algebraicas sencillas.

En octavo basico, comienzan a operar expresiones algebraicas en conceptos de
geometria como el area y volumen, tanto para desarrollar productos entre expresiones
algebraicas y factorizaciones con término comun, representandolas de manera
pictdrica y simbdlica.

En primer afo de ensefianza media, deducen de las regularidades de tres productos
notables, el cuadrado de binomio, la suma por su diferencia y el cubo de binomio; junto
a esto se incluye la multiplicacién de dos binomios con término comun. A partir del afio
2017, los planes y programas especifican que este aprendizaje es a partir de
representaciones pictéricas en cuanto a areas y voliumenes. Junto con esto aplican la
propiedad distributiva de la multiplicacion en productos de binomios, representan tres
productos notables mediante la composicion y descomposicion de cuadrados y
rectdngulos y trabajan la factorizacién a partir de los productos notables, para
completar sumas como en el cuadrado de binomio.

En los siguientes afios se aplican los productos notables en otros objetos matematicos,
los cuales se especificaran a continuacion:

En segundo medio, aplican los productos notables en la multiplicacion de nameros
irracionales y su racionalizacion; y en las operaciones con expresiones algebraicas
fraccionarias.



En tercero medio, los aplican en productos de numeros complejos en el plano de los
nameros reales e imaginarios y en la resolucién de ecuaciones de segundo grado.

Es importante que los y las estudiantes logren un aprendizaje significativo de este
objeto matematico ya que se aplican en otros conocimientos matematicos en los

Cursos superiores.

2. Definicion escolar

Para tener una definicion del saber escolar con respecto al objeto matematico de
productos notables, se analizaron dos textos escolares del afio 2017 en el sistema
escolar chileno. El primero de ellos corresponde al texto del estudiante del proyecto
“Sé Protagonista” de la Editorial SM (Munoz y Pérez, 2017), y el segundo es el texto
del estudiante ministerial de la editorial de Santillana (Galasso, Maldonado y

Marambio, 2017).

La definicion de los productos notables en cuanto al texto del proyecto “Sé
Protagonista” es que son multiplicaciones algebraicas que presentan regularidades, lo
gue permite que su célculo se pueda realizar de manera abreviada. En la definicion de
cada producto notable se menciona la multiplicaciéon de binomios; por ejemplo,
“cuadrado de binomio: es la multiplicacion de un binomio por si mismo” (p. 70).

En el texto ministerial no se define el concepto de productos notables como tal, pero
si se da a conocer verbalmente la regularidad de cada uno de los productos por
separado. Esta regularidad se rea es con respecto a como se tiene que resolver y no
a su significado, por ejemplo: el cuadrado de un binomio es igual al cuadrado del primer
término, mas el doble del producto del primer por el segundo término, mas el cuadrado

del segundo término.

Como se ha dicho, se analizaron dos textos escolares de primero medio del afio 2017,
los cuales fueron: proyecto “Sé Protagonista” SM y el texto MINEDUC (2017, Galasso,
Maldonado y Marambio). En la siguiente tabla se presenta el analisis de cada uno:

Tabla 1: Andlisis de textos.

Texto del estudiante “Sé Protagonista”

Texto del estudiante MINEDUC

Define cada producto notable como un
calculo abreviado de la multiplicacion
algebraica. Esto intenciona a que el o la
estudiante memorice esta regularidad que
le permitird resolver multiplicaciones
algebraicas del tipo (a + b)(a + b), cuando
podria ser igual de rapido multiplicar
término a término (propiedad distributiva).
No se justifica el objetivo de “abreviar” el

Inicia su estudio en productos notables
recordando lo ensefiado en el nivel de
octavo basico. Presenta cuatro productos
notables: cubo de binomio, cuadrado de
binomio, suma por su diferencia vy
productos de binomios con un término
coman.




procedimiento, junto con esto no se
presenta el significado de cada producto
notable ni su génesis.

Se abordan cuatro productos notables
(cuadrado de binomio, suma por su
diferencia, multiplicacion de binomios con
término comun y cubo de binomio),
proponiendo actividades desde la mirada
geomeétrica cuyo objetivo no es representar
productos notables (la representacion
viene dada), sino que aplicar lo aprendido
de productos notables para determinar el
area de estos cuadrilateros en forma
abreviada, mostrando ejemplos con el
procedimiento a seguir.

La forma como presenta el texto cada
producto notable es a través de las
representaciones geométrica y algebraica,
identificando las propiedades en la
operatoria algebraica. Luego presenta las
regularidades de los productos notables en

su forma algebraica, mostrando su
regularidad.
Tanto el texto de estudio como el

cuadernillo de ejercicios que se anexa,
presentan ejercicios con desarrollo
algebraico en su gran mayoria, y solo
cuatros problemas donde el o la estudiante
tiene que analizar desde una mirada
geométrica para luego representarla de
manera algebraica para asi desarrollar el

problema.

Ambos textos presentan los objetivos de aprendizajes de MINEDUC con respecto a
los productos notables. Junto con esto, presentan una secuencia de los contenidos
muy parecida, apuntando al indicador: “Aplican los productos notables en el desarrollo
de expresiones algebraicas” (MINEDUC, 2017).

Pese a esto, en ambos textos no se aborda uno de los indicadores en cuanto a
“Representan los tres productos notables mediante la composicién y descomposicion
de cuadrados y rectangulo”. Los textos solo aplican los productos notables en el
calculo de areas de representaciones geométricas dadas, y se enfocan principalmente
en utilizar expresiones como una forma de “abreviar” los calculos.

3. Barrido histérico y epistemolégico

En este apartado se presenta un estudio epistemoldgico con respecto al objeto
matematico de los productos notables. Se analizar& el origen historico que tienen los
productos notables y como a lo largo de la historia se ha ido trabajando este objeto,
evidenciando su aplicacion a otros objetos matematicos, como son las ecuaciones
cuadraticas, cubicas, cuarticas, etc. Se expondran algunos autores que tuvieron gran
relevancia en el desarrollo de los productos notables o bien hicieron contribuciones
para lograr comprenderlo en su plenitud. Primero se expondra la matematica
babilonica, considerando que los productos notables tuvieron su origen en la
representacion geométricas; para finalizar con Newton en su trabajo del “teorema del
binomio”. Es importante realizar esta mirada epistemoldgica para darle un valor como
recurso didactico en el aula, y provocar una innovacion que culmina en el aprendizaje
de los y las estudiantes.



Es importante recalcar este desarrollo histérico ya que este trabajo se realizo bajo el
marco teorico de la Teoria de Registros de Representaciones Semioticas de Raymond
Duval. Se presentan estos elementos historicos porque corresponden a la construccion
del objeto matemético de los productos notables, donde inicialmente se desarrolla su
representacion geométrica, y mas tarde su representacion algebraica. Esta
construccion histérica de los acontecimientos con respecto a los productos notables,
dieron elementos que enriquecieron cada plan de clase de la secuencia didactica.

Como se mencioné anteriormente, el punto de partida del algebra corresponde a la
civilizacion babilonia. Kline en su libro llamado “El pensamiento matematico de la
antigledad a nuestros dias” (1994), menciona que con los babilonios (hacia el afio
2300 a.C.) se constituye un punto de partida en el Algebra. En sus escritos en tablas
no utilizaban simbolos para referirse, por ejemplo, al area, anchura, longitud, etc, sino
gue lo hacian de forma verbal.

Las tablas de los Babilonios proporcionaron informacion sobre el sistema nimeros y
operaciones aritméticas, problemas algebraicos y geométricos. Los babilonios, en el
area de algebra, llegaron a resolver sistemas de ecuaciones con 10 incégnitas y 10
ecuaciones lineales. Muchos de los problemas algebraicos surgieron de situaciones
geomeétricas.

Otra civilizacion que aporto en los conocimientos con respecto a algebra fue la egipcia.
Se piensa que esta civilizacion existié desde antes de los 4000 a.C., sin verse afectada
por influencias de civilizaciones extranjeras. Existen dos documentos matematicos
muy importantes que han sobrevivido, los cuales son: el papiro de Moscu y el papiro
Rhind, que fueron escritos alrededor del afio 1650 antes de Cristo.

En el area de algebra, existen papiros que contienen soluciones de ecuaciones con
una incognita; los problemas son solucionados verbalmente, presentando
instrucciones para encontrar o determinar la solucién. Un ejemplo de sus problemas

algebraicos es (Kline, p. 40, 1992): “Una cantidad; sus g su % su % su totalidad

asciende a 33”. Los egipcios resolvieron algunas ecuaciones de segundo grado, pero
no dedujeron como se resuelven a nivel general.

Los griegos en el siglo VI a.C se les dificulté el tratamiento aritmético de magnitudes,
areas y volumenes; usaron entonces las figuras geométricas para representar
magnitudes (Kline, 1994). A continuacién, se presentaran dos grandes matematicos
griegos que aportaron enormemente en el desarrollo del algebra, el primero de ellos
es Euclides y el segundo Diofanto.

En el segundo libro de Euclides de “Los Elementos” (300 a.C./1991), se presentan
algunos ejemplos de tratamientos geométricos de las magnitudes; en este caso, solo
se consideran las proposiciones 1y 4 que se relacionan con el objeto matematico de
productos notables. Se debe contemplar que estas proposiciones realizadas por
Euclides, fueron desde una representacibn geométrica, Sin una representacion
algebraica.



Euclides en la proposicion 1 plantea: “Si hay dos rectas a y | se corta en un nimero
cualquiera de segmentos, el rectangulo comprendido por las dos rectas es igual a los
rectangulos comprendidos por la (recta) no cortada y cada uno de los segmentos”
(ilustracion 1).

Con respecto a esta proposicion, Euclides se refiere a rectas, pero en realidad son
segmentos, ya que tienen una longitud en especifico, por lo que la proposicion
quedaria redactada como: Si hay dos segmentos a y | se corta en un numero
cualquiera de segmentos, el rectangulo comprendido por los dos segmentos mayores
es igual a los rectangulos comprendidos por el (segmento) no cortado y cada uno de
los segmentos.

H X A e
z
llustracion 1: Libro Il de Euclides (Editorial Gredos, 1991, p. 267).

I

=}

b —+—¢c —+ a —

llustracion 2:Area de figuras compuestas, propiedad distributiva de la multiplicacion.

Hoy en dia, haciendo referencia a los textos ministeriales, esta proposicién presentada
por Euclides se presenta geométricamente como se muestra en la ilustracién 2.

Si se desea determinar el area algebraicamente de este cuadrado, seria:
a(b+c+d)=ab+ac+ad

La proposicion 1 hace referencia a la propiedad distributiva, la cual es importante

mencionar, ya que es base para comprender el cuadrado de binomio correspondiente

a la proposicion 4 de Euclides en su segundo libro.

Euclides en la proposicion 4 plantea: “Si se corta al azar una linea recta, el cuadrado

de la (recta) entera es igual a los cuadrados de los segmentos y dos veces el
rectangulo comprendido por los segmentos”.
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Nuevamente Euclides menciona que es una recta, pero en realidad se refiere a un
segmento, por lo que la proposicion 4 quedaria redactada como: si se corta al azar un
segmento, el cuadrado del (segmento) entero es igual a los cuadrados de los
segmentos y dos veces el rectangulo comprendido por los segmentos.

A . r B
o | T A
4 ) , e
B T v 77 —%K
SR S
. z
llustracion 3: Libro Il de Euclides (Editorial Gredos, 1991, p.270).

o T b,

Si se desea determinar el area algebraicamente de este cuadrado, seria:
(a + b)?> = a® + 2ab + b?

Esta igualdad es lo que se conoce actualmente como el cuadrado de binomio.
Corresponde a la suma de las areas de los cuadrados y de los dos rectangulos iguales.

Diofanto, como ya se mencion6 anteriormente, fue un matematico que en ocasiones
es reconocido como el “padre del algebra”; probablemente fue griego y nacié en el
siglo Il d.C.; en su época no fue reconocido por su trabajo hasta que fallecié. La obra
mas importante que se conoce de Diofanto es “Arithmetica”, la cual es una coleccién
de 130 problemas que dan solucién a ecuaciones con una Unica solucién y ecuaciones
con mas de una solucion; cre6 un método de resolucion para estas Ultimas
denominado hoy como analisis Diofantico. Uno de los hitos mas importantes de
Diofanto fue la introduccion del simbolismo en el algebra, por ejemplo: llamé a la
incognita como “el nimero del problema”, la x? como actualmente se conoce, él la

designo como AY (O'Connor y Robertson, 1999c¢).

Diofanto analizé tres tipos de ecuaciones, ya que €l no tenia nocién sobre el ceroy a
su vez no conocio los coeficientes negativos (en el caso de los coeficientes numéricos
de las ecuaciones): ax? + bx = ¢, ax? = bx + ¢ y ax?*+ ¢ = bx. Con respecto a
las soluciones de este tipo de ecuaciones, solo acepta las raices racionales positivas,
ignorando cualquier otra, como por ejemplo las raices negativas e irracionales.
Tampoco hay evidencia que Diofanto considerara que las ecuaciones cuadraticas
puedan tener dos soluciones (O'Connor y Robertson, 1999c).

Otro momento importante en la historia del algebra y que se encuentra relacionado
con el objeto matematico de productos notables, es el de los arabes, en el mundo
musulman entre los afios 700 y 1200 d.C. Es importante destacar que los arabes, al
tener influencias de los griegos, realizaron demostraciones de algebra con métodos
geometricos. Se presentaran tres matematicos arabes que destacan con respecto a
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su trabajo en los productos notables, los cuales son Al'Khwarizmi, Al-Karaji y Omar
Khayyan.

Al'Khwarizmi, fue matematico islamico que vivié entre los afios 790 y 850. Escribié un
libro en el afio 825 llamado Hisab al-jabr wa'lmugébala. En este libro aparece la
palabra “al-jabr” de donde deriva la palabra algebra que, segun Ballén (2012) significa
restauracion del equilibrio mediante la transposicion de términos de una ecuacion,
“‘muqabal” significa la simplificacidén de la expresion resultante mediante la cancelacion
de términos semejantes de cada lado de la ecuacion (O'Connor y Robertson, 1999a).

En su libro trabaja con ecuaciones lineales y cuadraticas, compuestas por unidades,
raices y cuadrados, por ejemplo la unidad para €l era un nimero, una raiz era x y un
cuadrado era x?2, todas sus nociones son trabajadas en palabras.

En cuanto a las ecuaciones de segundo grado, Al-Khwarizmi consideraba que existian
6 tipos, que hoy en dia se conocen como casos particulares de la ecuacion general de
la forma ax? + bx + ¢ = 0, siendo a, b y c nUmeros enteros positivos. Junto con
esto, y a diferencia de Diofanto, Al-Khwarizmi considera que las ecuaciones
cuadraticas pueden tener dos raices, aunque solo toma en cuenta las reales y
positivas.

Al-Khwarizmi trabaja con el proceso completaciéon de cuadrado, mostrando su
representacion geométrica. En la ilustracion 4 se muestra la representacion de la
completacion de cuadrados realizada por Al-Khwarizmi (O'Connor y Robertson,
1999a).

®
E3
Mg
x
Mg

X 5x/2

® @

llustracion 4: O'Connor y Robertson (1°imagen).

Al-Karaji, fue un matematico e ingeniero que nacié en Bagdad, vivi6 entre los afios 953
y 1030. Sus obras mas importantes fueron: “al-Fakhri fi'l-Jabr wa-muqabala”, “fi'l-Hisab
al-Badi” y “al-Kafi fi'l-Hisab”, la primera se refiere al algebra, la segunda y tercera al
calculo algebraico (O'Connor y Robertson, 1999b).

. [13 1) . . 1 1 1
En su libro “Al-Fakhri”, define los monomios x, x2, x3,... ~. 5 CON esto da

reglas para el producto entre cualquiera de ellos, sin utilizar una representacion
geométrica, x™ - x™ = x™*™, considerando que n y m son nimeros enteros, segun la
lectura que se le dio a su obra. Dio reglas para la adicién, sustraccion y multiplicacion
entre polinomio; en el caso general de los monomios se incluye una regla para la
division.

12



El, junto con esto, dijo que para saber el nimero necesario de multiplicaciones de estos
grados en si, se tiene que “que colocar 'uno’' en una mesa y 'uno’ por debajo de la
primera 'uno’, mueva el primer ‘'uno’ en una segunda columna, agregue el primero ‘uno'
a la 'uno ' por debajo de eso. Por lo tanto se obtiene 'dos', que se pone debajo de la
‘'uno'’ transferido y se coloca el segundo ‘'uno’ por debajo de la 'dos'. Se tiene, por tanto,
'uno', 'dos', y 'uno” (O'Connor y Robertson, 1999, Parrafo 16); esto es lo que se conoce
hoy en dia como triangulo de Pascal. Al-Karaji solo construye la tercera columna a
partir de la segunda. Esto se relaciona con el objeto matematico de productos notables,
con respecto a los coeficientes del cuadrado de binomio y el cubo de binomio.

Omar Khayyan fue un matematico arabe que vivio entre los afios 1048 y 1122. Su obra
mas famosa en algebra fue “Tratado de Demostracion de Problemas de Algebra”, en
el cual desarrollé una clasificacion de las ecuaciones cubicas con soluciones
geomeétricas, utilizando la interseccion de secciones conicas.

Khayyam fue otro matematico en discutir sobre las propiedades del triangulo de
Pascal, utilizando un método para encontrar las raices n-ésimas basado en el
desarrollo del binomio, y por lo tanto en los coeficientes binomiales (O'Connor
y Robertson, 1999d).

Otro matematico importante que hay que mencionar con respecto a su aporte en el
desarrollo de los productos notables es Zhu Shijie.

Fue un matematico chino que naci6 cerca de Pekin en el afio 1260 y fallecio
aproximadamente en el afio 1320. Se sabe que él escribié dos libros “Suanxue
Qimeng”y “Siyuan yujian”, que traducidos al espafiol seria, “Introduccién a los estudios
matematicos” y “Espejo precioso de los cuatro elementos” (O'Connor y Robertson,
2003).

Uno de los conceptos que abord6 Zhu es el triangulo de Pascal (ver ilustracion 5),
dando los coeficientes para ampliar las sumas de incégnitas hasta la octava potencia,
a lo que nombré como: “la mesa del antiguo método de potencias de hasta el octavo”.

® % # L & F

byt ol
AL
| IR

llustracion 5: Diagrama del triangulo de Pascal Zhu, 1303 (Garcia,2007, p. 44).
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Tartaglia fue otro matematico que contribuyé al desarrollo del triangulo de Pascal, que
se relaciona con los productos notables. Fue un matematico autodidacta que vivio
entre los afios 1500 y 1557. Resolvio ecuaciones cubicas de tres tipos distintas, de la
forma x3 + mx?2 =n y x>+ mx =n, con n y m positivos. Desde el afio 1539 tuvo
rivalidades con Cardano y su discipulo Ferrari, en cuanto a las soluciones de
ecuaciones cubicas y cuarticas. Sus rivales publicaron su trabajo y los adjudicaron a
sus nombres (O'Connor y Robertson, 2005).

Tartaglia también trabajo en el triangulo de Pascal, o bien en el teorema de binomio
para exponente enteros positivos. A continuacion se presenta una imagen que ilustra
su trabajo.

€.y 6- ls-zo-\s e Gl
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L L L\
7

(uu/y }6- 34_ \»6’. nzé \34. \‘36 o JX u.cu.
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\
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llustracion 6: Triangulo de Tartaglia para formar medidas, 1523 (Garcia, 2007, p. 46).

Otro matematico que cabe destacar en el desarrollo de los productos notables es
Blaise Pascal, quien nacié en Clermont en el afio 1623 y falleci6 en el afio 1662.

Trabajé en las secciones conicas, aportando enormemente en el campo de la
geometria proyectiva, €l considera secciones conicas generadas por la proyeccion
central de un circulo.

La relacion que existe entre el objeto matematico de productos notables con lo que
trabaja Pascal, es el “triangulo de Pascal’ (ver ilustracion 6), para obtener los
coeficientes del desarrollo del binomio. El no fue el primer matematico en estudiar el
triangulo de Pascal, pero su trabajo sobre el tema “Tratado del Triangulo Aritmético”
fue uno de los mas importantes en este tema” (O'Connor y Robertson, 1996).
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llustracion 7: Escrito original de Pascal sobre el triangulo de Pascal (Garcia, 2007, p. 47).

Pascal insistio en que el generador del tridngulo de Pascal podia ser un nimero distinto
de 1.

Un descubrimiento importante a lo largo de la historia es el teorema del binomio. Fue
desarrollado por mateméticos como Zhu Shijie, Tartaglia, Newton, entre otros. El
teorema del binomio consiste en:

(a+b)" = (:)l) a + (n) a™1h + (

1

n

2) a" 22 4 -+ (n "

N 2) a?h"2 + (

n__l)ab”‘lﬁ—(Z)b”

Si se relaciona este teorema con el objeto matematico de productos notables,
especificamente con el cuadrado de binomio, se tiene:

2 2 2
(a+b)2=(0)a2+<1)ab+<2>b2=a2+2ab+b2

El dltimo matematico que se presenta con respecto al gran aporte para el desarrollo
de los productos notables es Isaac Newton, quien nacié en una aldea de Woolsthorpe
en el aflo 1642 y fallecié en el afio 1727.

En el area de matemética hizo grandes contribuciones como el célculo diferencial e
integral, suyo es el “método de las fluxiones”, basado en que la integracion de una
funcién es el procedimiento inverso para diferenciarlo (O'Connor y Robertson, 2000).

Newton utilizé los conceptos de exponentes generalizados mediante los cuales una
expresion polindmica se transformaba en una serie infinita. En efecto, desarroll6 el
teorema del binomio con exponentes racionales, lo cual consiste en:

m—nB +m—2nC +m—3n
2n Q 3n Q 4n

m m m
(P+PQ)w =P +—AQ + DQ + -

Actualmente el teorema del binomio se considera como lo siguiente:
(a+b)" = Spo(})a*b* reqQ
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ESTUDIO DE CLASES

La secuencia didactica se disefio a partir de un Estudio de Clase que se realizo en el
primer semestre del afio 2017. La clase realizada en el Estudio de Clase corresponde
a la segunda de la secuencia didactica, que aborda el cuadrado de binomio.

En este apartado, se presentara el Estudio de Clase realizado, inicialmente se hablara
sobre qué es el Estudio de Clase, quienes participaron de este y cuél fue la
metodologia que se utiliz6. Finalmente se abordaran los resultados obtenidos y las
conclusiones con respecto a esta investigacion.

1. ¢Qué es el Estudio de clases?

Esta modalidad se originé hace 140 afios en las escuelas japonesas (Isoda y Olfos,
2009), y su finalidad es planificar, observar, ensefar y analizar en forma colaborativa
una clase para perfeccionar la practica docente.

El Estudio de Clase se basa en mejorar el desarrollo profesional docente de todos los
que participan de esta, ya que se forja un aprendizaje a partir de una experiencia
colectiva (los docentes participantes generan, acumulan y comparten conocimientos
entre pares), logrando un espacio de conversacion y discusion profesional en cada
una de las tareas que realizan, para el mejoramiento de la ensefianza y de los
aprendizajes escolares en matematica.

Las principales actividades que generan los y las docentes involucrados en el estudio
de clase es de una planificacion colectiva y su implementacion en una clase cotidiana,
para observarla y analizarla a posteriori. A continuacion se presenta una imagen donde
se detallan cada etapa del proceso de un Estudio de Clase:

Preparacion: plan
(1), @ (5) &

¥

Clase a investigar
(3) (6)

¥

Sesién de revisién
(4) 7)

(4)

(1) Identificacion del problema

(2) Planificacion de clase

(3) Implementacién

(4) Evaluacién de la clase y revisién de resultados

(5) Reconsideracion de la clase

(6) Implementacién de la clase basada en reconsideraciones

(7) Evaluacién y revisién

(8) Discusién de resultados

[lustracién 8:Diagrama de flujo de entrenamiento pedagdgico (Stigler & Hiebert, 1999). Citado por Isoda, Arcaviy Mena.
(2012 3% ed, p. 27)
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En la planificacion de la clase lo primero que se realiza es ubicar un objeto matematico
en un plan de unidad para un nivel de ensefianza en especifico; luego se planifica cada
momento de la clase detallando cada tarea que realizara el grupo de estudiantes para
lograr el objetivo.

Se especifica el aprendizaje que se quiere evidenciar en la clase, junto con esto se
contemplan las habilidades y tareas matematicas que se pondran en juego.

Segun Isoday Olfos, el plan de clase que se disefia, como se menciond anteriormente,
involucra una serie de tareas que desarrollaran individualmente, en grupo y todo el
curso. Se describen cada una de estas situaciones en contexto que se desarrollaran
en la clase, delimitando el tiempo y la organizaciéon de cada momento de la clase. Al
planificar cada momento, se realiza un analisis a priori para identificar cuales son las
dificultas, posibles errores, comportamientos y producciones que podrian realizar los
y las estudiantes, con el fin de disefiar devoluciones o intervenciones del docente para
conducir hacia el objetivo de la clase.

Junto con esto, los y las docentes participantes del Estudio de Clase seleccionan y
preparan los materiales y medios que se utilizaran en cada tarea a desarrollar.

Uno de los o las docentes participantes del Estudio de Clase implementa la clase,
eventualmente con publico. La clase constituye un escenario de trabajo matematico
colectivo. Los y las estudiantes participan de manera espontanea, sin haber realizado
antes las tareas que se van a plantear. En base a lo que se planificé, el o la docente
conduce la clase hacia el logro del objetivo.

En la observacion de la clase se verifica el funcionamiento de cada una de las tareas
matematicas que se les presenta a los y las estudiantes como medios donde se
generan oportunidades de aprendizajes. Se evidencia junto con esto, si los y las
estudiantes logran los aprendizajes segun el analisis a priori que se realizd, teniendo
en cuanta los planes y programas de MINEDUC.

Ademas, se verifica la evolucion de la clase y la gestion del o la docente como un
instrumento para facilitar el aprendizaje de los y las estudiantes.

Finalmente se reflexiona y analiza la clase en base a lo observado en la
implementacion, realizando a su vez una comparaciéon entre el analisis a priori y a
posteriori, con el fin de proponer sugerencias al plan de clase para la proxima
implementacion de otro u otra docente del grupo en otro curso.

Al finalizar el proceso de disefio, implementacion y analisis de esta, se espera que se
realice una segunda implementacién de la clase a cargo de otro u otra docente que
participa del Estudio de Clase con otro curso.

Tras cada implementacion de la clase se crea un documento que evidencie la
experiencia de esta.
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El impacto del Estudio de clases se puede observar en distintas areas, en cuanto a los
conocimientos de los y las docentes sobre los conceptos de la disciplina y su
ensefianza, sus aspectos pedagodgicos, analisis de las producciones de los y las
estudiantes en clases y la conexion entre la practica y los objetivos del afio. En cuanto
al trabajo colaborativo, se puede observar una motivacion de la mejora del trabajo
docente, relaciones entre colegas, como beneficia a la escuela y en un sentido de
evaluacion de una practica compartida (Isoda y Olfos, 2009).

2. Disefno del Estudio de Clase

En el Estudio de Clase participaron cuatro docentes (D1, D2, Dz y D4) que a su vez son
estudiantes de Magister de segundo afio en la Universidad Catoélica de Valparaiso con
sede en Santiago. Diseflaron una situacion de aprendizaje con respecto al objeto
matematico “cuadrado de binomio” en la unidad de “Algebra”.

2.1 Identificacion del problema

La eleccion del objeto fue de acuerdo con el nivel que realizaban clases,
correspondiente al primer semestre de primero medio en la educacion chilena. Junto
con esto detectaron una dificultad en la ensefianza con respecto a la regularidad del
cuadrado de binomio. En ocasiones los y las estudiantes realizan el siguiente error
(a + b)? = a? + b2.

Para prevenir esta dificultad las docentes disefiaron una propuesta de aprendizaje
utilizando material concreto, para que los y las estudiantes relacionaran las
representaciones algebraica y geométrica del cuadrado de binomio, y asi afianzar este
conocimiento a partir de la relacion de la composicion de las areas del cuadrado. Es
decir:

Se tiene un cuadrado cuyas medidas de sus lados son a+ b, la suma de la
descomposicion de su area sera equivalente al cuadrado de binomio.

a b
b ab b2

ab

Al relacionar cada area de la descomposicion de la superficie del cuadrado de lado
a + b con respecto a cada término del cuadrado de binomio a? + 2ab + b?, se tiene:

e El area del cuadrado cuya medida de lados es a, corresponde al primer término del
cuadrado de binomio.
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e El 4rea del cuadrado cuya medida de lados es b, corresponde al tercer término del
cuadrado de binomio.

e El area de los dos rectangulos que se generan en la descomposicion del cuadrado
de lado a + b son iguales y cuyas medidas de los lados son ay b, es lo que
corresponde al segundo término del cuadrado de binomio.

2.2 Planificacion de la clase

El plan de clase que se disefié se presentara en la seccion 3 de este apartado. Esté,
contiene cuatro tareas mateméticas que tendran que desarrollar los y las estudiantes.
Se planificaron con la intencion que los y las estudiantes relacionaran las
representaciones geomeétrica y algebraica para lograr un posible aprendizaje
significativo.

En cada tarea matematica los y las estudiantes tienen que formar un cuadrado segun
las fichas que se les entregan. Estas fichas estdn compuestas por dos cuadrados de
distintos lados y un rectangulo, cuya altura corresponde a una medida de los lados de
uno de los cuadrados y la base corresponde a la medida del otro cuadrado.

El material concreto corresponde a un set de fichas de goma eva (cuadrados y
rectangulos) de tres colores distintos. El o la docente utiliza estos mismos cuadrados
y rectangulos, pero de cartulina y mas grandes para manipularlas en la pizarra (por
ello es necesario contar ademas con cinta masking).

En la siguiente tabla se presenta el material concreto que se utilizé en cada tarea
matematica propuestas para la clase.

Tabla 2: Dibujos del material concreto utilizado en la implementacion del plan de clase.

Tarea matemaética Material concreto y sus medidas

— 1}
I} : s
-

1) Utilizando todos los
cuadrilateros formen
un cuadrado y luego
calculen su érea.

1

3

3 R ot
—— lSIs[s

3 e

3

2) Utilizando todos los
cuadrilateros formen
un cuadrado y luego
calculen su éarea.
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3) Utilizando todos los
cuadrildteros formen
un cuadrado y luego
calculen su érea.

4) Utilizando todos los
cuadrilateros formen
un cuadrado y luego
calculen su érea.

La primera y segunda tarea mateméatica estan enfocadas en calcular el area del
cuadrado formado con medidas numéricas, con el objetivo que los y las estudiantes
tengan una cierta familiaridad con el calculo del area segun lo que han realizado en
afos anteriores y que pueda surgir dos estrategias de desarrollo, la primera es a través
del calculo de areas por la suma de la descomposicion de las areas de cada una de
las fichas y la segunda corresponde al calculo del area del cuadrado formado por la
suma de sus lados. En la seccion 4 de este apartado se detallaran las posibles
estrategias con mas detalle.

La tercera tarea matematica propuesta relaciona medidas tanto numeérica y algebraica,
para que los y las estudiantes realicen un transito desde lo numérico a lo algebraico
de forma paulatina.

La cuarta tarea matematica propuesta tiene el objetivo final de la clase el cual
corresponde deducir la regularidad del cuadrado de binomio con medida de los lados
algebraicas.

Al realizar el plenario de las tareas 1y 2, se seleccionaran tres parejas para presentar
sus resultados. Una pareja argumentard sobre la primera tarea y dos parejas para
argumentar sus resultados con respecto a la segunda tarea. Esta seleccion de las
parejas se realizara de acuerdo a como componen el cuadrado y las estrategias que
utilicen para calcular su area
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3. Plan de clase

A continuacién se presenta la propuesta del plan de clase para el Estudio de Clase que se disefio:

TAREA MATEMATICA |

ROL DOCENTE |

ROL ESTUDIANTE

| TIEMPO

INICIO DE LA CLASE

0. Se da a conocer el
objetivo de la clase:

Construir cuadrados
de distintas medidas y
calcular sus
superficies.

1. Tareaparte 1

Docente: Vamos a
trabajar en parejas con
las siguientes fichas:
un cuadrado color rojo
de lado 3 u, un
cuadrado rosado de
lado 1 u vy dos
rectangulos cafés de
lados 3uy 1u.

Utilizando todos los
cuadrilateros formen un
cuadrado 'y luego
calculen su area.

Docente muestra las fichas que se les

entregard a las parejas.

8 min
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DESARROLLO DE LA CLASE

2. Manipular las 4
fichas haciendo
ensayo y error.

3. Tarea parte 2.

Docente entrega a
cada pareja un
cuadrado de color rojo
de lado 3u, -cuatro
cuadrados rosados de

lado 1lu vy cuatro
rectangulos cafés de
lados 3u y 1u.

Nuevamente utilizando
todas las piezas, se les
indica que formen un
cuadrado y luego
determinen su area.

Docente monitorea el trabajo de las
parejas, siendo un facilitador del
conocimiento, observando las estrategias
y resultados que surgen de las parejas de
trabajo.

Docente muestra las fichas que se
agregaran a las ya entregadas en tarea

parte 1.

Se agregan 4 fichas
de:

Y 4 fichas de:

Docente monitorea el trabajo de los y las
estudiantes, siendo un facilitador del
conocimiento. Realiza contra preguntas
para que los y las estudiantes puedan
desarrollar la tarea matematica,
observando las estrategias y resultados
que surgen de las parejas de trabajo.

Es importante que el o la docente
identifigue las posibles estrategias que

Los posibles cuadrados construidos por las
parejas son:

Estudiantes: el area del cuadrado es 16 u?
Posibles dificultades:

Los y las estudiantes no logran construir un
cuadrado dadas las fichas.

En esta actividad, los posibles cuadrados
construidos son:

Estudiantes: el area del cuadrado es 25 u?

Posibles dificultades:

e Los y las estudiantes no logran construir un
cuadrado dadas las fichas.

¢ No logran identificar mas de una estrategia.

10 min

10 min
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4. Plenario

Los y las estudiantes

presentan los
cuadrados que
construyeron 'y las
estrategias que
utilizaron para

determinar el area de
cada uno de ellos.

utilizan los y las estudiantes, para luego
exponerlas en el plenario.

A) Sidelas dos estrategias esperadas,
los y las estudiantes solo logran
determinar el area como la suma de
las areas menores:

Docente hace explicito en pizarra los
lados de los cuadrilateros menores, de
manera que el o la estudiante identifique
la suma de los lados menores como el
lado mayor del cuadrado.

B) Side las dos estrategias esperadas
sélo logran determinar el area como
el lado (del cuadrado mayor) al
cuadrado:

Dcoente: “;Como establecieron que el
area es 167”.

Docente pide a los y las estudiantes que
indiquen cémo obtuvieron el lado 4.

Estudiantes exponen en la pizarra las
estrategias y cuadrados que formaron en
la actividad.

Docente segun lo que observo,
selecciona a las parejas que salen a la
pizarra.

Docente: Encontraron mas de una forma
de construir el cuadrado usando las 4y 9
fichas. ¢Qué tiene en comun todos estos
cuadrados?

Estudiante: Por el producto de 4 por 4.

Estudiante: Identifica la operacién de adicion
para obtener 4 como (3 + 1), y asi determinar
el area de cada cuadrilatero, obteniendo la
mayor como la suma de estos.

Estudiantes: es la misma area.

Estudiantes: lado mayor al cuadrado y suma
de las areas menores.

Estudiantes: dan el mismo resultado
Posibles dificultades:

No logren descomponer la multiplicacion 4
por4dcomo (3+1)- 3+1)

20 min
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5. Concluir igualdades
en los
procedimientos.

6. Mostrar el
problema y
manipular las 4
fichas con nuevas
medidas

Con los mismos
cuadrilateros de la
tarea 1, se pide que
determinen el area del
cuadrado formado por
ellos, pero ahora con

¢Qué  estrategias  utilizaron  para
determinar el area?

Docente: ¢qué ocurre con las estrategias
utilizadas?

Docente realiza lo siguiente en la pizarra:

42 9+3+3+1
4 -4

B3+1)-3+1)
16 16

Luego concluyen que:
GB+1)-B+1)=9+3+3+1

Es decir el area del cuadrado mayor es
igual a la suma de las areas de los
cuadrilateros que lo componen

Escribir en pizarra los nuevos datos de las
fichas.

Retomar los cuadrilateros por grupo y
determinar el &rea del cuadrado que se
puede formar con 4 cuadrilateros (un
cuadrado de ladoa un cuadrado de lado 1
y dos rectangulos de lado ay 1)

Posibles respuestas
@+ 1) -(a+1

ylo
a’>+a+a+1

Estudiantes: Son iguales

5 min

20 min
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nuevas medidas:
cuadrado color rojo de
lado a, cuadrado color
naranjo de lado 1 y
rectangulos cafés de
lados a y 1.

Observar si utilizan
utilizadas anteriormente.

las estrategias

Estudiantes exponen en la pizarra sus
estrategias y resultados.

Profesor: Segun lo trabajado

anteriormente ¢Qué ocurre con estos

resultados?

Se concluye que:
(a+1)-(a+1D=a*>+a+a+1

Posible dificultad: No establecen relacion de
actividad anterior (numérico y algebraico) a
esta nueva tarea (algebraica).

CIERRE DE LA CLASE

7. Institucionalizacién

Docente muestra en la

pizarra cuatro
cuadrilateros como en
la tarea uno.

Un cuadrado rojo de
lado a, un cuadrado
anaranjado de lado by
dos rectangulos de
lados a 'y b.

Utilizando todos los cuadrilateros se
forma un cuadrado en la pizarra, segun
los resultados que expusieron los y las
estudiantes en la pizarra de las tareas
anteriores.

Docente les pregunta, ¢,cudl es el area del
cuadrado que se forma?

Una vez que los y las estudiantes logran
deducir la regularidad, se les explicita que
esta recibe el nombre de cuadrado de
binomio y la relacibn que tiene con
geometria.

Estudiantes utilizan las estrategias expuestas
en las tareas anteriores.

Respuesta:
(a +b)? =a? +ab + ab + b?

O bien,
(a+b)(a+ b) = a?+ 2ab + b?

17 min
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4. Analisis a priori

El andlisis a priori del plan de clase se presenta en el anexo 1. A continuacion se
detallan las posibles estrategias que debiesen de realizar los y las estudiantes en el
desarrollo de las tareas matematicas propuestas. Para esto se considerara una tarea,
ya que para todas se esperan las mismas estrategias para el calculo del area del
cuadrado formado.

Tarea 4

Utilizando todos los cuadrilateros formen un cuadrado y luego calculen su area.

En la cuarta tarea matematica los y las estudiantes realizan el calculo del area del
cuadrado con valores algebraicos. Las fichas utilizadas y la medida de sus lados se

presentan a continuacion:
] Fo
" [ 1 -
\ . )

- a

Posibles construcciones del cuadrado realizado por los y las estudiantes:

Estrategias para desarrollar la tarea:

1) Calcular el area de cada cuadrilatero y luego sumarlas para determinar el area
total.

2) Calcular cuanto mide el lado del cuadrado formado por las piezas y luego
calcular el area.
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1° Desarrollo (estrategial):

El &rea de este cuadrado de lado a, lo calculan de la siguiente

. — — A2
forma: Acuadrado ladoa = @A =a

El area del rectdngulo de lado a y b, lo calculan de la siguiente

forma: Arectanguio = a*b =ab

El area del cuadrado de lado b, lo calculan de la siguiente forma:

. — M2
Acuadrado ladob — b-b=b

Recordar que, para formar el cuadrado con las 4 fichas, se tiene un cuadrado de lado
a, un cuadrado de lado b y dos rectangulos de lado a y b. Calculan el area total
sumando todas las areas de los cuadrilateros entregados, como se muestra a
continuacion:

ATotal = Acuadrado lado a + 2 Arectangulo + Acuadrado lado b
ATotal = az + Za + bZ

O bien,

ATotal = Acuadrado lado a + Arectangulo + Arectangulo + Acuadrado lado b
Arota = a* + ab + ab + b?
ATotal = az + Zab + b2

2° Desarrollo (estrateqgia 2):

Los y las estudiantes forman el cuadrado con las cuatro fichas entregadas,
determinando la medida de cada lado del cuadrado, como se observa a continuacion:

b 1

I —

b a

Para determinar el lado del cuadrado formado suman by a.

Medida del lado = a + b
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Para calcular el area del cuadrado formado, multiplican largo por ancho, como se
muestra a continuacion:

Acuadrado formado = (a+1)(a+b)

Luego, los y las estudiantes multiplican las expresiones utilizando la propiedad
distributiva, por lo que se obtiene el siguiente resultado:

— 2 2
Acuadrado formado = A ta+a+ b
— 52 2
Acuadrado formado = a° + 2a+Db

Como se puede evidenciar, utilizando las dos estrategias se obtiene el mismo
resultado. Se espera que durante la clase surja de los y las estudiantes el desarrollo
de ambas estrategias para determinar el area del cuadrado formado por las cuatro
fichas.

5. Contextualizacion

La implementacion, desarrollada en primero medio, se realizd en tres colegios, el
primero de ellos de modalidad gratuita y los restantes son particulares pagados. Se
inicia este proceso de Estudio de Clase en un colegio ubicado en la comuna de
Quilicura en la regiébn Metropolitana a cargo de D1, luego se desarrolla en un colegio
ubicado en Rancagua en la region de O Higgins a cargo de D2. La tercera y cuarta
implementaciones son desarrolladas en un colegio ubicado en la comuna de Nufioa
en la region Metropolitana, a cargo de las docentes D3 y D4, respectivamente.

Para esta investigacion se considerara solo la implementacion de la docente D1 con
respecto al plan de clase disefiado.

Para el analisis de esta investigacion se consideraran los datos de la primera
implementacion realizada por la docente D1 en un colegio ubicado en la comuna de
Quilicura en la region Metropolitana.

El colegio es particular subvencionado con modalidad gratuita en este momento.
Cuenta con proyecto de integracion desde pre basica a cuarto medio, con apoyo motor,
psicolégico y académico, es importante recalcar esto ya que en el curso que se
implemento la clase hay estudiantes que pertenecen a este proyecto.

El colegio tiene tres cursos por nivel, por lo que se seleccion6 a uno de los cursos de
primero medio para la primera implementacion del plan de clase, correspondiente al
curso que imparte la docente Di. El curso esta compuesto por 40 estudiantes; el dia
de la implementacion del plan de clase asistieron 34.
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6. Instrumento de recoleccion de datos

Para este estudio de clase se considerd como instrumento de recoleccion de los datos
un video de la clase. La codocente de la docente D1 grabé la clase inicialmente con
una camara de video; por razones técnicas, pasados los primeros 20 minutos de la
clase, tuvo que cambiar de camara.

La clase comenzo a las 9:55 y finaliz6 a las 11:25 de la mafiana. Como solo se contaba
con una camara y una persona que grabara la clase, se tomé la decision de grabar
dos focos, el primero de ellos es como los y las estudiantes desarrollaban cada una de
las tareas que se les presentaba y cuales eran las devoluciones que realizaba la
docente.

Al momento de dar las instrucciones el foco de la cAmara se encontraba al final de la
sala, para grabar la panoramica del curso. Cuando los y las estudiantes desarrollaron
las tareas, la persona a cargo de grabar se fue paseando por la sala para rescatar las
acciones gque realizaban los y las estudiantes. Para cada desarrollo de las tareas
presentadas, se grababa en al menos dos oportunidades las devoluciones de la
docente Da.

Cuando los y las estudiantes exponen sus resultados en la pizarra, el foco de la camara
se encuentra adelante, con el fin de captar la imagen principal de lo que explicaban y
sefalaban en la pizarra.

7. Andlisis de la clase implementada

El video de la clase fue analizado por las cuatro docentes D1, D2, D3 y D4 en una
primera instancia. Luego se presentd al curso del Magister para complementar las
mejoras que se realizaron al plan de clase.

Para esta investigacion, se observaron y analizaron los siguientes puntos:

1) Dificultades que tuvieron los y las estudiantes en el uso de registros algebraico
y geométrico:
1.1dificultades en el tratamiento.
1.2 dificultades en la conversion.
1.3 dificultades en la congruencia de registros.

2) Si fueron correctas las devoluciones del docente sobre el uso de registros
semigticos utilizados por los y las estudiantes.
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8. Resultados

8.1 Analisis a posteriori

En el presente apartado se abordaran los resultados de la primera implementacion del
Estudio de Clases, los cuales son importantes para ajustar el plan de clase para las
siguientes implementaciones. Se detallaran los resultados de cada una de las tareas
propuestas para luego realizar un analisis general de la implementacion de la clase.

Primera tarea del plan de clase:

Al dar a conocer las instrucciones a los y las estudiantes no se les especificdé que
tenian que dejar registros en sus cuadernos para determinar el area; por lo que
algunas parejas al formar el cuadrado comenzaron a marcar con un plumén sobre
sus mesas los datos que tenian, otras realizaron sus calculos en los cuadernos.

Durante la actividad, los y las estudiantes determinaron el area del cuadrado
utilizando la segunda estrategia, correspondiente a determinar los lados del
cuadrado, para luego multiplicar lado por lado, es decir: 3+ 1)(3+1)=4-4 =
16.

La docente, al monitorear el trabajo que realizaron los y las estudiantes en la
actividad uno, pudo identificar que no utilizaron la primera estrategia,
correspondiente al calculo del area cuadrado formado mediante la descompaosicion
de sus areas para luego sumarlas.

Segunda tarea del plan de clase:

Nuevamente utilizando todas las piezas, se les indico que formaran un cuadrado y
luego calcularan su area.

En esta tarea, los y las estudiantes no presentaron mayores dificultades al formar
el cuadrado que se solicitaba, de hecho, surgen 2 nuevas formas que no estaban
propuesta en el analisis a priori. Una de estas formas se presenta en las siguientes
imagenes:
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- La estrategia utilizada por los y las estudiantes para realizar esta tarea fue la
misma que en la anterior, correspondiente a identificar la medida del lado del
cuadrado formado y luego multiplicar largo por ancho.

Plenario

A continuacién se presentan algunas imagenes de este plenario:

Después que los y las estudiantes expusieron y argumentaron, la docente realizdé una
sintesis de lo que dijeron, para luego realizar devoluciones a todo el curso, y lograr
gue surgiera la primera estrategia, que no se dio en las tareas. Luego, de realizar las
devoluciones, los y las estudiantes lograron realizar la primera estrategia de cada una
de las actividades, la cual corresponde a calcular el area de cada cuadrilatero y luego
sumar cada una para obtener el area del cuadrado formando.

Finalmente se realizd, en la pizarra, una comparacion entre ambas estrategias de
cada una de las tareas, para que los y las estudiantes verificaran que al calcular el
area del cuadrado, utilizando ambas estrategias, el resultado seria el mismo.

A continuacién se presenta el registro que se dejo en la pizarra:
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Tercera tarea del plan de clase:

En esta tarea, se realiza un nexo entre un desarrollo numérico y algebraico, es decir
las medidas de los lados que forman el cuadrado en este caso sonay 1.

- LosYvy las estudiantes no tienen dificultad en formar el cuadrado. La estrategia que
utiliza la mayoria del curso es determinar los lados del cuadrado formado,
aplicando la propiedad distributiva de la multiplicacién para calcular el area del
cuadrado; solo dos grupos utilizaron la primera estrategia planteada en el analisis
a priori, la que corresponde a calcular el area de cada cuadrilatero para luego
sumarlas, logrando determinar el &rea del cuadrado formado.

- Losy las estudiantes que realizaron la estrategia 2, desarrollaron la multiplicacion
término a término de los binomios (lado del cuadrado) utilizando la propiedad
distributiva. Luego redujeron los términos semejantes. En algunos grupos, la
docente tuvo que realizar devoluciones, en cuanto al concepto de términos
semejantes, porque presentaban errores en la reduccion de los términos. Por
ejemplo cuando tenian a + 1 dan como resultado a.

A continuacién se presentan algunas estrategias que desarrollaron en esta actividad
los y las estudiantes:

Plenario

Después de realizar esta tarea, se realizé un plenario. Salieron dos grupos a la pizarra
a argumentar sobre como calcularon el area del cuadrado formado; cada una de las
parejas, presentaron una estrategia (1 y 2) que estaban consideradas en el analisis a
priori y que anteriormente fueron presentadas. A continuacion se presentan imagenes
del plenario:

32



Cuarta tarea del plan de clase:

- Debido al tiempo de implementacidén, esta tarea se realizO en un plenario
considerandola como la institucionalizacion del plan de clase. La docente es quien
guia la tarea. Si bien, se desarrolla en la pizarra ambas estrategias. Los y las
estudiantes son capaces de reconocer inmediatamente los lados del cuadrado
formado, la estrategia 2, correspondiente a aplicar la propiedad distributiva para
multiplicar los lados del cuadrado, al parecer les es mas facil de realizar,
recordando que esta corresponde al desarrollo algebraico del cuadrado de
binomio. Es importante mencionar que no fue posible verificar que el 100% de los
y las estudiantes comprendieran la regularidad del cuadrado de binomio, debido al
tiempo y a que se desarrollé en plenario.

4 Pr—

-

8.2 Contraste entre analisis a priori y a posteriori

Al realizar la comparacion entre analisis a priori y a posteriori, se evidencia que para
los y las estudiantes es mas facil desarrollar la estrategia 2, que corresponde al
desarrollo algebraico o numérico, en el caso de las dos primeras actividades. El motivo
por el cual se piensa que tiene una mayor facilidad en realizar el desarrollo algebraico
es porgue los y las estudiantes se encuentran en el modulo de algebra y antes de esta
clase, ya trabajaron dos clases reduciendo y multiplicando expresiones algebraicas.
Con respecto a este Ultimo punto, se recomienda realizar una clase previa para que
los y las estudiantes relacionen las representaciones geométrica y algebraica en el
calculo de perimetro y area de figuras planas, ya que se observa que algunos o
algunas estudiantes aun no logran reducir términos semejantes correctamente.

Junto con esto, en los afios anteriores no se ha intencionado un gran trabajo en la
descomposicion de figuras para el calculo de sus areas, por lo que podria ser un
antecedente del por qué no logran vincular el calculo del area total del cuadrado con
la descomposicidn de sus areas.

En la primera y segunda tarea, se evidencia que los y las estudiantes, solo utilizan la
estrategia del desarrollo numeérico, determinando sus lados para luego multiplicar las
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medidas de estos y calcular asi el area del cuadrado formado. Algunas parejas suman
las medidas para obtener el lado y luego calculan el &rea, mientras que otras realizan
la multiplicacion término a término para determinar el area, por ejemplo
B3+1)B+1)=94+3+3+1=16.

De acuerdo con las dificultades que se presentaron en el analisis a priori, la gran
mayoria de estas si sucedieron en la clase, pero con las devoluciones que fueron
planificadas, la docente pudo redireccionar correctamente a los y las estudiantes.
Junto con esto los y las estudiantes no presentaron dificultades al formar los cuadrados
con las fichas entregadas.

8.3 Andlisis global de la implementacion

Se presentara el analisis global de la clase de acuerdo con las preguntas y objetivos
de esta investigacion.

Segun las dificultades que presentaron los y las estudiantes en la implementacién del
plan de clase segun los recursos se realizaron las siguientes categorias:

1) Dificultades en el tratamiento en cada registro.
2) Dificultades en la conversion entre los registros.
3) Dificultades en la congruencia de los registros.

A continuacién se presentan las dificultades de los y las estudiantes segun las
categorias mencionadas anteriormente.

1) Dificultades en el tratamiento en cada reqistro.

Con respecto al registro geométrico, los y las estudiantes tuvieron dificultades en la
composicidon de los cuadrilateros para formar el cuadrado. Esta dificultad se debi6 a
que las fichas tenian una diferencia milimétrica, por lo que podian componer una figura
gue no necesariamente fuera un cuadrado. Esto se solucioné cuando la docente
pregunta a los y las estudiantes si todas las fichas estan bien juntas una al lado de otra
sin dejar espacios entre medios, los y las estudiantes verificaron la composicion y se
percataron que la figura compuesta no era un cuadrado. Esta dificultad se super6 con
la devolucion que realizo la docente y pudieron seguir trabajando correctamente con
la composicion del cuadrado.

En cuanto al registro algebraico las dificultades presentadas por los y las estudiantes
fueron mas evidentes y constantes en comparacion con las dificultades en el registro
geometrico.

Los y las estudiantes tuvieron dificultades en la reduccion de los términos semejantes,

ya gque en algunos casos consideraban los términos algebraicos y numéricos como
semejantes, por ejemplo al tener a + 1 daban como resultados 1. De acuerdo a las
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devoluciones de la docente, los y las estudiantes superaron esta dificultad. Junto con
esto en el plenario de las tareas 1y 2 se trabajo este error.

La segunda dificultad que presentaron algunas parejas fue que en la tarea 3, al calcular
el area del cuadrado formado utilizando la estrategia 2, correspondiente a determinar
la medida del lado del cuadrado formado y luego multiplican lado por lado para
determinar su &rea, no aplican la propiedad distributiva para multiplicar dos binomios,
cometiendo el siguiente error (a + b)? = a® + b>.

La tercera dificultad que presentaron los y las estudiantes en el tratamiento del registro
algebraico fue que en las dos primeras tareas (numéricas) calculan el area del
cuadrado utilizando la estrategia 2, correspondiente a determinar la medida del lado
del cuadrado formado y luego multiplican lado por lado para determinar su area. Los y
las estudiantes no logran establecer la estrategia 1, correspondiente a calcular el area
del cuadrado formado a través de la suma de las areas de los cuadrilateros que forman
el cuadrado. En el plenario a través de las preguntas que realiza la docente surgi6 la
segunda estrategia. Aunque en la tercera tarea, solo tres parejas la aplicaron.

2) Dificultades en la conversion entre los reqistros.

Los y las estudiantes no tuvieron mayores dificultades en la conversion entre registros,
ya que identificaron como calcular el area del cuadrado formado a partir del registro
geomeétrico.

Cabe destacar que con respecto al material utilizado se deben realizar ciertos ajustes
en cuanto a las medidas de los rectangulos y los cuadrados rosados, ya que tienen
una diferencia milimétrica en cuanto a que el largo del cuadrado podria ser dos veces
el lado del cuadrado rosado, es por esto que para la segunda implementacion se
reduce la medida del lado del cuadrado rosado y el ancho del rectangulo. Junto con
esto, se aprecia que los y las estudiantes tienen una gran motivacion a trabajar con el
material, e incluso utilizan plumones y sus bancos, lo que no se consideraba para la
clase, al calcular el &rea del cuadrado formado.

3) Dificultades en la congruencia de los registros.

Los y las estudiantes en la clase no lograron establecer la congruencia entre los
registros algebraico y geométrico en las tareas presentadas. Esto se debe a que no
surgieron reflexiones a nivel curso y en las parejas con respecto a este punto, la clase
se centrd en la deduccion del cuadrado de binomio y calcular el area del cuadrado
formado.

Es por este motivo que una de las principales mejoras que hay que realizar del plan
de clase, es el que los y las estudiantes logren conectar las representaciones
geomeétrica y algebraica del cuadrado de binomio a través de preguntas de reflexion
sobre este punto, o en su defecto que el o la docente realice devoluciones a partir de
la estrategia 1, correspondiente a calcular el area del cuadrado formado a traves de la
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suma de las areas de los cuadrilateros que forman el cuadrado, para lograr que los y
las estudiantes realicen una congruencia entre los registros.

Devoluciones de la docente sobre el uso de los registros semioéticos.

Con respecto a las devoluciones de la docente sobre el uso de registros semioticos
utilizados por los y las estudiantes, se puede observar que no hubo evidencias de que
se realizaran devoluciones con respecto a la congruencia de los registros, ya que no
se considero inicialmente en el analisis a priori y en el plan de clase. Por este motivo,
es necesario que dentro de las mejoras del plan de clase la docente realice preguntas
que orienten a la reflexion de que cada area de la composicién del cuadrado formado
correspondera a cada término del cuadrado de binomio, es decir:

Tabla 3: Congruencia de las representaciones algebraica y geométrica de la regularidad del cuadrado de binomio.

Representacion geométrica Representacidn algebraica
Superficie del cuadrado de Area del cuadrado de lado b.
medida de lado b AL = b?
Superficie del cuadrado de Area del cuadrado de lado a.
. medida de lado a Ay, =a?

Superficie del rectangulo de Area del rectangulo de lados a y b.
. medidas de lados a 'y b A; =ab

Superficie del cuadrado de | Area del cuadrado de lado a + b.
medida de lado a + b Ar = Ay + 243 + A,
Ar = a? + 2ab + b?

En cuanto a las devoluciones realizadas por la docente segun a las posibles
dificultades de los y las estudiantes en los tratamientos de los registros fueron
correctas. Solo que, debido al tiempo, en algunos casos, se tuvieron que realizar de
manera general a todo el curso, como en el cuadrado de medida a + b.

Los y las estudiantes no logran deducir, de manera independiente, la regularidad del
cuadrado de binomio a partir de las representaciones algebraica y geométrica, falta
intencionar que en cada tarea los y las estudiantes se hagan consientes sobre lo que
realizan. El tiempo no favorecio a que dedujeran de manera independiente, por lo que
para una proxima implementacion es necesario acortar las primeras tareas para lograr
realizar la dltima en el tiempo adecuado.

La disposicion de los puestos no fue acertada ya que al trabajar en parejas no se logra
gue surjan todas las estrategias planteadas en el analisis a priori y junto con esto, las
parejas cercanas conversaban entre ellas sobre lo que iban realizando. Por estos
motivos se considera que para una proxima implementacion los y las estudiantes
trabajen en grupos de cuatro personas para intencionar una mayor discusion y
argumentacion sobre lo que van realizando en cada tarea.
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8.4 Mejoras al plan de clase

Luego de analizar la primera implementacion se dan las siguientes mejoras al plan de

clase:

A los y las estudiantes se les da la instruccion de trabajar en parejas al inicio de
la clase, en el momento que interactuaron con el material concreto, algunas
parejas comenzaron a trabajar con otras. Por este motivo se considera que para
la préxima implementacion los y las estudiantes trabajen en grupos de cuatro
personas y asi surjan mas de una estrategia a partir de los y las estudiantes.
Dado a que el tiempo no fue lo suficiente y de acuerdo con la decision de
considerar una de las tareas como la institucionalizacion, se considera modificar
las tareas que realizaran los y las estudiantes, eliminando las dos primeras
correspondientes a dar valores numéricos de los cuadrilateros, ya que puede
ser uno de los motivos por los cuales los y las estudiantes no logran visualizar
la segunda estrategia (suma de las partes). A continuacion se detallan las tareas
para el plan de clase mejorado:

Tarea 1: los lados de las fichas seran: cuadrado de lado a, cuadrado de lado 1

y dos rectangulos de lados a y 1.

Tarea 2: los lados de las fichas seran cuadrado de lado a, cuadrado de lado 2
y dos rectangulos de lado a y 2.

Tarea 3: los lados de las fichas seran cuadrado de lado a, cuadrado de lado b
y dos rectangulos de lado a y b.

Por lo tanto, el plan de clase mejorado solo tendra 3 tareas, con la finalidad que
la tarea 3 la realicen los y las estudiantes, para luego realizar el plenario.

La institucionalizacion corresponderd a las conclusiones de los y las estudiantes
en la tarea 3.

Existe una escasa informacion sobre las notas o escritos que hacen los y las
estudiantes. Se agrega a la recoleccién de la informacion tomar fotografias o
hacer mas primeros planos en la grabacion a las creaciones de los y las
estudiantes en sus cuadernos o mesas.

Se agregan preguntas con la finalidad que los y las estudiantes logren
establecer una congruencia de los registros algebraico y geométrico, para
deducir la regularidad del cuadrado de binomio. Estas preguntas se agregan
antes del plenario de las tareas 1 y 2.

El plan de clase con las mejoras propuestas y su respectivo analisis a priori se
presentan en la segunda clase de la secuencia didactica del siguiente apartado.

9. Conclusiones

Se puede evidenciar que el plan de clases disefiado a partir de la Teoria de Registros
de Representaciones Semiotica de Raymond Duval con material concreto para que los
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y las estudiantes sean capaces de deducir la regularidad del cuadrado, fue logrado
parcialmente. Ya que en el disefio del plan de clase en un Estudio de Clase no se
consideraron algunos aspectos para que los y las estudiantes reflexionaran en cuanto
a la congruencia de las representaciones algebraica y geométrica del cuadrado de
binomio, es por este motivo que se agregan tareas en cuanto a preguntas para que se
logre este aspecto en el plan de clase mejorado. Hay que tener en consideracion que
para esta investigacion solo se analiz6 la primera implementacion del plan de clase.

Con respecto al analisis de las dificultades del uso de registros de los y las estudiantes
en la implementacion de la situacion de aprendizaje para deducir la regularidad del
cuadrado de binomio, se evidencia la importancia que tiene realizar una conexion entre
la representacion geométrica y algebraica del cuadrado de binomio, comprendiendo
que cada término de este producto notable corresponde a una superficie del area de
la descomposicién del cuadrado.

Al realizar esta conversion entre los registros del cuadrado de binomio, los y las
estudiantes podrian lograr un significado a este objeto para luego aplicarlo en otros
objetos matematicos. Con base en este plan de clase que se aplicé en este curso,
cabe destacar que es necesario seguir trabajando en la visualizacién y congruencia de
los registros, dado que la institucionalizacién de este objeto fue realizada por la
docente en el plenario, en vez de que los y las estudiantes descubrieran la regularidad
del cuadrado de binomio, realizando un vinculo entre las distintas representaciones.

Es por esto que, para una proxima implementacion de este plan de clase, se deben
realizar preguntas que favorezcan a que el o la estudiante realice esta conexién y
congruencia entre los registros para comprender el objeto matematico, dado a que en
este caso no fue posible visualizarlo.

Luego de analizar las devoluciones de la docente con respecto a las dificultades en los
cambios de registros que presentan los y las estudiantes en la clase implementada, se
observa que falta agregar al plan de clase devoluciones de la docente o preguntas
para analizar la congruencia entre los registros algebraico y geométrico, para que los
y las estudiantes puedan relacionar que cada término algebraico del cuadrado de
binomio corresponde al area de los cuadrilateros que forman el cuadrado de binomio.
Es por este motivo que se agrega al plan de clase preguntas que logren que los y las
estudiantes analicen esta congruencia entre los registros.

En cuanto a las devoluciones de la docente relacionadas con el analisis a priori fueron
correctas para que los y las estudiantes lograran realizar el tratamiento en cada uno
de los registros algebraico y geométrico.

Es importante recalcar la importancia que tiene este tipo de tareas en las clases de
matematicas y el impacto que se puede lograr. Luego de la implementacion en el
colegio, estudiantes que tienen problemas cognitivos (que se encuentran dentro del
proyecto de integracion del colegio) y que en algunas ocasiones no deseaban
participar en clases, después de la implementacién desarrollaron todas las tareas que
se le propusieron al curso, con una gran motivacion a participar en la resolucion de
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ejercicios, argumentando sus resultados frente a sus compaferos y compaferas. Esto
se puede deber a que el plan de clase corresponde a una innovacion en la ensefianza
en este contexto, estimulando el logro de los aprendizajes que se espera, enmarcando
los conocimientos de forma significativa y no exclusivamente memoristica (Esquinas
2009).

De acuerdo con el marco tedrico propuesto para esta implementacion, se puede
concluir que si bien el plan de clases esta disefiado para que el o la estudiante transite
entre la representacion geométrica y algebraica del cuadrado de binomio para lograr
una aprehensiéon del conocimiento, esto no se logro, ya que falté intencionar de una
mejor forma, que el o la estudiante realizara las dos estrategias descritas en el analisis
a priori, con la finalidad que comprendiera lo que significa cada uno de los términos
algebraicos en la regularidad del cuadrado de binomio, realizando una conexién entre
ambas representaciones. Es por esto que, para un futuro planteamiento de este plan
de clase, se propone que las tareas estén intencionadas en que el o la estudiante
inevitablemente logre realizar las dos estrategias, la descomposicion del cuadrado
formado para calcular su areay el desarrollo algebraico.

Los y las estudiantes no realizaron conversiones y tratamientos congruentes bajo el
marco tedrico de Duval, ya que no asociaron, como se menciono anteriormente, cada
area de las superficies de los cuadrilateros con cada uno de los términos algebraicos
de la regularidad del cuadrado de binomio. Es por este motivo que para una proxima
implementacion se debe intencionar la clase a que las conclusiones a la que lleguen
los y las estudiantes sean con respecto a la congruencia entre los registros algebraico
y geométrico del cuadrado de binomio; esto podria realizarse en el plenario con
preguntas dirigidas a los y las estudiantes o, en su defecto, realizar estas preguntas
en cada actividad de modo que conecten ambas representaciones.

El material utilizado en este plan de clase favorece al transito de las representaciones
geométrica y algebraica, pero no consigue que los y las estudiantes realicen una
congruencia entre los registros, ya que no logran relacionar la superficie de cada area
de los cuadrilateros que forman el cuadrado con cada uno de los términos del cuadrado
de binomio. Para esto se realiza una mejora al plan de clase realizando preguntas a
los y las estudiantes, para que analicen estas dos representaciones y lograr una
congruencia entre los registros, con el fin de comprender la regularidad del cuadrado
de binomio.

Por lo mencionado anteriormente, es importante indicar que no todo el estudiantado
logra deducir la regularidad del cuadrado de binomio, ya que por falta de tiempo se
realiza en un plenario con preguntas dirigidas. Las preguntas estan orientadas a
realizar las estrategias que se plantearon en el analisis a priori, que relacionan las
representaciones geomeétrica y algebraica, pero no la totalidad del curso logra
comprender la relacion entre ambas.

Dos grupos en la tarea 3, logran relacionar el area de cada cuadrilatero del cuadrado
formado con cada uno de los términos resultantes del area del cuadrado formado,
cuyas medidas de sus lados son a + 1. Esto se debe a que en el plenario de las tareas
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1y 2, ladocente a través de preguntas logro que los y las estudiantes visualizaran esta
estrategia y luego la aplicaron en la siguiente tarea.

Al tomar todas estas consideraciones, se reformulara esta la situacion de aprendizaje
de acuerdo a los resultados obtenidos en el Estudios de clase, a continuacion se
presentan las mejoras para el plan de clase:

- Losy las estudiantes trabajaran en grupos de cuatro personas.

- Las tareas 1y 2 se eliminaran; en la clase solo se realizaran tres tareas. La
primera las medidas de los lados de las fichas seran: cuadrado de lado a,
cuadrado de lado 1 y dos rectangulos de lados a y 1. En la segunda las medidas
de los lados seran: cuadrado de lado a, cuadrado de lado 2 y dos rectangulos
de lado a y 2. En la tercera las medidas de los lados seran: cuadrado de lado
a, cuadrado de lado b y dos rectangulos de lado a y b.

- Lainstitucionalizacion correspondera a las conclusiones de los y las estudiantes
con respecto a la tarea 3.

- Entregar hojas en blanco para que los y las estudiantes registren lo que van
realizando en cada actividad y anoten sus respuestas.

- Se agregan preguntas al plan de clase con la intencion que los y las estudiantes
relacionen las representaciones algebraica y geométrica del cuadrado de
binomio, logrando una comprension del objeto matematico, y a su vez exista
una congruencia entre estos dos registros. Estas preguntas se agregan antes
del plenario de las tareas 1y 2.
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SECUENCIA DIDACTICA

En el siguiente apartado se presenta la secuencia didactica que aborda el objeto
matematico de los productos notables en el nivel de primero medio, donde se
contemplaron 3 clases de 90 minutos cada una. En cada una de ellas se trabaja con
material concreto entregado por el o la docente. El aprendizaje esperado que aborda
este objeto matematico en este nivel es: “desarrollar los productos notables de manera
concreta, pictorica y simbdlica: transformando productos en sumas y viceversa,
aplicandolos a situaciones concretas, completando el cuadrado del binomio y
utilizandolas en la reduccién y desarrollo de expresiones algebraicas” (MINEDUC,
2017). En esta secuencia didactica solo se consideraran los productos notables:
cuadrado de binomio y cubo de binomio, sin abordar la factorizacién de estos.

La clase 1 se disefi¢ a partir de la implementacion de la clase 2 de esta secuencia
didactica, donde se identificaron los conocimientos previos que requiere el o la
estudiante en el nivel de primero medio en la unidad de algebra, correspondientes a
octavo basico, y que no fueron logrados, los cuales se relacionan con la reduccion de
términos semejantes y la multiplicacion de expresiones algebraicas. Uno de los errores
que se pudieron observar en la aplicaciéon de la clase 2 fue “a + 2 = 2a".

La clase 2, esta relacionada con el cuadrado de binomio y la tercera clase al cubo de
binomio. Se penso de esta forma, para tener una linealidad dentro de los contenidos
gue se aplicaran en cada una de las clases y teniendo en cuanta el objetivo de
aprendizaje de MINEDUC, ya antes mencionado.

A continuacion, se describe cada una de las clases de esta secuencia didactica:

La primera esta enfocada a abordar contenidos que debiesen haber adquirido los y las
estudiantes en el nivel de octavo béasico, sobre la reduccién de términos semejantes y
la multiplicacién de expresiones algebraicas. Trabajaran en parejas con material
concreto componiendo y descomponiendo cuadrilateros para determinar perimetro y
area de figuras compuestas. Se dara énfasis a los cambios de registros o de
representacion, geométrica y algebraica, en cada una de las tareas. Se expone y
argumenta en plenario las distintas estrategias que utilizaron, para discutir luego cudl
es la mas eficiente.

La segunda fue la clase aplicada para el estudio de clase, consiste en construir un
cuadrado con los cuadrilateros dados (cuadrados y rectangulos), en conjunto con esto
se calcula su area. Para esto los y las estudiantes trabajaran en grupos de cuatro
personas, primero formando el cuadrado con dos rectangulos y dos cuadrados, y luego
con cuatro rectangulos y cinco cuadrados. En esta etapa se espera que los y las
estudiantes utilicen al menos una de las dos estrategias previstas: el area del cuadrado
construido y/o la suma de las areas de los todos los cuadrilateros.
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Las primeras tareas son expuestas en la pizarra por los y las estudiantes. Como ultima
tarea, se les solicita calcular el area del cuadrado formado por los cuadrilateros, uno
de lado a, otro de lado b y dos de lados a y b respectivamente. Se espera que los y las
estudiantes comparen las estrategias utilizadas, realizando una tabla en la pizarra,
para establecer que (a+b)-(a+b) =a*? + ab + ab + b?. En la institucionalizacién
se les indica que matematicamente la expresion algebraica inicial se llama cuadrado
de binomio y la final trinomio ordenado, la cual geométricamente, si se identifican las
letras como si fueran medidas, entonces los valores de las expresiones algebraicas
corresponden a las areas de los cuadrilateros representados.

La tercera clase aborda el cubo de binomio utilizando material concreto. Esta clase
esta orientada a que el o la estudiante analice la relacién entre el volumen de los
distintos cuerpos geométricos con los que trabajaran y el desarrollo algebraico del
cubo de binomio.

Los y las estudiantes trabajardn en grupos de cuatro personas desarrollando tres
tareas en la clase, todas estan dirigidas a que relacionen las representaciones
algebraica y geométrica en juego. A diferencia de las clases anteriores, en esta ya se
les da a conocer los cuerpos geométricos desagregados que forman el cubo, por lo
gue no tendrian que pensar previamente como componer l0s cuerpos geometricos
para formar el cubo. En la institucionalizacion se les indica que matematicamente la
utilizada recibe el nombre de cubo de binomio, la cual geométricamente, si se
identifican las letras como las medidas de cada arista de los cuerpos geométricos que
originan el cubo, entonces los valores de las expresiones algebraicas corresponden al
volumen del cubo.

Explicacion y pertinencia del marco teérico

Al tener en cuenta el andlisis historico de los productos notables con respecto a estas
representaciones y con el objetivo que esta secuencia didactica transite entre los
registros algebraico y geométrico para conjeturar las regularidades del cuadrado de
binomio y el cubo de binomio utilizando material concreto es pertinente considerar el
marco tedrico de Duval. Hay que tener en cuenta que Duval no trabaja con material
concreto en su teoria, pero en este caso se utilizara este medio para representar
geométricamente el cuadrado de binomio.

Las representaciones con las cuales se va a trabajar en esta secuencia didactica seran
geomeétrica y algebraica.

De acuerdo con el marco tedrico que se utilizara de la Teoria de registros de
representaciones semiéticas de Duval, se considera que los y las estudiantes
relacionen la representacion geometrica con la algebraica con el fin de llegar a una
compresion mas profunda sobre este objeto matemético, para que deduzcan y
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reconozcan a que corresponde cada uno de los términos de la regularidad del
cuadrado de binomio y cubo de binomio.

A continuacion se presentan los aspectos mas relevantes de esta teoria de registros
semioticos y que son de interés para esta investigacion:

Duval (2004, p. 14) define las representaciones semioticas como “aquellas
producciones constituidas por el empleo de signos (enunciado en lenguaje natural,
férmula algebraica, grafico, figura geométrica...)”, estas son un medio para expresar
las representaciones mentales que tiene una persona. En matematicas, sus principales
funciones son de comunicacion y la necesidad del desarrollo de la actividad
matematica en si misma.

Las representaciones semidticas son representaciones conscientes y externas, estan
constituidas por el uso de signos y son la forma en como los individuos exteriorizan
sus representaciones mentales. Como se menciondé anteriormente, estas
representaciones ademas de cumplir con la funcion de comunicacién tienen una
funcién de objetivacion, ya que “son necesarias para el desarrollo de la actividad
matematica misma, del funcionamiento cognitivo del pensamiento, del tratamiento de
la informacién, de la toma de conciencia y de la comprension” (Duval, 2004, pag. 33).

Duval propone que un objeto matematico no se puede comprender si no existe una
aprehension de cada una de sus representaciones, junto a conversiones entre los
registros y los tratamientos existentes dentro de cada uno de ellos. Cada
representacion es una parte del significado del objeto matematico; entonces, para que
exista una comprension del objeto, es necesario tener un significado total, de cada una
de las representaciones para luego desprenderse de estas.

Junto con esto, no se puede lograr la comprension en matematica si no se distingue el
objeto de su representacion; para que esto suceda, es necesario realizar diversas
representaciones. Para esto, Duval (2004) plantea las actividades cognitivas
fundamentales de la representacion ligadas a la semiosis, las cuales son: formacion,
tratamiento y conversion. La formacion corresponde a la representacion de un registro
semidtico en particular, lo cual permite expresar un objeto matematico como una
representacion en un sistema determinado, que podria ser por ejemplo algebraico,
grafico, numérico, etc. El tratamiento corresponde a las transformaciones de la
representacion dentro de un mismo registro (interna), de acuerdo a reglas que son
propias en cada uno de los sistemas, se tiene como resultado otras representaciones
dentro del mismo registro que se pueden identificar como una ganancia de
conocimiento con respecto a las iniciales. La conversion es el cambio de
representacion semidtica de un registro a otro, lo que permite que se pueda explicitar
otras significantes para lograr comprender el objeto.

Dos puntos clave para lograr el aprendizaje de los y las estudiantes son relacionar los
tratamientos y las conversiones, diferenciando los registros de representacion
semidtica. Pese a esto, en la ensefianza usualmente no existe una conversion entre
los registros que se utilizan.
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Con respecto a las conversiones y tratamientos entre un registro de representacion y
otro, se puede hablar de congruencia o no congruencia entre estos registros. “Para
determinar si dos representaciones son congruentes 0 no, es necesario comenzar
segmentandolas en sus respectivas unidades significantes, de manera tal que puedan
ser puestas en correspondencia. Al término de esta segmentacidon comparativa,
entonces se puede ver si las unidades significantes son en cada uno de los dos
registros, unidades significantes simples o combinaciones de unidades simples”
(Duval. 2004, pag. 51). En el caso de no-congruencia aumenta el tiempo de tratamiento
y la conversion puede resultar imposible de efectuar, o incluso de comprender.

Para que exista una congruencia se tienen que cumplir tres criterios:

e Correspondencia semantica de los elementos significantes, a lo que se refiere
es gue a cada unidad significante del registro de partida se asocia con una
unidad significante del registro de llegada.

e Univocidad semantica terminal, hace referencia a que la unidad significante del
registro de representacion de partida le corresponde una Unica unidad
significante en el registro de llegada.

e Orden del arreglo de las unidades que componen cada una de las dos
representaciones, hace alusion a que existe igual orden de aprehension en
correspondencia semantica de las unidades significantes en las dos
representaciones de los registros de partida y de llegada.

En la medida que existan condiciones de congruencia entre los diferentes registros de
representacion, podria decirse habria mejores procesos de comprension en el
aprendizaje del concepto matematico.

Para Duval existen tres fenébmenos que estan ligados al analisis del desarrollo de los
conocimientos y de los obstaculos en los aprendizajes fundamentales asociados al
razonamiento, comprension de los textos y a la adquisicién de tratamientos l6gicos y
matematicos (Duval, 2004).

1. Diversificacion de registros de representacion semiética, lo que corresponde a
que existe mas de un registro para una representacion semidtica, por ejemplo
las tablas y los graficos son sistemas de representaciones diferentes entre si.

2. Diferenciacion entre representante y representado, en otras palabras, es la
diferencia entre la forma y el contenido de una representacion semiotica. Tiene
relacion con lo que se interpreta de una representacion, cOmo se asocia a otras
representaciones y sobre como se integran en los procedimientos de
tratamientos.

3. Coordinacion entre los diferentes registros de representacion semiética, se
refiere a conocer las reglas de correspondencia y a su vez los fendbmenos de
no-congruencia entre las representaciones producidas en los distintos sistemas.

En el caso de esta investigacion, sobre el cuadrado de binomio, es importante que los
y las estudiantes realicen una conversion entre las representaciones algebraicas y
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geomeétricas, para lograr asi acercarse a este objeto y comprenderlo en su totalidad,
al transitar por estas. El tratamiento toma relevancia en cuanto a como se trabaja este
objeto matematico en un determinado registro. La conversion también surge como una
interaccion sobre cémo se relacionan los distintos tratamientos en los registros.

Aprehender estas dos representaciones, algebraica y geométrica, de los productos
notables y relacionarlas entre si, para luego desprenderse de estas, tiene un rol
fundamental para comprender la regularidad del cuadrado de binomio y cubo de
binomio, y obtener con esto un aprendizaje significativo a lo largo del tiempo, ya que
asi los y las estudiantes tienen una mejor percepcion hacia la realidad de lo que
significa este objeto, ayudando a la deduccion y aplicacion mas que a una
memorizacion. Junto con esto, facilitaria a que el o la estudiante pueda en cursos
superiores lograr aplicar este conocimiento en otros contenidos como, por ejemplo, en
los numeros irracionales.

Clases de la secuencia didéactica

A continuacion se presentan las clases 1, 2 y 3 de la secuencia didactica. La clase 2
corresponde al Estudio de Clase presentado en el apartado anterior, se considera el
plan de clases con mejoras a partir de su implementacion.

Clase 1
Objetivo

Nombre del Tema: Composicion y descomposicion de figuras planas para determinar
sus perimetros y areas.

Objetivo de la clase: Aplicar reduccion y multiplicacion de expresiones algebraicas
en la composicion y descomposicion de figuras planas.

Para mantener la expectacion de los y las estudiantes en la clase se redactara el
objetivo de otra manera en la pizarra, para no dar a conocer con anterioridad los
conocimientos matematicos que estaran en juego. Este objetivo escrito es: construir
composiciones con figuras geomeétricas con distintas medidas, determinando sus
perimetros y areas.

Tarea matematica: Calcular el perimetro y area de figuras compuestas (cuadrilateros).
Materiales:

e Docente: un cuadrado amarillo, tres rectangulos (verde, azul y fucsia). Cada
cuadrilatero se confecciona con cartulina y se encuentra plastificado. Para la
tarea final, se tienen dos cuadrados (rojo y morado) y tres rectangulos (fucsia,
azul y verde)

e Estudiante: cada pareja tiene un cuadrado amarillo, tres rectangulos (verde, azul
y fucsia). Cada cuadrilatero se confecciona con goma eva.
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Descripcion de las tareas de la clase 1 de la secuencia didactica

La primera clase de esta secuencia didactica corresponde al objetivo aplicar reduccién
y multiplicacion de expresiones algebraicas en la composicion y descomposicion de
figuras planas. Esta clase contempla tres tareas matematicas que deben desarrollar
los y las estudiantes.

La primera tarea, se disefi¢ para que los y las estudiantes activaran sus conocimientos
previos para la clase, relacionado con que una variable algebraica puede representar
la longitud de un trazo.

Los y las estudiantes veran un video de la sobrina de su docente, quién realiza tres
preguntas sobre las medidas que deberia tener una huincha segun su estatura; las
primeras dos estan centradas en medidas numéricas y la dltima en medidas numéricas
y algebraicas.

La segunda tarea que deben realizar los y las estudiantes esta enfocada en calcular el
perimetro y area de cuadrilateros, con los cuales trabajaran en la siguiente tarea. La
finalidad de la segunda tarea es recordar conceptos sobre el perimetro y area de
cuadrilateros con medidas numéricas y algebraicas.

La tercera actividad de esta clase considera que los y las estudiantes creen figuras
compuestas con las fichas que se les entregan y segun los cuadrilateros que se les
indican en las cuatro subtareas que se les proponen.

La finalidad de esta tarea es que los y las estudiantes multipliquen expresiones
algebraicas y reduzcan términos semejantes relacionandolas con la representacion
geométrica de la composicion de los cuadrilateros para desarrollar las clases 2 y 3 de
la secuencia didactica. Deben establecer estrategias para calcular el area y perimetro
de las figuras compuestas, algunas de estas estrategias estan estrechamente ligadas
entre la representacion geométrica y algebraica con el objetivo que haya una
congruencia entre los dos registros que se utilizan.
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Plan de clase de la clase 1 de |la secuencia didactica

Tarea matematica | Rol docente Rol estudiante | Tiempo
Inicio de la clase
Se da a conocer el objetivo de
la clase:
Construir composiciones de | Docente muestra el video, de su sobrina, donde les
figuras geométricas de distintas | solicita ayuda a los y las estudiantes para
medidas, determinando sus | determinar cuanto deberia marcar la huincha
perimetros y areas. segun su estatura. Las preguntas que aparecen en
1. Mostrar tarea 1 el video son:
Docente: Antes de comenzar a | a) La ultima vez que me medi, la huincha marcaba
construir composiciones de | 112 cm. Desde esa vez hasta mes pasado creci 3 | Estudiantes ven el video y toman apuntes en sus
figuras planas, tendran la | cm, ¢cuanto tendria que marcar la huincha segun | cuadernos con los datos que se dan en el video.
misién de ayudar a mi querida | mi estatura hace un mes? a) Respuesta 115 cm. [112+ 3 = 115
sobrina que tiene 6 afiitos a
determinar cuanto mide. Para | b) Si del mes pasado hasta el dia de hoy creci 2
esto veremos el siguiente | cm, ¢cuénto tendria que marcar la huincha hoy? | P) Respuesta 117 cm.
video. c) Si en los siguientes dos meses crezco a cm,
(cuanto tendria que marcar la huincha en dos | ¢) Respuesta 117 + a cm.
meses?
Si es necesario el o la docente repite el video dos .
10 min

veces.
Si los y las estudiantes responden errébneamente la
pregunta c, el o la docente realiza una contra
pregunta con respecto a cémo desarrollaron las
preguntas ay b.

Docente monitorea el trabajo de los y las
estudiantes, siendo un facilitador del conocimiento.

POSIBLE DIFICULTAD

e En la pregunta c, reduzcan errébneamente la
expresion dando como resultado 120a.
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Desarrollo de la clase

2. Mostrar tarea 2
Docente: Le entregaré sus
respuestas a mi sobrina vy
gracias a ella, pudimos
reconocer ciertos conceptos
claves para iniciar con esta
clase.

Ahora trabajaremos en parejas
con las siguientes fichas: un
cuadrado amarillo y tres
rectangulos de distintas
medidas cada uno de colores
fucsia, azul y verde.
Determinar el perimetro y el
area de cada cuadrilatero
dadas sus medidas.

Docente presenta las fichas a los y las estudiantes,
luego las pega en la pizarra para que estén visibles
toda la clase.

€ 2c C
Se anotan las medidas de cada cuadrilatero para
que los y las estudiantes realicen la actividad 2.

Docente monitorea el trabajo de los y las
estudiantes, siendo un facilitador del conocimiento.

En el caso de que los y las estudiantes no
recuerden el concepto de area y perimetro.
Docente realiza contra preguntas, sobre el
significado del perimetro y area, luego pregunta de
forma en especifico como seria para el caso de
estos cuadrilateros.

En el caso de que los y las estudiantes no reduzcan
correctamente el perimetro de los rectangulos, el o
la docente realiza contra preguntas orientado a la
actividad inicial de la clase.

Cada pareja trabaja con su set de fichas en sus
puestos.
Respuestas:

Perimetro:
) Pc=c+c+c+c=i4c
Area:

2

Ac=aa=a

Perimetro:
Pry =c+c+3+3=2c+6
Area:
Agy =c-3=3c

Perimetro:
Pra=2c+2c+3+3=4c+6
3 Area:
Apg = 2¢-3 =6¢

Perimetro:
Prr=c+c+b+b=2c+2b
b Area:
Agrr =C"b =bc

POSIBLES DIFICULTADES

e Reducen de forma errénea el perimetro de los
rectangulos.

¢ No se acuerdan del concepto de areay perimetro
de cuadrilateros.

10 min
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3. Mostrar tarea 3
Utilizando todos los cuadrilateros
realizaremos composiciones con
estas  figuras, para luego
determinar su perimetro y area.
a) Realizar la composicion entre
los rectangulos verde y azul.
b) Realizar la composicion entre
los rectangulos verde y fucsia.
c¢) Realizar la composicion entre
el cuadrado amarillo y los
rectangulos verde y azul.
d) Realizar la composicion entre
todos los cuadrilateros.

Docente monitorea el trabajo de los y las
estudiantes, siendo un facilitador del conocimiento.
Realiza contra preguntas para que los y las
estudiantes puedan desarrollar la tarea
matematica, observando las estrategias Yy
resultados que surgen de las parejas.

Es importante que el o la docente identifique las
posibles estrategias que utilizan los y las
estudiantes, para luego exponerlas en el plenario.

Estrateqgias para determinar el perimetro:

A) Suma de los lados de la composicion de los
cuadrilateros.

B) Suma uno de los lados paralelos horizontales y
verticales, para luego multiplicarlos por dos.

C) Identifica que la suma de dos lados corresponde
al lado de mayor medida de uno de los
cuadrilateros, para luego determinar el perimetro
utilizando esta medida.

Estrategias para determinar el area:

A) Suma las éareas ya determinadas de cada uno
de los cuadrilateros.

B) determina el area de la figura compuesta segun
la suma de sus lados correspondientes.
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Posibles posiciones de las fichas y sus perimetros
y areas correspondientes:

a) Perimetro: c +2c+c+2c+3+3=6¢c+6 ©
bien, (c+2c+3)-2=6¢c+6
Area: (2c+¢)-3=9c

Obien,ARv+ARA =3c+6¢c=9c

b) Perimetro: c+c+c+c+b+ b =2b+4c
o bien, (b + 2¢) -2 = 2b + 4c
Area: (c4+¢)-b—(b—3)-c=3c+ bc,
(3+Db)-c=3c+bc,
O bien, Agy + Agr = 3¢ + bc

c) Perimetro:3+3+c+c+2c+c+c+2c=6+
8c, (3+4c):2=6+8c,
3+3+c+c+2c+c+c+2c+(B-0c)+
(B3—-c¢) =12+ 6c,
[3+4c+(B—-0)]-2=12—-6c,
O bien, 3+ 3c¢)-2+2c=6+8¢
Area: 3-4c—(3—c¢) c=9c+c?,
(B+c)-2c+c)—(c c)=9c+c?,
O bien, Agy + Aga + Ac = 3¢ + 6¢ + ¢? = 9c¢ + ¢?

R
B

30 min




d) Perimetro: b+b+c+c+c+c+c+c+2c+
2c =2b+ 10c,
(b+5¢)-2=2b+ 10c,
b+c+2c+c+c+c+c+B—c)+c+2c
+b-3)+c=2b+10c

Area:  b-5¢—[3c-(b—3)]—[c-(b—c)] =bc+
9c¢ + ¢?,

O bien, Agy + Agp + Aga + Ac = 3c+ bc+ 6¢ +

c?2=bc+9c+c?

POSIBLES DIFICULTADES

¢ No identifican que al existir distintas alturas en la
composicion, se puede considerar el lado mayor
para determinar su perimetro.

e Al determinar el area de la composicion formada,
utilizando la estrategia B, no identifican que hay
que restar el area faltante, cuando existe un
desnivel de uno de sus lados.

¢ No aplican propiedad distributiva.

e Reducen de forma errénea los términos.
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4. Plenario

Los y las estudiantes presentan
la  composicion de  los
cuadrilateros que formaron y las
estrategias que utilizaron para
determinar el perimetro y area
de cada uno de ellos.

Docente pide a los y las estudiantes que
argumenten coOmo obtuvieron el perimetro y el area
de la composicion de los cuadrilateros formados.
Segun lo observado por el o la docente, selecciona
a las parejas que saldran a la pizarra.

Estudiantes exponen y argumentan en la pizarra
las estrategias y las composiciones de los
cuadrilateros que formaron.

Docente: Encontraron més de una forma de
componer los cuadrilateros. ¢Qué tiene en comun
estas composiciones?

¢Qué estrategias utilizaron para determinar el

Las parejas seleccionadas salen a la pizarra, se
realiza una tabla de acuerdo a las estrategias
utilizadas para determinar el perimetro y area
segun las figuras compuestas, para luego
compararlas a nivel general. Es importante
mantener el orden en la pizarra para no generar
una confusion entre cada una de las actividades de
la tarea.

Algunas son iguales, solo se diferencian por una
reflexion. Las é&reas determinadas son todas
iguales.

Se mencionan todas las estrategias utilizadas por

perimetro y area? los y las estudiantes, identificando la mas eficiente. 30 min
Docente: ¢Todos los perimetros son iguales sin | No, en el caso de tener 3 0 mas cuadrilateros, el
importar la ubicacion seguin la composicion? ¢ Para | perimetro va a depender de como se realizé la
todos los casos? composicion, debido a que puede abarcar mas o
¢Varia el area de las composiciones si se tienen | menos longitud externa.
distintas posiciones? ¢ Por qué? No, porque en todos los casos se mantiene la
¢, Qué relacién existe entre sus resultados y las | superficie.
figuras compuestas? Podemos simplificar el perimetro de la figura
compuesta identificando el lado mayor, en vez de ir
sumando lado a lado. Al sumar cada area de los
cuadrilateros se obtiene el area total de la figura
compuesta.
Cierre de la clase
5. Institucionalizacion ¢ Qué elementos fueron claves dentro de la clase? | Area, perimetro, reduccion de  términos
Se realizan las conclusiones de | Si queremos determinar el perimetro de figuras | semejantes, multiplicacion de  expresiones
la clase, identificando los | compuestas de distinta altura, ¢qué altura | algebraicas, composicion de figuras geomeétricas.
conceptos claves, | consideraremos para determinar el perimetro? Consideraremos dos veces la de mayor altura y el
correspondientes a la reduccién mismo caso ocurre el lado horizontal, al componer
de términos semejantes y la | ¢Cual es el perimetro y area de la siguiente figura | las figuras de menor a mayor a altura o viceversa.
multiplicacién de expresiones | compuesta segun las medidas de los lados que se | Perimetro:
algebraicas  (utilizando  la | plantean? (6+a+2b+2c)-2=[12+2a + 4b + 4| 10 min
propiedad distributiva). Se

realiza un énfasis sobre la
relacion geomeétrica y
algebraica en juego de todas
las tareas de la clase.

6

Area:
6:a+5b+c-b+b-b+c-c
=|6a +5b + cb + b* + ¢?|

51




Anélisis a priori del plan de clase de la clase 1 de la secuencia
didactica

Tarea 1:

Docente muestra un video, de su sobrina, donde les solicita ayuda a los y las
estudiantes para determinar cuanto deberia marcar la huincha segun su estatura.
Las preguntas que debiesen de contestar son:

a) La ultima vez que me medi, la huincha marcaba 112 cm. Desde esa vez hasta
mes pasado creci 3 cm, ¢,cuénto tendria que haber marcado la huincha segin mi
estatura hace un mes?

Respuesta de los y las estudiantes para determinar cuanto marca la huincha
es:

112 +3 =115
Hace un mes, la huincha debié marcar 115 cm.

b) Si del mes pasado hasta el dia de hoy creci 2 cm, ¢ cuanto tendria que marcar la
huincha hoy?

Respuesta de los y las estudiantes para determinar cuanto marca la huincha
es:

115+2=117
Hoy la huincha tendria marcar 115 cm.

c) Si en los siguientes dos meses crezco a cm, ¢cuanto tendria que marcar la
huincha en dos meses?

Respuesta de los y las estudiantes para determinar cuanto marca la huincha
es:

117+a
En un mes, la huincha debiese marcar 117+a cm.

Posibles dificultades y errores:

e En la pregunta c, los y las estudiantes reducen erroneamente la expresion
dando como resultado 120a.
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Devoluciones:

Docente pregunta a los y las estudiantes qué realizaron en las preguntas a y b.
Luego se les pregunta lo que realizaron en la pregunta c, para que reflexionen y
logren deducir si es correcto lo que realizaron.

Tarea 2:
Estudiantes trabajan en parejas con las siguientes fichas un cuadrado amarillo y

tres rectangulos de distintas medidas cada uno de colores fucsia, azul y verde, como
se muestra a continuacion:

c 2c c

Docente da la instruccion que deben determinar el perimetro y el area de cada
cuadrilatero dadas sus medidas.

Estrategias para calcular el perimetro y el area de cada una de las figuras
geomeétricas:

Cuadrado de medida de lado c:
Perimetro: P =c+c+c+c=4c

c O bien, P =4-c = 4c
Area: A =a-a = a?

Rectangulo de medidas de lado 3 y c:
Perimetro: Pgy =c+c+3+3=2c+6
Obien, Pry =2-c+2:3=2c+6

Area: Ay =c-3=3c
Rectangulo de medidas de lado 3 y 2c.

Perimetro: Pgry =2c+2c+3+3=4c+6
O bien, Pgy =2-2c+2-3=4c+6

Area: Ag, = 2c-3 = 6¢
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Rectangulo de medidas de lado b y c.

Perimetro: Pz =c+c+b+b=2c+2b

Area: Agr =c-b = bc
C

Posibles dificultades y errores:

* Reducen de forma errénea el perimetro de los rectangulos, no reconocen cuando
dos términos son semejantes por ejemplo 2¢ + 3 = 5c.
* No se acuerdan del concepto de area y perimetro de cuadrilateros.

Devoluciones:

Si los y las estudiantes tienen dificultades con el calculo del &rea y perimetro de los
cuadrilateros la o el docente realiza las siguientes devoluciones:

» ¢Qué es el perimetro?

» Si quieres calcular cuantos pasos daras al caminar por el borde de una
cancha de babyfutbol, ¢qué realizaras?, ¢qué estarias determinando
matematicamente?

En el caso de un cuadrilatero ¢como calcularias el perimetro?

¢, Qué es el area?

¢ Cuédl es la diferencia entre el area y la superficie?

En el caso de un cuadrilatero ¢como calcularias el area?

YV V VY

Silos y las estudiantes tienen dificultades con la reduccién de términos semejantes:
» ¢Cuéndo dos términos son semejantes?
» ¢Qué tienen en comun dos términos semejantes?
» Por lo tanto, ¢,cuales son los términos que se pueden reducir?

Tarea 3:

Utilizando todos los cuadrilateros los y las estudiantes realizaran composiciones con
estas figuras, para luego calcular su perimetro y area.

— b
3 3
C
c 2c c

a) Realizar la composicién entre los rectangulos verde y azul.
b) Realizar la composicion entre los rectangulos verde y fucsia.
c) Realizar la composicion entre el cuadrado amarillo y los rectangulos verde y azul.
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d) Realizar la composicion entre todos los cuadrilateros.

A continuacion se presentardn estrategias generales para calcular el perimetro y
area de las figuras compuestas.

Estrategias para determinar el perimetro:

A) Suma de los lados exteriores de la composicion de los cuadrilateros.

B) Suma uno de los lados paralelos horizontales y verticales, para luego
multiplicarlos por dos.

C) Identifica que la suma de dos lados corresponde al lado de mayor medida de
uno de los cuadrilateros, para luego determinar el perimetro utilizando esta
medida.

Estrategias para determinar el area:

A) Suma las éareas ya determinadas de cada uno de los cuadrilateros.

B) determina el area de la figura compuesta segun la suma de sus lados
correspondientes.

Posibles posiciones de las fichas y sus perimetros y areas correspondientes:

a) Perimetro: c+2c+c+2c+3+3=6¢c+6
obien, (c+2c+3)-2=6¢c+6

Area: (2c+¢)-3=9c
0 bien, Agy + Agg = 3¢+ 6¢ = 9c

b) Perimetro: c+c+c+c+b+b =2b+4c
o bien, (b+2c)-2=2b+4c

Area: (c+¢)-b—(b—3)-c=3c+ bc,
(3+b)-c=3c+bc,
Obien,ARv+ARF:3C+bC
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c) Perimetro:3+3+c+c+2c+c+c+ 2c =6+8c,
(34+4c¢)-2 =6+ 8c,
3+3+c+c+2c+c+c+2c+B—-c)+(B—-c)=12+6¢,
[3+4c+(3—-¢)]-2=12—6c,

O bien, 3+ 3¢c) 2+ 2c =6+ 8¢

Area: 3:4c—(3—c)c=9c+ c?
(B4+¢)-2c+c)—(c-c)=9c+c?
Obien,ARv+ARA+AC:3C+6C+C2:9C+C2

meom ™

d) Perimetro:b+b+c+c+c+c+c+c+2c+2c=2b+ 10c,
(b+5c)-2=2b+10c,
b+c+2c+c+c+c+c+@B—-c)+c+2c+(b—-3)+c=2b+10c

Area: b-5¢—[3c-(b—3)]—[c-(b—c)] =bc+ 9+ c?,
o bien, Agy + Agp + Aga + Ac = 3¢ + bc + 6¢ + ¢? = bc + 9¢ + ¢?

s sl

Posibles dificultades v errores:

* No identifican que al existir distintas alturas en la composicion, se puede
considerar el lado mayor para determinar su perimetro.

* Al calcular el area de la composicion formada, utilizando la estrategia B, no
identifican que hay que restar el area sobrante, cuando existe un desnivel de uno
de sus lados (caso b, cy d).

* No aplican propiedad distributiva en el calculo del area y perimetro segun sea la
estrategia utilizada.

* No identifican los términos semejantes y reducen erroneamente estos términos.
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Devoluciones:

Si los y las estudiantes no identifican los términos semejantes y reducen
errbneamente estos términos, el o la docente realiza las siguientes devoluciones:

» ¢Cuando dos términos son semejantes?
» ¢ Qué tienen en comudn dos términos semejantes?
» Por lo tanto, ¢,cuales son los términos que se pueden reducir?

Si los y las estudiantes no aplican la propiedad distributiva en el célculo del area 'y
perimetro, el o la docente realiza las siguientes devoluciones:

» ¢ Cdomo multiplicabamos un monomio por un binomio?

» Ahora, ¢como podrias determinar el producto entre dos binomios?

» Si el o la estudiante aun no lo visualiza, con el dedo se tapa uno de los
términos de un binomio para que determine como multiplicaria y luego se
taparia el otro, luego se pregunta ¢,qué operatoria realizas para unir estos
dos resultados.

Los y las estudiantes no identifican que, al existir distintas alturas en la composicion,
se puede considerar el lado mayor para determinar su perimetro.

» Docente realiza la comparacion entre las distintas estrategias utilizadas,
preguntando las diferencias entre ambas. Si no surge la estrategia C,
nombrada anteriormente, en un grupo se desarrollara en el plenario.

Al calcular el area de la composicion formada, utilizando la estrategia B, no
identifican que hay que restar el area sobrante, cuando existe un desnivel de uno
de sus lados (caso b, cy d).

» ¢Cudl es el perimetro del &rea que estan calculando?
» ¢Corresponde al area que calcularon?

MATEMATICA EN JUEGO

» Comprender la diferencia entre superficie y area.

» Realizar una conexién entre las representaciones tanto algebraica como
geomeétrica del perimetro y area de figuras compuestas.

» ldentificar términos semejantes en la adicién de expresiones algebraicas al
componer las figuras y reducirlas al sumar las areas.

» ldentificar que en algunos casos (como la tarea 2 parte 1), se pueden
multiplicar los lados por dos y sumarlos para obtener el perimetro, ya que son
de la misma medida por ser rectangulos.

57



» Determinar posibles estrategias para determinar el area en la composicion
y/o descomposicién de cuadrilateros (en este caso).

» Establecer la congruencia entre los registros utilizados segun el marco
tedrico de la teoria de registros de Duval.

Para dar a conocer la congruencia entre las representaciones algebraica y
geométrica de las areas y perimetros calculados, se considerara la tarea 2 parte c.

A continuacion, se presenta una tabla que describe lo mencionado anteriormente,
haciendo alusion a la congruencia entre estas dos representaciones que deberian
de realizar los y las estudiantes en base al marco tedrico correspondiente al
perimetro y area de la composicion de los cuadrilateros:

Tabla 4: Congruencia de las representaciones algebraica y geométrica del perimetro de la figura compuesta.

Representacion geométrica Representacién algebraica
Contorno de la figura Perimetro de la figura compuesta:

-:. compuesta por 2

rectangulos y un Identificar que si se suman los lados
cuadrado. horizontales una vez y se multiplica por
Rectangulo azul de medidas de lados | dos correspondera a la longitud de
2cy 3. todos los lados horizontales.
Rectangulo verde de medidas de lados
cy3. 2c+c+c=6¢C
Cuadrado amarillo de medidas de lados 6c-2=12c

C.
Si se considera uno de los lados

verticales y se multiplica por dos (de
acuerdo con las dos medidas verticales
distintas) correspondera a la longitud de
todos los lados verticales.

3+(3—-¢c)=3+3—-c=6—c¢
(6-¢)-2=12-2c

P=12c+ 12 - 2c
P =10c + 12
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Tabla 5: Congruencia de las representaciones algebraica y geométrica del area de la figura compuesta.

Representacion geométrica Representacidn algebraica
- Superficie del rectangulo de | Area del rectangulo de lados 2c y 3.
medidas de lados 2c y 3. Apy = 6C
Superficie del rectangulo de Area del rectangulo de lados c y 3.
. medidas de lados c y 3. Apy = 3c
[ Superficie del cuadrado amarillo | Area del cuadrado de lado c.
de medida de lado c. Ac = c?
Superficie de la figura | Area del cuadrado de lado a + b.
-:. compuesta por 2 Ar = Agy + Apa + A¢
rectangulos y un Ar = 3c + 6¢ + c?
cuadrado. Ar =9c + c?
Rectangulo azul de medidas de lados
2cy 3.
Rectangulo verde de medidas de lados
cy 3.

Cuadrado amatrillo de medidas de lados
C.

Los y las estudiantes deben de identificar que el area corresponde a estar
trabajando en dos dimensiones y el perimetro es en una dimension.
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Clase 2
Objetivo

Nombre del Tema: Formular la expresion que define el cuadrado de binomio
Objetivo de la clase: Conjeturar la regularidad del cuadrado de binomio.

Para mantener la expectacion de los y las estudiantes en la clase se redactara el
objetivo de otra manera en la pizarra, para no dar a conocer con anterioridad los
conocimientos matematicos que estaran en juego. Este objetivo escrito es: construir
cuadrados de distintas medidas y calcular sus superficies.

Tarea matemética: Calcular el area del cuadrado que se forma con todas las fichas.
Materiales:

e Docente: un cuadrado rojo, cuatro cuadrados rosados, cuatro rectangulos
cafés. Cada cuadrildtero se confecciona con cartulina y se encuentra
plastificado.

e Estudiante: cada pareja tiene un cuadrado rojo, cuatro cuadrados rosados,
cuatro rectangulos cafés. Cada cuadrilatero se confecciona con goma eva.

Descripcion de las tareas de la clase 2 de la secuencia didactica

La segunda clase de esta secuencia didactica corresponde al objetivo conjeturar la
regularidad del cuadrado de binomio. Esta clase contempla tres tareas matematicas
que deben desarrollar los y las estudiantes.

En la primera tarea los y las estudiantes deben crear un cuadrado con cuatro fichas
gue se les entrega correspondientes a dos cuadrados de medidas a y 1,
respectivamente, y dos rectadngulos de medidas a y 1. Independiente de cual sea la
composicidon de los cuadrilateros para forma un cuadrado el area siempre sera la
misma, por lo que la finalidad de la tarea no es crear el cuadrado si no mas bien es
calcular el area de este estableciendo distintas estrategias, y relacionar la
representacion geométrica y algebraica del cuadrado de binomio para lograr una
comprension del cuadrado de binomio.

La segunda tarea, es muy parecida a la primera. En este caso se agregan dos
cuadrados de medida de lado 1, creando un cuadrado de lado a + 2. Nuevamente
los y las estudiantes deben establecer estrategias para calcular el area del cuadrado
formado y relacionar la representacion algebraica y geométrica, segun la
congruencia entre los registros.

La ultima tarea de la clase esta disefiada para que los y las estudiantes deduzcan

la regularidad del cuadrado de binomio, por lo que trabajan con un cuadrado de
medida a, un cuadrado de medida b y dos rectangulos de medidas a y b.
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Esta tarea es la central de la clase, por lo que se formaliza la regularidad del
cuadrado de binomio y se relaciona cada termino algebraico con su representacion
geométrica para lograr una comprension de este objeto matematico.
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Plan de clase de la clase 2 de la secuencia didactica

Tarea matematica Rol docente Rol estudiante | Tiempo
Inicio de la clase
Se da a conocer el objetivo de la clase:
Construir  cuadrados de distintas
medidas y calcular sus superficies. Docente muestra las fichas que se les entregara a las
1. Docente muestra el material | parejas.
concreto con el que se trabajara en
clase. ] .
Docente: Vamos a trabajar en grupos 5 min
de 4 personas con las siguientes fichas:
un cuadrado color rojo de lado a, un D
cuadrado rosado de lado 1 y dos
rectangulos cafés de lados a y 1. _
Desarrollo de la clase
2. Mostrar tarea 1 Docente monitorea el trabajo, siendo un facilitador del | Los posibles cuadrados construidos por
Utilizando todos los cuadrilateros | conocimiento, observando las estrategias y resultados | los grupos son:
formen un cuadrado y luego | que surgen de los grupos. 10 min

determinen su area
Manipular las 4 fichas haciendo ensayo
y error.

Es importante que el o la docente identifique las
posibles estrategias que utilizan los y las estudiantes,
para luego exponerlas en el plenario.

A) Si de las dos estrategias esperadas, los y las
estudiantes solo logran determinar el area como la
suma de las areas menores:

Docente hace explicito en la pizarra los lados de los
cuadrilateros menores, de manera que el o la
estudiante identifique la suma de los lados menores
como el lado mayor del cuadrado.

B) Side las dos estrategias esperadas s6lo logran
determinar el area como el lado (del cuadrado
mayor) al cuadrado:

Docente: “¢, Cémo establecieron que el area es a? +
2a+ 17",

Estudiantes: el area del cuadrado es
a’?+2a+1

POSIBLES DIFICULTADES

e Estudiantes no logran construir
un cuadrado con las fichas.

e  Estudiantes no logran
determinar el lado.
e Estudiantes no aplican

propiedad distributiva
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3. Mostrar tarea 2.

Docente entrega a cada grupo un
cuadrado de color rojo de lado a, cuatro
cuadrados rosados de lado 1 y cuatro
rectangulos cafés de lados a y 1.

Nuevamente utlizando todas las
piezas, se les indica que formen un
cuadrado y luego determinen su area.

Docente muestra las fichas que se agregaran a las ya
entregadas en tarea parte 1.

Se agregan 4 fichas de: _

Y 4 fichas de:

Docente monitorea el trabajo de
los y las estudiantes, siendo un facilitador del
conocimiento. Realiza contra preguntas para que los 'y
las estudiantes puedan desarrollar la tarea
matematica, observando las estrategias y resultados
que surgen de los grupos.

Es importante que el o la docente identifique las
posibles estrategias que utilizan los y las estudiantes,
para luego exponerlas en el plenario.

A) Si de las dos estrategias esperadas, los y las
estudiantes solo logran determinar el areacomo la
suma de las areas menores:

Docente hace explicito en la pizarra los lados de los
cuadrilateros menores, de manera que el o la
estudiante identifique la suma de los lados menores
como el lado mayor del cuadrado.

B) Side las dos estrategias esperadas s6lo logran
determinar el area como el lado (del cuadrado
mayor) al cuadrado:

Docente: “; Como establecieron que el area es a? +
4a + 47",

En esta actividad, los posibles

cuadrados construidos son:

Estudiantes: el area del cuadrado es
a’?+4a+4

POSIBLES DIFICULTADES

e Estudiantes no logran construir
un cuadrado dadas las fichas.

e No logran identificar mas de
una estrategia.

e  Estudiantes no logran
determinar el lado.
e  Estudiantes no aplican

propiedad distributiva.

Estudiante: Por el producto de (a + 2)
por (a + 2)

Estudiante: Identifica la operacion de
adicion para obtener el lado y asi,
aplicando propiedad distributiva,
determinar el area del cuadrado.

15 min
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4. Reflexiones grupales

Docente  expone las  siguientes
preguntas para que los y las estudiantes
relacionen sus dos estrategias, junto
con esto se intenciona a que analicen la
relacién existente entre las
representaciones geométrica y
algebraica del cuadrado de binomio.

a) ¢Qué relacion existe entre el
exponente 2y el area?

b) ¢Qué relacion existe entre los
términos algebraicos del area del
cuadrado de lado a+ 1y el area de
cada uno de los cuadrilateros?

c) ¢Qué relaciobn existe entre los
términos algebraicos del &rea del
cuadrado de lado a+2 y el area de
cada uno de los cuadrilateros?

Docente monitorea el trabajo realizados por los y las
estudiantes, siendo un facilitador del conocimiento,
para que logren una reflexién entre lo geométrico y
algebraico en los procedimientos utilizados.

Respuestas que se espera de los y las
estudiantes:

a) Cuando se determina el area de un
cuadrado, es en un plano bidimensional,
ya que se determina la superficie donde
se encuentra el cuadrilatero, por lo tanto
el exponente 2 corresponde a la
dimensién en la cual se trabaja.

b) El area del lado a + 1 del cuadrado
formado es a?+2a+1, el primer
término corresponde al area de
cuadrado de lado a que forma el
cuadrado de lado a+1, el segundo
término corresponde al area de los dos
rectangulos iguales, de lados a y 1, que
forman el cuadrado de ladoa+ 1y el
tercer término corresponde al area del
cuadrado de lado 1, que forma el
cuadrado de lado a + 1.

c) El area del lado a + 2 del cuadrado
formado es a%?+4a+4 , el primer
término corresponde al area de
cuadrado de lado a que forma el
cuadrado de lado a+ 2, el segundo
término corresponde al area de los
cuatro rectangulos iguales, de lados a y
1, que forman el cuadrado de lado a + 2
y el tercer término corresponde al area
d los cuatro cuadrados de lado 1, que
forma el cuadrado de lado a + 2.

10 min
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5. Plenario
Los y las estudiantes presentan los

Docente pide a los y las estudiantes que indiquen
cémo obtuvieron el lado a + 2.

cuadrados que construyeron y las | Segun lo observado por el o la docente, selecciona a 20 min
estrategias que  utilizaron  para | los grupos que salen a la pizarra.
determinar el &rea de cada uno de ellos. | Estudiantes exponen en la pizarra las estrategias y

cuadrados que formaron en la actividad.

Docente: Encontraron mas de una forma de construir

el cuadrado usando las 4 y 9 fichas. ¢Qué tiene en | Estudiantes: es la misma area.

comun todos estos cuadrados? Estudiantes: lado mayor al cuadrado y

¢ Qué estrategias utilizaron para determinar el area? suma de las areas menores.

Docente: ¢ qué ocurre con las estrategias utilizadas? Estudiantes: dan el mismo resultado
6. Concluir igualdades en los | Docente solita que un o una estudiante escriba en la

procedimientos. pizarra una tabla comparativas de las estrategias que
se utilizaron para calcular el &rea del cuadrado.
(a +2)? a’?+2a+2a+4
(a+2)-(a+2) 6 min
a’+2a+2a+4
a’+4a+4 a’?+4a+4
Luego concluyen que:
(a+2)?=a’+4a+4

Es decir el area del cuadrado mayor es igual a la suma

de las areas de los cuadrilateros que lo componen.
7. Mostrar tarea 3 Escribir en pizarra los nuevos datos de las fichas. Posibles respuestas
Con los mismos cuadrildteros de la | Retomar los cuadrilateros por grupo y determinar el (a + b) - (a +b)
tarea 1, se pide que determinen el &rea | area del cuadrado que se puede formar con 4 ylo
del cuadrado formado por ellos, pero | cuadriladteros (un cuadrado de lado a un cuadrado de a’? + ab + ab + b?
ahora con nuevas medidas: cuadrado | lado by dos rectangulos de lado a y b)
color rojo de lado a, cuadrado color | Observar si utilizan las estrategias utilizadas
rosado de lado b y rectangulos cafés | anteriormente. POSIBLE DIFICULTAD 15 min

de lados a y b.

Se expone en la pizarra las estrategias y resultados de
los y las estudiantes.
Docente: Segun lo trabajado anteriormente ¢Qué
ocurre con estos resultados?
Se concluye que:

(a+b)- (a+ b)=a? + ab + ab + b?

No establecen relacion de actividad
anterior (alfanumérico) a esta nueva
tarea (algebraica).

Estudiantes: Son iguales
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Cierre de la clase

8. Institucionalizacién
Docente muestra en la pizarra cuatro
cuadrilateros como en la tarea 1.

Un cuadrado rojo de lado a, un
cuadrado rosado de lado b y dos
rectangulos cafés de lados a 'y b.

Utilizando todos los cuadrilateros se forma un
cuadrado en la pizarra, segun los resultados que
expusieron los y las estudiantes en respecto a las
tareas anteriores.

Docente les pregunta, ¢,cuél es el area del cuadrado
que se forma? ¢ Qué relacion existe entre cada término
de la expresion del area del cuadrado y los
cuadrilateros que lo originan?

Docente vuelve a escribir en la pizarra los resultados
de los ejercicios anteriores y pide a los y las
estudiantes que observen si hay algo en comun con
los tres desarrollos.

(a+1)?=a%*+2a+1

(a+2)?=a’+4a+4

(a + b)? = a? + 2ab + b?

Una vez que los y las estudiantes logran determinar la
regularidad, se les explicita que esta recibe el nombre
de cuadrado de binomio y la relaciéon que tiene con
geometria.

Para corroborar que los y las estudiantes entienden
igualdad. Docente plantea el siguiente cuadrado de
binomio: (3 + b)?.

Docente: ¢.cudl es el desarrollo de este cuadrado de
binomio? ¢Cual seria la relacion entre la expresion
obtenida con los cuadrilateros que originan el
cuadrado de binomio? ¢ Cudles serian las medidas de
los lados de cada uno de los cuadrilateros?

Estudiantes utilizan las estrategias
expuestas en las tareas anteriores.

Logrando decir que:
(a + b)?> = a? +ab + ab + b?

O bien,
(a+b)(a+b) =a?+ 2ab + b?

Estudiantes: todos tienen un a?.

POSIBLES DIFICULTADES

o Estudiantes s6lo no
determinan que 1=1%2y 4 =
22,

e Estudiantes no observan que
cada expresion tiene el doble
del producto de los términos
del paréntesis.

Estudiantes: tres al cuadrado mas seis
b mas b?. El tres al cuadrado es nueve.

9 min
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Analisis a priori del plan de clase de la clase 2 de la secuencia didactica
Tarea 1.
Utilizando todos los cuadrilateros formen un cuadrado y luego determinen su area.

En la primera actividad se desarrolla el calculo del area del cuadrado con valores
algebraicos y numeéricos.

— 1.
- I 7

a

Posibles construcciones de los y las estudiantes:

Estrategias para desarrollar el problema:

1) Calcular el area de cada cuadrilatero y luego sumarlas para determinar el
area total.

2) Determinar cuanto mide el lado del cuadrado formado por las piezas y luego
calcular el area.

1° Desarrollo (estrategial):

El area de este cuadrado de lado a, lo calculan de la siguiente
forma:

— e — A2
Acuadrado ladoa — @ a=a

_ El area del rectangulo de lado ay 1, lo calculan de la siguiente
forma:

Arectangulo =a-l=a
El area del cuadrado de lado 1, lo calculan de la siguiente forma:
Acuadradotadzo1 =11 =1
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Recordar que para formar el cuadrado con las cuatro fichas, se tiene un cuadrado
de lado a, un cuadrado de lado 1 y dos rectdngulos de lado a y 1. Calculan el area
total sumando todas las areas de los cuadrilateros entregados, como se muestra a
continuacion:

ATotal = Acuadrado lado a +2 Arectangulo + Acuadrado lado 1
Arotar = a2 +2a+1

O bien,

ATotal = Acuadrado lado a + Arectangulo + Arectangulo + Acuadrado lado 1
Arotw =0’ +a+a+1
Arotar = a2 +2a+1

2° Desarrollo (estrateqgia 2):

Los y las estudiantes forman el cuadrado con las cuatro fichas entregadas,
determinando la medida de cada lado del cuadrado, como se observa a
continuacion:

1]

A
1 a
Para determinar el lado del cuadrado formado suman 1y a.

Medida del lado = a + 1

Para determinar el area del cuadrado formado, multiplican largo por ancho, como
se muestra a continuacion:

Acuadrado formado = (a+1D(a+1)

Luego, los y las estudiantes multiplican término por término, obteniendo el siguiente
resultado:

Acuadrado formado = a’+a+a+1
Acuadrado formado = a*+2a+1

Como se puede evidenciar, utilizando las dos estrategias se obtiene el mismo
resultado. Se espera que durante la clase surja de los y las estudiantes el desarrollo
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ambas estrategias para determinar el area del cuadrado formado por las cuatro
fichas.

Posibles dificultades y errores:

e En la clase solo se desarrolla una de las estrategias, o que no beneficia a que
puedan hacer una primera aproximacion a la regularidad del cuadrado de
binomio.

e Losy las estudiantes no recuerdan como se calcula el area de los cuadrilateros
presentes en la actividad.

e Estudiantes no logran construir el cuadrado con las fichas.

No identifican los términos semejantes, por lo que no reducen correctamente la

expresion que da como resultado un trinomio.

¢ No logran multiplicar término por término.

e Estudiantes no logran construir un cuadrado con las fichas.
e Estudiantes no logran determinar el lado.

e Estudiantes no aplican propiedad distributiva

Tarea 2:

Utilizando todos los cuadrilateros formen un cuadrado y luego determinen su area.
En este caso se tiene: 1 cuadrado rojo de lado a, cuatro rectdngulos de lados ay 1
y cuatro cuadrados de lado 1.

a ] Bhg
——Wlslsls
—

Posibles construcciones de los y las estudiantes:

Estrategias para desarrollar el problema:

1) Calcular el area de cada cuadrilatero y luego sumarlas para determinar el
area total.

2) Determinar cuanto mide el lado del cuadrado formado por las piezas y
luego calcular el area.
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1° Desarrollo (estrategial):

El &rea de este cuadrado de lado a, lo calculan de la siguiente
forma:

— e — A2
Acuadrado ladoa — @ a=a

_ El area del rectdngulo de lado a y 1, lo calculan de la siguiente
forma:

Arectangulo =a-l=a
El area del cuadrado de lado 1, lo calculan de la siguiente forma:
Acuadrado lado1 = 1-1=1

Recordar que para formar el cuadrado con las 4 fichas, se tiene un cuadrado de
lado a, un cuadrado de lado 1 y dos rectangulos de lado a 'y 1. Calculan el area total
sumando todas las areas de los cuadrilateros entregados, como se muestra a
continuacion:

ATotal = Acuadrado lado a + 4 Arectangulo + 4 Acuadrado lado 1
Arorq =a* +4-a+4-1
Arotar = 0% + 4a + 4

O bien,

ATotal = Acuadrado lado a + Arectangulo + Arectangulo + Arectangulo + Arectangulo
+ Acuadrado lado 1 + Acuadrado lado 1 + Acuadrado lado 1 + Acuadrado lado 1

Argpg=0a*+a+a+a+a+1+1+1+1
Arotar = 0% + 4a + 4

2° Desarrollo (estrateqgia 2):

Los y las estudiantes forman el cuadrado con las nueve fichas entregadas,
determinando la medida de cada lado del cuadrado, como se observa a
continuacion:

L

a 11
Para determinar el lado del cuadrado formado suman 1, 1y a.

Medida dellado =a+1+1=a+ 2
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Para determinar el area del cuadrado formado, multiplican largo por ancho, como
se muestra a continuacion:

Acuadrado formado = (a+2)(a+2)

Luego, los y las estudiantes multiplican término por término, obteniendo el siguiente
resultado:

Acuadrado formado = a’+2a+2a+2-2
Acuadrado formado = a’+4a+4

Como se puede evidenciar, utilizando las dos estrategias se obtiene el mismo
resultado. Se espera que durante la clase surja de los y las estudiantes el desarrollo
ambas estrategias para determinar el area del cuadrado formado por las nueve
fichas.

Posibles dificultades y errores:

e En la clase solo se desarrolla una de las estrategias, lo que no beneficia a que
puedan hacer una primera aproximacion a la regularidad del cuadrado de
binomio.

e Estudiantes no recuerdan como se calcula el &rea de los cuadrilateros presentes
en la actividad.

e Estudiantes no logran formar el cuadrado con las fichas.

¢ No identifican los términos semejantes, por lo que no reducen correctamente la
expresion que da como resultado un trinomio.

¢ No logran multiplicar término por término.

Tarea 3:
Utilizando todos los cuadrilateros formen un cuadrado y luego determinen su area.

En la tercera actividad se desarrolla el calculo del area del cuadrado con valores

algebraicos.
I Fe

Posibles construcciones de los y las estudiantes:
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Estrategias para desarrollar el problema:

1) Calcular el area de cada cuadrilatero y luego sumarlas para determinar el
area total.

2) Determinar cuanto mide el lado del cuadrado formado por las piezas y
luego calcular el area.

1° Desarrollo (estrategial):

El &rea de este cuadrado de lado a, lo calculan de la siguiente
forma:

e ey — A2
Acuadrado ladoa =@ a=a4a

_ El area del rectdngulo de lado a y b, lo calculan de la siguiente
forma:

Arectangulo =a'b=ab
El &rea del cuadrado de lado b, lo calculan de la siguiente forma:
= — K2
Acuadrado ladob — b-b=b

Recordar que para formar el cuadrado con las 4 fichas, se tiene un cuadrado de
lado a, un cuadrado de lado b y dos rectangulos de lado a y b. Calculan el area total
sumando todas las areas de los cuadrilateros entregados, como se muestra a
continuacion:

ATotal = Acuadrado lado a + 2 Arectangulo + Acuadrado lado b
Arotar = % + 2a + b?

O bien,

ATotal = Acuadrado lado a + Arectangulo + Arectangulo + Acuadrado lado b
Arotar = a% + ab + ab + b?
Arotar = @ + 2ab + b?

2° Desarrollo (estrategia 2):

Los y las estudiantes forman el cuadrado con las cuatro fichas entregadas,
determinando la medida de cada lado del cuadrado, como se observa a
continuacion:
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b a
Para determinar el lado del cuadrado formado suman by a.

Medida del lado = a+ b

Para determinar el area del cuadrado formado, multiplican largo por ancho, como
se muestra a continuacion:

Acuadrado formado = (a+1)(a+b)

Luego, los y las estudiantes multiplican término por término, obteniendo el siguiente
resultado:

— A2 2
Acuadrado formado = A~ ta+a+ b
— 42 2
Acuadrado formado = a° +2a + b

Como se puede evidenciar, utilizando las dos estrategias se obtiene el mismo
resultado. Se espera que durante la clase surja de los y las estudiantes el desarrollo
ambas estrategias para determinar el area del cuadrado formado por las cuatro
fichas.

Posibles dificultades v errores:

e En la clase solo se desarrolla una de las estrategias, lo que no beneficia a que
puedan hacer una primera aproximacién a la regularidad del cuadrado de
binomio.

e Estudiantes no recuerdan como se calcula el area de los cuadrilateros presentes
en la actividad.

e Estudiantes no logran formar el cuadrado con las fichas.

¢ No identifican los términos semejantes, por lo que no reducen correctamente la
expresion que da como resultado un trinomio.

e No logran multiplicar término por término.

Posibles devoluciones a las dificultades y errores

Si los y las estudiantes no reconocen los términos semejantes, como por ejemplo
2 2.
a‘+1=a“:

» ¢Cuéndo dos términos son semejantes?
» ¢Qué tienen en comun dos términos semejantes?
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>
>

Por lo tanto, ¢cuéles son los términos que se pueden reducir?
Recuerdan la clase anterior, al sumar los términos, ¢,como los sumaron?

Si los y las estudiante no logran multiplicar término por término aplicando la
propiedad distributiva:

>
>
>

¢ Como multiplicabamos un monomio por un binomio?

Ahora, ¢,como podrias determinar el producto entre dos binomios?

Si el o la estudiante aun no lo visualiza, con el dedo se tapa uno de los
términos de un binomio para que determine como multiplicaria y luego se
taparia el otro, luego se pregunta ¢,qué operatoria realizas para unir estos
dos resultados.

Si los y las estudiantes tienen dificultad en el calculo del area de cuadrilateros
porque no lo recuerdan:

VV VYVVYV

¢, Como se determina el area de un cuadrado?

¢,Cuanto miden los lados de un cuadrado?

¢.Son distintos?

Nuevamente se pregunta al estudiante: ¢ Como se determina el area de un
cuadrado?, en el caso que se respondiera inicialmente.

¢, Como se determina el area de un rectangulo?

¢, Como podrias determinar el area del piso de la sala? (en este caso es
rectangular), la idea es ejemplificar.

Los y las estudiantes no logran componer el cuadrado con las fichas:

>

Si mantienes una fija, y mueves el resto, ¢podrias formar el cuadrado?,
jinténtalo!

Si es que los y las estudiantes solo realizan una de las estrategias:

A)

Si de las dos estrategias esperadas, los y las estudiantes solo logran
determinar el &rea como la suma de las areas menores:

Docente realiza las siguientes preguntas, luego que los y las estudiantes exponen
sus resultados y estrategias en el plenario:

>
>
>

B)

¢ Existe otra estrategia para determinar el area del cuadrado mayor?

¢, Qué ocurre si unimos todas las fichas, formando los cuadrados?

¢, Se podria determinar un dato para generar otra estrategia para calcular la
superficie del cuadrado?

Si de las dos estrategias esperadas solo logran determinar el area como el
lado (del cuadrado mayor) al cuadrado:
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Docente realiza las siguientes preguntas, luego que los y las estudiantes exponen
sus resultados y estrategias en el plenario:

» ¢ Existe otra estrategia para determinar el area del cuadrado mayor?

» ¢Podriamos determinar la superficie total del cuadrado si lo
descomponemos?

» ¢Qué realizarian en este caso?

MATEMATICA EN JUEGO

Comprender la diferencia entre superficie y area.

Realizar una conexion entre las representaciones tanto algebraica como
geométrica del cuadrado de binomio.

Identificar términos semejantes en el producto de binomio o bien, en la
reduccion de términos semejantes al sumar las superficies.

Determinar la regularidad del cuadrado de binomio.

Analizar cada una de las situaciones.

Determinar posibles estrategias para determinar el area en la composicion
y/o descomposicién de cuadrilateros (en este caso).

VVV VY VYV

Los y las estudiantes tienen que establecer la congruencia entre los registros
evidenciando lo siguiente:

ad

Al relacionar cada area de la descomposicién de la superficie del cuadrado de lado
a + b con respecto a cada término del cuadrado de binomio a? + 2ab + b?, se tiene:

¢ El area del cuadrado cuya medida de lados es a, corresponde al primer término
del cuadrado de binomio.

e El area del cuadrado cuya medida de lados es b, corresponde al tercer término
del cuadrado de binomio.

eEl area de los dos rectangulos que se generan en la descomposicion del
cuadrado de lado a + b son iguales y cuyas medidas de los lados son ay b, es
lo que corresponde al segundo término del cuadrado de binomio.

A continuacioén, se presenta una tabla que describe lo mencionado anteriormente,

haciendo alusion a la congruencia entre estas dos representaciones que deberian
de realizar los y las estudiantes en base al marco tedrico:
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Tabla 6: Congruencia de las representaciones algebraica y geométrica de la regularidad del cuadrado de
binomio.

Representacion geométrica Representacidn algebraica
Superficie del cuadrado de Area del cuadrado de lado b.
medida de lado b AL = b?
Superficie del cuadrado de Area del cuadrado de lado a.
. medida de lado a A, = a?

Superficie del rectdngulo de Area del rectangulo de lados a y b.
. medidas de lados a 'y b A; =ab

Superficie del cuadrado de | Area del cuadrado de lado a + b.
medida de lado a + b Ar = Ay + 243 + A,
Ar = a? + 2ab + b?
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Clase 3
Objetivo

Nombre del Tema: Formular la expresion que define el cubo de binomio.
Objetivo de la clase: Conjeturar la regularidad del cubo de binomio.

Para mantener la expectacion de los y las estudiantes en la clase se redactara el
objetivo de otra manera en la pizarra, para no dar a conocer con anterioridad los
conocimientos matematicos que estaran en juego. Este objetivo escrito es:
descomponer y componer cuerpos geometricos para formar un cubo.

Tarea matemaética: Calcular el volumen del cubo que se forma con los cuerpos
geomeétricos.

Materiales:

e Docente: dos cubos (rojo y azul), y seis prismas de base cuadrada (3
amarillos y 3 verdes). Cada cuerpo geométrico se confecciona con plumavit.
Junto con esto cuenta con otro set, con las mismas caracteristicas, pero en
este caso todos los cuerpos geométricos son del mismo color.

e Estudiante: dos cubos (rojo y azul), y seis prismas de base cuadrada (3
amarillos y 3 verdes). Cada cuerpo geométrico se confecciona con plumavit.

Descripcién de las tareas de la clase 3 de la secuencia didactica

La tercera clase de esta secuencia didactica corresponde al objetivo deducir la
regularidad del cubo de binomio. Esta clase contempla tres tareas matematicas que
deben desarrollar los y las estudiantes.

La primera tarea se presenta a los y las estudiantes la composicion de cuerpos
geométricos que forman un cubo, deben identificar por cuantos cuerpos
geomeétricos esta compuesto el cubo, sin manipular el material. La finalidad de esta
tarea es que los y las estudiantes visualicen cuerpos en tres dimensiones antes de
comenzar a manipular el material concreto.

En la segunda tarea de la clase los y las estudiantes deben calcular el volumen de
un cubo formado por un cubo de medida a, un cubo de medida 2, tres
paralelepipedos de medidas a, a y 2, y tres paralelepipedos de medidas a, 2y 2. La
composicién de los cuerpos geométricos en esta clase se les presenta antes de
comenzar la tarea, por lo que los y las estudiantes se enfocan en determinar el
volumen del cubo formado utilizando mas de una estrategia.
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Junto con esto, se les presenta tres preguntas a los y las estudiantes para que
formulen conclusiones con respecto a la congruencia entre las representaciones
algebraica y geométrica del cubo de binomio.

Los y las estudiantes en la tercera actividad deben deducir la regularidad del cubo
de binomio calculando el volumen del cubo formado por un cubo de medida a, un
cubo de medida b, tres paralelepipedos de medidas a, a y b, y tres paralelepipedos
de medidas a, b y b. Nuevamente los y las estudiantes deben calcular el volumen
del cubo utilizando mas de una estrategia.

En la institucionalizacion del cubo de binomio, los y las estudiantes deben de relacionar
cada uno de los volimenes de los cuerpos geométricos, que forman el cubo, con cada
termino algebraico de la regularidad del cubo de binomio, para que relacionen las
representaciones algebraica y geométrica del objeto matematico trabajado en la clase.
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Plan de clase de la clase 3 de la secuencia didactica

Tarea matematica | Rol docente Rol estudiante | Tiempo
Inicio de la clase

Se da a conocer el objetivo de la clase:
Descomponer y componer Cuerpos
geométricos para formar un cubo. Docente muestra el cubo a los y las estudiantes
1. Mostrartarea 1 desde un lugar donde todos puedan observar el | Estudiantes: tiene 8 cuerpos geométricos,
Docente: En esta clase nuevamente | cubo. dos cubos de distintas aristas y seis
trabajaremos en grupos de 4 personas. paralelepipedos.
Antes de entregarles los cuerpos
geomeétricos con los que trabajaremos,
quiero que discutan en sus grupos
correspondientes, cuantas piezas tiene
este cubo, de arista a + b. Junto con
esto deben argumentar su respuesta.

Docente deja en un lugar alto y visible el cubo

para que los y las estudiantes puedan observar

(no tocar) el cubo. Luego monitorea el trabajo de

los y las estudiantes POSIBLES DIFICULTADES:

e NOo logran visualizar cuantos cuerpos
10 min

geométricos se forman al dividir de esta
forma un cubo.

e |dentifican cuantos cuerpos geomeétricos
conforman el cubo, pero no los distinguen
entre si.
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Desarrollo de la clase

En este momento no determinaremos
el volumen de este cubo, ya que lo
haremos al final de la clase.

2. Mostrar tarea 2

Ahora imaginemos que este cubo tiene
aristas de medida a + 2.

Utilizando las dos estrategias de las
clases anteriores, sobre la
descomposicion de las figuras y el
célculo total, determinen el volumen de
este cubo.

Docente entrega los cuerpos geométricos (2
cubos de distintas aristas y seis paralelepipedos
mostrados anteriormente).

Docente monitorea el trabajo de los y las
estudiantes, siendo un facilitador del
conocimiento. Realiza contra preguntas para que
los y las estudiantes puedan desarrollar la tarea
matematica, observando las estrategias y
resultados que surgen de los grupos.

Es importante que el o la docente identifique las
estrategias que utilizan los y las estudiantes, para
luego exponerlas en el plenario. Estrategias que
deberian de realizar:

A) Los y las estudiantes logran determinar el
volumen como la suma de los voliumenes de
cada uno de los cuerpos geométricos.

B) Determinan el volumen del cubo utilizando
la arista del cubo a + 2.

A.1) Para determinar el volumen del cubo
utilizando la estrategia A, una de los posibles
procedimientos de los y las estudiantes, es
que distingan que son 4 cuerpos geometricos
distintos los que conforman el cubo de lado
a + 2. Por lo que calculan el volumen de estos
y luego los que se repitan se multiplican por 3
segun correspondan.

Veuvo = a®+3-(2a®) +3-(2%a) + 23
Veuno = @® + 6a? + 12a + 8|
A.2) El otro posible procedimiento que
podrian realizar los y las estudiantes
utilizando la estrategia A, es que determinen
el volumen de cada cuerpo geométrico, sin
identificar que algunos son los iguales.

Vewvbo = a° + 2a? + 2a? + 2a% + 2%a + 22%a
+2%2a + 28
[Veubo = a® + 6a% + 12a + 8

B) Al utilizar esta estrategia, los y las
estudiantes, determinan el volumen utilizando
un desarrollo directo al elevar a 3 la arista del
cubo a + 2.

Veubo = (@+2)3 =(a+2)* - (a+2)
Veuo = a3 + 6a® + 12a + 8

POSIBLES DIFICULTADES:

¢ No logran identificar las dos estrategias.
e No se acuerdan como calcular el volumen
de prismas y cubos.

e Estudiantes no identifican  términos
semejantes.
e Estudiantes no  aplican  propiedad
distributiva.

20 min
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3. Reflexiones grupales

Docente  expone las  siguientes
preguntas para que los y las estudiantes
relacionen sus dos estrategias, junto
con esto se intenciona a que analicen la
relacién existente entre las
representaciones geométrica y
algebraica del cubo de binomio.

a) ¢Qué relacion existe entre el
exponente al calcular el volumen de un
cubo y el volumen?

b) ¢ Qué relacion existe entre el volumen
del cubo de arista a + 2 y el volumen de
cada uno de los cuerpos geométricos?

c) ¢Cuadl de Ilos procedimientos
utilizados es mas eficiente al determinar
el volumen del cubo?

Docente monitorea el trabajo realizados por los y
las estudiantes, siendo un facilitador del
conocimiento, para que logren una reflexion entre
lo geométrico y algebraico en los procedimientos
utilizados.

Respuestas que se espera de los y las
estudiantes:

a) Cuando se determina el volumen de
cuerpo geométrico, es en un plano
tridimensional, ya que se determina el
espacio que ocupa este cuerpo, por lo tanto
el exponente 3 corresponde a la dimensién en
la cual se trabaja.

b) El resultado de las aristas al cubo,
corresponde al volumen de un cubo, es por
esto que se eleva a 3. En cuanto a los
paralelepipedos restantes, que son 6, se
dividen en 2 ya que serian de aristas distintas,
correspondientes a prismas de bases
cuadradas, es por esto que una de las
medidas de las aristas se eleva a dos por el
area de su base y se multiplica por su altura
correspondiente.

c) Determinar el volumen de los distintos
cuerpos geomeétricos, que en este caso son
cuatro, para luego sumar sus volimenes,
multiplicando por 3 los dos prismas de base
cuadrada.

10 min

4, Plenario

Los y las estudiantes presentan los
resultados obtenidos en la tarea 1,
argumentando segun las reflexiones a
las que llegaron.

Segun lo observado por el o la docente,
selecciona a los grupos que salen a la pizarra.

Se expone en la pizarra los procedimientos
utilizados por los y las estudiantes.

Estudiantes exponen y argumentos sobre los
procedimientos utilizados y la relacion que
existe entre la geometria y el desarrollo
algebraico que realizaron.

15 min
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5. Mostrar tarea 3

Ahora vamos a retomar la medida de la
arista del cubo que fue presentado al
inicio de la clase, de a + b.

Utilizando los mismos procedimientos
anteriores determinen el volumen de
este cubo.

Docente monitorea el trabajo de los y las
estudiantes, siendo un facilitador del
conocimiento. Realiza contra preguntas para que
los y las estudiantes puedan desarrollar la tarea
matematica, observando las estrategias y
resultados que surgen de los grupos.

Es importante que el o la docente identifique las
estrategias que utilizan los y las estudiantes,
segun lo trabajado en la tarea anterior.
Estrategias que deberian de realizar:

A) Los y las estudiantes logran determinar el
volumen como la suma de los volumenes de
cada uno de los cuerpos geométricos.

B) Determinan el volumen del cubo utilizando
la arista del cubo a + b.

Estudiantes trabajan con los mismos cuerpos
geométricos de la tarea 2.

A.1) Para determinar el volumen del cubo
utilizando la estrategia A, una de los posibles
procedimientos de los y las estudiantes, es
que distingan que son 4 cuerpos geométricos
distintos los que conforman el cubo de lado
a + b. Por lo que calculan el volumen de estos
y luego los que se repitan se multiplican por 3
segun correspondan.

Veubo = a®+3- (azb) +3- (abz) + b3

|VCub0 = a® + 3a?b + 3ab? + b3|
A.2) El otro posible procedimiento que
podrian realizar los y las estudiantes
utilizando la estrategia A, es que determinen
el volumen de cada cuerpo geométrico, sin
identificar que algunos son los iguales.

Veuvo = a® + a?b + a?b + a?b + ab? + ab?
+ ab? + b3
[Veuo = @® + 3a?b + 3ab? + b®

B) Al utilizar esta estrategia, los y las
estudiantes, determinan el volumen utilizando
un desarrollo directo al elevar a 3 la arista del
cubo a + b.

Vewno = (@ + b)3 = (a + b)? - (a +b)
[Veuno = @® + 3a?b + 3ab?® + b3|

POSIBLE DIFICULTAD:

e NO establecen relacién de actividad anterior
(alffanumérico) a esta nueva tarea
(algebraica).

20 min
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Cierre de la clase

6. Institucionalizacién

Docente nuevamente muestra a los y
las estudiantes el cubo del inicio de la
clase.

Docente les pregunta, ¢cudl es el volumen del
cubo de arista a + b?

Docente escribe en la pizarra los resultados

obtenidos por los y las estudiantes sobre la tarea

2y 3, para realizar una tabla comparativa (en la
izarra es una tabla de 2 columnas).

Veuvo = a®+3- (Zaz) +3- (22a) +23

|VCul70 =(a+2)P=a®+6a’+12a+ 8|

Veubo = @3 + 3+ (a?b) + 3 (ab?) + b3

[Veuno = (@ + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b|

a) ¢ A qué corresponde cada término del
volumen de este cubo de arista (a + b)3?

b) Entonces, ¢a qué corresponde cada término
del volumen de este cubo de arista (a + 2)3?

c) En este caso, ¢qué regularidad podemos
encontrar?

Una vez que los y las estudiantes logran
determinar la regularidad, se les explicita que
esta recibe el nombre de cubo de binomio.

Para corroborar que los y las estudiantes
entienden igualdad. Docente plantea el siguiente
cubo de binomio: (b + 3)3.

Estudiantes en conjunto con el o la docente
realizan tabla comparativa de las tareas 2 y 3.

a) a® corresponde al volumen del cubo de
arista a, a’b corresponde al area basal del
prisma de base cuadrada de lado a, por la
altura b, b%a corresponde al area basal del
prisma de base cuadrada de lado b, por la
altura a, b3 corresponde al volumen del cubo
de arista a y 3 corresponde a que son 3
primas de base cuadrada iguales.

b) a® corresponde al volumen del cubo de
arista a, 2a? corresponde al area basal del
prisma de base cuadrada de lado a, por la
altura 2, 22a corresponde al area basal del
prisma de base cuadrada de lado 2, por la
altura a, 23 corresponde al volumen del cubo
de arista 2 y 3 corresponde a que son 3
primas de base cuadrada iguales.

c) Estudiantes dan la regularidad del cubo
de binomio, pero haciendo la relacién con
los cuerpos geométricos que estuvieron en
juego en las tareas de la clase.

POSIBLE DIFICULTAD:

e No relacionan el volumen de cada cuerpo
geométrico con cada término de la
regularidad del cuadrado de binomio.

15 min
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Andlisis a priori del plan de clase de la clase 3 de la secuencia didactica
Tarea 1:
Antes de entregarles los cuerpos geométricos con los que trabajaremos, quiero que

discutan en sus grupos correspondientes, cuantas piezas tiene este cubo, de arista
a + b. Junto con esto deben argumentar su respuesta.

Respuesta: tiene 8 cuerpos geométricos, dos cubos de distintas aristas y seis
paralelepipedos.

Posibles dificultades y errores:
* No logran visualizar cuantos cuerpos geométricos se forman al dividir de esta forma
un cubo.

+ Identifican cuantos cuerpos geométricos conforman el cubo, pero no distinguen los
distintos cuerpos entre si.

Devoluciones:

Si los y las estudiantes no logran visualizar cuantos cuerpos geométricos se forman al
dividir el cubo.

» Si dibujaran el cubo en sus cuadernos, ¢Cuantos cuerpos geomeétricos
observan?

» Si eliminan uno dos de los cuerpos que se observan, ¢ pueden visualizar otro
aparte de los anteriores?

» Por lo tanto, ¢ cuantos cuerpos geométricos componen el cubo?

Si los y las estudiantes identifican cuantos cuerpos geomeétricos componen el cubo,
pero distinguen sus nombres.

» ¢Como son las medidas de cada uno de los cuerpos geométricos que se
visualizan?

» ¢(Coémo se llaman los cuerpos geométricos que cumplen con estas
caracteristicas?
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Tarea 2:
Ahora imaginemos que este cubo tiene aristas de medida a + 2.

Utilizando las dos estrategias de las clases anteriores, sobre la descomposicién de las
figuras y el célculo total, determinen el volumen de este cubo.

Estrategias utilizadas por los v las estudiantes:

A) Los y las estudiantes logran determinar el volumen como la suma de los
volumenes de cada uno de los cuerpos geométricos.

B) Determinan el volumen del cubo utilizando la arista del cubo a + 2.

A.1) Para determinar el volumen del cubo utilizando la estrategia A, una de los posibles
procedimientos de los y las estudiantes, es que distingan que son 4 cuerpos
geomeétricos distintos los que conforman el cubo de lado a + 2. Por lo que calculan el
volumen de estos y luego los que se repitan se multiplican por 3 segun correspondan.

Veuno = @ + 3+ (2a%) + 3+ (2%a) + 23
Veubo = > + 6a% + 12a + 8

A.2) El otro posible procedimiento que podrian realizar los y las estudiantes utilizando
la estrategia A, es que determinen el volumen de cada cuerpo geométrico, sin
identificar que algunos son los iguales.

Vewvo = a° + 2a? + 2a? + 2a% + 2%a + 2%a + 2%a + 23
Vewbo = @° + 6a% + 12a + 8

B) Al utilizar esta estrategia, los y las estudiantes, determinan el volumen utilizando un
desarrollo directo al elevar a 3 la arista del cubo a + 2.

Vewro = (a+2)3 = (a+2)? (a+2)
Vewbo = @° + 6a% + 12a + 8
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Posibles dificultades y errores:

¢ No logran identificar las dos estrategias.

¢ No se acuerdan como calcular el volumen de prismas y cubos.
¢ Estudiantes no identifican términos semejantes.

¢ Estudiantes no aplican propiedad distributiva.

Devoluciones:

Si los y las estudiantes calculan el volumen del cubo utilizando solo una de las
estrategias.

» ¢ Existe otra estrategia para determinar el volumen de un cubo?
» De acuerdo con las distintas estrategias utilizadas en las clases anteriores,
¢podrias calcular el volumen del cubo de otra manera?

Si los y las estudiantes no se acuerdan como calcular el volumen de un cubo.

» ¢Qué es el volumen de un cuerpo geométrico?

» ¢ En cuantas dimensiones trabajamos?

» Por lo tanto, ¢como podemos determinar el volumen de un paralelepipedo? Y
de jun cubo?

Si los y las estudiantes no identifican los términos semejantes.
» Docente da ejemplos de la vida cotidiana donde los elementos son iguales, por
ejemplo, las frutas.
» Por lo tanto, si tenemos a 'y 2a, ¢son términos semejantes?
Si los y las estudiantes no aplican la propiedad distributiva.
» Docente da ejemplos numéricos y los desarrollan, por ejemplo, ¢es lo mismo
(2+3)-(24+43)=2-2+3-3 que 2+3):(2+3)=2-2+2-34+2-3+3"
3?. Comprobemos nuestros resultados para ver si es correcto sumando antes
de multiplicar, (2+3)-(2+3)=5"-5.
Reflexiones grupales de Tarea 1y 2
Docente expone las siguientes preguntas para que los y las estudiantes relacionen sus

dos estrategias, junto con esto se intenciona a que analicen la relacidn existente entre
las representaciones geométrica y algebraica del cubo de binomio.

86



a) ¢Qué relacion existe entre el exponente al calcular el volumen de un cubo y el
volumen?

Respuesta: Cuando se determina el volumen de cuerpo geométrico, es en un plano
tridimensional, ya que se determina el espacio que ocupa este cuerpo, por lo tanto, el
exponente 3 corresponde a la dimension en la cual se trabaja.

b) ¢ Qué relacion existe entre el volumen del cubo de arista a + 2 y el volumen de cada
uno de los cuerpos geométricos?

Respuesta: El resultado de las aristas al cubo, corresponde al volumen de un cubo, es
por esto que se eleva a 3. En cuanto a los paralelepipedos restantes, que son 6, se
dividen en 2 ya que serian de aristas distintas, correspondientes a prismas de bases
cuadradas, es por esto que una de las medidas de las aristas se eleva a dos por el
area de su base y se multiplica por su altura correspondiente.

c) ¢, Cual de los procedimientos utilizados es mas eficiente al determinar el volumen
del cubo?

Respuesta: Determinar el volumen de los distintos cuerpos geométricos, que en este
caso son cuatro, para luego sumar sus voliumenes, multiplicando por 3 los dos prismas
de base cuadrada.

Tarea 3:

Ahora vamos a retomar la medida de la arista del cubo que fue presentado al inicio de
la clase, de a + b.

Utilizando los mismos procedimientos anteriores determinen el volumen de este cubo.

Estrategias gue deberian de realizar:

A) Los y las estudiantes logran determinar el volumen como la suma de los
volumenes de cada uno de los cuerpos geomeétricos.

B) Determinan el volumen del cubo utilizando la arista del cubo a + b.
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A.1) Para determinar el volumen del cubo utilizando la estrategia A, una de los posibles
procedimientos de los y las estudiantes, es que distingan que son 4 cuerpos
geomeétricos distintos los que conforman el cubo de lado a + b. Por lo que calculan el
volumen de estos y luego los que se repitan se multiplican por 3 segun correspondan.

Vewbo = a2 + 3+ (a?b) + 3+ (ab?®) + b3

Vewvbo = @° + 3a?b + 3ab? + b3

A.2) El otro posible procedimiento que podrian realizar los y las estudiantes utilizando
la estrategia A, es que determinen el volumen de cada cuerpo geométrico, sin
identificar que algunos son los iguales.

Veuro = a° + a?b + a®b + a?b + ab? + ab? + ab? + b3
Veubo = @ + 3a%b + 3ab? + b3

B) Al utilizar esta estrategia, los y las estudiantes, determinan el volumen utilizando un
desarrollo directo al elevar a 3 la arista del cubo a + b.

Vewro = (a+ b)® = (a+b)?-(a+b)
Vewvo = @ + 3a?b + 3ab? + b3

Dificultad:

eNo establecen relaciébn de actividad anterior (alfanumérico) a esta nueva tarea
(algebraica).

Devoluciones:

» Docente solicita a los y las estudiantes que realicen contraste entre los que se
realiz6 en la actividad anterior, desde las dos estrategias implementadas y la
relacion entre el volumen de cada cuerpo geométrico y cada término de sus
resultados.

a) ¢ A qué corresponde cada término del volumen de este cubo de arista (a + b)3?

Respuesta: a3 corresponde al volumen del cubo de arista a, a?b corresponde al area
basal del prisma de base cuadrada de lado a, por la altura b, b%a corresponde al area
basal del prisma de base cuadrada de lado b, por la altura a, b3 corresponde al
volumen del cubo de arista a y 3 corresponde a que son 3 primas de base cuadrada
iguales.
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b) Entonces, ¢a qué corresponde cada término del volumen de este cubo de arista
(a+2)3?

Respuesta: a® corresponde al volumen del cubo de arista a, 2a? corresponde al area
basal del prisma de base cuadrada de lado a, por la altura 2, 2%2a corresponde al area
basal del prisma de base cuadrada de lado 2, por la altura a, 23 corresponde al
volumen del cubo de arista 2 y 3 corresponde a que son 3 primas de base cuadrada
iguales.

c) En este caso, ¢,qué regularidad podemos encontrar?

Respuesta: Estudiantes dan la regularidad del cubo de binomio, pero haciendo la
relacion con los cuerpos geometricos que estuvieron en juego en las tareas de la clase.

Una vez que los y las estudiantes logran determinar la regularidad, se les explicita que
esta recibe el nombre de cubo de binomio.

Para corroborar que los y las estudiantes entienden igualdad. Docente plantea el
siguiente cubo de binomio: (b + 3)3.

Respuesta: (b + 3)3 = b3 + 9b2 + 27b + 27
Dificultad:

¢ No relacionan el volumen de cada cuerpo geométrico con cada término de la
regularidad del cuadrado de binomio.

Devoluciones:

» En el plenario intencionar a que los y las estudiantes comparen las estrategias
utilizadas y analizar a través de preguntas a que corresponde cada término. Se
relaciona con preguntas tales como: ¢ qué representa b3?

MATEMATICA EN JUEGO

» Realizar una conexion entre las representaciones tanto algebraica como
geométrica del cubo de binomio.

» ldentificar términos semejantes en el producto de binomio o bien, en la
reduccion de términos semejantes al sumar los voliumenes.

» Determinar la regularidad del cubo de binomio.

» Determinar posibles estrategias para calcular el volumen en la composicion y/o
descomposicion de cuerpos geométricos (en este caso).
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Los y las estudiantes tienen que establecer la congruencia entre los registros
evidenciando lo siguiente:

b

a

b

Al relacionar cada volumen de la descomposicion de los cuerpos geométricos del cubo
cuyos lados miden a + b con respecto a cada término del cubo de binomio a3 + 3a?b +
3ab? + b3, se tiene:

e El volumen del cubo cuya medida de lados es a, corresponde al primer término del
cubo de binomio.

e El volumen de los tres paralelepipedos cuyas medidas de lados es a, ay b,
corresponde al segundo término del cubo de binomio.

e El volumen de los tres paralelepipedos cuyas medidas de lados es a, by b,
corresponde al segundo término del cubo de binomio.

¢ El volumen del cubo cuyas medidas de lados es b, corresponde al cuarto término
del cubo de binomio.

A continuacién, se presenta una tabla que describe lo mencionado anteriormente,
haciendo alusion a la congruencia entre estas dos representaciones que deberian de
realizar los y las estudiantes en base al marco teorico:

Tabla 7: Congruencia de las representaciones algebraica y geométrica de la regularidad del cubo de binomio.

Representacién geométrica Representacién algebraica
Espacio tridimensional del cubo | Volumen del cubo de lado a.
’ de medida de lado a vV, =a®
Espacio tridimensional del Volumen del paralelepipedo de lados a,
Ii paralelepipedo de medidas de |ay b.
lados a, a y b. V, = a®b

paralelepipedo de medidas de | by b.

Espacio tridimensional del Volumen del paralelepipedo de lados a,
lados a, b y b. V3 = ab?

Volumen del cubo de lado b.

Espacio tridimensional del V,=b3
cubo de medida de lado b

Espacio tridimensional del Vp=V1+3V, +3V3+V,
cubo de medida de Vr = a® + 3a®b + 3ab* + b3

ladoa + b

* Volumen del cubo de lado a + b.
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CONCLUSIONES

A partir de un Estudio de Clase realizado por cuatro docentes surge esta secuencia
didactica, para favorecer la relacion que establecen los y las estudiantes entre las
representaciones geométrica y algebraica en la deduccion de las regularidades del
cuadrado de binomio y cubo de binomio. Junto con esto, se puede evidenciar el
crecimiento profesional de las docentes participantes de esta implementacion en
relacion a este objeto matematico. Enriqueciendo su labor docente en cuanto se es
observador, actor, e investigador de su propia clase.

Luego de las implementaciones del plan de clase de la clase 2, se establecieron
que los y las estudiantes no tienen adquiridos todos los conocimientos previos en
relacion con la multiplicacion de expresiones algebraicas y la reduccion de
expresiones algebraicas, por lo que se considerd que debiese de existir una clase
abarcando estos conocimientos previos. Se agrega una clase 3 para trabajar con la
representacion geométrica y algebraica del cubo de binomio, siguiendo en la linea
de multiplicaciones de binomios.

Para realizar esta secuencia tuve que realizar un analisis epistemoldgico para
comprender como surgen los productos notables, especificamente el cuadrado y
cubo de binomio, para adquirir nuevos conocimientos sobre este objeto. Esta
investigacion no tan solo colaboro con el disefio de la secuencia didactica, ya que
en mis clases he transmitido estos conocimientos para complementar el aprendizaje
de mis estudiantes.

Este trabajo ha favorecido mi labor docente, mejorando propuestas de tareas dentro
del aula anticipando las posibles dificultades y errores de los y las estudiantes, para
abarcar de mejor forma las devoluciones, realizando preguntas mejor elaboradas y
gue los y las estudiantes puedan lograr un aprendizaje significativo.

Es importante recalcar, la importancia que tiene este tipo de tareas con material
concreto en las clases de matematicas, en el sentido de como los y las estudiantes
se motivan a participar. Se evidencio que estudiantes con necesidades educativas
especiales estaban motivados en la participacion de la clase, en especifico un
estudiante que en clases anteriores se mostraba reacio a opinar y argumentar en
clases, en esta y en las siguientes si lo realizo.

Junto con esto, he reafirmado la importancia que tiene que los y las estudiantes distingan
las diversas representaciones de un objeto matemético para lograr una mejor comprension,
aunque el principal desafio en adelante es que generen por si mismos la congruencia entre
los distintos registros, sin que queden aislados unos de otros.

La principal contribucion a la comunidad educativa de este trabajo es la innovacion
gue se realizé con respecto a la vinculacion de las actividades con el marco tedrico
de Duval, Teoria de registros de representaciones semibéticas. Si bien, se pueden
encontrar en internet actividades sobre los productos notables utilizando material
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concreto, en ninguna de ellas se observa la relacion entre las representaciones
algebraica y geométrica de los productos notables, recalcando que el foco de cada
clase es que el o la estudiante logre una congruencia entre los registros utilizados y
asi comprenda este objeto matemético.
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ANEXOS

1. Analisis a priori del plan de clase implementado

Tarea 1:

Utilizando todos los cuadrilateros formen un cuadrado y luego determinen su area.

I }

"3 I 1 £3
1 v )

= 3

Posibles construcciones de los y las estudiantes:

Estrategias para desarrollar el problema:

1) Calcular el area de cada cuadrilatero y luego sumarlas para determinar el
area total.

2) Determinar cuanto mide el lado del cuadrado formado por las piezas y
luego calcular el area.

1° Desarrollo (estrategial):

El &rea de este cuadrado de lado 3, lo calculan de la siguiente
forma:

Acuadrado lado3 = 3-3=9

_ El area del rectangulo de lado 3y 1, lo calculan de la siguiente
forma:

Arectangulo =3-1=3
El area del cuadrado de lado 1, lo calculan de la siguiente forma:
Acuadradoladzor =1-1=1

Recordar que para formar el cuadrado con las 4 fichas, se tiene un cuadrado de
lado 3, un cuadrado de lado 1 y dos rectangulos de lado 3y 1. Calculan el area total

95



sumando todas las areas de los cuadrilateros entregados, como se muestra a
continuacion:

ATotal = Acuadrado lado 3 + 2 Arectangulo + Acuadrado lado 1
Arotar =9+2-3+1
Arota =9+ 6+ 1
Arotar = 16

2° Desarrollo (estrateqgia 2):

Los y las estudiantes forman el cuadrado con las cuatro fichas entregadas,
determinando la medida de cada lado del cuadrado, como se observa a
continuacion:

1 3
Para determinar el lado del cuadrado formado suman 1y 3.

Medida del lado =3+1 =4

Para determinar el area del cuadrado formado, multiplican largo por ancho, como
se muestra a continuacion:

Acuadrado formado = 4-4=16

Como se puede evidenciar, utilizando las dos estrategias se obtiene el mismo
resultado. Se espera que durante la clase surja de los y las estudiantes el desarrollo
ambas estrategias para determinar el area del cuadrado formado por las cuatro
fichas.

Dificultades:

- En la clase solo se desarrolla una de las estrategias, lo que no beneficia a
gue puedan hacer una primera aproximacion a la regularidad del cuadrado
de binomio.

- Los y las estudiantes no recuerdan como se calcula el area de los
cuadrilateros presentes en la actividad.

- Estudiantes no logran formar el cuadrado con las fichas.
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Tarea 2:

Utilizando todos los cuadrilateros formen un cuadrado y luego determinen su area.
En este caso se tiene: 1 cuadrado rojo de lado 3, cuatro rectangulos de lados 3y 1
y cuatro cuadrados de lado 1.

L]

— S
3 -
] !
) O HE
—

3

Posibles construcciones de los y las estudiantes:

Estrategias para desarrollar el problema:

-
3

1) Calcular el &rea de cada cuadrilatero y luego sumarlas para determinar el
area total.

2) Determinar cuanto mide el lado del cuadrado formado por las piezas y
luego calcular el area.

1° Desarrollo (estrategial):

El area de este cuadrado de lado 3, lo calculan de la siguiente
forma:
Acuadrado tado3 =33 =19

El area del rectangulo de lado 3y 1, lo calculan de la siguiente
forma:

Arectangulo =3-1=3
El area del cuadrado de lado 1, lo calculan de la siguiente forma:
Acuadradoladgo1r = 1-1=1

Recordar que para formar el cuadrado con las nueve fichas, se tiene un cuadrado
de lado 3, cuatro cuadrados de lado 1 y cuatro rectangulos de lado 3 y 1. Calculan
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el area total sumando todas las areas de los cuadrilateros entregados, como se
muestra a continuacion:

ATotal = Acuadrado lado 3 + 4 Arectangulo +4 Acuadrado lado 1
ATotal =9+4'3+4'1
Arotar =9+ 12+ 4
Arotar = 25
2° Desarrollo (estrategia 2):

Los y las estudiantes forman el cuadrado con las cuatro fichas entregadas,
determinando la medida de cada lado del cuadrado, como se observa a
continuacion:

(—

3 11
Para determinar el lado del cuadrado formado suman 1, 1y 3.

Medida dellado=3+1+1=5

Para determinar el area del cuadrado formado, multiplican largo por ancho, como
se muestra a continuacion:

Acuadrado formado = 5:5=25

Como se puede evidenciar, utilizando las dos estrategias se obtiene el mismo
resultado. Se espera que durante la clase surja de los y las estudiantes el desarrollo
ambas estrategias para determinar el area del cuadrado formado por las cuatro
fichas.

Dificultades:

- En la clase solo se desarrolla una de las estrategias, o que no beneficia a
gue puedan hacer una primera aproximacion a la regularidad del cuadrado
de binomio.

- Los y las estudiantes no recuerdan como se calcula el area de los
cuadrilateros presentes en la tarea.

- Estudiantes no logran formar el cuadrado con las fichas.
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Tarea 3:
Utilizando todos los cuadrilateros formen un cuadrado y luego determinen su area.

En la tercera tarea ya se desarrolla el calculo del area del cuadrado con valores
algebraicos y numéricos.

— 1,
- .y

a

Posibles construcciones de los y las estudiantes:

Estrategias para desarrollar el problema:

1) Calcular el area de cada cuadrilatero y luego sumarlas para determinar el
area total.

2) Determinar cuanto mide el lado del cuadrado formado por las piezas y
luego calcular el area.

1° Desarrollo (estrategial):

El area de este cuadrado de lado a, lo calculan de la siguiente
forma:

e ey — A2
Acuadrado ladoa — @ a=a

_ El area del rectangulo de lado ay 1, lo calculan de la siguiente
forma:

Arectangulo =a-l=a
El area del cuadrado de lado 1, lo calculan de la siguiente forma:
Acuadradotado1 =11 =1

Recordar que para formar el cuadrado con las 4 fichas, se tiene un cuadrado de
lado a, un cuadrado de lado 1 y dos rectangulos de lado a y 1. Calculan el area total
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sumando todas las areas de los cuadrilateros entregados, como se muestra a
continuacion:

ATotal = Acuadrado lado a +2 Arectangulo + Acuadrado lado 1
Arotar = a2 +2a+ 1
O bien,
ATotal = Acuadrado lado a + Arectangulo + Arectangulo + Acuadrado lado 1
Arotw = a*+a+a+1
Arotar = a* +2a+1
2° Desarrollo (estrategia 2):

Los y las estudiantes forman el cuadrado con las cuatro fichas entregadas,
determinando la medida de cada lado del cuadrado, como se observa a
continuacion:

1 a
Para determinar el lado del cuadrado formado suman 1y a.

Medida del lado = a + 1

Para determinar el area del cuadrado formado, multiplican largo por ancho, como
se muestra a continuacion:

Acuadrado formado = (a+1D(a+1)

Luego, los y las estudiantes multiplican término por término, obteniendo el siguiente
resultado:

Acuadrado formado = a>+a+a+1
Acuadrado formado = a’+2a+1

Como se puede evidenciar, utilizando las dos estrategias se obtiene el mismo
resultado. Se espera que durante la clase surja de los y las estudiantes el desarrollo
ambas estrategias para determinar el area del cuadrado formado por las cuatro
fichas.

Dificultades:
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- En la clase solo se desarrolla una de las estrategias, o que no beneficia a
gue puedan hacer una primera aproximacion a la regularidad del cuadrado
de binomio.

- Los y las estudiantes no recuerdan como se calcula el area de los
cuadrilateros presentes en la actividad.

- Estudiantes no logran formar el cuadrado con las fichas.

- No identifican los términos semejantes, por lo que no reducen correctamente
la expresion que da como resultado un trinomio.

- No logran multiplicar término por término.

Actividad 4:
Utilizando todos los cuadrilateros formen un cuadrado y luego determinen su area.

En la cuarta actividad ya se desarrolla el célculo del area del cuadrado con valores

algebraicos
]
Fo
" - [ 1 - -
\ J

= a

Posibles construcciones de los estudiantes:

Estrategias para desarrollar el problema:

3) Calcular el area de cada cuadrilatero y luego sumarlas para determinar el
area total.

4) Determinar cuanto mide el lado del cuadrado formado por las piezas y
luego calcular el area.
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1° Desarrollo (estrategial):

El area de este cuadrado de lado a, lo calculan de la siguiente
forma:

e ey — A2
Acuadrado ladoa — @ a=a

_ El area del rectangulo de lado a y b, lo calculan de la siguiente
forma:

Arectangulo =a-b=ab
El &rea del cuadrado de lado b, lo calculan de la siguiente forma:
— — K2
Acuadrado ladop =b b =Db

Recordar que para formar el cuadrado con las 4 fichas, se tiene un cuadrado de
lado a, un cuadrado de lado b y dos rectangulos de lado a y b. Calculan el area total
sumando todas las areas de los cuadrilateros entregados, como se muestra a
continuacion:

ATotal = Acuadrada lado a +2 Arectangulo + Acuadrado lado b
Arotar = 0% + 2a + b?
O bien,

ATotal = Acuadrado lado a + Arectangulo + Arectangulo + Acuadrado lado b
Arotar = a* + ab + ab + b?
Arotar = a% + 2ab + b?

2° Desarrollo (estrateqgia 2):

Los y las estudiantes forman el cuadrado con las cuatro fichas entregadas,
determinando la medida de cada lado del cuadrado, como se observa a
continuacion:

Para determinar el lado del cuadrado formado suman by a.
Medida del lado = a+ b

102



Para determinar el area del cuadrado formado, multiplican largo por ancho, como
se muestra a continuacion:

Acuadrado formado = (a+1)(a+b)

Luego, los y las estudiantes multiplican término por término, obteniendo el siguiente
resultado:

— A2 2
Acuadrado formado — A~ ta+a+ b
— 42 2
Acuadrado formado = a° +2a + b

Como se puede evidenciar, utilizando las dos estrategias se obtiene el mismo
resultado. Se espera que durante la clase surja de los y las estudiantes el desarrollo
ambas estrategias para determinar el area del cuadrado formado por las cuatro
fichas.

Dificultades:

- En la clase solo se desarrolla una de las estrategias, lo que no beneficia a
que puedan hacer una primera aproximacién a la regularidad del cuadrado
de binomio.

- Los y las estudiantes no recuerdan como se calcula el area de los
cuadrilateros presentes en la actividad.

- Estudiantes no logran formar el cuadrado con las fichas.

- No identifican los términos semejantes, por lo que no reducen correctamente
la expresién que da como resultado un trinomio.

- No logran multiplicar término por término.

POSIBLES DEVOLUCIONES A LOS ERRORES Y DIFICULTADES

Error en reconocer los términos semejantes:

- ¢Cuéndo dos términos son semejantes?
- ¢Qué tienen en comun dos términos semejantes?
- Por lo tanto, ¢cuéles son los términos que se pueden reducir?

No logran multiplicar término por término:

- ¢Como multiplicAbamos un monomio por un binomio?

- Ahora, ¢,como podrias determinar el producto entre dos binomios?

- Si el o la estudiante aun no lo visualiza, con el dedo se tapa uno de los
términos de un binomio para que determine como multiplicaria y luego se
taparia el otro, luego se pregunta ¢,qué operatoria realizas para unir estos
dos resultados.

Calculo del area de cuadrilateros:

- ¢Como se determina el area de un cuadrado?
- ¢ Cuanto miden los lados de un cuadrado?
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¢.Son distintos?

Nuevamente se pregunta al estudiante: ¢ CoOmo se determina el area de un
cuadrado?, en el caso que se respondiera inicialmente.

¢,Como se determina el &rea de un rectangulo?

¢,Como podrias determinar el area del piso de la sala? (en este caso es
rectangular), la idea es ejemplificar.

Estudiantes no logran formar el cuadrado con las fichas:

Si mantienes una fija, y mueves el resto, ¢podrias formar el cuadrado?,
jinténtalo!

Si es que los vy las estudiantes solo realizan una de las estrategias:

C) Si de las dos estrategias esperadas, los y las estudiantes solo logran

determinar el area como la suma de las areas menores:

Docente realiza las siguientes preguntas, luego que los y las estudiantes exponen
sus resultados y estrategias en el plenario:

¢ Existe otra estrategia para determinar el area del cuadrado mayor?

¢, Qué ocurre si unimos todas las fichas, formando los cuadrados?

¢, Se podria determinar un dato para generar otra estrategia para calcular la
superficie del cuadrado?

D) Si de las dos estrategias esperadas solo logran determinar el area como el

lado (del cuadrado mayor) al cuadrado:

Docente realiza las siguientes preguntas, luego que los y las estudiantes exponen
sus resultados y estrategias en el plenario:

¢ Existe otra estrategia para determinar el area del cuadrado mayor?
¢Podriamos determinar la superficie total del cuadrado si lo
descomponemos?

¢, Qué realizarian en este caso?

MATEMATICA EN JUEGO

VVV VY

Realizar una conexion entre las representaciones tanto algebraica como
geométrica del cuadrado de binomio.

Identificar términos semejantes en el producto de binomio o bien, en la
reduccion de términos semejantes al sumar las superficies.

Determinar la regularidad del cuadrado de binomio.

Analizar cada una de las situaciones.

Determinar posibles estrategias para determinar el area en la composicion y/
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