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RESUMEN

La multiplicacion de nimeros complejos suele presentarse, en los textos eruditos y
textos escolares, haciendo énfasis solo en la representacion algebraica, implicando
una mirada deficiente e incompleta de la operacion en cuestién, provocando a su
vez un aprendizaje parcial en los estudiantes respecto al objeto matematico. A partir
de lo anterior, en el presente trabajo se busca subsanar tal deficiencia, planteando
situaciones de aprendizaje que propician la multiplicacion de los nUmeros complejos
desde la Teoria de las Situaciones Didéacticas (TSD), con el objetivo de que los
estudiantes comprendan y analicen la representacion geométrica del producto de
nameros complejos.

Segun Martinez (2006) la ensefianza de la multiplicacion de niameros complejos,
vinculada con las dos representaciones - algebraica y geométrica- proporciona en
los alumnos mejoras en el concepto del objeto matematico. Es a propdsito de esta
idea que formulamos una propuesta didactica a partir de un Estudio de Clases, cuya
investigacion se encuentra enmarcada en un paradigma cualitativo de tipo
exploratorio, en el cual se narran situaciones y fenbmenos que se daran en un
escenario, y un contexto estructurado, en torno a la TSD. Se implementa una
propuesta de aprendizaje a 22 estudiantes pertenecientes a un curso de tercer afio
medio de un colegio de Santiago. A partir de los resultados extraidos, se evidencia
que los alumnos tienen dificultades en resolver operaciones algebraicas, lo que
causo un retraso en el transito entre la representacion algebraica y la geométrica de
los nimeros complejos.



INTRODUCCION

Los ultimos afios han representado un escenario de cambios profundos en la
ensefianza de la matematica, tanto en el curriculum a nivel general, como en la
propia practica docente. Las investigaciones recientes intentan atender a las
problematicas que se suscitan en la educacion y en el aula, como la mecanizacion
del algebra, desinterés por aprender matematica, entre otras. Es aqui donde se
enmarca este estudio y propuesta pedagogica, con el objetivo de elaborar una
situacion de aprendizaje que propicie la multiplicacion de los nUmeros complejos
desde la Teoria de las Situaciones Didacticas de Guy Brousseau, TSD, privilegiando
la representacion geométrica en el proceso de ensefianza-aprendizaje de los
estudiantes. Es por ello que se elabora un plan de clase, que contempla el andlisis
a priori para la anticipacion de posibles comportamientos, respuestas de los
alumnos y la evaluacion interna de la clase.

Las actividades planteadas permitiran que los alumnos desplieguen procedimientos
de resolucion, desarrollen distintas estrategias y verbalicen conclusiones al interior
de los grupos. En este sentido, el trabajo colaborativo permitird a los alumnos
argumentar, analizar, concluir y validar las respuestas que se van suscitando en el
desarrollo de las clases. La eleccion y pertinencia de la TSD, se debe a que este
marco teorico de tipo epistemoldgico contribuye a la ensefianza y aprendizaje de la
matematica colaborativamente, involucrando diversas interacciones sociales entre
los estudiantes, docente y saber matematico, lo que condiciona y propicia la
construccion del conocimiento matematico. Esta teoria sustenta el plan de clase
elaborado y se enmarca desde las preguntas que propone el profesor a los alumnos,
recuperando nociones, respuestas, relacionando y demostrando matematicamente,
siendo el alumno su propio gestor del aprendizaje. El alumno aprende por lo que
realiza en clases, por el significado que le entrega la actividad llevada a cabo y la
posibilidad que se puedan integrar nociones, concepciones, por la capacidad de
poder expresar ante sus pares la construccion de su propio conocimiento
matematico. El plan de clases, es aplicado a un colegio de la comuna de Santiago,
en el cual se realiza un registro de la informacion recabada, siendo analizada en
base a una categoria de analisis para luego poner de relieve las conclusiones mas
relevantes de este estudio.



PROBLEMATICA Y ANTECEDENTES DE INVESTIGACION
E INNOVACION

La propuesta didactica es relevante para dar respuesta a la problematica que se
suscita respecto a la multiplicacion de numeros complejos, y pone de relieve
diversos antecedentes que permitiran relacionarlo con este estudio, para luego
configurar una propuesta integradora, que propicie el transito entre las
representaciones algebraica y geométrica, identificando las dificultades que tienen
los alumnos en el transito de los registros.

Por los trabajos de Chevallard (1985) sobre la Transposicion Didactica en los textos
escolares, se realiza una transformacién entre el saber sabio y el saber ensefiado,
un quiebre en el saber que se ensefa y el conocimiento especifico de la disciplina
en el ambito académico. Es asi, que respecto a varias investigaciones y articulos
sobre el saber sabio y saber ensefiado, se estudia la relacién y la distancia que
existe entre ambos saberes. Para ello, se analizan los textos de estudio,
especificamente el texto de matematica 3° Medio Santillana, y el que otorga el
Ministerio de Educacion. Segun Barrantes y Zapata (2015), los textos representan
una serie de problemas que dicen relacién con su aplicabilidad y coherencia, tanto
didactica como metodoldgica, en el area de la matematica. Se generan errores de
ensefianza-aprendizaje de los conceptos geométricos, especificamente en la
representacion geométrica, que pueden ser causados por una utilizacion exclusiva
de los textos escolares. Es en este sentido que se formulan una serie de
interrogantes, a partir tanto de los textos de estudio, como de fuentes de
investigacion asociadas, de las que se desprende una desarticulacion del producto
de numeros complejos y su representacion geométrica, como sefialan Artigue,
Douday y Moreno (1995).

Segun Flores (2016) existe un privilegio por la representacién algebraica en el
proceso de aprendizaje de la multiplicacién de nimeros complejos, lo que provoca
una comprension superficial del objeto matematico. Es asi como el registro grafico
es relegado y el transito entre el registro algebraico y geométrico se desarticula. De
igual manera, Artigue et al. (1995) hace énfasis en la desarticulacion entre el registro
gréfico y algebraico, lo que genera en los alumnos variados obstaculos respecto al
objeto matematico estudiado. Asi mismo, se evidencia en el estudio de Flores y
Montoya (2016), desde la mirada del curriculum, que el proceso de ensefianza se
ha basado en la mecanizacion, convirtiendose el algebra en algo sin significado para
los alumnos. De ahi la importancia de la representacion geométrica para la
comprension del significado del producto de los nimeros complejos, y el transito
entre las dos representaciones. En Chile es un tema reciente, por lo que hay pocas
referencias nacionales al respecto.

En primer lugar, Ercilla (2010) presenta una propuesta para alumnos de octavo
grado, con el objetivo de desarrollar las habilidades en la apropiacion del concepto
y significado de expresiones algebraicas y sus operaciones, utilizando como
herramienta las representaciones geométricas. Las actividades a través de las
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representaciones geométricas dentro del aula, facilitan el aprendizaje y
comprension algebraica ya que desarrolla habilidades de generalizar, reconocer,
visualizar, representar y describir, donde los estudiantes comprenden rdpidamente
los conceptos. Los resultados arrojan que el uso de actividades con
representaciones geomeétricas facilita la comprension de contenidos algebraicos,
capacidad para manipular de manera efectiva los niameros y lograr un aprendizaje
significativo en los estudiantes.

Otro estudio que ha interesado como referencia es la investigacion de Mangili y
Sanchez (2015), la que presentan una propuesta pedagdgica basada en la
ensefianza de las transformaciones isométricas, en base a la operatoria de los
nameros complejos, con el objetivo de integrar los ejes importantes del marco
curricular a partir de la teoria del aprendizaje significativo de David Ausubel (1976).
Los resultados muestran que los estudiantes después de la implementacion del
disefio didactico y el trabajo desde la representacion geométrica, poseen
herramientas para realizar cualquier transformacion isométrica ocupando la
operatoria de los numeros complejos, siendo la representacion geomeétrica una
herramienta eficaz para perfeccionar la ensefianza de las transformaciones
isométricas. Esta investigacion guarda relacion con el estudio de clase realizado, da
cuenta de laimportancia de contemplar la representacién geométrica en los distintos
objetos matematicos, ya que otorga al alumno un mayor aprendizaje.

Si bien, los objetivos de aprendizajes planificados no aparecen en el Programa de
Estudio de Tercero Medio (MINEDUC, 2017), parece necesario y pertinente
incorporarlos, para propiciar la articulacion entre la representacion algebraica y
geométrica de la multiplicacion de los numeros complejos.

Uno de los objetivos de este proyecto de innovacién es proponer un sistema de
aprendizaje que vincule la representacion algebraica y geométrica de la
multiplicacion de los numeros complejos desde la TSD; razén por la que se buscé
apoyo en la propuesta de Flores y Montoya (2016), quienes proponen investigar
sobre el proceso de aprendizaje de la multiplicacion de nimeros complejos, con el
objetivo de ensefiar este contenido haciendo énfasis en la representacion
geométrica desde la Teoria de Espacio de Trabajo Matematico. Los resultados de
esta propuesta fueron significativos, ya que al realizar tratamientos y conversiones
entre los distintos registros semiéticos, se generd mayor comprension del concepto
y los estudiantes lograron apropiarse y construir el significado de la multiplicacion
de nimeros complejos.

Finalmente, un estudio bastante revelador para el desarrollo del proyecto de
innovacion corresponde a Bitencourt, A; Vargas, P; Feliccety, V (2014), quienes
presentan una propuesta pedagogica para los estudiantes de tercer grado, donde
relacionen el sentido de las operaciones de los numeros complejos a través de la
representacion geométrica. Los conocimientos involucrados son los numeros
complejos y su representacion geométrica en el plano de Argand, especificamente
en la rotacidon de vectores en el plano. Esta propuesta pone de relieve y saca la luz
la relevancia de la geometria en la matematica y la importancia de las distintas
representaciones en el objeto mateméatico. Estas investigaciones permitieron
orientar mejor este estudio, ya que hacen especial énfasis en la importancia del
transito entre la representacion algebraica y geométrica, dando a conocer las



probleméticas que se suscitan en el aula y como mejorar el aprendizaje de los
alumnos en base a una propuesta de ensefianza que optimice esta conversion.



OBJETO MATEMATICO

El desafio de innovar implica la administracion de contenidos matematicos -
expresados en estructuras conceptuales- a partir de propuestas de ensefianza que
permitan representar relaciones significativas entre conceptos y procedimientos, para
la apropiaciéon del objeto matemético. La posibilidad de que los profesores tengan
herramientas, como el andlisis de los textos desde el saber erudito y saber escolar,
analisis curricular y andlisis epistemoldgico, permite a los docentes su posicionamiento
como constructores e investigadores de sus propias innovaciones, haciendo que su
experiencia y conocimiento pedagogico juegue un rol relevante en la implementacion
de la clase.

Desde el saber erudito no todo este conocimiento es apto para transferirse
directamente, es por ello que se realiza un proceso de transformacion al saber
ensefiado, proceso que se denomina Transposicion Didactica. A continuacion, se
presentara el saber erudito, tomado desde el texto escrito por Spiegel, The McGraw-
Hill, 2009 y el saber escolar extraido del texto Santillana, 2014, para dar a conocer la
distancia entre los dos saberes respecto al objeto matematico multiplicacion de
nameros complejos.

Definir objeto desde el saber escolar y erudito. DISTANCIA ENTRE SABERES.

SABER ERUDITO

Se ha considerado como la conceptualizacion experta de nameros complejos de
acuerdo a Spiegel (2009).

Numeros Complejos
En los nimeros reales la ecuacion x* +1 =0 & x?2 = —1 no tiene solucion, para
construir el conjunto de los nimeros complejos C, se realiza una relacion binaria, RxR
correspondiendo a la igualdad de elementos de este conjunto.

(a,b) =(c,d)oa=cAb=d.
Podemos ver que esta relacion es de equivalencia y cada clase de equivalencia esta
formada por un solo elemento, el representante de la clase.



El cuerpo de los niumeros complejos, en base a las siguientes definiciones de
adicion y multiplicacién
Se define respectivamente por:
(a,b) + (c,d) =(a+c¢,b+d)
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
V(a,b),(c,d) € C

Notar que hay una funcion inyectiva F desde los nimeros reales al de los nimeros
complejos C, donde F(a)=(a,0)
Para cada numero complejo z = (a, b) se define el complejo Z = (a, b) = (a,—b) que
se llama conjugado de z.
Observaciones
e Al sumar o multiplicar el nUmero complejo con su conjugado el resultado es un
namero real.
e El cuadrado de todo numero imaginario es un niamero real negativo.
Asi (0,1)2 = (0,1) - (0,1) = (—1,0) » —1 siendo asi (0,1) una solucion para x? =
-1.
Se define (0,1) como unidad imaginaria y se denota por i, se tiene que i2 = —1
y para todo (x,y) € C,
(x,y) =(x,0) +(0,y) = (x,0) + (y,0) - (0,1) = x + yi, donde x se llama parte
real e y parte imaginaria del niumero complejo.

Se define el médulo, mod(2) o |z| asir = |z| =z -Z = \/x? + y2 y que representa la
distancia del origen al punto que representa el complejo z en el plano Argand.
Si 6 es el angulo positivo (amplitud o argumento) que hace el segmento del origen al
punto que representa el complejo z en el plano Argand con el eje positivo de las x, se
tiene:

x =rcosf; y =rsenf, donde

z=x+yi=r(cosf +isend), se llama forma polar del numero
complejo.

e El modulo del producto de los nUmeros complejos z; y z, es igual al producto
de los modulos, mientras que el argumento del producto es igual a la suma de
aquellos argumentos. Es decir: z; -z, = |21 z3|= |z1| " |22| V arg (z,2,) =604 +
6



SABER ESCOLAR

Numeros Complejos:
Los numeros complejos se componen de una parte real e imaginaria, entonces el
ndmero complejo tiene la forma a + bi.
Un numero complejo puede ser representado por tres formas:
a. Forma candnica o binGbmica: z = a + bi con a, b, pertenecen a R
b. Forma de par ordenado: (a, b)con a, b pertenecientes a R
c. Forma gréfica

Adicion y Multiplicacion sobre C

Para operar entre numeros complejos, es necesario considerar sus partes reales y sus

partes imaginarias por separado, y efectuar la operacion indicada entre ellos, por

ejemplo sumemos los nimeros complejos 2 +3iy 7 — 9i
2+31-(G5-7)=2+3i—-5+7i=-3+10i

Consideremos los numeros complejos
z1=1+2iyz, =3+ 4i

zy 2z, = (1 4+ 20)(3 + 4i)
= 3+ 4i + 6i + 8i?
=3+10i—8
=—5+10i

El conjugado de un nimero complejo y el modulo de un namero complejo z

El conjugado de un numero complejo z, se denota por z, siendo el reflejo del complejo
z con respecto al eje real. Algebraicamente, el conjugado de z solo difiere de este en
el signo de su parte imaginaria, es decir, Si z = a + bi, entonces Z = a — bi

El médulo de un complejo es la medida de la longitud del vector que este complejo
representa

z=a+ bi- |z| =Va? + b?

10



MAPA CONCEPTUAL DISTANCIA ENTRE SABERES

[Saber erudito ]

)

Spiegel, The McGraw-Hill, 2009

———

R.A R.G

multipliquémoslos usando la forma bindmica:

7, 2,= (14203 + 4i) i
=3 44i+6i+8F ] PR oA
=3+10i—8
= —5+10i

\¢
1 7

Se privilegia la

representacion algebraica si 6 es el angulo positivo que OP hace con el eje

positivo de las X, se tiene:
X =rcosd; y =rsend

R

de donde:
z=x+ yi =r(cosé + i senf)

Sean los nimeros complejos 2, =3+ 71y 2z, = 2+ 4i. Considerandolos como binomios,
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1

Santillana, 2014

R.A

|

i6n de numeros complejos

se tiene:
22, = (34 00+ 4)
=324 34147024 7i-4i
=(3:2-7-9+(3-4+7-2i
=224 26

i producto para dos complejos, z, =a + bi, 2, =+ di, se puede determinar por la
expresion

(@-+bi)- (c+ di) = (ac - bd) + (ad + baji

Se privilegia la 1
representacion algebraica

N

=

=)

}

Aparece como anexo
en el texto de estudio



MAPA CONCEPTUAL OBJETO MATEMATICO

Numeros Complejos

Compuesto por
Numero Real — NUmero imaginario

\ Se representan

| l

Forma canonica: Forma de par ordenado Eorma grafica
z=a+biconab (a,b) cona,b
pertenecientes a B | | pertenecientesa R

Forma trigonométrica

Plano de Argand

Se puede operar calcular
1 . -\
f— — ,
Suma | \ Resta ‘ ‘ Producto Modulo
Cociente Conjugado
Representacién | Representacion +
Numérica Geomeétrica Argumento
Algebraica
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ANALISIS CURRICULAR

Una mirada desde el Curriculum da cuenta de las nociones del concepto de la
multiplicacion de los numeros complejos, a partir del nivel de séptimo afio basico a
tercer afio medio. En séptimo basico el aprendizaje esperado se centra en comprender
las raices cuadradas de numeros naturales, aplicandolas en la vida cotidiana y en
situaciones geomeétricas. Este aprendizaje permite a los alumnos de ensefianza media
entender que el médulo de un complejo z es igual a la raiz de la suma de los cuadrados
de la parte real e imaginaria del complejo z, y que el médulo de un complejo representa
una longitud, siempre sera positivo, salvo que el complejo sea z = 0 + 0i, en este caso
el médulo es 0. Asi también, identificar puntos en el plano cartesiano y vectores. Los
estudiantes necesitan estos conocimientos y aprendizajes previos para poder
comprender que el nUmero complejo representa un vector que parte desde el origen
del sistema coordenado hasta el punto. Desde este instante, empiezan a trabajar con
raices y comprenden el significado de ellas, ya que el ubicar un par ordenado en el
plano cartesiano es el inicio o el despliegue para representar geométricamente la
multiplicacion de nimeros complejos en el plano de Argand.

En octavo afio basico el aprendizaje esperado se centra de comprender las
operaciones de expresiones algebraicas, éstas se aplican en la multiplicacion de
nameros complejos y son relevantes para comprender el procedimiento de cada
multiplicacion mediante su representacion algebraica. En primer afio medio se trabaja
con la habilidad de desarrollar productos notables de manera concreta y simbdlica. En
el conjunto de los numeros complejos se puede trabajar usando la forma bindmica
resolviendo operaciones, especificamente multiplicando dos nimeros complejos. En
segundo afio medio se analiza con profundidad los numeros irracionales y la existencia

de las raices en el conjunto de los nimeros reales, donde utilizan la definicion Vx2 =
|x| para deducir que las raices cuadradas son numeros = 0. Deben surgir preguntas e
interrogantes de parte de los estudiantes ¢A qué conjunto numérico pertenecen las
raices donde la cantidad subradical es negativa? Se les entrega una vision de este
nuevo conjunto numérico y algunas de sus caracteristicas.

En el nivel de tercer afio medio, plan electivo “Algebra y Modelos Analiticos”, el objetivo
es transformar expresiones algebraicas racionales, operar con ellas y resolver
ecuaciones. Asi también, conocer el significado de raices n-ésimas. Enfocandose en
ejercicios que deben resolver a partir de productos notables, incluyendo raices, dando
una nocion y centrandose con mayor fuerza en la multiplicacién de nimeros complejos.
Desde la ensefianza béasica hasta la ensefianza media, el Curriculum otorga a los
estudiantes luces de la multiplicacion de niumeros complejos a partir de la compresion
de conceptos previos como plano cartesiano, par ordenado, vector, productos
notables, entre otros, que encaminan hacia el aprendizaje y el descubrimiento de este
nuevo conjunto numerico.
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LINEA DE TIEMPO ANALISIS CURRICULAR

Operaciones de NUumeros
Expresiones algebraicas Irracionales
8°Basico 2° Medio
1° Medio 3° Medio Electivo

Productos

Operaciones algebraicas
Notables i i i6

ANALISIS DE TEXTOS

En el texto de matemética de tercer afio medio, que otorga el Ministerio de Educacion
(2015), se visualiza la multiplicacion de numeros complejos desde la representacion
algebraica como un complemento a las operaciones de adicion, sin considerarla como
una operacion mas de gran importancia dentro de la unidad. Al finalizar el capitulo de
numeros complejos, se muestra como anexo la utilizacion del Software Geogebra para
realizar la representacion geométrica del producto de los numeros complejos,
relacionando el modulo y el argumento del vector en la operacion. Sin embargo, esta
considerado como una opcién a abordar, que desarticula la representacion algebraica
y geométrica de la multiplicacion de los nimeros complejos.

En el texto de matematica de tercer afio medio Santillana (2012), se encuentra una
definicién y explicacion mucho més completa respecto a la representacion algebraica
de un numero complejo, donde se define a partir de un ejemplo la operacion de
multiplicacion, luego las propiedades que la operacion cumple y la representacion en
el plano de un nimero complejo. Sin embargo, no aborda la representacién geométrica
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del producto de numeros complejos, y en menor medida la relaciéon existente entre
vector y el angulo que lo comprende.

Desde el texto del saber sabio Spiegel (2009), se desarrolla en profundidad la
representacion geométrica del producto de los nimeros complejos, de tal forma que
pone de relieve la trigonometria para poder abordar el producto. Un texto mas completo
referente al objeto matematico, ya que articula las distintas representaciones,
otorgando mas sustento tedrico a los numeros complejos.

Existe una distancia en los textos eruditos y escolares, desde definiciones, conceptos
y las distintas representaciones que se presentan, especificamente en los textos
escolares, no articulan el transito entre la representacion algebraica y geométrica,
haciendo de éstas elementos anexos y sin coherencia.

ANALISIS HISTORICO-EPISTEMOLOGICO

En este estudio epistemologico se dara a conocer los procesos de descubrimiento
respecto al objeto matematico multiplicacion de nimeros complejos, especificamente
la historia de los primeros indicios de la matematica, concepto de error, las
afirmaciones y criterios de validez respecto al objeto analizado. El andlisis que se dara
a conocer transita desde los siglos XVIII y XIX da cuenta de la importancia de los
matematicos que ocuparon un lugar predominante en la evolucion histérica del
analisis. El énfasis esta en el siglo XIX, ya que desde varios estudios e investigaciones
sale a luz el concepto de niumero complejo y la representacion geométrica de la
multiplicacion de niumeros complejos.

El inicio de los nimeros complejos se remonta a la Grecia Antigua, con el intento de
resolver ecuaciones de segundo grado. La geometria en aquellos tiempos era muy
relevante y los griegos resolvian problemas por medio de longitudes y areas; en este
contexto las raices negativas eran irresolubles y los griegos no conocian métodos
geométricos de resolucién. Los matematicos de aquellos tiempos no estaban
interesados en ello, y la motivacibn mayor se da recién con la aparicion del algebra y
el intento de resolver ecuaciones de tercer grado, saliendo a luz las investigaciones
asociadas a los niumeros complejos.

En el afio 1539 el médico y matematico Cardano conoce a Niccolo Fontana (Tartaglia),
segun Rivero (2001) Tartaglia fue crucial en la vida de Cardano, ya que desde ese
momento comienza a interesarse en las ecuaciones cubicas. Aquel era un experto en
el estudio de las trayectorias de proyectiles, y fue quien descubrié que la maxima
trayectoria se obtiene cuando el &ngulo de disparo es igual a 45°; ademas hizo la
primera traduccion a los elementos de Euclides. Es por ello que fue un matematico con
gran prestigio, ganando concursos por sobre la resolucion de ecuaciones ocupando
métodos secretos. Tartaglia le ensefid todos sus métodos secretos a Cardano,
haciendo un juramento de ello. En el afio 1545 Cardano publica su obra “Ars Magna”,
donde presenta los métodos para resolver ecuaciones cubicas; Tartaglia queda
abismado con la noticia, porque segun él habian hecho un juramento donde Cardano
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prometia no exponer su secreto. La obra del método Cardano, se basa en eliminar x?
en una ecuacioén cubica, ademas del método de las proporcionalidades para resolver
ecuaciones diferenciales, hizo por primera vez las raices cuadradas de numeros
negativos y con mucha mesura considerd usar los nimeros imaginarios. Es en el afio
1570 cuando Cardano profundiza en los numeros complejos y hace énfasis en los
métodos para manipularlos.

“Fueron entre las soluciones a la ecuacion cubica en el libro de Cardano donde
se dio el nacimiento de los nimeros complejos, como algo digno de ser estudiado por
los matematicos. En particular, para la ecuacion.” (Rivero, 2001, p. 6).

x3 =3px + 2q

Cardano nos da la formula

xz?’\/q+ qz_p3+3\/q_lq2_p3

Conocida como Férmula de Scipione del Ferro-Tartaglia-Cardano

¢, Cuanto podriamos avanzar en ello?

30 aflos mas tarde, el protagonismo fue del mateméatico Rafael Bombelli quien conocia
bien los trabajos y obra de Cardano, pens6 que habia cosas confusas y que podia
investigar mas alla. Este fue el primero en trabajar algebra formal, segun Rivero (2001)
expresiones de la forma

a+ bv-1.
El propdsito de Bombelli era reducir la formula de Cardano ’ q++q>—p3 a

a + bv/—1 la solucion era elevar esta férmula al cubo y luego se obtendra lo que
desea.
El gran aporte que realiz6 Bombelli fue aceptar el v—1 como un nimero.
Bombelli brinda las siguientes reglas vV—n - vV—n = —n

V=n - =n
A pesar del trabajo expuesto por Bombelli los matematicos de ese tiempo no se
interesaban mucho en los numeros complejos. Es mas, en el siglo XVII los nimeros
complejos fueron ignorados completamente. Matematicos como Newton, Leibnitz y
Descartes nunca comprendieron estos numeros. En este mismo siglo sale a luz
algunos aportes al surgimiento de los niumeros complejos, Albert Girard sugiere la
ecuacion polinédmica y René Descartes es el primero que nombra estas raices que no
son reales como “numeros imaginarios”.
La contribucién de los estudios que se ha desarrollado hasta el momento de los
nameros complejos ha desencadenado una serie de investigaciones mas, asi a finales
del siglo XVIII Leonhard Euler y Jean Le Rond D"Alembert fueron los primeros en
utilizar la notacion i para una raiz cuadrada v—1 y que cada expresion contiene
magnitudes imaginarias de la forma « —pi siendo « y f numeros reales. Y a
comienzos del siglo XIX Johann Carl Friedrich Gauss introdujo y fundamento las
operaciones de los numeros complejos y propuso el término de “numero complejo” de
la forma a * bi. Asi también, tras una serie de estudios sale a relieve su trabajo
“Teorema fundamental del algebra”, en este estudio retoma la cuarta demostracién
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respecto a la existencia de estos nimeros como una solucién de un polinomio.
Mencionando que las raices complejas a + bi corresponden a puntos (a, b) en el plano.

Px+iy) =U(x,y)+iV(x,y)

Los estudios siguen su curso y en el afio 1821 el matematico Agustin Louis Cauchy
realiza un descubrimiento importante sobre el “médulo” de un numero complejo y
Gauss en 1828 descubre la “norma” de un numero complejo y en conjunto revelaron
el “conjugado” de un numero complejo. Para Cauchy existe un vinculo entre el analisis
real con el andlisis complejo, para ello estudia cada una de las propiedades de los
nameros reales y complejos, e intenta emplear las propiedades de los nUmeros reales
en los numeros complejos.

Segun Zea (2012) en el aflo 1831 Gauss dio a conocer su estudio e introduce la
representacion de a + bi que la identifica con la pareja ordenada (a, b) en el plano
cartesiano. Este estudio permitié describir la adicion y multiplicacion geométrica de los

nameros complejas, dando paso a utilizar el simbolo i en \/—_118.

A comienzos del siglo XIX no habia claridad sobre las propiedades de los niumeros
complejos, ya que carecia de estudio y era un concepto bastante ambiguo. A final del
siglo XIX Richard Dedekind y Georg Cantor, lograron caracterizar el concepto del
conjunto de los numeros complejos. Quien logro fundamentar y sento las bases de la
definicion de los nimeros complejos y sus operaciones fue Hamilton en 1843, logrando
también darle una mirada desde su representacion geomeétrica como puntos en el
plano. Es asi como varios matematicos implementaron la estructura de los nimeros
complejos a los vectores, es decir la representacion geométrica de los vectores como
puntos en el plano.

En el afio 1973 el matematico J. Wallis en el siglo XVII expuso la primera interpretacion
geométrica de los nimeros complejos y en sugerir que los nimeros imaginarios
podrian representarse en una recta perpendicular al eje de los nUmeros reales.

b+—1
V=1

0 i
Figura 1. Muestra la forma como John Wallis representaba el nimero complejo a + bi,
ilustra una recta horizontal en la parte real de la raiz, luego se ubica el nUmero sobre
la recta y se traza una linea perpendicular a ella, cuya prolongacién es representada

por el nimero multiplicado por v—11#, como resultado la parte imaginaria de la raiz.
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Posteriormente, Caspar Wessel realizé un trabajo con el objetivo de determinar la
forma de representar la direccién analiticamente de los numeros complejos, sin
embargo, su trabajo no fue reconocido y tomado en cuenta en aquella época. Tiempo
después, publica los nimeros complejos como entidades que pueden ser adicionadas,
sustraidas, multiplicadas y dividirlas. Segun Zea (2012) C. Wessel menciona que un
vector puede ser representado geométricamente por un numero complejo a + &b,
representando un segmento de linea 0A y con unidades en el plano +1 y + .

Segun la representacion expuesta, C. Wessel alude que cualquier linea en el plano
puede ser representada analiticamente de la forma:
a+ eb =r(cosV + esenV) Siendo r: la longitud del segmento 0OA

Asi concluy6 que puede expresar la adicion de dos segmentos de forma algebraica, la
que representa la diagonal de un paralelogramo.

A través de sus estudios e investigaciones C. Wessel tuvo la nocion de espacio
vectorial ya que manifiesta que cualquier punto en el espacio podria ser representado
por un vector y la multiplicacion de vectores la interpretdé como una rotacion y extension
de un vector sobre otro. Estas rotaciones tenian un comportamiento en particular, v—1

representa una rotacion de 90° y —v/—1 representa una rotacién de -90°.

h Fm-———————- -+

Figura 2. Los matematicos que se acercaron mas a la representacion geométrica de
los numeros complejos fueron C. Wessel y J. Argand publicada en el afio1806, obra
gue se conoce como el Diagrama de Argand.

Los matematicos Jean Robert Argand (1768-1822) y Abbé Buée (1748-1826)
realizaron varios estudios y publicaciones en conjunto, este ultimo hizo un ensayo del
tratamiento aproximado sobre la representacion geométrica de los nimeros complejos.
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En el afio 1806 mostrd una representacion geométrica de la adicién y multiplicacién de
los numeros complejos y desde este se desprendian varios teoremas en algebra,
trigonometria y geometria elemental.

bi
a a

Figura 3. Muestra como J. Argand representaba el namero complejo a + bi, por medio
de un segmento de linea dirigido OA de magnitud r.

La representacion geométrica analizada por Argand ya venia siendo estudiada
anteriormente por otros autores, sin embargo, €l pudo dar la sustentabilidad a esta
representacion y la que actualmente hoy se conoce y trabaja.

Varios afos concurrieron para poder llegar a comprender los nimeros complejos,
gracias a los estudios e investigaciones hechos por los matematicos en la historia. En
1831 el matematico Carl F. Gauss publica un estudio sobre las propiedades de los
nameros complejos de la forma a + bi, llamados actualmente Numeros Gauss. Asi
también, Hamilton y Cayley contribuyeron a la creacion de los nimeros hipercomplejos
y Cauchy quien sienta las bases del calculo diferencial e integral de las funciones
complejas. Finalmente, B. Riemann fue quien ampli6 mas alla la matematica ya que
dio paso a la topologia y la compresion de este concepto.

En los ultimos afos de la investigacion educativa matemética ha salido a la luz la
importancia de los aportes de la historia y la epistemologia en la ensefanza,
contribuyendo y fundamentando la probleméatica de la ensefianza del objeto
matematico.

La relevancia de analizar la historia de los numeros complejos radica en comprender
el concepto y los aspectos clave del origen del objeto matematico. La epistemologia
de la matemética es una herramienta didactica que permite que los estudiantes puedan
relacionar esta disciplina con otras como la historia y el arte. Estas investigaciones y
estudios proporcionan valiosos elementos para un trabajo critico y creativo como
profesor, proporcionando criterios que guien al docente por la linea de planificacion,
asi como también realizar un andlisis a priori y predecir las posibles dificultades de los
estudiantes. Es necesario que el profesor comprenda la historia de la matematica y
gue pueda llegar a explicar a los estudiantes las referencias histéricas, motivarlos e
intentar un aprendizaje mucho mas significativo desde la epistemologia, ya que esta
brinda la construccion de competencias y la conciencia del propio saber matemaético.
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Para la formacion de profesores se debe contemplar la construccion epistemolégica y
andlisis de los textos desde el saber sabio y el saber a ensefar para dar un analisis
global del objeto matematico a ensefiar. Asi también, los mapas conceptuales ponen
de relieve los conceptos mas relevantes y que dan origen a esta estructura
matematica, permitiendo tener los conocimientos en su totalidad para un aprendizaje
significativo de los estudiantes.

MARCO TEORICO

“El alumno aprende adaptandose a un medio que es factor de contradicciones, de
dificultades, de desequilibrios, un poco como lo ha hecho la sociedad humana. Este
saber, fruto de la adaptaciéon del alumno, se manifiesta por respuestas nuevas que son
la prueba del aprendizaje” (Sadovsky, 1986, p.2).

En esta cita se plantea la eleccion y pertinencia de la Teoria de las Situaciones
Didacticas en el objeto matematico “multiplicacion de numeros complejos”. La
concepcion constructivista considera el conocimiento como la resulta de la adaptaciéon
al medio con el que interactia, el cual contribuye a la enseflanza y aprendizaje
colaborativamente, desde las interacciones sociales entre los estudiantes, docente y
saber matematico, lo que condiciona y propicia la construccion del conocimiento. La
teoria de situaciones es una teoria de aprendizaje constructiva, en el que el
aprendizaje se produce mediante la resolucion de problemas, el alumno anticipa,
formula y prueba las propuestas de otros compafieros apropiandose de ellas. Es por
ello que se utilizara para describir de manera precisa el efecto que tendra el plan de
clase en el aprendizaje, de tal manera que se pueda atender al objetivo de esta
investigacion. La elaboracidon de una secuencia didactica es una tarea importante para
organizar situaciones de aprendizaje intencionadas que propician la conceptualizacién
del objeto matematico. En este sentido, la teoria de las situaciones didacticas de
Brousseau (1986) hace énfasis en las preguntas e interrogantes que el profesor
propone a los alumnos, de manera que estos reflexionen y validen sus respuestas. Del
mismo modo, aprenden por las actividades que realizan y la significatividad de llevarlas
a cabo, ademas de la posibilidad de expresar y validar ante sus comparieros las ideas
e interpretacion de la informacién, con el objetivo de que se apropien de un saber
construido 0 en construccion.
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SITUACIONES DIDACTICAS DE BROUSSEAU

Brousseau (1986) identifica en una situacion matematica las fases o estadios, estos
son los siguientes:

Fase de accién

Fase de
Formulacion

Fase de Situacion

institucionalizacién matematica

Fase de
validacion

FASE ACCION

El alumno se hace cargo del problema, emite hipétesis, elabora procedimientos, los
pone en practica y los adapta. Organizando estrategias con el objetivo de construir una
representacion de la situacion que funcione como modelo y les ayude a tomar
decisiones.

FASE DE FORMULACION

El medio de aprendizaje comprende un receptor y/o emisor con el cual el o los alumnos
intercambiardn mensajes, esta serd la base de la comunicacién. La actividad
matematica que los alumnos realizan es formular enunciados, construir modelos,
lenguajes, conceptos y los intercambian con uno a varios de sus comparieros.
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FASE DE VALIDACION

El medio de aprendizaje debe ser utilizado para la comprobacién de las respuestas del
problema con el que se enfrentaron los alumnos. En esta comprobacion los alumnos
pasan de conocimientos a saberes, y el profesor tiene la responsabilidad de los
conocimientos construidos mediante el desarrollo de la clase.

FASE DE INSTITUCIONALIZACION

Todas las situaciones anteriores deben constituirse en un reconocimiento de lo
aprendido, una forma de concluir los saberes de los alumnos. Donde se establecen
relaciones entre las producciones de los alumnos y el saber cultural, se concluye a
partir de lo producido por los alumnos, recapitulando, ordenando y vinculando lo que
se menciono en los diferentes momentos de la clase.

En la teoria se espera que las diversas fases se articulen entre ellas, para permitir la
comprension del objeto matematico por parte de los alumnos. La problematica
esencial, en la cual se enmarca esta teoria es lograr propiciar el transito entre la
representacion algebraica y geométrica del producto de los numeros complejos, a
traves de la conexion de las diferentes fases de la teoria.

Segun Chavarria (2006) esta teoria potencia una adecuada interrelacion entre el
docente, el alumno y el saber. En esta posicion el objetivo del alumno es que integre,
comprenda los conocimientos matematicos respecto a la multiplicacién de nimeros
complejos y aprenda a enfrentarse a estos problemas sin la intervencion didactica
directa del profesor. Finalmente, realizar una innovacion bajo este marco tedrico
posibilita la explicacion de los momentos (situaciones de aula) importantes que se
presentan en la clase matematica. Otorga herramientas no solo para delimitar y
explicar situaciones existentes, sino también se caracteriza por su perspectiva
constructivista, por la voluntad de enfrentar al alumno en una situacion de producir
conocimientos con el objetivo de transformar un conocimiento a un saber
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SECUENCIA DIDACTICA

BREVE EXPLICACION, ORGANIZACION DE SECUENCIA Y OBJETIVOS

Los ultimos afios han sido un escenario de cambios profundos en la ensefianza de la
matemaética, tanto en el curriculum como a nivel general y en el area educativa. Estas
intentan atender a las problematicas que se suscitan en la educacion, como la
mecanizacion del algebra, desarticulacion entre las representaciones, desarticulacion
entre la representacion algebraica y geométrica en los textos de estudio, entre otros.
Bajo este escenario se enmarca la secuencia didactica, donde se centra en organizar
situaciones y proponer secuencias de actividades sustentadas en la Teoria de las
Situaciones Didacticas de Brousseau que permitan establecer estrategias didacticas
basadas en el aprendizaje, que permitan a los alumnos en forma significativa
comprender el objeto matematico niameros complejos, privilegiando el uso de la
representacion geomeétrica en el proceso de ensefianza-aprendizaje. Es asi, como en
esta secuencia didactica elaborada se presenta los principales elementos como los
objetivos, tareas matematicas y analisis a priori asociadas a cada clase planificada
respecto al objeto matematico.

La estructura en el que esta alineada la secuencia establece una serie de actividades
gue tienen un orden entre si, permitiendo determinar un grado de complejidad de forma
creciente. El primer plan de clase, se enfoca en deducir las relaciones que existen
entre argumentos y modulos del producto de los numeros complejos en el plano de
Argand. En el segundo plan de clase, los alumnos crean un Applet en el Software
Geogebra sobre la representacion geométrica del producto de los nimeros complejos;
esta representacion les permite deducir, analizar e interpretar la variacion de los
argumentos y modulos de cada numero complejo, el escenario donde los alumnos
reafirman los conocimientos de la clase anterior. Finalmente, en el tercer plan de clase
los alumnos trabajan la multiplicacibn de nimeros complejos a través de la rotacion
dilatativa, combinado una rotacion y dilatacion con el mismo centro, permitiendo
involucrar mayor complejidad y analisis a diferencia de las actividades anteriormente
desarrolladas.

La eleccion y pertinencia de la Teoria de las Situaciones Didacticas del objeto
matematico, se justifica ampliamente puesto que contribuye a la ensefianza y
aprendizaje de la matemética colaborativamente, desde las interacciones sociales
entre los estudiantes, docente y saber matematico, lo que condiciona y propicia la
construccion del conocimiento matematico. Esta teoria sustenta las secuencias de
clases elaboradas y se enmarca enfatizando en las preguntas que propone el profesor
a los alumnos, recuperando nociones, respuestas, relacionando, demostrando, siendo
el alumno su propio gestor del aprendizaje. El alumno aprende por lo que realiza en
clases (“aprender haciendo”), por el significado que le entrega la actividad llevada a
cabo y la posibilidad que se puedan integrar nociones, concepciones, por la capacidad
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de poder expresar ante sus pares la construccion de su propio conocimiento
matematico.

CLASE 1

ACTIVIDAD MATEMATICA DE LA CLASE

ftem |
Dad0821=l yZZ =1+l

a) Multiplica de manera algebraica los complejos y a este producto llamalo w

Z1"Zy =

b) Representa en el plano cada nUmero complejo y su producto.

5 4
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c) ¢, Qué observas?
ftem 1l

Dados: z; = 2iyz, =1+ +i

a) Multiplica de manera algebraica los complejos y a este producto llamalo w

21'22:

b) Representa en el plano cada nimero complejo y su producto

c) ¢Qué observas en relacion con los angulos?
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d) Determina sus médulos ¢ hay alguna relacién que observes entre los médulos?

e) ¢observan alguna relacion entre los médulos de los complejos de este item con los
del item anterior?

ANALISIS A PRIORI

OBJETIVO CLASE

Analizar de manera gréfica la solucion del producto de los nimeros complejos.

DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES DE LA CLASE

En la primera clase planificada, las actividades de la guia estdn enfocadas en encontrar
las relaciones geométricas que existen en la multiplicacion de niumeros complejos.
Para esto se empieza a trabajar con el registro algebraico, donde se grafica el
producto, determinan los argumentos y moddulos de los numeros complejos
comprendidos.

Con respecto al argumento, lo primero, es inducir a los alumnos a través de preguntas
orientadoras: ¢ Qué angulo posee cada numero complejo? ¢,Hay una relacion entre los
angulos de estos nameros complejos? respecto a la relacion que existe entre los
argumentos de los dos numeros complejos dados y el argumento del producto,
habiendo determinado el resultado previamente de manera algebraica. En el item | los
nameros complejos dados son z; =i y z, = 1+ i, los cuales al ser representados en
el plano, determinaran sus angulos de 90° y 45° respectivamente se decidio que fueran
angulos exactos para facilidad de la actividad propuesta. Al multiplicar los dos numeros
complejos z; =iy z,=1+1i resulta i-(1+i)=i+i’=-1+i=w de este
encontraran su argumento, el cual es de 135°. En esta primera parte, los alumnos
encontrardn una relacion entre los argumentos, en donde se espera que descubran:
6, +6,, = 6,. En esta primera tarea se espera basicamente que los alumnos entren
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en la fase de formulacién, a través de los calculos que ellos han desarrollado,
trabajando y comparando con sus compafieros las respuestas.

Estas relaciones anteriormente mencionadas seran validadas en la multiplicacion de
otro par de numeros complejos trabajados en el item Il. Es aqui, donde los alumnos
desarrollardn el producto de 2z, =2iy z,=1+i de manera algebraica,
representaran los nimeros complejos correspondientes en el plano, determinaran sus
argumentos, sus moédulos y daran respuestas a las preguntas planteadas en grupo
dando paso la fase de validacion, aceptando y rechazando los resultados obtenidos
en la tarea matematica.

Al finalizar el item II, vendra la fase de institucionalizacion en donde se sacan
conclusiones a partir de lo producido por los alumnos, se recapitula, se ordena y
vincula lo que se produjo en los diferentes momentos en el desarrollo de la clase. Se
da cuenta de las propiedades identificadas y verificadas por los alumnos respecto a la
multiplicacion de numeros complejos y se cumple en su dominio. Al realizar los
alumnos las actividades anteriores deberan llegar a la conclusion que al multiplicar dos
nameros complejos se cumplen ciertas regularidades, la suma de los angulos del
producto de dos numeros complejos es igual al angulo del nimero complejo resultante
y la multiplicacién de los médulos del producto de dos niumeros complejos es igual al
modulo del complejo resultante.

RESPUESTA EXPERTA

Actividad Respuesta experta

item |

Dadosz, =i yz,=1+1

a)

b)

a) i-(1+D)=i+i’?=-1+i=w

b)
Multiplica de manera algebraica los
complejos y a este producto llamalo w

Representa en el plano cada numero
complejo y su producto.

¢, Qué observas? Argumenta tu respuesta
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item 1l
Dados: z; = 2iyz, =1+

a) Multiplica de manera algebraica los complejos
y a este producto llamalo w.

b) Representa en el plano cada de los nUmeros
complejos y su producto

) ¢, Qué observas en relacion con los angulos?

d) Determina sus modulos
¢Hay alguna relacion que observes entre los
modulos?

e) ¢observar alguna relacion entre los médulos
de los complejos de este item con los del item
anterior?

c) Se observan 3 vectores, por ser vector poseen
un angulo.

a) En la multiplicacion obtendremos

20- (1 +10) =20+ 2i? = -2+ 2i.

b) Al representarlo como vectores y sus angulos
obtendremos:

c) Se observa que 0,, + 6,

b.,.

d) Al desarrollar los médulos obtenemos:
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|z,| = V4, |z =V2 y |w| =V8 se observa que
1211 - |z2| = |wl

e) Se observa que el en item 2 el vector del
producto tiene mayor longitud ya que de z; =i
pasamos a z; = 2i.

POSIBLES ESTRATEGIAS Y DIFICULTADES DE LA CLASE

Actividad

Dificultades, errores y devoluciones

item |
Dadosz; =iyz,=1+1i

a) Multiplica de manera algebraica los
complejos y a este producto llamalo w

b) Representa en el plano cada numero
complejo y su producto.

c) ¢Qué observas? Argumenta tu
respuesta

Dificultades

a) Se puede generar confusion al multiplicar i-i y no
asociarlo a la unidad.

Devolucion
¢ Como multiplicar x - (3 + x)? ¢ A cuanto equivale i2?
¢A cuanto equivale i?

Se puede sugerir alos alumnos al principio de la clase
que i = -1

b) Puede generar dificultad graficar un nimero complejo i
Devolucion
Se puede realizar una pregunta para orientar:

¢Como se representa en el plano las coordenadas
(2,0) y (0,2)?

c) Estéa la posibilidad que el alumno no visualice la relacion
que cada numero complejo tiene su argumento.

Devolucion:

De no haber orientaciones por parte de los alumnos a la
observacion del gréafico entonces se les preguntara ¢ Cual
es el angulo que forma el semieje positivo x en cada uno de
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los vectores? ¢Hay una relacién entre los angulos de estos
nameros complejos

Errores
a)

- Cuando multiplica de forma correcta, pero comete un error
al sumar términos que no son semejantes:
i-(1+i)=i+i?=i3

Devolucion

Visualiza la siguiente propiedad de potencias para la

multiplicacion:
a® - g™ = ghtm

¢ Es el mismo procedimiento para la operacion de adicion?

- Multiplican sin hacer uso del paréntesis y la propiedad
distributiva:
i*1+i=i+i=2i

Devolucion

¢Esigual2-(1+3)=2-14+2-3=2+6=87?
¢, Conoces la propiedad distributiva? Ejemplifica

Estrategias

b) Se espera que los alumnos grafiquen en el plano a través
de vectores y puede que algunos solo representen el punto
en el planc
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item 1l
Dados: z; =2iyz, =1+

a) Multiplica de manera algebraica los
complejos y a este producto llamalo w.

b) Representa en el plano cada niumero
complejo y su producto

c) ¢, Qué observas en relacion con los
angulos?

d) Determina sus modulos
¢Hay alguna relacion que observes
entre los modulos?

e) ¢observar alguna relacion entre los
modulos de los complejos de este item
con los del item anterior?

Estrategias

a) Los alumnos toman como ejemplo la multiplicacion de un
término algebraico por un binomio para resolver la
operacion algébrica de numeros complejos.

e) Los alumnos evidenciaran en el item Il a través de la
representacion gréafica, que el vector del producto tiene
mayor longitud que el vector del producto del Item |

Dificultades
a) Los alumnos, podrian realizar la multiplicacién con
respecto a un solo término de z,.

b) Se espera que los alumnos representen en el plano el
mismo angulo para cada uno de los niumeros complejos,
asociandolos con los del primer item.

c) Posiblemente expresaran que son los mismos angulos
del item anterior, pero no la relacién de la suma, por lo que
de ser asi se les preguntara:

Devolucioén

¢, Como se relacionan estos angulos? O ¢Existira alguna
relacion entre los angulos que hemos graficados 45°, 90° y
135°? Quizéas aun haya alumnos que no logren ver aun la
medida de los angulos por lo que se les pedira remarcar el
angulo asociado con su medida.

d) Al determinar los médulos puede que algunos intenten
dejar las raices en decimales y se pierdan en el calculo, por
lo que sera importantes primero revisar sus desarrollos y
pedirles que lo dejen expresados como raices. También
puede que algunos alumnos no recuerden la propiedad de
multiplicacion de raices.

Devolucion

Si los alumnos no logran observar geométricamente lo que
pasa con la longitud de sus modulos sera importante
preguntarles ¢qué es el moédulo de un nimero complejo?,
¢, qué representa geomeétricamente?

e) Puede que no logren ver la relacién entre el item 1y Il a
través de los calculos.

31




Devolucioén

Una pregunta que ayude a relacionar este item con el
anterior es preguntarles si estos angulos son iguales a los
del primer item.

Se puede dar énfasis a la representacion gréafica para que
ayude a visualizar las longitudes que representa sus

célculos.

Errores
d)

parte imaginaria para su desarrollo.

|z, = V/(20)?

Devolucioén

términos semejantes?

MATEMATICA QUE SE PONE EN JUEGO EN LA CLASE, LOS CONOCIMEINTOS PREVIOS
Y LOS QUE SE PRETENDEN DESARROLLAR

En la primera clase las actividades estan enfocadas en torno a la matematica del nivel
de 3 afio medio, se pone de relieve la multiplicacion algebraica de nimeros complejos,
graficar un nimero complejo, calcular argumento y modulo de un niamero complejo.
Los conocimientos previos que necesitan los alumnos para poder desarrollar las
actividades son:

-Concepto de multiplicacion

-Multiplicando y multiplicador

- Multiplicar binomios

-NUmeros irracionales

-Ecuaciones cuadraticas
-i2=-1

i =+-1

-Multiplicar nimeros complejos

-Comprender el concepto de vector, es relevante ya que el alumno que no comprenda
el concepto no lograra identificar un nimero complejo con un vector en el plano de
Argand.

-Comprender el concepto de modulo de niumero complejo, es importante ya que el
alumno que no comprenda no podra relacionar que el médulo representa la longitud
del vector.
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- Al momento de determinar sus modulos, consideran la

Si tengo |z, =1+1i=/(1)%+ (i)? ¢ Puedes sumar




-Calcular el médulo de un numero complejo

-Identificar coordenadas en el plano cartesiano

-Graficar un vector en el plano de Argand

-Graficar un niamero complejo en el plano de Argand

Se espera que los alumnos en el desarrollo de la actividad puedan visualizar la relacion
algebraica y geométrica de la multiplicacién de nimeros complejos. Especificamente,
gue al multiplicar dos numeros complejos la suma de sus argumentos es igual al
argumento del producto y al multiplicar dos nimeros complejos, la multiplicacién de
sus moédulos es igual al médulo del nimero complejo resultante.

PLAN DE CLASE

Momento
delaclase

Inicio

Narracion de la
Interaccion

El profesor da la
bienvenida a los
estudiantes 'y les
sefiala cuél serd el

contenido y objetivo
de aprendizaje que se
trabajara en la clase.
Se espera que los
alumnos mantengan
el orden, saguen sus

materiales y se
dispongan a tomar
atencion.

Luego, se les
entregara el taller para
trabajar en el
individualmente, con

el proposito que el

estudiante se
responsabilice del
problema.

(10 min)

Tareas

matematicas

Exploracion  del
alumno respecto
a la guia
entregada
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Gestion de aula

El docente toma cierta
distancia y su
intervencion  queda
orientada a algunas
preguntas (sin dar
respuesta al problema
durante el proceso de

resolucion).
¢, Podemos
representar un
namero complejo en
un sistema
cartesiano?
Se establece un

contrato didactico en
donde se especifica lo
gue el profesor espera
que realicen los
alumnos y que por su
parte ird guiandolos
en el desarrollo de las
actividades de la

Material
Complementario

Material para el
alumno:

-Guia

Material profesor:
plumén



Desarrollo | Los

alumnos
desarrollaran el item |
de manera individual y
luego se reuniran en
grupos con los cuales
discutiran las
estrategias que
permitieron

desarrollar el item | del
taller, cuando se
realiz6 de forma
individual. Luego,
seguiran trabajando
con los mismos
grupos conformados,
pero en el item Il de la
actividad presentada
en el taller de
matematica. Los
alumnos, escogen a
un representante de

su grupo para
intercambiar posibles
respuestas,

estrategias y formas
de resolucion respecto
a los ejercicios
propuestos en el taller,
con los demas
representantes de los
grupos.

El profesor realiza una
lluvia de ideas en la

pizarra de las
conclusiones que
realizan los
estudiantes.

(65 min)

item |

Dados
Z2 = 1 + l

zy=1Y

a) Multiplica de
manera
algebraica los
complejos y a este
producto llamalo
w

b) Representa en
el plano cada
namero complejo
y su producto.

c) ¢Que
observas?

Tiempo estimado:
20 minutos
item Il

Dados:
Z2 = 1 + l

21=2iy

a) Multiplica de
manera
algebraica los
complejos y a este
producto llamalo
W.

b) Representa en
el plano cada
namero complejo
y su producto
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clase. Generando un
ambiente propicio
para el aprendizaje.

En este momento de
la clase los alumnos
entraran en una fase
de accion en donde

trabajan
individualmente
desarrollando y
aplicando los
conocimientos
previos. El profesor
adquiere la

responsabilidad que la
etapa de accion sea

posible.

Asi también
abordaran etapa de
formulacion.

Material
alumno:

-Guia

para el



Cierre

Para este momento de
la clase los alumnos
entraran en una fase
de institucionalizacion
donde se explica de
manera formal lo que
sucedi6 con  sus
desarrollos 'y se

establecen las
propiedades
geomeétricas que

posee el producto de
nameros complejos.

(15 min)

c) ¢, Qué observas
en relacién con
los angulos?

d) Determina sus
modulos

¢Hay alguna
relacion que
observes entre los
modulos?

e) ¢, 0bservar
alguna  relacion
entre los médulos
de los complejos
de este item con
los del item
anterior?

Tiempo estimado:
45 minutos.
Deberan
comentar las
conclusiones a las
gue llegaron en la
pizarra ante todos
Sus compairieros.

Tiempo estimado:
15 minutos
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En este momento de
la clase los alumnos
entraran en una fase
de formulacion en
donde trabajaran de
forma grupal.
Formulando y
reflexionando
respecto al item II.

El profesor crea el
clima adecuado para
gque los alumnos
contribuyan ideas vy
conclusiones a la fase
de
institucionalizacion.



CLASE 2

ACTIVIDAD MATEMATICA DE LA CLASE

Representacion geométrica del producto de los nUmeros complejos

O Trabajemos con Geogebra...

GeoGebra

/ﬁ v Crear 2 deslizadores ay b (Figura 1y 2) con las siguientes caracteristicas:

Minimo= -5
Maximo=5 B
Incremento= 0.01 x 22| 3 a=1.05
+
222 Deslizador CER ?
*
ABC Texto T
Q Imagen
(Figura 1) (Figura 2)

/ﬁ v Ingrese z_1:=(a,b) (Figura3 y 4) a la entrada algebraica y presione enter.

Entrada: z_1:a,b)

(Figura 3) (Figura 4)
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vr a Punto ,* vy seleccionar namero complejo, (Figurab)
luego posicionarse en el extremo del vector y hacer clic para obtener z, (Figura

6).
o B

Punto E2

-

Punto en objeto

Limitarfliberar punto

.N '..X "\\v .:b :—}

1 8] 1
Interseccidn
Medio o Centro (Figura 6)
Nimero complejo
Extremos
Raices
(Figura 5)

/ﬁ v Posicionarse en el vector z; has clik en boton derecho y selecciona “renombra”
para cambiar el nombre del vector a “u” (Figura 7 y 8). Asi mismo, con el extremo
de la flecha cambiando de z, a “z;" (Figura 9).

| &

Vectorz,:(a, b)

NG

Muevo nombre para Vector z_1
Coordenadas polares

Objeto visible
Etiqueta visible
Rastro

L

Renombra I '
Borrar ‘

Propiedades ... (Figura 7) (Figura 8)

& Sg NCL

(I-:igura 9)
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‘ v  Posicionese en el vector y seleccione propiedades para cambiar color y estilo
) al vector (Figura 10y 11). De la misma forma con los deslizadores ay b.

w5

“.| Objetovisible

A | Etiqueta visible

JHE

Rastro

Animacién

Renombra

R &

Borrar

Nimero complejo 7,1.05+ i

Propiedades ...

g

(Figura 10)

| Ela'.sico| Color | Esﬁlnl ﬁdgehra | ﬁwanzadol Programa de guion {5m’pﬁng}|

|/
ol

_|
1
O
)
o
o
]
E]

=
i
|
|
|
] |
|
|

Wista previa:

Reciente:

A A o
A A o
A A o
A o o o |
Otro:

A o
O i o o
£

Celeste 125, 125, 255 (#7D7DFF)

(Figura 11)

/‘ v" Al mover los deslizadores, puedes ver como la gréafica va variando de acuerdo
a distintos valores de ay b originados anteriormente (Figura 12).

a=3.56

h=215

(Figura 12).
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/‘ v Sigue de la misma forma los pasos para representar el nimero complejo z,
(vector v), ver (Figura 13).

”‘ v Ingrese z_p:=z_xz_2 (Figural4) a la entrada algebraica y presione enter.

Entrada: |Z _p=z_1tE_ 2

(Figural4)

‘ v Mueva los deslizadores para que aparezca la coordenada del producto de los

nimeros complejos en la gréafica. Selecciona en opciones « Vector y crea el

punto de origen y el de la punta (coordenada resultante del producto de z; - z;)

y grafica el vector. Renombra el nGUmero complejo como z3 (vector w) y sigue los
mismos pasos indicados anteriormente (ver figura 15, 16 y 17).

Vista Opciones Herramientas Ventana

H

B[Nl

Recta

Segmento

Segmento de longitud dada

Semirrecta

Faligonal

Yector

SN W SN NN

Equipolente

(Figuralb)

(Figura 16)

(Figura 17)
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/‘ v  Posicionese en el vector y seleccione propiedades para cambiar color y estilo
. del vector z3 (Figura 18).

Z

(Figura 18)

R

b .. A T . . 'ﬁi .

= v Elijaun * externo al grafico en el eje x. Escoja en opciones y crea un
angulo para el numero complejo z, seleccionando tres puntos en sentido anti
horario (punto externo, en el origen y punta de la flecha) como aparece en la
(Figura 19).

+Q

(Figura 19)

cm
‘ v Escoja la herramienta / y seleccione dos puntos (origen y punta de la
h flecha) para medir el modulo del nimero complejo z; (Figura 20).

3
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/‘ v Realiza el mismo procedimiento para los nimeros complejos z, y z;. Realiza
h clic derecho en el punto externo creado y oculta objeto.

Producto final en el software Geogebra

a=21
h=1.65
=075
o}
2 4 5 ] 7 g 4 10 11 12
-1

Propuesta... Analicemos el recurso digital Geogebra

1. ¢ Qué puedes observar a medida que se mueven los parametros a,b,c y d?
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2. Sitla los deslizadores a = 2,b = 1,d = 0 y mueve el pardmetro del deslizador c.
¢ Qué sucede con el vector resultante z; cuando se multiplica por un namero real?

3. Si se mantienen los parametros a y b, con ¢ = 0. ¢ Qué sucede con el vector z,
cuando el deslizador d va variando?

=
1
—

4. Utilizando el recurso digital fija los
a=2 b=1
c=-1d=3

a) Segun la grafica ¢ Cuales son los nimeros complejos z; z, y z3 ?

b) ¢ Cuanto miden los argumentos para cada nimero complejo z; z, y z3 ?
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c) Expresa en una o dos frases la relaciéon entre los argumentos

d) ¢Cuanto miden los modulos para z; z, y z3 ?

¢Puedes observar alguna relacion entre los modulos de los nimeros complejos?
Argumenta tu respuesta.
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ANALISIS A PRIORI

OBJETIVO CLASE

Explorar y representar la multiplicaciéon de niameros complejos mediante el recurso
digital.

DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES DE LA CLASE

En la segunda clase planificada, las actividades estan enfocadas en el analisis de la
construccion de un applet sobre la multiplicaciéon de nimeros complejos. Se escogio
trabajar con el recurso digital Geogebra ya que es manipulado con mas libertad y
dinamismo por los alumnos, favoreciendo la ensefianza de la matematica en el aula.
Especificamente, en el caso del objeto matematico elegido el manipular un applet con
Sus respectivos parametros facilita la conexion entre la representacion algebraica y
geomeétrica, induce elementos visuales como movimientos, variacion de tamafio de
vectores para ilustrar ideas o conceptos. Ademas, por sus caracteristicas y facil
manejo enriquece el ambiente de aprendizaje, aumentando las habilidades de los
alumnos para explorar, construir y comunicar ideas matematicas, adquiriendo el
alumno un rol relevante en la construccién de su conocimiento matematico.

Es por ello, que se les pide a los alumnos que descarguen una guia desde la web,
donde la primera accion que los alumnos realizan en la clase es construir el applet
sobre la multiplicacién de los numeros complejos. Esta guia tiene un instructivo sobre
la construccion, desde como ingresar en la bandeja de entrada un numero complejo,
como graficar en el plano los numeros complejos, como medir el médulo y argumento
de cada nimero complejo, entre otros. Luego que los alumnos realicen la construccién
de la guia, surge una propuesta donde deben analizar el applet, las primeras tres
preguntas de la actividad se centran en que los alumnos muevan la herramienta
deslizador, seleccionando el botén derecho de mouse y arrastrar los deslizadores a,
b, c y d y analizar qué sucede con los numeros complejos z, y z;, esta actividad
induce al analisis de la dilatacion y contraccion de niumeros complejos en el plano de
Argand. Luego, en la actividad 4 se les pide utilizar el recurso digital y fijar ciertos
valores en los parametros para los deslizadores a, b, c y d, a partir de esta nueva
representacion geométrica identificar los nimeros complejos z;, z, y zs, identificar los
argumentos de cada numero complejo, expresar en una frase muestre la relacion entre
los argumentos y calcular los médulos para cada numero complejo. Finalmente, como
reflexion final se les pregunta si existe alguna relacion entre los modulos de cada
ndamero complejo recientemente fijados.
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RESPUESTA EXPERTA

Actividad

Respuesta experta

1. ¢Qué puedes observar a medida que se
mueven los parametros a,b,c y d?

2. Sitta los deslizadores a=2,b=1,d =
0 y mueve el parametro del deslizador c. ¢Qué
sucede con el vector resultante z; cuando se
multiplica por un numero real?

3. Si se mantienen los parametros ay b, con ¢ =
0. ¢Qué sucede con el vector 2z, cuando el
deslizador d va variando?

4. Utilizando el recurso digital fija los .
a=2 b=1
c=-1d=3

a) Segun la grafica ¢Cuales son los numeros
complejos z; z, y z3 ?

b) ¢Cuanto miden los argumentos para cada
namero complejo zy z, y z3 ?

c) Expresa en una o dos frases la relacion entre
los argumentos

d) ¢ Cuanto miden los médulos para z; z, y z3 ?

1. Se puede observar que a medida que se
mueven los pardmetros va variando la grafica.

2. Sea x unnimero real, X > 1 se produce una
dilatacion del vector resultante.

1 < x < 0 se produce una contraccion del vector
resultante.

-1 < x < 0 se produce una contraccion del vector
resultante, pero en sentido contrario.

X < -1 se produce una dilatacion del vector, pero
en sentido contrario.

3. El vector z, se mantiene en el eje imaginario
independiente de la variacion del parametro. Asi
mismo, el modulo del vector aumenta a medida
que d > 0 y el mdédulo disminuye a medida que
d<O0.

4.

a)

2,=1,98 + 0,99 i
Z,= -1 + 3,05i
Z5= -5,01 + 5,06i

b)

2,= 26,57°
z,=108,15°
74= 134,72°

c) El argumento del vector resultante de (a + bi) -
(c + di) es igual a la suma de los argumentos de
los nUmeros complejos iniciales.
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¢Puedes observar alguna relacion entre los
modulos de los nimeros complejos? Argumenta
tu respuesta.

d) |z,| = 2.24
|Z2| = 316
23] = 7.07

Si, ya que el modulo del vector resultante es igual
a la multiplicacion de los modulos de los numeros
complejos iniciales.

POSIBLES ESTRATEGIAS Y DIFICULTADES DE LA CLASE

Actividad

Dificultades, errores y devoluciones

1. ¢Qué puedes observar a medida que se
mueven los parametros a,b,c y d?

Etapa de exploracion recurso digital

Preguntas orientadoras por parte del profesor
(previo al momento de resolver la guia):

- ¢Qué opciones de la barra de herramientas
permite graficar un nUmero complejo?

- ¢ Es posible ingresar en la barra de entrada un
namero complejo?

Posibles actitudes de los alumnos:

Se espera que los alumnos, se interesen aln mas
por explorar el Software, ya que en el inicio de la
clase se motivaron por descubrir como graficar un
namero complejo, ahora se motivaran alin mas en
graficar el producto de numeros complejos. Se
tiene la expectativa que los alumnos den luces de
las herramientas a utilizar para lograr el objetivo.

1. Posibles respuestas de los alumnos:
-La gréfica varia dependiendo de los valores de los
deslizadores.

Estrategias
Se esperaria que los alumnos dejaran fijo un
parametro en los deslizadores construidos, para
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2. Sitha los deslizadores a=2,b=1,d =
0 y mueve el parametro del deslizador c. ¢Qué
sucede con el vector resultante z; cuando se
multiplica por un numero real?

evidenciar si la gréfica sigue variando o hay alguna
diferencia al mover todos los deslizadores.

Dificultades
El alumno podria tener la dificultad en construir los
deslizadores.

Error

Que el alumno no haya construido los
deslizadores para cada numero complejo, si esto
sucede el profesor tendra que guiar el proceso.

Devolucion

¢,Cuales son las instrucciones que indica la guia
para construir los deslizadores? Menciona los
pasos.

2. Posibles respuestas de los alumnos:
-Cuando c¢ =0 se visualiza solo el nUmero complejo
Z1

-Cuando c¢>0 los numeros complejos z, y z;
aumentan.

-Cuando c¢<0 los numeros complejos z, y z;
disminuyen.

Estrategias

El alumno puede analizar qué sucede si sitla los
deslizadores a=2,b=1,d=0 ymueve el
parametro del deslizador ¢, pero ahora analizar los
nameros complejos z; y z, para luego comparar
esta variacion con z;.

Dificultades

Se considera que la dificultad estd en el
enunciado, cabe la posibilidad que el alumno no
recuerde cuales son los numeros reales. Ademas,
dificultad en las representaciones, como por
ejemplo puntos en la recta real que pueden ser
decimales, raices o fracciones.

47




3. Si se mantienen los parametros ay b, con ¢ =
0. ¢Qué sucede con el vector 2z, cuando el
deslizador d va variando?

4. Utilizando el recurso digital fija los .
a=2 b=1
c=-1d=3

a) Segun la gréafica ¢Cuales son los numeros
complejos z; z, y z3 ?

b) ¢Cuanto miden los argumentos para cada
nimero complejo z; z, y z3 ?

3. Estrategias

Si d varia no sélo observaran en el numero
complejo z, que varia, sino también en el niumero
complejo zs.

Si d >0 el z;seubica en el cuadrante Il

Si d <0 el z; se ubica en el cuadrante IV.

Dificultades
Esta la posibilidad que el alumno no visualice que
al variar d en la gréafica, z, también va variando.

Error

El alumno podria mencionar que no sucede nada
con el vector z? cuando d varia. El profesor
deberia proceder a orientar al alumno.

Devolucion
¢ Varia el modulo del vector z2?

4.

a) Estrategias

Si les complica visualizar los nimeros complejos
en la gréafica, pueden observar la pantalla anexa
donde aparece la vista algebraica y entrega detalle
de lo elaborado.

Se considera que los alumnos no tendran
problema en identificar cada nimero complejo.

En la vista algebraica se pueden ingresar
directamente expresiones algebraicas usando la
ventana de entrada o barra de entrada al pie de la
ventana en el Software Geogebra.

b) Estrategias

Si se les dificulta visualizar en la gréafica los
argumentos de cada numero complejo, pueden
acudir a la venta algebraica.

Se considera que los alumnos no tendran
problema en identificar el argumento de cada
namero complejo, ya que el recurso digital da
cuenta de cada procedimiento con detalle.
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c) Expresa en una o dos frases la relacion entre
los argumentos

d) ¢Cuanto miden los modulos para z; z, y z3 ?

¢,Puedes observar alguna relacion entre los
médulos de los nimeros complejos? Argumenta
tu respuesta.

c) Estrategias

-Una de las estrategias seria posicionarse en el
vector z; , z, yw para analizar los angulos y
expresar la relacion entre ellos.

-Los alumnos ya tienen conocimientos previos
respecto a la generalidad que hay en relacion a los
argumentos de los numeros complejos. Por ello, el
trabajar con Geogebra, ser4 un proceso para
reafirmar sus conocimientos. No habra dificultades
gue se puedan vislumbrar.

d) Estrategias

Los alumnos pueden acudir a la ventana
algebraica para verificar el moédulo para cada
numero complejo 0 mas bien posicionarse en el
vector donde aparecera el modulo de z; z, y z3 .

Dificultades

El recurso digital orientara a los alumnos a
reafirmar sus conocimientos, si algun alumno no
pudo determinar el médulo puede recurrir a la guia
donde explica detalladamente como calcular el
modulo para cada numero complejo.

Errores
Los alumnos pueden confundir argumento con
modulo de un vector.

Devolucion
¢ La distancia se mide en grados?

Estrategias

Los alumnos podrian explorar el applet y mover los
parametros de los deslizadores, para evidenciar si
encuentran una regularidad en los modulos de
cada numero complejo.
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MATEMATICA QUE SE PONE EN JUEGO EN LA CLASE, LOS CONOCIMEINTOS PREVIOS
Y LOS QUE SE PRETENDEN DESARROLLAR

Las actividades de la segunda clase estan enfocadas en trabajar con el recurso digital
Geogebra, la matematica que se pone en juego es el modulo de un nimero complejo,
argumento de un niamero complejo y dilatacién de un vector.

Respecto a los conocimientos previos que se espera que pongan en juego los alumnos
para abordar y desarrollar la guia son:

-Multiplicar nimeros complejos

-Comprender el concepto de vector

-Significado de un nimero complejo como vector
-Comprender el concepto de médulo de nimero complejo
-Calcular el médulo de un numero complejo

-Concepto de transformacion geométrica

-Concepto de dilatacion y contraccion

Se pretende desarrollar en esta clase que los alumnos puedan manipular y explorar el
recurso digital, con el objetivo de construir un applet sobre “la representacion
geométrica de la multiplicacion de los numeros complejos” y crear deslizadores
correspondientes para a, b, c y d. Asi también, mostrar @mbitos de aplicacion donde
deban analizar el comportamiento de cada numero complejo z;, z, y z; respecto a la
variacion de los deslizadores, e identificar si los vectores se dilatan o contraen respecto
a los diferentes valores que puedan tomar los parametros de cada uno de los nimeros
complejos.
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PLAN DE CLASE

Momento
delaclase

Inicio

Desarrollo

Narracion de la

Interaccion

El profesor comienza por
mencionar el objetivo de
la clase y las actividades
gue trabajaran en ella,
especificamente la
representacion  gréafica
del producto de los
ndameros complejos y el
analisis del grafico. Se
les pide a los alumnos
gue se enfrenten a
explorar y descubrir el
recurso digital Software
Geogebra (estos vya
tienen conocimientos
previos del recurso, han
graficado la funcion
lineal, afin y cuadrética

con sus respectivos
deslizadores). Los
alumnos

individualmente deben
formular y argumentar
como se puede graficar
un namero complejo en
el plano desde el
descubrimiento. Estas
conclusiones se daran a
conocer al curso vy
contrastaran respuestas
entre los compafieros.

(15 min)
Seguiran
individualmente en esta
exploracion, pero ahora

indicando de qué
manera se pueden
multiplicar nameros

Tareas
matematicas

-Explorar e
investigar el
Software
Geogebra.

- Explorar
investigar
Software
Geogebra.
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e
el

Gestion de aula

-La intervencion del
profesor gueda
relegada a preguntas
orientadoras.

Preguntas
orientadoras:

- ¢ Qué opciones de la
barra de herramientas
permite graficar un
namero complejo?

- ¢Es posible ingresar
en la barra de entrada
un numero complejo?

-En el momento de la
exploracion del recurso
digital, el profesor toma
distancia y los orienta
para que los alumnos

Material
Complementario

Material para el
profesor:

-Proyector
-Software
Geogebra

Material para el
alumno:

-Software
Geogebra

Material para el
profesor:

-Proyector
-Software
Geogebra



complejos en el recurso
digital, dando a conocer
a sus compaferos las
diferentes perspectivas
sobre los
descubrimientos
realizados respecto a las
herramientas que
proporciona el Software.
Esta actividad sera
compartida antes todos
sus compafieros, para
asi quien no tenga tan
claro el funcionamiento
del Software pueda
tener luces de él.

Luego, descargaran la
guia de trabajo desde el
mail que se les otorgo (la
cual indica cémo realizar
la construccion)
realizando
individualmente paso a
paso la representacion
geomeétrica del producto
de los ndameros
complejos, con sus
respectivos deslizadores
paraz; z, y z3 . Después
de esta construccion,
comienzan un trabajo
grupal, para ello deben
distribuirse entre sus
companeros 4 a 5
alumnos, para poder
llevar acabo la
propuesta de la guia.
Los desafios estan
enfocados en interpretar
el producto de nimeros

complejos, para tener
una mirada mas solida
respecto a la
representacion

geométrica y no
enfocarse en la

-Propuesta de
la guia:

1. ¢, Qué
puedes
observar a
medida que se
mueven los
parametros
ab,cyd?

2. Sitta los
deslizadores
a=2,b=

1,d =

0y mueve el
parametro del
deslizador .
., Qué sucede
con el vector
resultante  z3
cuando se
multiplica por
un namero
real?

3. Si se
mantienen los
parametros a y
b, conc = 0.

¢, Qué sucede
con el vector
z, cuando el
deslizador d va
variando?

4. Utilizando el
recurso digital
fija los
deslizadores:
a=2 b=1
c=-1d=3
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puedan analizar este
Software.

-El profesor da inicio al
trabajo en  grupo,
motivando a que se

distribuyan entre los
compafneros.

Favoreciendo y
propiciando en ellos la
busqueda de

soluciones autonomas
y creativas frente a las
preguntas planteadas
en la guia.

Preguntas
orientadoras:

¢, Qué es dilatacion?

¢, Qué es contraccion?
¢, Qué significa dilacion
de un vector?

-El profesor adquiere

el rol de mediador
frente a la discusion
entre grupos,

controlando los
tiempos y aportando
con preguntas para dar
énfasis a ciertos
conceptos relevantes.

Preguntas
orientadoras:

¢ Quién piensa algo
distinto de lo que
concluye su
companero?

Estan todos de
acuerdo?

¢Lo comprobaron?
¢, Como?

Material para el
alumno:

-Software
Geogebra
-Guia Didéactica



Cierre

mecanizacion del
algebra. El objetivo de
trabajar en grupo es la

comunicacion de
informaciones que se
genera entre los
alumnos.

Luego, que los alumnos
hayan interactuado de
forma grupal, discutiran

junto con el profesor
acerca del trabajo
realizado para

cerciorarse si realmente
estan en lo correcto o en

lo incorrecto. Estos
deben  ponerse de
acuerdo sobre las

afirmaciones que se
hacen y demostrarlas.
(50 min)

El profesor presenta
mediante un power point
los resultados obtenidos
por cada grupo. Y en
conjunto realizan una
lluvia de las ideas, de los
conceptos y
conclusiones mas
relevantes de la clase.

(25 min)

a) Segun la
gréfica
¢,Cuales son
los numeros
complejos
71,2,y 73 ?

b) ¢, Cuanto
miden los
argumentos
para cada
numero
complejo

Zy1, 2y 237

c) Expresa en
una o0 dos
frases la
relacion entre
los
argumentos

¢ Puedes
observar
alguna relacion
entre los
maodulos de los
nameros
complejos?
Argumenta tu
respuesta.
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El rol del profesor en el
cierre de la clase es
clave para realizar una
sintesis del trabajo
desarrollado por parte

de los alumnos.
Realiza preguntas
orientadoras para

reafirmar los conceptos
tratados en clase.

Material para el
profesor:

-Proyector
-Software
Geogebra
-Power Point

Material para el
alumno:

-Software
Geogebra
-Guia Didéactica



CLASE 3

ACTIVIDAD MATEMATICA DE LA CLASE

|. Observa las siguientes imagenes y responde las preguntas que estan a continuacion:

1.

a) ¢, Cual es la coordenada del numero complejo z,, sabiendo que z; - z, = z3 ?

b) ¢ Qué tipo de transformacion geométrica se realizé al cambiar de posicion z;a z; ?

c) ¢Cual es el argumento de cada namero complejo z;,z, y z3?
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a) ¢,Cudl es el numero complejo z,?

b) ¢ Corresponde a una rotacion de 180°? ¢, Por qué? Argumenta

c) ¢, Qué puedes inferir respecto al médulo de z,?
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d) Crea un ejemplo donde se cumpla lo anteriormente visualizado. ¢Se cumple para
todos los casos?

Pl

a) Si al triAngulo que aparece en la grafica con base z;, se le realiza una rotacion en
sentido horario en 90° ¢, Cuél es el nUmero complejo z; resultante?
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b) ¢ Qué operacion describe este cambio de posicion? ¢Cudl es el nUumero complejo
Z,7?

c) Crea un ejemplo donde se cumpla lo anteriormente visualizado. ¢ Se cumple para
todos los casos?
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a) Si al triAngulo que aparece en la grafica con base z,, se le realiza una rotacion anti
horario en 180° ¢ Cual es el nUmero complejo z; resultante?

b) ¢ Qué relacion existe entre el médulo de z;,z, y z3?

c) Expresa en una o dos frases lo que has visualizado

II. Observa la siguiente secuencia de imagenes:

Imagen 1 Imagen 2
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Imagen 3 Imagen 4

-3

¥ ]

v' Expresa en una frase las caracteristicas de la imagen anteriormente entregada.

v' ¢ Cual es la diferencia entre el primer triangulo rotado y el resultante? ¢Es el
mismo? Argumenta.

1. ¢ Qué coordenadas tendria un punto cualquiera al ser rotado en 90°? ¢,Qué rotacion
existe entre un punto y su opuesto?

a) ¢, Cudl es el modulo del numero complejo por el cual se debe multiplicar el vector z;
al realizar la rotacion?

2. Si se quisiera rotar un numero complejo a + bi en 180°

a) ¢, Qué operacion es la que se realiza en esta rotacion? Argumenta

b) ¢ Cual es el nUmero complejo resultante en esta rotacion?

c) ¢ Qué maodulo tiene el nUmero complejo resultante y que angulo genera en el eje
real?
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ANALISIS A PRIORI

OBJETIVO CLASE

Formular conjeturas respecto a los movimientos o transformaciones geométricas del
producto de niumeros complejos.

DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES DE LA CLASE

En la tercera clase planificada, las actividades propuestas de la guia estan enfocadas
a la rotacion dilatativa de vectores y figuras geométricas planas. En el item |, las
actividades 1 y 2 estan centradas en que los alumnos visualicen dos imagenes
(rotacion de vectores) y puedan ser analizadas. En la actividad 1 deben identificar las
coordenadas de los numeros complejos representados, la transformacion geométrica
gue se realiza al cambiar de posicion z; a z; y determinar el argumento para cada
namero complejo expuesto en la imagen. La actividad 2 se enfatiza mas en el analisis,
ya que los alumnos deben identificar el nimero complejo z, dado un z; y z; luego, se
les pregunta ¢si los vectores representan una rotacion en 180°?, donde deberan
argumentar su respuesta. Ademas, deben inferir respecto al modulo de z, y formular
a través de un ejemplo lo que se visualizé. Se espera que los alumnos se den cuenta
que la actividad propuesta se cumple para todos los casos, ya que cada vez que rote
un vector z; a z; en 180° el modulo de z, serd 1. Una pregunta adicional que puede
distinguir que el alumno es capaz de ello seria, si zy =3+ 2i y z, = —1 + oi ¢cual
es su producto y su representacion geométrica? Y si z;, =5—1i Yy 2z, se mantiene
¢sucedera lo mismo? En las actividades 3 y 4 se presentan imagenes de la rotacion
de triAngulos donde la base de cada uno de ellos es un vector. En la actividad 3, se
menciona en el enunciado que se realiza una rotacion en sentido anti-horario en 90°,
se les pide identificar cual es el nUmero como z,y z; y cual es la operacion que
describe este cambio. Se les invita a crear un ejemplo donde se cumpla lo
anteriormente visualizado ¢ Se cumple para todos los casos? Es fundamental que los
alumnos puedan darse cuenta que al multiplicar un nimero complejo z, = a + bi por
z, =i siempre se realizara una rotacion de 90°, por lo tanto se cumple para todos los
casos. La actividad 4 se presenta en una imagen la rotacién de un triangulo en sentido
anti-horario en 180°, dados los numeros complejos z; y z3, se les pide identificar en la
representacion geométrica el nimero complejo z; y la relacion entre los médulos de
Z1,23 Y Z3,

Finalmente, en el item |l se les propone una actividad relacionada con una secuencia
de imagenes sobre la rotacion de un triangulo y se les solicita que expresen en una
frase las caracteristicas de lo visualizado. Es importante que los alumnos puedan
evidenciar que en la secuencia del primer triangulo en comparacion con la del ultimo
triangulo se produce una rotacion dilatativa en la figura resultante. A modo de
conclusion, se les pide que formulen lo aprendido dando respuesta a preguntas
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orientadoras que aparecen en la guia, respecto a la rotacién de 90° y 180° de vectores

y figuras planas.

RESPUESTA EXPERTA

Actividad

Respuesta experta

I. Visualiza las siguientes imagenes y responde las
preguntas que estan a continuacion:

a) ¢Cual es la coordenada del numero complejo z,,
sabiendo que z; -z, = z3 ?

b) ¢Qué tipo de transformacion geométrica se realizé al
cambiar de posicion z,a z; ?

c) ¢Cual es el argumento de cada numero complejo
71,22 Y 737

1.
a) z=(0+1i)

b) Se realizé una rotacion en 90°

c) El argumento para

7, = 45°
7, = 90°
73 = 135°
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a) ¢ Cuél es el nimero complejo z,?

b) ¢Corresponde a una rotacion de 180°? ¢Por qué?
Argumenta

¢) ¢, Qué puedes inferir respecto al médulo de z,?

d) Crea un ejemplo donde se cumpla lo anteriormente
visualizado. ¢ Se cumple para todos los casos?

-l

2,
a) z,= (-1+ 0i)

b) Si corresponde a una rotacion de 180°,
porque z; es el nUmero complejo opuesto
a zj.

c) Se puede inferir que el |z,| =1

d) Si se cumple para todos los casos y
gueda demostrado en el ejemplo que daran
los alumnos.

3.

a) z3=(2i - 2)

b) La operacion algebraica que se realiza
es el producto entre dos nameros
complejos. z, = (0 + 1)

c) Si se cumple para todos los casos y
gueda demostrado en el ejemplo que daran
los alumnos.
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a) Si al triangulo que aparece en la grafica con base z,, se
le realiza una rotacion en sentido horario en 90° ¢, Cual es
el nimero complejo z; resultante?

b) ¢Qué operacion describe este cambio de posicion?
¢, Cuél es el nimero complejo z,?

C) Crea un ejemplo donde se cumpla lo anteriormente
visualizado. ¢ Se cumple para todos los casos?

21:1+3|'

316

a) Si al triangulo que aparece en la grafica con base z,, se
le realiza una rotacion anti horario en 180° ¢;Cual es el
ndamero complejo z; resultante?

b) ¢ Qué relacién existe entre el modulo de z,,z, y z3?

c) Expresa en una o dos frases lo que has visualizado

4.
a)El nimero complejo z; = (-3 - 3i)
b)lz;| = V10

|z,] =1

|z3| = V10

Al multiplicar el moédulo del numero
complejo z; por el médulo de z; es igual al

resultado del médulo de Z3-

c) El médulo del nimero complejo de
Zz == Ill == 1
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Il. Observa la siguiente secuencia de imagenes:

Expresa en una frase las caracteristicas de la imagen
anteriormente entregada.

¢,Cual es la diferencia entre el primer triangulo rotado y el
resultante? ¢ Es el mismo? Argumenta

1. ¢ Qué coordenadas tendria un punto cualquiera al ser
rotado en 90°? ¢ Qué rotacion existe entre un punto y su
opuesto?

a) ¢, Cual es el modulo del niumero complejo por el cual se
debe multiplicar el vector z; al realizar una de rotacién 90°
o 180°7?

.

- La rotacién del triangulo rotado es de
135°.

- En el triangulo resultante se produce una
dilatacion de la figura respecto a | triangulo
original.

1. Las coordenadas que deberia tener un
punto cualquiera al ser rotado en 90° es
(a, b).

Una rotacion de 180°es la que existe entre
un punto y su opuesto.

a)
|z, =1
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2. Si se quisiera rotar un numero complejo a + bi en 180°

a) ¢ Qué operacion es la que se realiza en esta rotacion?
Argumenta

b) ¢Cual es el nimero complejo resultante en esta
rotacion?

c¢) ¢, Qué maodulo tiene el nUmero complejo resultante y que
angulo genera en el eje real?

2.

a) La operacion que se realiza en la
rotacion sefalada es la multiplicacién entre

Z1Y Z,.

b) El nimero complejo resultante es
(a+ bi) (=14 0i) = (—a — bi)

c) El moédulo del nimero complejo por el
cual se debe multiplicar al rotar debe ser
J(=a)?2 + (=b)? y la amplitud que genera
con el eje real es 90°.
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POSIBLES ESTRATEGIAS Y DIFICULTADES DE LA CLASE

Actividad

Dificultades, errores y devoluciones

|. Observa las siguientes imagenes y responde
las preguntas que estan a continuacion:

1.

a) ¢ Cual es la coordenada del nimero complejo
z,, sabiendo que z; -z, = z3 ?

b) ¢Qué tipo de transformacion geométrica se
realizé al cambiar de posicion z;a z; ?

c) ¢Cudl es el argumento de cada numero
complejo z;,z, y z37?

1.

a) Dificultades

Los alumnos podrian pensar en que el vector z; es
el nimero complejo opuesto a z;

Devolucion

Si el nimero complejo opuesto de a + bi es —a —
bi

¢, Cual sera el numero complejo opuesto de 3 + 4i?

b) Estrategia

Los alumnos elegiran un triangulo y realizaran una
rotacion en 45° y 90° en el plano, para luego
comparar la rotacion de vectores expuesta en la
guia.

Dificultades

-Algunos alumnos podrian tener confusion en no
recordar las diversas transformaciones
geomeétricas y no responder correctamente.

-Se podria pensar que los alumnos confunden una
rotacion de 90° con una de 45°, segun la posicion
presentada en la imagen.

Devolucion

Si un tres se desplaza en linea recta por el andén
de San Antonio ¢ El movimiento geométrico es una
traslacion o una rotacion?

c) Estrategia
Los alumnos podran suponer que los angulos de
71 Y 75, ya que los visualizaran en la grafica en las
coordenadas.
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a) ¢ Cudl es el nimero complejo z,?

b) ¢Corresponde a una rotacion de 180°? ¢ Por
gué? Argumenta

c) ¢ Qué puedes inferir respecto al modulo de z,?
d) Crea un ejemplo donde se cumpla lo

anteriormente visualizado. ¢Se cumple para
todos los casos?

2.

a) Estrategia

El nimero complejo z, se puede visualizar como
una coordenada en el plano de Argand.

Se considera que no habria problema en
identificar el nUmero complejo z,.

Se piensa que los alumnos podrian confundirse en
calcular el médulo ya que la parte imaginaria es Oi.

b) Estrategia

-Los alumnos evidenciaran que al ser z; el nimero
complejo opuesto de z; se realiza una rotacion de
180°

-Los alumnos mencionaran que los vectores
z, y z3 forman un angulo extendido, por lo tanto
corresponde a un angulo de 180°.

c) Dificultades
Se considera que a los alumnos se les dificultara
verificar que el numero complejo z, es —1 4+ 0i e
identificar que la parte imaginaria del ndamero
complejo es 0.

Devolucion
¢Es IR un subconjunto de C? ¢Debiera ser IR U

{037

d) Dificultad

Se cree que puede haber ciertos alumnos que se
compliquen en ejemplificar y tengan la tendencia
de realizar un ejemplo casi igual al presentado.
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a) Si al triangulo que aparece en la grafica con
base z;, se le realiza una rotacion en sentido
horario en 90° ¢Cual es el nimero complejo z5
resultante?

b) ¢Qué operacion describe este cambio de
posicion? ¢ Cual es el numero complejo z,?

C) Crea un ejemplo donde se cumpla lo
anteriormente visualizado. ¢Se cumple para
todos los casos.

3.

a) Estrategia

Los alumnos para no confundirse reflexionan
respecto al concepto de rotar una figura en sentido
“horario” y “anti horario” y ejemplifican para no
tener confusion.

b) Dificultades

Se considera que los alumnos tendran dificultad
en identificar el nUmero complejo, ya que este no
contempla la parte real.

Devolucién

¢La parte real de un nimero complejo puede ser
0?
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z,=1+3i

316

a) Si al tridngulo que aparece en la grafica con
base z;, se observa una rotacion anti horario en
180° ¢ Cual es el numero complejo z; resultante?

b) ¢Qué relacion existe entre el mdédulo de
71,23 Y 737

c) Expresa en una o dos frases lo que has
visualizado

4.

a) Estrategias

Identificaran la coordenada en el plano de z; y
sabran el numero complejo pedido.

b) Estrategias

Los alumnos ya tienen nociones respecto a la
relacion entre los médulos de los complejos.
Ademéas, como ya identificaron el numero
complejo para cada z,, z, y z; simplemente, ahora
calculan el médulo con la formula de la distancia.

c) Estrategias

Los alumnos podrian inferir respecto a los
argumentos de los numeros complejos
enunciados, ya que no aluden en las preguntas
planteadas.
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Il. Observa la siguiente secuencia de imagenes:

Expresa en una frase las caracteristicas de la
imagen anteriormente entregada.

¢,Cudl es la diferencia entre el primer triangulo
rotado y el resultante? ¢ Es el mismo? Argumenta

ITEM II

Dificultades

Se considera que algunos alumnos tendran
dificultad en identificar los argumentos para cada
namero complejo, ya que es primera vez que han
trabajado con una secuencia de rotacion de un
triangulo.

Dificultades

Puede haber el caso en que los alumnos no
evidencien que el dltimo triangulo, tuvo una
dilatacién respecto al triangulo original.

Devolucioén

¢Puedes visualizar y comparar los modulos del
triangulo original con el triangulo resultante? ¢ Son
triangulos equivalentes?
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Actividad a modo de cierre, exposicion grupal en
papelégrafo. Luego de haber validado sus
1. ¢Qué coordenadas tendria un punto | conocimientos y transitar hacia un saber, se
cualquiera al ser rotado en 90°? ¢Qué rotacion | concluye que la multiplicacion se puede pensar
existe entre un punto y su opuesto? como si fuera una rotacion, cuando ello se piensa
a) ¢ Cuadl es el médulo del numero complejo por | asi, permite modelar movimientos de la realidad a
el cual se debe multiplicar el vector z, al realizar | partir de la multiplicaciéon de numeros complejos.
una de rotacion 90° o 180°?

2. Si se quisiera rotar un numero complejo a + bi
en 180°

a) ¢, Qué operacion es la que se realiza en esta
rotacion? Argumenta

b) ¢Cual es el nimero complejo resultante en
esta rotacion?

c) ¢Qué mobdulo tiene el numero complejo
resultante y que angulo genera en el eje real?

MATEMATICA QUE SE PONE EN JUEGO EN LA CLASE, LOS CONOCIMEINTOS PREVIOS
Y LOS QUE SE PRETENDEN DESARROLLAR

En esta Ultima clase, la matemética que se pone de relieve es la rotacion dilatativa de
los nimeros complejos. Para poder desarrollar las actividades los alumnos necesitan
ciertos conocimientos previos, estos son las siguientes:

-Multiplicar nimeros complejos

-Comprender el concepto de médulo de numero complejo
-Calcular el médulo de un nimero complejo
-Transformaciones isométricas (rotacion)

-Significado de un giro y una dilatacion
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-Significado de un giro y una contraccién

-Significado de una contraccion y dilatacién en términos geométricos

-Graficar un niumero complejo en el plano de Argand

El objetivo de esta actividad esta centrado en que los alumnos puedan concluir que las
coordenadas que tendria un punto cualquiera al ser rotado en 90° es (a + bi)- (0 + i).
Y la rotacién que existe entre un punto y su opuesto es de 180°, la operacion que se
realiza en la rotacion sefialada es la multiplicacion entre z;y z,, ya que al multiplicar
es: (a+ bi) - (—1+0i) = (—a — bi)

PLAN DE CLASE

Momento
delaclase

Inicio

Narracion de la
Interaccion
Se inicia dando a

conocer el objetivo de la
clase, luego se les
comenta que trabajaran
con una guia “rotacion
de numeros complejos”.

Se les pide que
individualmente realicen
ltem | ejercicio 1

(algunos minutos), el
alumno formula y explica

cada  situacion  del
problemay se enfrenta a
las preguntas

planteadas. Este trabajo
realizado se presenta a
sus compaferos, donde
cada alumno da cuenta
de sus resultados.

(15 min)

Tareas
matematicas

I. Visualiza las

siguientes

imagenes y
responde las
preguntas que
estan a

continuacion:
1. Imagen

a) ¢Cual es la
coordenada del
namero
complejo  z,,
sabiendo que
Z1"Zy =23 ?

b) ¢ Qué tipo de
transformacion
geométrica se

realizo al
cambiar de
posicion
za z3 ?
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Gestion de aula

El profesor es el
encargado de crear
la intencion en el
alumno y preparar
correctamente el
medio para que
pueda interactuar. Se
abstiene de
comunicar el saber a
los alumnos y los
anima a resolver el
problema.

Material
Complementario

Material
alumno:

para el

-Guia



Desarrollo | Se

les pide que se
distribuyan en grupos de
trabajo de no mas de 5
alumnos, se recomienda
sean conformados al
azar por el profesor esta
vez para evitar que se
conformen siempre los
mismos grupos. Estos
se deben constituir en
una oportunidad para
aprender trabajar
colaborativamente  en
ambientes con personas
diversas. Después que
los alumnos se agrupen,
se les planteara el
desafio de realizar y
terminar item 1y Il de la
guia. Mientras los
alumnos trabajan, estos
intercambian opiniones
sobre las diferentes
formas de realizar los
ejercicios y los diversos
conceptos que @ se
suscitan en los
problemas planteados.
Luego de unos minutos,
se elegira un
representante por grupo
quien expondra los
resultados y en conjunto
con el profesor
analizaran las
caracteristicas de los
datos y relaciones

c) ¢Cual es el
argumento de
cada nudmero
complejo
71,22 Y 737

-Propuesta de
la guia:

2. Imagen

a) ¢Cual es el
namero
complejo z,?
b)

¢, Corresponde
a una rotacion
de 180°? ¢Por
que?
Argumenta

c) ¢Qué
puedes inferir
respecto al

modulo de z,?

d) Crea un
ejemplo donde
se cumpla lo
anteriormente
visualizado.

¢ Se cumple
para todos los
casos?

3. Imagen

a) Si al
triangulo  que
aparece en la
grafica con

base z,, se le
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A partir de los
resultados

expuestos, ayuda a

los alumnos a
formalizar el
conocimiento
construido,
planteandoles
preguntas que
permitan precisar
tanto los conceptos
como los
procedimientos
matematicos
obtenidos.  Orienta
las discusiones
generadas entre los
grupos.

Es importante
generatr, con

anticipacion, algunas
preguntas a partir de
los datos entregados.
De modo que en esta
fase puede mediar
(dando pistas) a los

grupos que tienen
mayores dificultades
para visualizar
situaciones
problematicas.

Hacer que los
alumnos interpreten

los resultados y le
den significados en el
contexto desde el

Material
alumno:

-Guia

para el



obtenidas. Los alumnos
deben dar
declaraciones, protestar

0 rechazar la
justificacion que
consideren necesaria

para asi poder llegar a
un consenso de las
respuestas correctas.

(50 min)

realiza una
rotacion en
sentido horario
en 90° ¢, Cual es
el numero
complejo Z3
resultante?

b) ¢Qué
operacion
describe este
cambio de
posicion?
cCual es el
numero

complejo z,?

c) Crea un
ejemplo donde
se cumpla lo
anteriormente
visualizado.

¢ Se cumple
para todos los
casos?

4. Imagen
a) Si al
triangulo  que

aparece en la
gréafica con
base z,;, se le
realiza una
rotacion anti
horario en 180°
¢cCual es el
numero
complejo Z3
resultante?

b) ¢Qué
relacion existe
entre el médulo
de z,,z, y z3?
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que ha sido

expuesto.

Preguntas
orientadoras:

¢, Qué es el médulo?
¢, Como se calcula el
maodulo de un
namero complejo?

¢ Qué es el
argumento?



c) Expresa en
una o dos
frases lo que
has visualizado

. Observa la En este proceso el | Material para el

siguiente profesor retoma la | alumno:

secuencia de responsabilidad de

imagenes: ensefar, explicando | -Guia

las relaciones entre

-Expresa en el conocimiento

una frase las construidoy el que se

caracteristicas | desea comunicar.

de la imagen

anteriormente

entregada.

- ¢Cual es la

diferencia entre

el primer

triangulo rotado

y el resultante?

¢Es el mismo?

Argumenta

Material para el
Cierre Para dar un cierre a la 1. ¢, Qué | El profesor toma la | alumno:

clase, se les pide que coordenadas responsabilidad de
dispongan de nuevos tendria un | llevar la | -Guia
grupos de trabajo y punto institucionalizacion -Papelografo
respondan la parte final cualquiera al de la clase,
de la guia “Para ser rotado en transformando los
concluir”. Deberan  90°? ¢ Qué  conocimientos a
realizar una tabla en un rotacién existe saberes.

papelégrafo

respondiendo las
preguntas planteadas,
describiendo las
principales

caracteristicas las que
luego seran compartidas
con sus compaferos.
Inconscientemente,

realizando junto con el
profesor un

entre un punto
y Su opuesto?

a) ¢Cual es el
modulo del
namero
complejo por el
cual se debe
multiplicar el
vector z; al
realizar la
rotacion?
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reconocimiento de
aprendido.

(15 min)

lo

2. Si se quisiera
rotar un nimero
complejo a + bi
en 180°

a) ¢Qué
operacion es la
que se realiza
en esta
rotacion?
Argumenta

b) ¢Cual es el
numero
complejo
resultante  en
esta rotacion?

c) ¢Qué
modulo tiene el
namero
complejo
resultante y que
angulo genera
en el eje real?

76




CONCLUSIONES

En virtud de los nuevos tiempos y sobre todo por la emergencia de las nuevas
tecnologias de la informacion, es que se hace conveniente la innovacion en la
ensefianza de la matematica, en el sentido de proponer y desarrollar nuevas formas
de ensefiar. Es en este contexto que se presenta la secuencia didactica con el
propésito de planear y ejecutar varias sesiones de clase, donde las actividades
estan basadas en la perspectiva de la teoria de las Situaciones Didacticas de
Brousseau, que ponen de relieve las fases de accion, formulacion, validacion e
institucionalizacion. Se trata de secuencias didacticas que facilitan al docente
trabajar de forma reflexiva, enriqueciendo sus conocimientos didacticos del
contenido matemético, y donde los alumnos encuentran un sentido y significado a
lo aprendido. Es por ello, que la investigacion del alumno se enmarca en las fases
desde la resolucion de problemas préacticos, hasta la construccién de conceptos,
procedimientos y actitudes, permitiendo comprobar la eficacia del proceso y
evoluciones alcanzadas por el alumno. En este sentido, la teoria de las situaciones
didacticas de Brousseau (1986) hace énfasis en las preguntas e interrogantes que
el profesor propone a los alumnos, de manera que estos reflexionen y validen sus
respuestas. Del mismo modo, aprenden por las actividades que realizan y la
significatividad de llevarlas a cabo, por la posibilidad de expresar y validar ante sus
companferos las ideas e interpretacion de la informacion, con el objetivo que los
alumnos se apropien de un saber construido o en construccion.

La secuencia didactica propone una forma distinta de abordar los contenidos, bajo
esta perspectiva se utilizan estrategias didacticas basadas en la obtencion de
aprendizajes significativos, permitiendo a los alumnos, de forma creativa y
estimulante, integren el conocimiento en variadas secuencias. Las tareas
matematicas que estan relacionadas en las tres secuencias brindan la oportunidad
de explorar los procedimientos, la necesidad de perfeccionarlos y mejorar la
comprension del concepto sobre la representacién geométrica de la multiplicacion
de numeros complejos. Las actividades realizadas permiten a los docentes
determinar los conocimientos previos y las supuestas preguntas que realizarian los
alumnos. En cada una de las clases estos iran explorando e incorporando
herramientas que les permitiran dar una respuesta a las problematicas, adquiriendo
la habilidad de tratar el tema en otros contextos y relacionandolos con otros
contenidos, como por ejemplo la relacion de la multiplicacion de numeros complejos
con el recurso digital Geogebra o también con la rotacion dilatativa.

La experiencia de crear secuencias de actividades, desde las fases que ponen de
relieve el marco tedrico, enriquece el trabajo formativo de los docentes participantes
en el estudio del plan de clases, ya que brinda la oportunidad real para analizar en
profundidad el objeto matematico en cuestion. Una situacién que otorga experiencia
sobre la realidad escolar es la diversidad de espacios educativos, la interaccion
entre el alumno, docente y medio y la importancia del rol docente en el aula.
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Como docentes no debemos dejar que los alumnos pierdan el espiritu investigador,
ya que gran parte del aprendizaje se centra en la observacion y experimentacion.
Si modificamos la metodologia de ensefiar, la mayor parte de los alumnos estaran
motivados por aprender y se les facilitara adquirir el aprendizaje, desarrollaran
habilidades relevantes como resolver problemas, modelar matematicamente, entre
otros. Desde nuestro rol tenemos el desafio innovar e introducir la teoria en las
clases para cumplir una labor que va mas alla de ser un mero expositor, invitando a
los alumnos a experimentar, formular, comunicar y validar sus respuestas. La
innovacion contribuye a la comunidad educativa, ya que promueve
transformaciones curriculares flexibles, estimula la investigacion matematica en los
docentes a partir de su propia practica educativa asi también las de los alumnos,
permite compartir y transmitir experiencias educativas. Ademas, promueve
actitudes positivas hacia el cambio y la comprension de los conceptos desarrollando
el interés, creatividad y el descubrimiento por la por la matematica.
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DISENO DE INVESTIGACION

A partir de las preguntas y objetivos planteados, el estudio se enmarca en una
metodologia de tipo cualitativa, permitiendo enfocar el modo en que se enfrentan
los problemas y se busca respuesta por medio de la produccion de escritos.

Este estudio de clase se centra dentro de la realidad educativa, desde el rol del
profesor y el alumno, de las intenciones, motivaciones e incluyendo la importancia
de comprender la realidad desde la perspectiva de los participantes de cada
situacion, considerados los alumnos como agentes activos en la construcciéon de su
conocimiento matematico. Se estudia en profundidad la comprension del objeto
matematico “multiplicacién de niumeros complejos” desde la mirada de una situacion
de aprendizaje poniendo de relieve el rol del alumno, el medio y el docente.
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PRODUCTO DE LA CLASE

La clase realizada esta disefiada con el objetivo de presentar una propuesta de
ensefianza de la multiplicacion de numeros complejos, que integre las
representaciones algebraicas y geométricas. Para esto se realizd una preparacion
del tema y elaboracién de un plan de clase, detallando los conceptos, material
pedagogico y caracteristicas de los alumnos de acuerdo a cada momento y fase de
la clase; asi también, los propdsitos de cada actividad planteada en ella. El producto
de la clase disefiada se aplicd previamente en dos establecimientos educaciones,
uno en Santiago y el otro en Valdivia. El colegio ubicado en Santiago tiene un nivel
socio econdémico mas alto respecto al colegio de Valdivia y los alumnos estan
orientados en la disciplina y en formular normas de grupo que inciden
favorablemente en la calidad del clima en aula, trabajo cooperativo y respeto, por lo
que les fue facil abordar las actividades planteadas en la clase, mas aun con los
conocimientos previos bastante claros al respecto. Luego, la segunda aplicacion se
realizd en Valdivia, un colegio de escasos recursos y alumnos vulnerables, sin
embargo, bastante interesados en la realizacion de la clase y pocos problemas
relacionados con los conocimientos previos que se necesitan para desarrollar las
actividades. En este curso, se evidenciaron problemas con el nimero complejo iy
su grafica, los alumnos se desconcertaban donde no veian la parte real del nUmero
complejo.

Después de haber aplicado el taller de matematica en los dos establecimientos
mencionados, se decidié hacer un andlisis y mejora respecto a las actividades que
se habia construido. Es por ello, que se disefiaron cambios respecto a las preguntas
planteadas, ya que estas eran bastantes amplias y perdian el foco de lo que se
esperaba como respuesta por parte de los alumnos.

Después de la implementacion, se realizaron los siguientes cambios: En el item |
se les proporcionaba en la actividad un z; =i y z, = 1 + i, se les pedia multiplicar
de manera algebraica los numero complejos, y a este producto llamarlo w. Luego,
representar cada nimero complejo y su producto en el plano de Argand. Desde esta
tarea matematica, se les pregunta Qué observas, la modificacién se centré en la
pregunta ya que estaba poco dirigida y los alumnos daban respuestas sin justificar.

ftem I:
-C) Qué observas ==—» Modificacion: c) ¢ Qué observas?
ftem 1:

Enelitemliselesdaunz, =2iy z, =1+ +i y se les pide Multiplicar de manera
algebraica los niumeros complejos y a este producto llamarlo w. Luego, representar
en el plano de Argand los nimeros complejos z;, z, y w. Desde la tarea matematica
antes descrita, se les plantean dos preguntas, las cuales se redisefian porque
estaban deficientemente planteadas y poco orientadas a la respuesta correcta.
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-C) Qué observas =  Modificacion: c) ¢Qué observas en relacion con los
angulos?

-d) Determina sus moédulos ==——» Modificacion: d) Determina sus modulos ¢ hay
alguna relacion que observes entre los modulos?

En la primera clase planificada, las actividades de la guia estdn enfocadas en
encontrar las relaciones geométricas que existen en la multiplicacion de niumeros
complejos. Para esto se empieza a trabajar con el registro algebraico, donde se
grafica el producto, determinan los argumentos y modulos de los numeros
complejos comprendidos.

Con respecto al argumento, lo primero, es inducir a los alumnos a través de
preguntas orientadoras ¢Qué angulo posee cada numero complejo?, ¢Hay una
relacion entre los angulos de estos nimeros complejos? Respecto a la relacidén que
existe entre los argumentos de los dos numeros complejos dados y el argumento
del producto, habiendo determinado el resultado previamente de manera
algebraica. En el item | los nimeros complejos dados son z; =i y z, =1+1, los
cuales al ser representados en el plano, determinaran sus angulos de 90° y 45°
respectivamente. Se decidi6 que fueran angulos exactos para facilidad de la
actividad propuesta, ya que existen niumeros reales que dada su representacion en
la recta numérica, esta representacion no coincide con ninguna subdivision de la
unidad de medida. Al multiplicar los dos nimeros complejos z; =iy z, =1+
resulta i-(1+i)=i+i?=-1+i=w de este encontraran su argumento, el cual
es de 135°. En esta primera parte, los alumnos encontraran una relacién entre los
argumentos, en donde se espera que descubran: 6, + 6,, = 6,,. En esta primera
tarea se espera basicamente que los alumnos entren en la fase de formulacion, a
través de los calculos que ellos han desarrollado, trabajando y comparando con sus
comparnieros las respuestas.

Estas relaciones anteriormente mencionadas seran validadas en la multiplicacion
de otro par de niumeros complejos trabajados en el item Il. Es aqui, donde los
alumnos desarrollaran el producto de z; =2i y z, =1+ i de manera algebraica,
representaran los nimeros complejos correspondientes en el plano, determinaran
sus argumentos, sus modulos y daran respuestas a las preguntas planteadas en
grupo dando paso la fase de validacion, aceptando y rechazando los resultados
obtenidos en la tarea matemaética.

Al finalizar el item 1l, vendra la fase de institucionalizacién en donde se sacan
conclusiones a partir de lo producido por los alumnos, se recapitula, se ordena y
vincula lo que se produjo en los diferentes momentos en el desarrollo de la clase.
Dar cuenta de las propiedades identificadas y verificadas por los alumnos respecto
a la multiplicacion de numeros complejos y se cumple en su dominio. Al realizar los
alumnos las actividades anteriores deberan llegar a la conclusion que al multiplicar
dos numeros complejos se cumplen ciertas regularidades, la suma de los angulos
del producto de dos numeros complejos es igual al angulo del nimero complejo
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resultante y la multiplicacion de los médulos del producto de dos niumeros complejos
es igual al médulo del complejo resultante.

CONTEXTO Y SUJETOS

La implementacion del plan de clase fue desarrollada en el Colegio Cristébal Colon
a un grupo de 20 alumnos del electivo Fisico-Matematico tercer afio medio. Este
establecimiento esta ubicado en la Poblacién Juanita Aguirre en la comuna de
Conchali, es un liceo cientifico humanista de 700 alumnos desde pre-kinder hasta
cuarto afio medio. Tiene un proyecto educativo institucional GAE (Gran Aventura
Educativa) que permite emplear e internalizar las vivencias, valores y actitudes de
la comunidad, con acciones basadas en un estilo democratico y participativo, con la
finalidad de que cada miembro de la comunidad participe activamente dentro de
ella. Respecto al nivel socioecondmico del colegio, los tres tercios representantes
de la poblacién es de clase media, un 35% de los alumnos son prioritarios, un 25%
son preferentes y la desercidén escolar en ensefianza media es del 1%, este Ultimo
dato da a entender que un 34% de los alumnos prioritarios termina la ensefianza
media.

Académicamente los puntajes Simce y PSU no son alentadores, ya que el promedio
Simce ensefianza basica es de 250 puntos y en la ensefianza media corresponde
a 220 puntos. Importante mencionar que el afio 2014 el establecimiento perdio la
excelencia académica. Sin embargo, el proyecto educativo del Colegio Cristébal
Col6n propicia la motivacion y compromiso de los alumnos frente a su propio
aprendizaje, reflejado en la participacion en clases y compromiso con el proyecto
con el objetivo de potenciar en los alumnos las habilidades y construccion de su
propio conocimiento matematico. Este estudio de clase al enmarcase bajo la Teoria
de las Situaciones Didacticas de Brousseau, ofrece al establecimiento la explicacién
de momentos importantes que se dan en la clase de matematica. Estos momentos
son definidos como situaciones en los que el alumno trabaja sin intervencion directa
del profesor; estos se enfrentan a la interaccion y estudio de una tarea matematica
mediante la interaccion de sus pares y un medio. Este tipo de interaccion llamada
situacién didactica es primordial para la construccion del conocimiento mateméatico
y que sea significativo. La Teoria de las situaciones didacticas estan en sintonia con
el enfoque de aprendizaje que el colegio desea brindar a sus alumnos, el afio 2017
el establecimiento adhirié al método ensefianza-aprendizaje ABP donde el uso de
problemas es un punto de partida para la adquisicion de nuevos conocimientos y
concepcion del alumno como gestor de su propio aprendizaje, por ende, en
completa correspondencia con el enfoque que se desea proponer.

Las profesoras que realizan los cursos del plan comin matematico y del electivo
Fisico-Matematico son distintas. Es por ello, que segun lo verbalizado con la
profesora del plan comun los alumnos anteriormente habian representado los
nameros complejos geométricamente en el plano de Argand, pero no se abordo en
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el curso las operaciones (adicion, sustraccion y multiplicacién) de los numeros
complejos en el plano.

El registro de la informacion de la clase realizada se obtuvo mediante la grabacion
de un video en la clase de matematica, donde se pudo evidenciar con precision las
opiniones de los alumnos sobre los resultados que se generaban al realizar las
tareas matematicas y las devoluciones que el profesor a cargo les planteaba, se
capturaran fotografias y se transcribirdn los comentarios e intercambio de opiniones
de los alumnos. Asi también, fotografias de las actividades desarrolladas por los
alumnos en el instrumento “taller de matematica” y fotografias que se capturaron
mientras los alumnos trabajaban en la clase. El registro de la informacion recabada
es pertinente con los objetivos del estudio, ya que permitird identificar las
dificultades que los alumnos tienen al transitar entre las representaciones algebraica
y geométrica, por medio de las evidencias de la grabacion del video o en el registro
realizado en el taller de matematica. A partir de los registros obtenidos se puedo
evidenciar un escenario donde los alumnos no manejaban los conocimientos
previos para poder enfrentarse a las tareas matematicas planteadas, desde
representar un nimero complejo en el plano hasta multiplicar algebraicamente estos
nameros. Es por ello, que se pone a luz la siguiente categoria de andlisis que
permitird identificar a partir de los indicadores, las dificultades que tienen los
alumnos al transitar entre la representacion algebraica y geométrica desde las
distintas fases de la TSD, asi también abordarlas de tal manera que se propicie la
conversidn entre registros.

CATEGORIAS DE ANALISIS DE DATOS

Se presenta la siguiente tabla, para analizar de manera precisa el registro de la
informacién obtenida.

Fase de accion -El alumno aborda la problemética de forma

individual.

-El alumno establece estrategias iniciales

para multiplicar nmeros complejos.

- El alumno realiza conversiéon entre el

registro algebraico y geométrico.

Fase de formulacion
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-Los alumnos propician la reflexion sobre la
multiplicacion de ndameros complejos
respecto a las respuestas de las actividades.

-Comparten resultados respecto al calculo
del médulo de cada numero complejo.



Fase de validaciéon
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-Los alumnos son capaces de verbalizar el
transito de la representacion algebraica a la
geomeétrica.

-Los alumnos son capaces de comunicar
gué observaciones encuentran respecto a
los angulos y modulos de los ndmeros
complejos dados.

-Los alumnos discuten sobre las soluciones
presentadas respecto a la relacion del Item |
e ltem Il.

-Los alumnos son capaces de rechazar o
aceptar las relaciones encontradas respecto
a los argumentos y médulos de los numeros
complejos.



Fase de

ANALISIS

Segun la categoria de analisis elaborada y el registro de la informacion recabada,
se dara comienzo al andlisis de los resultados obtenidos en la clase.

El alumno aborda la problematica de forma individual.

Se puede constatar de modo empirico que los alumnos se enfrentan
individualmente al item | del taller de matematica, a juzgar por la casi nula
comunicacion entre ellos, y por el monitoreo personalizado de la docente
(Produccion 1).

El alumno establece estrategias iniciales para multiplicar nameros
complejos.

-En este indicador los alumnos establecen escasas estrategias, mas bien se
ven confusos respecto al multiplicar dos numeros complejos, asi también el
representarlos geométricamente en el plano en el plano de Argand.

-Uno de los alumnos establece como estrategia que al multiplicar dos nimeros
complejos i-(1+i)=1—-1, se puede evidenciar que se representa
erroneamente el nUmero complejo resultante como una sustraccién de 1 — 1.
(Produccion 2).

-A los alumnos se les dificulta la multiplicacion de i - i, ya que no recuerdan si

el resultado es —1 o0 vV—1, lo que impide obtener el nimero complejo resultante.
Entre compafieros se comunican e intercambian resultados y argumentan
frente a esta problemética. (Produccién 3).

-El alumno representa el numero complejo —1 + i resultante como un par
coordenado (—1,1). Para mayor facilidad y estrategia en la produccién se
registré un nimero complejo como un par coordenado al igual que en el plano
cartesiano, utilizando los conocimientos previos de las clases anteriores.
(Produccion 4).

El alumno realiza conversidn entre el registro algebraico y geométrico.

-Enla produccién 4y 5, se puede visualizar que los alumnos confunden graficar
dos numeros complejos con la representacion de un rectangulo en el plano, el
namero complejo resultante no esta presente en el registro.

-En la produccion 6, el alumno graficé los tres numeros complejos z4,z, yw
representandolos como coordenadas en el plano de Argand, con bastante
claridad respecto a la representacion geométrica del producto de numeros
complejos.

- En el trabajo realizado por los alumnos produccion 7y 8 se puede evidenciar
que transitan desde la representacion algebraica a la geométrica, ya que
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representan la multiplicaciéon de nameros complejos como vectores en el plano
de Argand.

Los alumnos propician la reflexion sobre la multiplicacién de nameros
complejos respecto a las respuestas de las actividades.

-Los alumnos reflexionan en conjunto respecto al item |, realizandose
preguntas que orientan la reflexion y el trabajo en aula ¢ Cémo se grafican los
nameros complejos? ¢ Se pueden graficar los nGmeros complejos como un par
coordenado? Dos de los integrantes de un grupo mencionan que les facilita
graficarlos como un punto en el plano, y los demas opinan que como vectores.
Uno de los grupos tiene un integrante que propicia la reflexion entre
compareros y también los orienta en las dudas que tienen, las que se pueden
expresar a modo de las siguientes preguntas: ¢La parte real puede ser 0? O
¢La parte imaginaria puede ser 0? Finalmente, la Ultima produccion aborda
reflexiones respecto a los dngulos de los nimeros complejos, preguntandose
por ejemplo ¢Como saber el angulo que le corresponde a cada nuamero
complejo? ¢ Qué observamos?

(Producciones 9, 10y 11).

Comparten resultados respecto al célculo del médulo de cada numero
complejo.

-Los alumnos demuestran no tener dificultad en calcular el médulo para cada
namero complejo. Cada uno comparte sus resultados con entusiasmo,
deliberan, discuten y hay refuerzos positivos mutuos cuando habia
coincidencias. Se puede concluir que dentro de las actividades que contenia
el taller de matemética, esta fue una de las que concité mas interés, sobre todo
por la posibilidad de constatar en conjunto validez de los procesos y veracidad
en los resultados. (Produccién 12 y 13)

Los alumnos son capaces de verbalizar el transito de la representacion
algebraica a la geométrica.

-Los alumnos explican los resultados de las actividades desarrolladas en
grupos de cuatro a cinco integrantes; algunos mencionan ademas que la
multiplicacion de dos numeros complejos y su producto se pueden representar
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como vectores y puntos en el plano de Argand y errbneamente mencionan que
se puede representar como un cuadrado. Hay un alumno que demuestra tener
una concepcion errbnea sobre la representacion geométrica de la
multiplicacion de los numeros complejos, lo que se expresa en el hecho de que
representaban el numero complejo i como un rectdngulo sin mayor
argumentacion. Los alumnos son capaces de verbalizar los resultados
obtenidos, establecen deducciones y proyecciones sobre las
representaciones. (Produccion 14).

Los alumnos son capaces de comunicar qué observaciones encuentran
respecto alos angulos y médulos de los numeros complejos dados.

-Un alumno en particular transita entre los grupos comunicando lo que él ha
observado respecto a las regularidades de los angulos y modulos sobre la
representacion geométrica de la multiplicacion de nimeros complejos. Sus
compaferos son capaces de consultar dudas y reafirmar sus conocimientos.
(Produccion 15).

-Se visualiza un grupo de alumnos que fue el primero en concluir y comunicar
al resto del curso que la suma de los angulos del producto de dos nimeros
complejos es igual al angulo del nimero complejo resultante, la multiplicacion
de los modulos del producto de dos niumeros complejos es igual al médulo del
complejo resultante. (Importante mencionar que al momento de comunicar a
sus compafieros de la regularidad encontrada estaban bastante
entusiasmados). (Produccién 15y 16).

Los alumnos discuten sobre las soluciones presentadas respecto a la
relacion del Item | e Item II.

Se evidencia que los alumnos del curso discuten las soluciones presentadas,
especificamente respecto a la relacién que se genera entre angulos y médulos
del producto de los nimeros complejos. En esta instancia, después de varias
reflexiones es que se evidencia que los alumnos llegan a un consenso de los
resultados obtenidos en las actividades. (Produccion 17).

Los alumnos son capaces de rechazar o aceptar las relaciones
encontradas respecto a los argumentos y moédulos de los numeros
complejos.

-Un alumno expone y explica ante sus compafieros el resultado de la siguiente
multiplicacion 2i-(1+ i) = 2i — 2 = 0. La profesora escribe el ejercicio en la
pizarra y les pregunta a los compafieros ¢,como harian ustedes este ejercicio?
¢Esta correcto como esta desarrollado? Algunos levantaron la mano, y
respondieron que no se puede restar2i—2 ya que no son términos
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semejantes. La mayor parte del curso rechaza la postura y argumenta el por
qué esta errdneo el resultado, la profesora realiza una devolucién. (Produccién
18y 19).

La clase aplicada al tercer afio medio del Colegio Cristébal Colon, obtuvo resultados
que se habian contemplado en el analisis a priori, ya que la mayoria de los alumnos
se detuvieron mas tiempo en el desarrollo del item |, precisamente en la resolucion
algebraica. Una gran cantidad de ellos tuvieron dificultades que no les permitia
avanzar en la actividad, especificamente multiplicar i - (1 + i) y en multiplicar i - i,
ya que no recordaban con exactitud cual era su resultado de i2. Otra de las
dificultades originadas en la clase fue representar en el plano de Argand el nimero
complejo z =i, el problema radicado en que la parte real es 0 y por lo tanto
dificultaba a los alumnos evidenciar que se identifica con el par coordenado (0,1).
El objetivo de la actividad era analizar de manera gréfica la solucién del producto de
los numeros complejos, pero la clase se posicioné en la resolucion algebraica mas
que en lo geométrico, debido a las dificultades y escasos conocimientos previos de
los alumnos. En el item | estuvieron detenidos alrededor de 30 minutos, siendo los
conocimientos previos el obstaculo que extendié el tiempo de desarrollo en la
primera actividad. A pesar de las dificultades mencionadas, los alumnos pudieron
entrar en la fase de accion y relacionarse con el problema respondiendo al mismo
en base a sus conocimientos previos.

Luego, que los alumnos estuvieran reflexionando y realizando puestas en comudn,
inmediatamente el representar un niumero complejo en el plano les dificulto la tarea
para poder avanzar en el taller de matematica. Sin embargo, la fase de formulacién
favorecié el aprendizaje cuando se produjo una reflexion de cada grupo y sus
representantes, intercambiaron estrategias y aclararon dudas respecto a las
respuestas de las actividades. Los alumnos formularon mensajes respecto a como
multiplicar los nimeros complejos término a término, mencionando que i? = —1,
graficar nimeros complejos e identificar su angulo, estos mensajes fueron
recepcionados y comprendidos en su totalidad por los alumnos de la clase.
Posteriormente, la profesora explicé y aclaré varias dudas que los alumnos tenian
en relacion a la multiplicaciéon de i-i y como representar z =i en el plano de
Argand. Aclarando estas dificultades, los alumnos pudieron resolver sin mayor
problema las actividades del item II.

El trabajo del item Il también fue fortalecido por la fase de formulacion, en la cual
formularon enunciados e intercambiaron respuestas con sus compaiferos. Los
alumnos explicaron las estrategias que propusieron, poniéndolas en discusién con
los demas, donde su unico medio de accidn era explicar estas estrategias entre los
integrantes de su grupo. En este ultimo item del taller de matematica, uno de los
alumnos adquirié el rol implicitamente de monitor, compartio y reflexiond sus
observaciones con sus compafieros, transitando grupo a grupo, explicandoles la
resolucidn de los problemas que le causaron mayor dificultad.

Por ultimo, se evidencia la instancia donde el representante de cada grupo comparte
las respuestas y discusiones con todos sus compafieros, cada alumno valida o
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rechaza las declaraciones formuladas. Los alumnos lograron deducir la propiedad
de los numeros complejos respecto a los angulos y maédulos en la representacion
geométrica. Concluyendo, que la suma de los argumentos del producto de dos
nameros complejos es igual al argumento del nimero complejo resultante y la
multiplicacion de los médulos del producto de dos nimeros complejos es igual al
modulo del nimero complejo resultante. Los alumnos al haber pasado por las fases
de accién, formacion y validacién el profesor retoma las conclusiones finales, con el
objetivo de formalizar los saberes adquiridos.

La clase aplicada permitié tener una vision del transito desde el registro algebraico
al geométrico. En las actividades desarrolladas en aula, a algunos alumnos les
dificulté la conversién entre los registros algebraico y geométrico, ya que no
manejaban a cabalidad los conocimientos previos y conceptos del objeto
matematico dificultdndoles el desarrollo del taller de matematica.

Es por ello, que este analisis nos invita a promover un cambio en el redisefio del
instrumento el “taller de matematica”, ya que no es necesario indicar en la actividad
que multipliguen dos nameros complejos. Sino mas bien, otorgar el z;,z, yw y
desde ahi lograr que los alumnos comprendan, analicen y conjeturen respecto al
objeto matematico, para asi, evitar que los alumnos se detengan en la resoluciéon
algebraica. Asi también, verificar anticipadamente que los alumnos dominen los
conocimientos previos respecto al objeto matematico a desarrollar, para que no se
presenten dificultades mientras los alumnos trabajan en aula.
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CONCLUSIONES

El Estudio de Clase como metodologia, brinda al docente la experiencia de aprender
en torno a la busqueda de soluciones o alternativas, en relacion a la necesidad de la
problemética planteada. Esta investigacion contribuye a la formacion y el desarrollo
de competencias de los docentes, ya que permite realizar un analisis exhaustivo
respecto a la reflexion de las practicas en aula y disefiar propuestas innovadoras. El
plan de clase se elabor6 bajo la linea del marco tedrico de las situaciones didacticas
de Brousseau, ya que condiciona y propicia la construccion del conocimiento
matematico. Ademas, se aborda el objeto matematico “multiplicacion de numeros
complejos”, que permite analizar los conocimientos previos, dificultades de los
alumnos, sustentado en un marco tedrico que es la base en el estudio de clase y
andlisis de cada uno de los procesos. Segun Martinez (2012), la utilizacion de la
historia es una herramienta didactica que permite presentar la matematica como una
asignatura mas cercana a los alumnos, el aprendizaje bajo la contextualizacion motiva
y genera la iniciativa de investigar y descubrir, lo que propicia un aprendizaje mas
significativo en aula.

El Estudio de Clases impacta positivamente en mejorar el desarrollo profesional de los
docentes y el aprendizaje de los estudiantes, en la calidad de ensefianza que se quiere
brindar. La idea es que el estudio de clases no se limite solamente a analizar algunos
planes de clases especificos, sino que sea una practica habitual y aplicada en otras
instituciones de Chile. Segun Isoda y Mena (2010), aprender de la experiencia
colectiva, con las preguntas que ellos mismos o el medio les plantea, provoca
conocimiento entre sus pares, asi el proceso de investigacion e innovacion es
conducido por los propios actores del sistema. La experiencia sin duda enriguece el
trabajo formativo de los docentes participantes en el estudio del plan de clases, ya que
brinda la oportunidad real para analizar en profundidad el objeto matematico en
cuestion. Una situacion que otorga experiencia sobre la realidad escolar, la diversidad
de espacios educativos y la importancia del rol como docente en el aula.

Segun Flores y Montoya (2016) hacen mencién del proceso de aprendizaje de la
multiplicacion de numeros complejos y el transito entre los registros mejora la
comprension del objeto matematico. Es por ello, que el transito entre registros
algebraico y geométrico es una competencia necesaria para la resolucion de
problemas y para comprender la conceptualizacibn del objeto matemaético,
enmarcandose a este estudio.

Las dificultades observadas hacen concluir que el plan de clases tuvo efectos
favorables, el desarrollo de las tareas matematicas contribuyé no sélo en el transito
del registro algebraico al geométrico sino también, potencio y re fortalecid los
momentos didacticos que se proporcionaron en aula. La categorizacion elaborada
sobre las producciones escritas, pone a la luz la presencia de dificultades en los
conocimientos previos y pone de relieve algunos errores que cometen los alumnos al
operar con los numeros complejos algébricamente.

El estudio realizado, logra dar respuesta a las preguntas de investigacion planteadas
en un comienzo, desde la categoria de analisis se permitio evidenciar las dificultades
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que tienen los alumnos al transitar entre los registros algebraico y geomeétrico.
Poniendo en evidencia que los mayores obstaculos estan presentes en multiplicar dos
nameros complejos algebraicamente, conocer el valor y comprender el concepto de
i?, representar un numero complejo en el plano de Argand. En definitiva, los
conocimientos previos deben ser imprescindibles al momento que los alumnos se
enfrenten a tareas matematicas en una clase.

Las proyecciones de este estudio, nos llevarian a un escenario idéneo para elaborar
una secuencia didactica, abordando actividades secuenciales relacionadas con la
construccion de applet (Software Geogebra), contextualizadas y significativas para los
alumnos, propiciando el transito entre los registros algebraicos y geométricos.

Las actividades realizadas permiten a los docentes determinar los conocimientos
previos y las supuestas preguntas que realizarian los alumnos. En cada una de las
clases estos iran explorando e incorporando herramientas que les permitiran dar una
respuesta a las problematicas. La experiencia de este estudio sin duda enriquece el
trabajo formativo de los docentes participantes del plan de clases, ya que brinda la
oportunidad real para analizar en profundidad el objeto matematico en cuestion. Una
situacion que otorga experiencia sobre la realidad escolar, la diversidad de espacios
educativos y la importancia del rol docente en el aula.
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ANEXOS

PRODUCCIONES

Produccién 1

Produccién 2

Registro del video: Al menos 15 de un total de 22 alumnos mientras trabajan
individualmente, preguntan a la profesora;
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Alumno 1 (Vicente Bustos): “Profe ;Cuanto es i-i? Y ¢Como podria multiplicar el
namero complejo i sino tiene parte del real? Ademés ¢Los paréntesis influyen al
multiplicar i - (1 +i)?

Produccién 3 alumno Produccién 4 alumno

Produccién 5 alumno Produccién 6 alumno




Produccién 7 alumno Produccién 8 alumno
EEEE——————

item 2

Dados: z, = 2iyzz =1+ *

a) Multiplica de manera algebraic2 oS complejos y a este producto llamalo w

‘?:-z:=24‘_'454) =z \

o X
2L ¥2# “
- 2252 e =0
b) Representa en el plano cada numeros complejos y su producto

—————— T T

Produccién 9

En esta producciéon los alumnos reflexionan respecto a la actividad del item I,
preguntando a la profesora,
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Alumno 1: profe ¢ Como se grafican los nimeros complejos?

Alumno 2: oiga profe ¢Se pueden graficar los nimeros complejos como un par
coordenado?

Grupo de alumnos: Profesora que es mas facil graficarlos como un punto en el plano
0 como vectores, ¢como lo hacemos entonces?

Produccién 10

Alumno 1: Les explica a sus compafieros por qué el niumero complejo i corresponde
al par coordenado (0,1), ya que su parte real es 0.

Alumno 2: ; Estas seguro Vicente? ;La parte real puede ser 0? Luego...
Alumno 3: profe una pregunta ¢ Y la parte imaginaria puede ser 0?
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Produccién 11

-~
“Se entabla una discusion entre los alumnos” debaten sobre la tltima pregunta del item
I; ¢, Qué observa?

Alumna 4: observa que a cada uno de los vectores le correspondia un angulo
Alumno 5: una pregunta profe ¢ Cémo saber el angulo que le corresponde?
Alumno 6: son angulos exactos para cada namero complejo.

Produccién 12 alumno
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Produccién 13 alumno

Produccién 14
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En esta produccion ElI alumno verbaliza la representacion geométrica de la
multiplicacion de numeros complejos, menciona que siempre se identifica con un
cuadrado o un rectangulo en el plano de Argand.

Alumno 7: profe...mmm este niumero complejo se grafica como un cuadrado. ¢, Si?

Produccién 15

-

En este registro se evidencia que el alumno va comunicando por grupo de trabajo las
observaciones que va encontrando, respecto a los angulos y modulos de los nimeros
complejos dados.

Produccién 16
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Este grupo de estudiantes fue el primero en concluir que la suma de los angulos del
producto de dos numeros complejos es igual al &ngulo del nimero complejo resultante,
y la multiplicacién de los médulos del producto de dos numeros complejos es igual al
maodulo del complejo resultante.

Produqcién 17

Produccién 18

Alumno 8: profe tengo este resultado 2i-(1+i) =2i—2 =0, yo les explico a los
demas compafieros como se realiza no es tan terrible
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Produccién 19

Se les pregunta a los alumnos ¢,se puede sumar 2x? — 2? ¢2x? — 4?
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GUIA DIDACTICA 1

Taller de Matematica
Multiplicacion de Numeros Complejos

Nombre: Curso:

Objetivo: Analizar de manera grafica la solucién del producto de los numeros
complejos.

Materiales: Calculadora, regla, lapiz y goma

ftem |
Dadosz, =iyz,=1+1i

a) Multiplica de manera algebraica los complejos y a este producto llamalo w

Zl'Z2=

b) Representa en el plano cada nUmero complejo y su producto.

5
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c) ¢ Qué observas?

item 1l

Dados: z; = 2iyz, =1+ +i

a) Multiplica de manera algebraica los complejos y a este producto llamalo w

Zl'Z2=

b) Representa en el plano cada nUmero complejo y su producto
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c) ¢ Qué observas en relacion con los angulos?

d) Determina sus moédulos ¢ hay alguna relacidén que observes entre los médulos?

|z, | =
|z, | =
lw| =

e) ¢ observan alguna relacién entre los médulos de los complejos de este item con los
del item anterior?
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v Azg=1021
Azy=2

GUIA DIDACTICA 2 .

y-15468'1 ] B=12687"

Nombre: Curso:

Contenido: Multiplicacion de nimeros complejos

Objetivo: Explorar y representar la multiplicacion de nimeros complejos mediante el
recurso digital.
e Lee atentamente la siguiente guia.

e Comenta con tus compaferos (as) lo que logras y lo que no logras entender de
la lectura, aclarando tus dudas hasta el final de ella.

Un numero complejo puede ser representado de forma binOmica z=a+
bicona,b € IRy acadanumero complejo le corresponde un par ordenado (a, b)
en el plano, dependiendo de su formay ubicacion de los coeficientes(a, b).

J

GeoGebra

/% v Crear 2 deslizadores ay b (Figura 1y 2) con las siguientes caracteristicas:

Minimo= -5
Méaximo=15 &
Incremento= 0.01 N N a=1.05
*
232 Deslizador b=1 3
*
ABC Texto
£
g Imagen
(Figura 1) (Figura 2)

/‘. v  Ingrese z_1:=(a,b) (Figura3 y 4) a la entrada algebraica y presione enter.
1
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Entrada: z_1:(a,b)

(Figura 3)

/Q/Ir

a

A
* Punto

y seleccionar

numero

(Figura 4)

complejo, (Figurab)

luego posicionarse en el extremo del vector y hacer clic para obtener z, (Figura

6).

s

P

Punto

Punto en objeto

Limitarlipberar punto

Interseccion

Medio o Centro

*N -'.X '\v *>/ *»

Mumero complejo

Extremos

Raices

(Figura 5)

(Figura 6)

/ﬁ v Posicionarse en el vector z; has clik en boton derecho y selecciona “renombra”
para cambiar el nombre del vector a “u” (Figura 7 y 8). Asi mismo, con el extremo

de la flecha cambiando de z; a “z," (Figura 9).

| &

Vector 7 (a,b)
Coordenadas polares

‘.| Objeto visible
~||a+| Etiqueta visible

& Rastro

Renombra

// Borrar

¢ Propiedades ...

"7 (Figura 7)

Muevo nombre para Vector 7_1

L
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i

-1

(Figura 9)

v Posiciénese en el vector y seleccione propiedades para cambiar color y estilo
al vector (Figura 10y 11). De la misma forma con los deslizadores ay b.

(i

| Ela',sicu| Caolor | Estilo | ﬁdgehral Manzadul Programa de guion {5cripting}|

Hiumero complejo 1,1.05+ i

L
|
=
i
|
|
|
|
|
|

.| Objetovisible
Etiqueta visible
& Rastro

Animacian
Renombra
/4 Borrar

_ | -
|12
| -
] ]|
|| |
|
O
S

ol
S
HN
[ ||
[ |
[ | |
[ ||
[ |

|-.,9} Propiedades ...

Vista previa: Celeste 125, 125, 255 (#7/DTDFF)

(Figura 10) (Figura 11)
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‘ v" Al mover los deslizadores, puedes ver como la gréafica va variando de acuerdo
a distintos valores de ay b originados anteriormente (Figura 12).

a=3.55

=215

-l

(Figura 12).

/‘ v  Sigue de la misma forma los pasos para representar el nimero complejo z,
(vector v), ver (Figura 13).

<
@

/‘ v Ingrese z_p:=z_xz_2 (Figural4) a la entrada algebraica y presione enter.

Entrada: |Z _p=r_1'r_2

(Figural4)
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/ﬁ v Mueva los deslizadores para que aparezca la coordenada del producto de los

nimeros complejos en la grafica. Selecciona en opciones « Vector y crea el

punto de origen y el de la punta (coordenada resultante del producto de z; - z,)

y grafica el vector. Renombra el nimero complejo como z3 (vector w) y sigue los
mismos pasos indicados anteriormente (ver figura 15, 16 y 17).

Vista Opciones Herramientas Ventana

=2 52 1ol

] Recta

Segmento

Segmento de longitud dada

Semirrecta (Figura 16) (Figura 17)

Poligonal

Vector

NERNIENNR

Equipolente

(Figuralb)

v Posicionese en el vector y seleccione propiedades para cambiar color y estilo
del vector z3 (Figura 18).

Y .

(Figura 18)
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/‘ v' Elija un " externo al grafico en el eje x. Escoja .:f\E' en opciones y crea un

. angulo para el numero complejo z, seleccionando tres puntos en sentido anti
horario (punto externo, en el origen y punta de la flecha) como aparece en la
(Figura 19).

(Figura 19)

crm
/‘ v’ Escoja la herramienta / y seleccione dos puntos (origen y punta de la
® flecha) para medir el médulo del niumero complejo z, (Figura 20).

(Figura 20)
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/‘ v Realiza el mismo procedimiento para los numeros complejos z, y z;. Realiza
h clic derecho en el punto externo creado y oculta objeto.

Producto final en el software Geogebra

a=21
h=1.65
t=075
o
2 4 5 ] 7 g o 10 11 12
-1 4
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1. ¢ Qué puedes observar a medida que se mueven los parametros a,b,cy d?

2. Sitba los deslizadores a = 2,b = 1,d = 0 y mueve el parametro del deslizador c.
¢ Qué sucede con el vector resultante z; cuando se multiplica por un niamero real?

3. Si se mantienen los parametros a y b, con ¢ = 0. ¢Qué sucede con el vector z,
cuando el deslizador d va variando?

4. Utilizando el recurso digital fija los
a=2 b=1
c=—-1d=3

a) Segun la grafica ¢ Cuales son los numeros complejos z; z, y z3 ?
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b) ¢ Cuanto miden los argumentos para cada nimero complejo z; z, y z3 ?

c) Expresa en una o dos frases la relacion entre los argumentos

d) ¢Cuanto miden los modulos para z;, z, y z3 ?

¢Puedes observar alguna relacion entre los médulos de los nimeros complejos?
Argumenta tu respuesta.

“Recuerda: Al terminar la actividad coméntala con tus comparieros y asi podras
realizar un mejor aprendizaje matematico, enfocado en el procesador
geométrico Geogebra”
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GUIA DIDACTICA 3

Nombre: Curso:

Contenido: Multiplicacion de niumeros complejos
Objetivo: Comprender y analizar la representacion geométrica del producto de
nameros complejos

e Lee atentamente la siguiente guia.

e Comenta con tus compafieros (as) lo que logras y lo que no logras entender de
la lectura, aclarando tus dudas hasta el final de ella.

I. Observa las siguientes imagenes y responde las preguntas que estan a continuacion:

1.

14

a) ¢, Cual es la coordenada del niumero complejo z,, sabiendo que z; - z, = z3 ?
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b) ¢ Qué tipo de transformacidén geométrica se realiz6 al cambiar de posicion z,a z3 ?

c) ¢ Cudl es el argumento de cada niumero complejo z,,z, y z3?

a) ¢, Cual es el numero complejo z,?
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b) ¢ Corresponde a una rotacion de 180°? ¢ Por qué? Argumenta

c) ¢ Qué puedes inferir respecto al médulo de z,?

d) Crea un ejemplo donde se cumpla lo anteriormente visualizado. ¢ Se cumple para
todos los casos?

Pl
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a) Si al triAngulo que aparece en la grafica con base z;, se le realiza una rotacion en
sentido horario en 90° ¢ Cual es el nimero complejo z; resultante?

b) ¢ Qué operacion describe este cambio de posicion? ¢ Cual es el numero complejo
Z,?

c) Crea un ejemplo donde se cumpla lo anteriormente visualizado. ¢ Se cumple para
todos los casos?

z,=1+3i

316
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a) Si al triangulo que aparece en la grafica con base z;, se le realiza una rotacion anti
horario en 180° ¢ Cual es el nUmero complejo z; resultante?

b) ¢ Qué relacion existe entre el médulo de z;,z, y z3?

c) Expresa en una o dos frases lo que has visualizado

Il. Observa la siguiente secuencia de imagenes:

Imagen 1 Imagen 2
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Imagen 3 Imagen 4

-4

7 - -5 4 -3 -2

¥ ]

v' Expresa en una frase las caracteristicas de la imagen anteriormente entregada.

v' ¢Cual es la diferencia entre el primer triangulo rotado y el resultante? ¢Es el
mismo? Argumenta

1. ¢ Qué coordenadas tendria un punto cualquiera al ser rotado en 90°? ¢, Qué rotacién
existe entre un punto y su opuesto?

a) ¢,Cual es el mddulo del numero complejo por el cual se debe multiplicar el vector z,
al realizar la rotacion?

2. Si se quisiera rotar un numero complejo a + bi en 180°

a) ¢ Qué operacion es la que se realiza en esta rotaciébn? Argumenta

b) ¢ Cuél es el numero complejo resultante en esta rotacion?

c) ¢Qué modulo tiene el nimero complejo resultante y que angulo genera en el eje
real?
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