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INTRODUCCION

Esta monografia tiene como finalidad poner a disposicion de profesores e
investigadores un estudio de clase, que trata la variable aleatoria y su funcion de
probabilidad, ademas propondra una secuencia didactica enfocada en problemas no
rutinarios, cuyo objetivo es promover el aprendizaje de dicho objeto matematico, bajo
el marco conceptual del analisis didactico (Rico, 2013).

La estructura del trabajo se dividira en dos partes, la primera tendra relaciéon con el
estudio de clase y las fases del analisis didactico.

En la primera fase, analisis conceptual se indagara en el objeto matemético en estudio,
definiciones conceptuales eruditas y escolares, a través del analisis de textos, ademas
la distancia entre los saberes y el analisis historico epistemoldgico.

En la segunda fase, referente al analisis del contenido, se analizaran las diferentes
concepciones de la variable aleatoria y su funcién de probabilidad a través de
diferentes representaciones semiéticas segun la tipologia de los signos (Pierce, 1987).

Para el andlisis didactico cognitivo, se realizard un barrido curricular con los primeros
acercamientos al objeto matematico y se indagaran en las dificultades y errores que
cometen los estudiantes al intentar representar la variable aleatoria y su funcion de
probabilidad.

La cuarta fase, se enfocara en la planificacion de la clase y el analisis a priori de ella.
Y finalmente, la fase de actuacion, analizara los resultados, con respecto a las
categorias del andlisis a priori de la fase anterior, a la luz de los antecedentes
recopilados. Los datos se interpretaran a través de los principales resultados y de la
discusion posterior a la implementacion con respecto a lo planificado y lo emergente.

La segunda parte de la monografia estard enfocada en la planificacion y analisis a
priori de dos clases didacticas consecuencia del estudio de clase, es decir, se analizara
la fase de instruccion del analisis didactico, pues las fases anteriores tienen el mismo
analisis que la del estudio de clase. Cabe destacar que para estas dos clases
didacticas la fase de actuacion no se considerara, pues son una propuesta para
profesores e investigadores.

PROBLEMATICA Y ANTECEDENTES



En el curriculum de matematica en Chile, el eje Datos y Azar ha tomado un rol
preponderante tanto en la educacidon secundaria como la superior. Por ello la
importancia de mejorar este eje tematico en el ambito escolar, con la finalidad de
comprender situaciones de la vida cotidiana y asi tomar decisiones.

La motivacion para la eleccion del objeto matematico variable aleatoria y su funcion de
probabilidad, fue el desafio por adquirir los conocimientos y habilidades para responder
a las exigencias de la ensefianza del concepto probabilistico, no s6lo quedandose con
los estudios tedricos sino que también con su ensefianza, es decir, el profesor debe
saber lo que ensefiara y debe saber como hacerlo.

Heitele (1975) propone diez conceptos fundamentales para la estadistica dentro de la
ensefianza escolar, entre ellos la variable aleatoria. El autor propone en su estudio que
debe desarrollarse desde etapas tempranas de los estudiantes hasta etapas mas
desarrolladas a nivel profesionista. Este autor es un aporte para el analisis
epistemoldgico sobre las ideas fundamentales sobre las variables aleatorias.

La variable aleatoria es un concepto abstracto y a la vez concreto, pues es relevante
para entender situaciones cotidianas y evaluar la aplicacién de modelos probabilisticos
(Batanero, Chernoff, Engel, Lee y Sanchez, 2016), ya que extrae del contexto del
problema los elementos que permiten trabajar la situacion en un contexto matematico.

Resulta necesario indagar el concepto de variable aleatoria en la educacion escolar,
ya que existen escasos estudios en la educaciéon media.

Oseguera (1994) evidencia que hay una desvinculacién de la variable aleatoria con
experiencias intuitivas de los estudiantes en los textos de secundaria, ademas, se
evidencia la ausencia de la nocion de este concepto (Ortiz, 2002).

La variable aleatoria se apoya en muchos conceptos matematicos fundamentales y
sirve a su vez de soporte a gran parte de los temas en probabilidad e inferencia
estadistica. Es por ello que Miller (1998) critica al tratamiento de la variable aleatoria
en los textos, afirmando que en libros de introduccién a la estadistica casi no la
desarrollan y cuando lo hacen erran acarreando problemas posteriores.

En didactica, Ruiz y Albert (2013) reportan como posible obstaculo epistemolégico
para el surgimiento de la variable aleatoria la “dificultad en la naturaleza funcional de
la variable aleatoria y la composicion de funciones vinculada con ella y la probabilidad,
ya que tradicionalmente ha sido mas tratada como variable”.

A partir de esta problematica se plantean dos preguntas de investigacion:



¢, Qué conceptos Fundamentales, representacion de signo y qué estrategias utilizan
los estudiantes de segundo afio de secundaria para la representacion de la variable
aleatoria y su funcién de probabilidad?

¢, Qué dificultades se manifiestan en los estudiantes de segundo afio de secundaria,
en el uso de la representacion de la variable aleatoria y su funcién de probabilidad en
problemas no rutinarios?

Donde el objetivo general es elaborar una secuencia didactica para abordar la
representacion de la variable aleatoria y su funcion de probabilidad para estudiantes
de segundo afio de secundaria y estudiar los conceptos fundamentales, la
representacion de signo y las estrategias que los estudiantes utilizan para representan
la variable aleatoria y su funcion de probabilidad en un contexto disefiado en un estudio
de clase. Cuyos objetivos especificos son:

e |dentificar la presencia de los conceptos matematicos que se articulan en la
representacion de la variable aleatoria y su funcién de probabilidad en las
producciones de los estudiantes.

e |dentificar las estrategias y la presencia de signo segun Pierce (1987) que
utilizan los estudiantes para representar la variable aleatoria y su funcién de
probabilidad.

e l|dentificar las dificultades en la representacion de la variable aleatoria y su
funcion de probabilidad y los conceptos matematicos fundamentales asociados.

e Disefiar una secuencia didactica con base en la clase analizada.

MARCO CONCEPTUAL

La investigacion se centra en el estudio del concepto variable aleatoria y su funcion de
probabilidad tomando como marco de referencia el “Analisis Didactico”, que consiste
en un procedimiento ciclico que describe como el profesor deberia idealmente disefiar,
implementar y evaluar actividades de ensefianza y aprendizaje; articulandose en
cuatro fases: analisis de contenido, cognitivo, instruccién y actuacion (Gomez, 2002).

El andlisis de contenido identifica, organiza y selecciona los significados del objeto.
Segun Lupiafiez (2009), el andlisis cognitivo estudia las capacidades de los
estudiantes fundamentandose en el curriculo y los errores y dificultades a los que
pueden enfrentarse. Gémez (2002), sefiala que en el analisis de instruccién disefia,
analiza y selecciona actividades, que posteriormente, en la fase final, determinaran las
capacidades que los estudiantes desarrollaron y las dificultades que pudiesen haberse
manifestado en la implementacion.

Se realizaran las cinco fases (Rico, 2013), analisis conceptual, didactico del
contenido, didactico cognitivo, de instruccion y de actuacion. En la primera, se
indagara lo que se entiende por variable aleatoria y su funcion de probabilidad desde
el punto de vista escolar y matematico, determinando la distancia entre saberes.



Analizando diferentes concepciones de la variable aleatoria y su funcién de
probabilidad desde el punto de vista didactico, en sus diferentes representaciones y
desde el enfoque fenomenoldgico.

Para indagar en las diferentes representaciones, desde un enfoque semiotico, se
utiliza el concepto de signo de Peirce (1987) y su tipologia de los signos para explorar
algunas caracteristicas de signos matematicos en la representacion funcional de la
variable aleatoria y su funcion de probabilidad. Expone que el signo segun su relacion
con el objeto clasifica los signos en: iconos, indices y simbolos.

Analizar las dificultades y errores de los estudiantes al definir y representar una
variable aleatoria y su funcion de probabilidad consecuencia de una dificultad
asociada, mostrando un barrido curricular, donde se presenta los primeros
acercamientos al concepto con objetivos de aprendizaje en cada nivel. Se analizara la
planificacion de la clase implementada junto con las posibles estrategias, errores y
dificultades a priori. Luego, se recogeran los resultados de la implementacion, a la luz
de los antecedentes para proponer la secuencia didactica enfocada en la
representacion de la variable aleatoria y su funcién de probabilidad.

ESTUDIO DE CLASE

DISENO DE INVESTIGACION

La investigacion se plantea desde el paradigma cualitativo interpretativo (Sampieri,
Fernandez y Baptista, 2006), pues a partir de los resultados obtenidos y el marco
conceptual elegido, se describira como los estudiantes identifican los elementos
matematicos fundamentales para la representacion de la variable aleatoria y su funcion
de probabilidad.

Esta investigacion tiene como foco el estudio de clase, como método de formacion
continua y desarrollo profesional docente basado en la colaboracién, factor clave en la
mejora de la ensefianza de las matematicas en los sistemas implementados
(Fernandez y Yoshida, 2004). Colaboraron tres docentes estudiantes de Magister en
didactica de la matematica, proponiendo como desafio un problema no rutinario para
introducir el concepto, enfocandose en la problematica: “dificultad en reconocer la
naturaleza funcional de la variable aleatoria”.

Se consideran como sujetos informantes a estudiantes de segundo afio de secundaria
en Chile, entre 15 y 16 afos. Implementandose en 3 establecimientos educacionales
cientifico-humanista, subvencionado de la quinta region de Chile (Figura 1).
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Figura 1: Establecimientos subvencionados de la quinta region en los que se implement6 el estudio de
clase.

ANALISIS CONCEPTUAL

En este estudio se analizara conceptualmente qué se entiende por variable aleatoria y
su funcion de probabilidad, desde el punto de vista escolar y matematico,
determinando la distancia entre saberes.

Objeto Matemaético

El objeto en estudio es la representacién de la variable aleatoria y su funcién de
probabilidad, especificamente el caracter funcional de la variable aleatoria y la
composiciéon de funciones vinculada con ella y la probabilidad.

Mapa conceptual

Para identificar la matematica en juego para la representacién del objeto matematico
se ilustrara un mapa conceptual (Figura 2) que articule los conceptos matematicos
fundamentales.



Espacioc de
probabilidad

(2. A P(-))

Funcion de
probabilidad

Espacio
muestral

Conjunto de
SUCes0S

()

Subconjuntos
del espacio
muestral

Composicion Dominio y

Variable .
de funciones Recorrido

Aleatoria
X

Figura 2: Mapa conceptual de la representacion de la variable aleatoria y su funcion de probabilidad

Definicién Expertay Escolar
Andlisis de textos

Las definiciones del objeto en estudio se analizaran en un texto de estadistica que
representard la definicion erudita del concepto variable aleatoria, mientras que para la
definicion escolar se analizaron dos textos escolares, uno entregado por el ministerio
de educacion y otro de tipo comercial (Figura 3).

Experta:
Espacio de probabilidad:

Sea (Q,A) un espacio medible. Una medida de probabilidad P, es una funcion
valorada en los reales, cuyo dominio es A.

P:A->R

A-P(A)
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Tal que cumplen los siguientes axiomas: 0 < P(A) <1; P(Q) =1;Sea {A;/i€
N,A; € A} mutuamente excluyente, entonces P(UieyAi) = Yieny P(A;) (Suarez,
2002, p. 18)

En las condiciones anteriores se dice que (Q, A, P) es un espacio de probabilidad.
Ahora “sea (Q, A, IP) un espacio de probabilidad, una funcion tal que:
X: Q-R
w - X(w)=k

Para todo subconjunto de losrealesB, BC R {X € B} ={weQ/X(w) € B}EA, la
funcion de valores reales X recibe el nombre de variable aleatoria sobre (Q, A, P)”
(Suérez, 2002, p.45).

El recorrido o rango de la variable aleatoria X, “es el conjunto de todos los posibles
valores que puede tomar X. Ry = {k € R: 3w € 2,X(w) = k}”(Vladimirovna, 2005,
p. 158)

Es decir, son los valores que tienen asociado algun elemento del espacio muestral.
Luego, la funcion X es una variable aleatoria discreta si el rango de X es contable
(finito o infinito numerable) e

Escolar 1: Una variable aleatoria es una funcion X que relaciona cada resultado de
un experimento aleatorio E con un niumero real, cuyo dominio es 2 y cuyo recorrido
es Y, donde ( YE R)

XN —>YCSR

Si X es una variable aleatoria discreta, entonces la funcién de probabilidad se define
como f(x;)=P(X=x;), de modo que si X: 2 — Q la funcién de probabilidad f asociada
a X esta dada por f: Q —[0,1]

0 o
X f

(Mufioz, Sédez, Diaz, L6épez& Astromujoff, 2014)

[0.1]
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Escolar 2: Dado un experimento aleatorio cualquiera, se llama variable aleatoria (v.a)
a la funcion que, a cada suceso del espacio muestral (QQ), le asignamos un unico
namero real.

X:Q—>R

Estos valores se relacionan con su probabilidad mediante la funcién de probabilidad
de la variable aleatoria.

f(x): R —[0,1]

(Diaz, Gutiérrez, & Martinéz, 2013)

Figura 3: Definiciones de la variable aleatoria

Distancia entre saberes

Del analisis de textos se ha evidenciado la complejidad de la variable aleatoria y su
funcion de probabilidad asociada, pues se relacionan con otros objetos matematicos
gue tienen sus propias complejidades, que si no son comprendidas previamente no se
podra entender del todo la representacion de la variable aleatoria y su funcién de
probabilidad (Miller, 1998).

La definicion erudita se transforma en el saber ensefiado, el cual se debe adecuar al
nivel del estudiante, presentandose en los textos escolares como una definicién
sencilla, como base para resolver problemas estadisticos que involucran la funcién de
probabilidad, es decir, lo utilizan como una herramienta para el conocimiento de otro
objeto matematico.

Cabe destacar que al profundizar sobre sus interacciones y concepciones surge una
complejidad epistémica que también se puede observar en el surgimiento historico del
concepto. Lo que puede llevar a un obstaculo epistemoldgico, pues se presentan en el
estudio de la variable aleatoria algunas dificultades tales como: la naturaleza funcional
de la variable aleatoria y la composicion de funciones vinculada con ella y la
probabilidad, la dificultad para reconocer la existencia de la variable aleatoria al hacer
composicién entre variables aleatorias, ademas se presenta una dificultad que se
relaciona con la representacion conjuntista y la relacion entre los elementos, los cuales
representan una funcion estadistica.

Al analizar el curriculum, el concepto variable aleatoria es introducido en el nivel
segundo medio, en el eje Datos y Azar, tal como lo propone el programa de estudios
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de Chile (MINEDUC, 2011), especificamente en el AE 04: “Comprender el concepto
de variable aleatoria y aplicarlo en diversas situaciones que involucran experimentos
aleatorios”; queda en evidencia la transformacion del saber sabio de las concepciones
de la variable aleatoria a un saber ensefiado muchisimo mas sencillo tal como lo
propone el programa de estudio, enfocandose en la aplicacion de la funcion de
probabilidad que tiene como concepto matematico fundamental y base a la variable
aleatoria, sin indagar en la naturaleza funcional de esta ultima ni la composicion de las
funciones.

Andlisis histérico epistemoldgico

Para realizar un andlisis epistemolégico del objeto en estudio, debemos partir
comprendiendo lo que significa la epistemologia. Desde el punto de vista de la filosofia
es la interesada por el conocimiento cientifico, la cual plantea interrogantes tales como:
¢,Cuales son los origenes del conocimiento cientifico?, ¢ Cuales son los criterios de
validez del conocimiento cientifico?, ¢ Cual es el caracter del proceso de desarrollo del
conocimiento cientifico? , entre otras. Brousseau (1997) define el analisis
epistemologico como esencial en el disefio de las situaciones didacticas puesto que a
través de él se obtienen los posibles obstaculos epistemoldgicos, en los que se basa
la construccion del conocimiento de los individuos.

El analisis historico epistemoldgico sirve como herramienta cognitiva que permite
encontrar en la historia conceptos matematicos que ayuden a comprender el
aprendizaje del concepto de variable aleatoria y su representacion junto a su funcion
de probabilidad.

La definicion de la variable aleatoria a través del tiempo partié desde la probabilidad y
la resolucion de problemas, luego paso a ser un fenédmeno aleatorio desde resultados
numeéricos llegando al reconocimiento semidtico y funcional de la variable aleatoria.
Terminando con el desarrollo de la teoria formal de la variable aleatoria.

Asociamos la variable aleatoria con la vida real, cuando nos encontramos con juegos
y experimentos en los que usamos dados, monedas, etc. Asi mismo tenemos
experiencias cotidianas con variables aleatorias continuas, como el tiempo de espera
del metro, 0 el necesario para llegar de nuestra casa al trabajo. Muchas veces,
inconscientes asociamos nuestras experiencias con variables aleatorias antes que la
de probabilidad.

A continuacion se detallan los conceptos matematicos que fueron construyendo y
definiendo el concepto de variable aleatoria y su relacion con la probabilidad. Ruiz
(2004) reporta en su investigacion sobre la exploracion cognitiva sobre la variable
aleatoria en situacion de modelacion nueve momentos histéricos del desarrollo de la
variable aleatoria.

13



Momentos histéricos del desarrollo de la variable aleatoria

Se asocian valores numéricos discretos a resultados de experimentos
aleatorios, como el caso de varios problemas de planteo (Hald, 1990).

Se identifican probabilidades asociadas a las magnitudes aleatorias discretas y
sus distribuciones de probabilidad, principalmente en los trabajos de Bernoulli
(Hald, 1990).

Comienzan las primeras operaciones entre magnitudes aleatorias como uso de
la suma, el cociente y la convergencia de sucesiones de variables aleatorias.
Aparece la condicion de independencia entre magnitudes aleatorias. Esto lo
observamos en la Ley de los grandes numeros en Ars Conjectandi de Bernoulli
(Hald, 1990).

Se vinculan las magnitudes aleatorias con problemas reales como errores de
medicion o problemas de sobrevivencia (De Moivre, Laplace y Galton). Nace la
magnitud aleatoria continua, asi como su probabilidad identificada como la
integral en un intervalo dado. Se identifican distribuciones de probabilidad para
magnitudes aleatorias contindas. Particularmente la Normal y la Exponencial.
Hay un auge del uso del célculo infinitesimal en Probabilidad. Primeros
enunciados del Teorema central del limite. Era comun considerar la
Probabilidad como un mal menor ante nuestra incapacidad de conocer con
certeza.

Aparecen los primeros indicios explicitos de asociacion de resultados no-
numericos de experimentos aleatorios con ciertas magnitudes con asignacion
de probabilidades (Poisson, 1837).

Se trabaja con muchas propiedades de las magnitudes aleatorias y rigor
matematico (Maistrov, 1974) e incluso Lyapunov en algunos trabajos las
denomina "variables aleatorias" (Hazewinkel, 2002).

Las magnitudes aleatorias son un caso particular de las variables aleatorias.
Estas dltimas son definidas como una funcién conjunto de valor real dentro de
un espacio de probabilidad y que toma valores de un espacio de medible
(Maistrov, 1974).

Se multiplican las aportaciones a la Teoria de las variables aleatorias con Lévy
(1939 y 1959), Meyer (1970/1973) y Petrov (2002). El nuevo paradigma de las
variables aleatorias hace que se desarrolle teoria en probabilidad y que se tenga
un mayor detalle en la definicion de los conceptos estadisticos.

Hay un nuevo equilibro entre paradigmas (Parzen, 1960/1971). El paradigma
de magnitudes aleatorias surge de nuevo como una forma de introducir y
manipular de forma mas simple los problemas con fendmenos aleatorios de
resultado numérico.
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En resumen, se identifican cuatro etapas que marcan saltos cualitativos en la
conceptualizacion de la variable aleatoria (Figura 4).

= Resultados i
» Teoria de i fenomeno < ?E:U nc_mmlien sumas,
Huygens juegos r aleatario Horal ¢ Tuncicna . productos,
) - ; ‘Chebyshey |+ Reconocimiento de la variable Léwy sucesiones y
De Moivre = Sobrevivencia - e ¥ 5 z
E a Liapunov semidtico de la el o aleatoria Petrov series de la
i iz mo, . z

+Teoria de varizble zleatoriz =il ST et atahle

errores 1 = Operaciones medida aleatoria
basicas

Laplace

Figura 4: Matematicos y aportes para la conceptualizacion de la variable aleatoria

En general, se puede concluir que andlisis epistemolégico de la variable aleatoria a
través de la historia se ocupa mas de la caracterizacién de su funcién de distribucion
que del concepto de variable aleatoria en si mismo, ademas de que no incluye la
composiciéon de variables aleatorias dentro de problemas de planteo. De alli que nace
la necesidad de comprender la representacion de la variable aleatoria y su funcién de
probabilidad a través de problemas no rutinarios para asociarla con la vida cotidiana e
identificar los diferentes conceptos matematicos fundamentales que articulan su
representacion y la composicion de funciones.

ANALISIS DIDACTICO DEL CONTENIDO

En esta etapa del analisis didactico se pretende analizar diferentes concepciones de
la variable aleatoria y su funcion de probabilidad desde el punto de vista didactico, en
sus diferentes representaciones del objeto matemético se utilizara la representacion
de signos de Pierce (1987).

Para Pierce (1987) la concepcion sobre el signo, en relacion entre el signo y el objeto,
los clasifica en:

fcono: silos estudiantes identifican los elementos de cada uno de los tres conjuntos e
intentan representar la relacién entre ellos a través de una analogia o semejanza con
la composicion de dos funciones, al intentar representar la variable aleatoria y su
funcion de probabilidad a través de lineas y agrupaciones.

indice: si los estudiantes identifican los elementos de cada uno de los tres conjuntos
y representan la relacion entre ellos, identificando que la relacion entre los conjuntos
tienen caracteristicas de funcion y por lo tanto identifican el dominio de la funcién de A
en By de B en C, refiriéndose a composicion de funciones.

Simbolo: si los estudiantes identifican los elementos de cada uno de los conjuntos y
representan la relacion entre ellos, a través de simbolos como letras mayusculas,
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graficos sagitales, uso de paréntesis de llaves, entre otros elementos del lenguaje
conjuntista.

Segun la forma de presentar el objeto mateméatico proveera categorias para analizar
las producciones de los estudiantes que evidenciaran la problematica de estudio la
“dificultad en la naturaleza funcional de la variable aleatoria y la composicion de
funciones vinculada con ella y la probabilidad”. (Ruiz y Albert, 2013)

Andlisis fenomenoldgico

Las areas en las que se presenta la aplicacion de la variable aleatoria son: la medicina,
la quimica, los juegos de azar, prondéstico del tiempo, entre otros, en general en todos
los contextos que involucren la toma de decisiones.

Artigue, Batanero y Kent (2007), exponen que a través de los métodos estadisticos se
puede explicar el crecimiento en la demanda de educacién estadistica en Ingenieria,
Psicologia, Educacion, Ciencias de la Salud, negocios etc, es decir, el rango se
ampliado a otras areas que necesitan de la toma de decisiones, y por lo tanto las han
incluidos en los programas de estudios de las carreras de pregrado.

ANALISIS DIDACTICO COGNITIVO

En esta fase del marco conceptual se pretende indagar los tipos de dificultades y
errores que cometen los estudiantes al definir y representar una variable aleatoria y su
funcion de probabilidad, como consecuencia de una dificultad asociada, mostrar un
barrido curricular, donde se presenta los primeros acercamientos al objeto matematico
con sus objetivos de aprendizaje en cada nivel.

Barrido curricular

El concepto variable aleatoria es introducido en el nivel segundo medio, en el eje Datos
y Azar, tal como lo propone el programa de estudios de Chile (MINEDUC, 2011),
especificamente en el AE 04: “Comprender el concepto de variable aleatoria y aplicarlo
en diversas situaciones que involucran experimentos aleatorios”.

El plan de clase disefiado esta enfocado, en dicho nivel, especificamente en la sub-
unidad de probabilidad, proponiendo como objetivo “introducir el concepto
probabilistico representacion de la variable aleatoria y su funcién de probabilidad a
través de problemas no rutinarios”.
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En la figura 5 se muestra el barrido curricular del objeto en estudio desde 7° basico

hasta 4° medio.

= Experimento
alea't:_mn- =Variable
=Espacio aleatoria B
muestral. Discreta )
=Probabilidad i ™ - - "
b = Funcidn de A" pMed
= Conce de - (=0l
tedrica de un S ﬂJm:iEiT.u 2* Medio probabilidad y -
evento. 8" Basico = concepto de de distribucidn.
.Ii?gll: de dominio, co- » Concepto de = Esperanza, =Variable
place. B domini variable varianza y aleatoria
=Mocidn de Qe ¥ " P "
or recorrido. aleatoria: deswviacion Continua.
Furcion. - = -
discreta y estandar. = Funcion de
7° Basico continua. -dMud_ _el:n de probabilidad.
| o . istribucion * Modelo de
) 1° Medio binomial. distribucidn
| J normeal

Figura 5. Esquema sobre analisis curricular del objeto probabilistico variable aleatoria

En el andlisis didactico cognitivo ademas se indagan las dificultades y errores de los
estudiantes al definir y representar una variable aleatoria y su funcién de probabilidad
consecuencia de una dificultad asociada (Tabla 1).

DIFICULTAD

ERROR

Dificultad de definir y representar un
conjunto.
Ortiz (2002)

Definen y representan el conjunto de inicio de
la variable aleatoria como los elementos del
espacio muestral, es decir, sin agrupan en
particiones o subconjuntos los elementos con
iguales caracteristicas.

Dificultad para identificar
muestral del experimento.

Ortiz (2002)

espacio

Identifican el conjunto de inicio de la variable
aleatoria como los datos proporcionados a
través de tablas en los problemas no
rutinarios.

Dificultad en identificar los elementos
del conjunto de llegada de la funcién
de probabilidad, es decir la
probabilidad de ocurrencia de cada
situacion.

Fine (1973)

Carecen del razonamiento proporcional
asociado a la probabilidad.

Dificultad en definir relaciones entre
los tres conjuntos

Ruiz y Albert (2013)

Relacionan los elementos del conjunto A con
los del conjunto B, porque observan los datos
de la tabla. Por lo tanto, no los relacionan con
las probabilidades pues no aparece en forma
explicita en la tabla.
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Dificultad en identificar que las
relaciones definidas son funciones.

Ruiz y Albert (2013)

Desconocen la definicibn de funcion
representada en un grafico sagital, como una
relacion particular entre sus elementos.
Asocian una funcion a una gréfica en el plano
cartesiano o en lenguaje algebraico y=f(x)

Dificultad de confundir el espacio
muestral del experimento con el
conjunto de valores que puede tomar
la variable aleatoria.

Miller (1998)

Definen la variable aleatoria como la relacion
gue existe entre cada uno de los elementos
del espacio muestral y un niumero real.

Tabla 1: Dificultades y errores para la representacién de la variable aleatoria y la funcién de
probabilidad.

ANALISIS DE INSTRUCCION

En esta fase del marco conceptual se presenta la planificacién de la clase para la
implementacion del estudio de clase, junto con las posibles estrategias, errores y

dificultades a priori.

Se disefia un cuestionario como instrumento de recogida de informacion, con un
desafio que pretende introducir el concepto de variable aleatoria junto a su funcién de

probabilidad (Figura 6).

Desafio:

establecimiento. Lod resultadoslpara tal efecto son:

A raiz de los festejos del dia del alumno, el profesor del taller de Cine del colegio Sol Naciente desea conocer el mimero de
estudiantes que tiene cada uno de los 30 apoderados del taller, por lo cual solicita la informacion a la secretaria del

MNumero deapoderados | 8 | 13| 7] 2

Nomero de estudiantes | 12 | 3] 4

La intencion es efectuar unz rifa que beneficie a los alummos, se asionard 2 cada apoderado un boleto de rifs. En la celebracion

del dia del alumnojse realizars el sorteo v e premara 2 los estudiantes de un apoderadojcon enfradas para el cine, pero estas

que comprar, con lalfinalidad de abaratar costos.)

ze tlenen que comprar con anticipacion, pues hasts mafiana estan en oferta. Por lo tanto el profeser debe decidir cudntas tiene

Dados ].Giﬁﬁ[lidﬁi por A- el conjunto de 30 apoderados del taller, B: el conjunto de cantidad de
estudiantes. C: el conjunto de bosible ocurrencizlde cads situacion. Defina v represente la [elzcion enfre los conjuntos. )

Figura 6: Desafio propuesto en el estudio de clase. (sin el destacado)

Las palabras destacadas sefalan la presencia de los conceptos fundamentales
asociados a variable aleatoria, en el siguiente orden: espacio muestral, experimento
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aleatorio, estrategia estadistica, conjuntos, probabilidad, relacion entre conjuntos,
funcién y composicion de funciones.

Dichos conceptos fundamentales se consideran a su vez como la matemética en juego
del analisis a priori de la planificacion de la clase.

Las fuentes de informacion seran extractos fotograficos de las producciones grupales
de los estudiantes en la implementacion de la clase.

Analisis a priori

Descripcion de la actividad: Luego de explicitar el contrato didactico se procede a
escribir el objetivo de la clase y la presentacion del desafio de la clase, entregando a
cada estudiante el desafio impreso en una hoja. Tras la lectura del objetivo y del
desafio en voz alta, se indica la metodologia de trabajo: Primero hay un momento
individual y luego grupal. Trabajo en grupo de 3 o 5 estudiantes para compartir ideas.
A cada grupo se les entregara un papelografo para plasmar sus estrategias. Mediante
el monitoreo de la clase identifica elementos de conjuntos erréneos y/o relaciones
erréneas, u otra dificultad o error, y plantea devoluciones para que el estudiante se
percate de su error. Basandose en la observacién, se seleccionan tres grupos, que
presentaran su estrategia en la pizarra. Todo lo anterior en 90 minutos (inicio 10
minutos, desarrollo 55 minutos y cierre 25 minutos).

Desafio: A raiz de los festejos del dia del alumno, el profesor del taller de Cine del
colegio Sol Naciente desea conocer el nUmero de estudiantes que tiene cada uno de
los 30 apoderados del taller, por lo cual solicita la informacion a la secretaria del
establecimiento. Los resultados para tal efecto son:

NUmero de estudiantes 112 34

Numero de apoderados gl131712

La intencion es efectuar una rifa que beneficie a los alumnos, se asignara a cada
apoderado un boleto de rifa. En la celebracion del dia del alumno se realizara el sorteo
y se premiara a los estudiantes de un apoderado con entradas para el cine, pero estas
se tienen que comprar con anticipacion, pues hasta mafiana estan en oferta. Por lo
tanto, el profesor debe decidir cuantas tiene que comprar, con la finalidad de abaratar
costos.

Dados los conjuntos A, B y C definidos por A: el conjunto de 30 apoderados del taller,
B: el conjunto de cantidad de estudiantes. C: el conjunto de posible ocurrencia de cada
situacion. Defina y represente la relacion entre los conjuntos.

Objetivo: Conocer los conceptos variable aleatoria y funcion de probabilidad.
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Respuesta experta

N ——
A’1: Conjunto o grupo de apoderados
gue tiene un estudiante,

A’>: Conjunto o grupo de apoderados
gue tiene dos estudiantes.

A’z Conjunto o grupo de apoderados
gue tiene tres estudiantes,

A’s: Conjunto o grupo de apoderados
gue tiene cuatro estudiantes.

Posibles estrategias

Estrategia 1

A C

A1, A2, Az As As, As, A7, As ﬁ
30

Ao, A1o, A11, A12, A13, A14, A1s, Ate, A17, Ais, E
A9, A20, A21 30
A22, A2, A24, Azs, A6, A27, A2 7
30

A29, Azo i
30
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Estrategia 2

A C
Al 8
30
A2 8
30
A3 8
30
A4 8
30
A5 8
30
A6 8
30
A7 8
30
A8 8
30
A9 8
30
A10 8
30
All 8
30
A12 8
30
A13 8
30
Al4 8
30
A15 8
30

Posibles dificultades, errores y posteriores devoluciones (Tabla 2).

A C
A16 8
30
Al7 8
30
A18 8
30
A19 8
30
A20 8
30
A21 13
30
A22 7
30
A23 7
30
A24 7
30
A25 7
30
A26 7
30
A27 7
30
A28 7
30
A29 2
30
A30 2
30
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DIFICULTAD ERROR DEVOLUCION | INVESTIGACION
Definen los elementos
Dificultad de definiry | del conjunto A como | “¢Como  puedo
representar un|cada uno de Ilos |representar un
conjunto. apoderados, es decir, | conjunto de los
apoderadol, estudiantes  del
apoderado2,....apoder | curso de 2°medio | (ortiz, 2002)
ado 30. No agrupan en | que utilicen
particiones o | lentes? ¢Cudles
subconjuntos los | serian los
elementos con iguales | elementos?
caracteristicas. ¢Quién  puede
representarlo en
el pizarron?”
Dificultad para | |dentifican el conjunto | “Sugerir que
identificar  espacio | A como el conjunto de | analicen y
muestral del | los 30 apoderados del | comprendan la

experimento.

colegio lo representen
como A= {8, 13,7 y 2},
es decir lo confunden
con la cantidad de
apoderados que tienen
estudiantes en el taller
de cine.

tabla con los
datos recogidos
de la encuesta y
gue identifiquen
cuantos

apoderados tiene
el colegio.
¢,Coémo podemos
representar  un
conjunto de los

estudiantes  de
2°medio  segun
preferencias de
equipos de

futbol? ¢Cuantos
alumnos hay? ¢y
cuantas
preferencias

(Ortiz, 2002)

distintas?”
Dificultad en NIO ":'e”t('jf'ﬁa” . ":S «;Cudl es la| (Fine,1973)
identificar los | &'€Mentos ael conjunito | ,nqinilidad ~ de
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elementos del
conjunto C, es decir
la probabilidad de
ocurrencia de cada
situacion.

C, pues carecen del
razonamiento
proporcional asociado
a la probabilidad.

que al
seleccionar en la
rifa un
apoderado, este
tenga un
estudiante en el
taller de cine?”

Relacionan los

Dificultad en definir . “¢ Existe(n) Ruiz y Albert
relaciones entre los elementos del conj_unto alguna(s) (2013)
tres conjuntos A con los del conjunto caracteristica(s)
B, porque observan los (cualidad(es))
datos de la tabla. I?or lo que relacione (0
tanto, no los relacionan permita  asociar)
con las probabilidades elementos del
pues “no  aparece en conjunto A con
forma explicita en la elementos del
tabla. conjunto B?
¢ Cudl?
¢ Existe(n)
alguna(s)
caracteristica(s)
(cualidad(es))
que relacione
elementos del
conjunto B con
elementos del
conjunto C?
¢, Cual (es)?”
Dificultad en DE’?C.OT‘,OCG” _,Ia “‘Preguntar ¢La | Ruiz y Albert
identificar que las definicion de  funcion relacion definida | (2013)
relaciones definidas repr_esentadz_a en U\ es una funcion?
grafico sagital, como

son funciones.

una relacion particular
entre sus elementos.
Asocian una funcion a
una grafica en el plano

cartesiano 0 en
lenguaje algebraico
y=f(x)

sCual es su
dominio? ¢ Cual
es su recorrido?”

Tabla 2: Relacion entre dificultades y errores con la respectiva devolucion para la clase 1.

Matematica en Juego
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Representacién de Conjuntos (Diagrama sagital).

Relacion entre Conjuntos

Funcion, dominio, codominio y recorrido.
Representacion de una funcién mediante tabla de valores, grafico cartesiano,
gréafico estadistico o diagrama sagital.

Experimento Aleatorio.

Espacio muestral asociado a un experimento aleatorio.

Probabilidad de ocurrencia de un suceso. (Regla de Laplace)

A continuacion se presenta la planificacion de la clase del Estudio de Clase (Tabla 3).

PLANIFICACION DE LA CLASE 1

Asignatura: Matematica

Nivel: 2° medio

Horas: 2

Aprendizaje esperado: Comprender el concepto de variable aleatoria y aplicarlo en diversas situaciones que

involucran experimentos aleatorios.

Habilidad: Caracterizar variables aleatorias

Conocimientos previos:
e Experimento aleatorio

e Muestreo aleatorio simple

e Espacio muestral asociado a un experimento aleatorio
e Probabilidad tedrica de un evento

e Relaciones y funciones

Materiales:
e Desafio impreso
e Data
e Plumones
e Paledgrafo

Problematica: Dificultad en la naturaleza funcional de la variable aleatoria y la composicion de funciones

vinculada con ella y la probabilidad.

Objetivo de la clase: Deducir la variable aleatoria y la funcién de probabilidad.

ACTIVIDAD DE APRENDIZAJE

INTERVENCION DOCENTE

EVALUCION DE MARCHA DE
LA CLASE

INICIO (10 min)

0. Indicaciones de la clase

1. Presentacién del objetivo de
la clase: Identificar y representar
relaciones entre conjuntos.

2.Planteamiento del desafio

propicio para el
empatia y responsabilidad)

0. Explicitar el contrato didactico
Indicar que se debe generar un ambiente
aprendizaje(respeto,

1. Escribir el objetivo de la clase.

¢ Los estudiantes estan atentos
a la presentacion del
problema?

¢Comprenden el problema?

¢Son capaces de identificar la
tarea?
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A raiz de los festejos del dia del
alumno, el profesor del taller de
Cine del colegio Sol Naciente
desea conocer el numero de
estudiantes que tiene cada uno
de los 30 apoderados del taller,
por lo cual solicita la informacién
a la secretaria del
establecimiento. Los resultados
para tal efecto son:

Numgro de 112 |34
estudiantes

Numero de 1
apoderados 3

La intencién es efectuar una rifa
gue beneficie a los alumnos, se
asignara a cada apoderado un
boleto de rifa. En la celebracion
del dia del alumno se realizara el
sorteo y se premiara a los
estudiantes de un apoderado
con entradas para el cine, pero
estas se tienen que comprar con
anticipacion, pues hasta
mafana estan en oferta. Por lo
tanto el profesor debe decidir
cuantas tiene que comprar, con
la finalidad de abaratar costos.
Dados los conjuntos A, By C
definidos por A: el conjunto de
30 apoderados del taller, B: el
conjunto de cantidad de
estudiantes. C: el conjunto de
posible ocurrencia de cada
situacion? Defina y represente la
relacion entre los conjuntos.

2. Presentacion del desafio de la clase:
Se proyecta el desafio en la pizarra
(PPT), ademéas se entrega a cada
estudiante el desafio impreso en una
hoja. Tres estudiantes leen este en voz
alta mientras el resto sigue la lectura.

2.1 Pregunta a los estudiantes: ¢,Cual es
la tarea de hoy?

- “para responder la pregunta consideren
también el objetivo de la clase”

.Se  cumple el
planificado?

tiempo

DESARROLLO

(30 min)

3. Solucioén al desafio

3.1 Los alumnos trabajan en su
hoja.

- Buscan estrategias propias en
forma individual.

-Validan sus producciones.
-Intercambian opiniones con sus
compafieros.

3.2 Los estudiantes en forma
grupal realizan una puesta en
comun sobre sus estrategias.

3.1 Indica la metodologia de trabajo:
Primero hay un momento individual y
luego grupal. Trabajo en grupo de 3 05
estudiantes para compartir ideas. A cada
grupo se les entregard una cartulina o
papeldgrafo para plasmar sus
estrategias.

3.2 Observa las estrategias de los grupos
identificando las relaciones que definen
(las registra).

¢ldentifican  los  conjuntos
asociados al desafio?

¢,Determinan los elementos del
conjunto C? (probabilidades)

¢Definen la relacién entre el
conjunto A y el conjunto B?
(variable aleatoria)

¢Definen la relacién entre el
conjunto B y el conjunto C?
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-ldentifica elementos de conjuntos
erréneos y/o relaciones erroneas, u otra
dificultad o error, y plantea devoluciones

¢Registran en la hoja posibles
representaciones?

para que el estudiante se percate de su | ¢Discuten con sus

error. comparieros?

- Basado en la observacion, selecciona a

tres grupos, un estudiante de cada uno | ¢Logran representar la V.A

de ellos presentara su estrategia en la | como una funcién?

pizarra. ,Se  cumple el tiempo
planificado?

25 min

4. Trabajo en la pizarra

4.1 Cada uno de los tres
estudiantes expondra su
cartulina en cada una de las 3
partes de la pizarra.

4.2 Tres alumnos definen las
relaciones entre los conjuntos
involucrados en el desafio,
representan dichas relaciones y
explican como obtuvo su
respuesta.

4.3 Los estudiantes responden a
las preguntas del profesor con
respecto a sus estrategias.

4.1 La pizarra la divide en tres partes, que
seran completadas con las cartulinas de
los grupos.(escogidos previamente)

4.2 Pide a cada uno de los estudiantes,
seleccionados previamente, de manera
individual que expongan su cartulina y
expliquen su estrategia de resolucién al
grupo curso.

4.3 Va haciendo preguntas que dejen en
evidencia las estrategias usadas.
¢,Como determin6 la(s) relacién(es)?
,Cémo encontr6 los elementos del
conjunto C?

¢,Puedes asociar o relacionar con colores
elementos de dos conjuntos?

¢Los alumnos se atreven a
salir a la pizarra?

¢Explican sus estrategias?

¢Representan la(s)
relacion(es) entre los
conjuntos?

;Se interesan los alumnos en
compartir sus ideas?

¢Hay alumnos que abandonan
el desafio?

¢, Qué devolucion fue dada?

¢Se cumple el
planificado?

tiempo

CIERRE (25 min)

5. Sintetizar las ideas

5.1 Se ilustra en la pizarra la
correspondencia que involucra
los conjuntos A y B, y los
conjuntos B y C, a través de
diagramas (en caso de no
haberlo propuesto un
estudiante)

5.2 Se destaca y analizan las
relaciones definidas por los tres
estudiantes. a través de las
siguientes preguntas:
¢Larelacion entre los elementos
de los conjuntos  podra
representar una funcion? ¢Qué
caracteristica debe tener una
relacion de conjuntos para que
sea una funcion?

51 El profesor muestra la
correspondencia entre elemento de dos
conjuntos previamente mencionada por
estudiantes.

5.2 El profesor
estudiantes:

¢La relacion entre los elementos de dos
conjuntos del desafio podria ser una
funcion? [Se espera que los estudiantes
consideren la def. de funcion y respondan
gue cada apoderado le corresponde solo
una cantidad de estudiantes del taller o
gue cada grupo de apoderados con un
numero especifico de estudiantes tienen
una Unica posibilidad de ganar las
entradas].

Se pregunta a algunos estudiantes:
¢, Qué caracteristica debe tener una
relacion de conjuntos para que sea una
funcion? [Se espera que los estudiantes

pregunta a sus

¢,Los estudiantes participan
activamente en la clase?

¢;Los estudiantes identifican
que las relaciones definidas
son funciones?

.Se  cumple el
planificado?

tiempo
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respondan que todos los elementos del
conjunto A tengan una Unica imagen en
el conjunto B]

5.3 Se espera que reconozcan dos
funciones, una asociada a los conjuntos
Ay B, y otra asociada a los conjuntos B y
C. [Se espera que los estudiantes
encuentren dos relaciones entre
conjuntos que ademas cumplen con ser
funciones y que logren categorizarlas
segln sus caracteristicas. Entre A 'y B
gue relacionan un elemento con un
ndmero real y entre B y C un numero real
y la probabilidad asociada]

Definicién: (sobre las producciones de
los estudiantes)

Tabla 3: Planificacion de la clase implementada para el estudio de clase.

CATEGORIAS DE ANALISIS



Las categorias surgen analizando las producciones grupales, de acuerdo a las
posibles interacciones emergentes establecidas en los criterios que ilustra el diagrama
en la figura 7.

Figura 7: Categorias de analisis segun criterios a observar en las producciones grupales del estudio
de clase.

Criterios de analisis
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Presencia de conceptos fundamentales

EA: Experimento Aleatorio

EM: Espacio muestral

P: Probabilidad de ocurrencia de un suceso
RC: Relacion entre conjuntos

F: Funcién

D: Dominio de la Funcién

R: Recorrido de la Funcién

Formas de representar la variable aleatoria y su funcion de probabilidad

e Representacion funcional de la variable aleatoria, relacion entre los
elementos del conjunto de las particiones del espacio muestral y los
elementos del conjunto de la cuantificacion de ellas.

e Representacion de la funcién de probabilidad, relacion entre los elementos
del conjunto de la cuantificacion de cada subconjunto y los elementos del
conjunto de la probabilidad de ocurrencia.

e Composicion de funciones entre la variable aleatoria y su funcion de
probabilidad.

Para Pierce la concepcion sobre el signo, en relacion entre el signo y el objeto, los
clasifica en: iconos, indices y simbolos. Para el analisis se entendera por objeto
“‘Representacion funcional de la variable aleatoria y su funcion de probabilidad”. Segun
la presencia de signos se asociara a icono, indice o simbolo, tal como se definio en
la pagina 19 y 20.

Estrategias para representar la variable aleatoria y su funcién de probabilidad

e Representar la relacion entre conjuntos a través de un diagrama sagital,
tablas o columnas, esquemas o lenguaje de conjuntos.

Para operacionalizar el analisis de resultados, se describira una posibilidad de
produccion de un estudiante, de acuerdo a la presencia implicita o explicita de los
conceptos fundamentales, y si la estrategia de representacion de signo es un icono,
indice o simbolo.
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“Si el estudiante reconocen que los elementos del conjunto A pertenecen a
subconjuntos del espacio muestral del experimento aleatorio y le asocian un
elemento del conjunto B, cuyos elementos representan la cuantificacion de cada
subconjunto de A, y a estos se le asocia la probabilidad de ocurrencia para cada
subconjunto, en un conjunto C. Ademas, representan la relacion de elementos
entre tres conjuntos en un diagrama sagital, reconociendo la composicién de
funciones e identificando sus dominio y recorridos”. Entonces se puede identificar:

1. La presencia de conceptos fundamentales como EA, EM, P, RC, F, D y R,
en forma explicita.

2. La presencia de la representacion de signo, asociada a los conceptos
fundamentales, se lleva a cabo a través de un indice, pues la representacion
de la relacién entre los elementos de los tres conjuntos determina la
presencia del concepto de funcion y por ende se identifica el dominio y
recorrido de las funciones representadas, y por ende la composicién de
funciones, es decir, la representacion del signo va méas alla de la
representacion de la variable aleatoria y su funcién de probabilidad.

ANALISIS DE ACTUACION

En esta Ultima fase del andlisis didactico se pretende analizar los resultados de la
implementacion, a la luz de los antecedentes recogidos y las categorias de analisis
que se levantan en el andlisis a priori del estudio de clase.

Resultados

Para identificar la presencia de los conceptos fundamentales que articulan la
representacion de la variable aleatoria y su funcion de probabilidad en las
producciones grupales, se observaran e interpretaran los datos de acuerdo a las
posibles interacciones entre los criterios del andlisis a priori. Se codificaran los grupos
de estudiantes, como G1, G2, G3, G4 y G5, puesto que fueron cinco grupos de trabajo
de un curso de 22 estudiantes. Para presentar una vision global de las producciones
de los estudiantes de acuerdo a las categorias, se ha dispuesto la tabla 4.

Criterios Grupos de Cantidad
estudiantes estudiantes

Conceptos fundamentales Forma Explicita
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EA: Experimento Aleatorio EM Gl1, G2,G3, G4, |22
EM: Espacio muestral G5
P: Probabilidad de ocurrencia
de un suceso P G2,G3, G5 13
R.C: Rel_a}mon entre conjuntos RC G1 G2.G3, G4, | 22
F: Funcion G5
CF: Composicion de funciones
D: Domini_o de la Funcié.r] EA G1, G2,G3, G4, |22
R: Recorrido de la Funcion G5
Forma Implicita
F G1,G3,G4,G5 |19
CF G2,G3, G5 13
D G1, G2,G3, G4, |22
G5
R G1, G2,G3, G4, |22
G5
Formas de representar la fcono G1, G3,G5 15
variable aleatoria y su funcién -
de probabilidad segtn Pierce y | Indice - 0
la presencia de signo. Simbolo GL G2, G4 12
Estrategias para representar la | Grafico sagital G5 5
variable aleatoria y su funcién
de probabilidad. Tablas G3 5
Lenguaje G2, G5 8
conjuntista
Esquemas G4 4

Tabla 4: Clasificacion de las producciones de los grupos de estudiantes segun criterios de las

categorias.
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Interpretacion de resultados segun categorias bajo el analisis didactico

PRODUCCION ESTUDIANTES

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

PRESENCIA DE SIGNO

ESTRATEGIA

G1: 5 estudiantes

En forma explicita los estudiantes
identifican los elementos del conjunto B.

Los elementos del conjunto A son
asociados a los nimeros de la tabla que
representa la cantidad de apoderados. Los
estudiantes, no agrupan en subconjuntos a
los apoderados segun cantidad de hijos en
forma explicita, pero si relacionan los
elementos del conjunto A y B en forma
explicita.

En forma implicita se representa la funcién
de A en B.

No representan el conjunto C.

La presencia de la
representacion de signo,
asociada a los conceptos
fundamentales, al ser implicita
se lleva a cabo a través de un
icono, pues la representacion
de la relacién entre los
elementos de los conjuntos Ay
B determina la presencia del
concepto de funcion, aun
cuando no reconozcan que los
elementos del conjunto A son
particiones del espacio
muestral., pero a la vez es
simbolo, pues utiliza letras
mayusculas y grafico sagital
para representar los conjuntos.

Para relacionar los
conjuntos Ay B
utiliza un grafico
sagital.

G2: 3 estudiantes

Explicitamente, reconoce los elementos de
cada conjunto. Logran agrupar en forma
conjuntista los grupos de apoderados
segun la cantidad de estudiantes, es decir,
relaciona el conjunto Ay B.

En forma implicita, relaciona los tres
conjuntos, pues relaciona el conjunto A con
el C, previa representacién de la relacién
entre Ay B.

En forma implicita se presenta la
composicién de dos funciones, pues
vinculan A con B por un lado y A con C por
el otro, sabiendo que B se relaciona con C,
pero no lo representan solo la nombran.

Los conceptos fundamentales
son representados a través de
la presencia de signo como un
simbolo, pues utilizan como
estrategia el uso de paréntesis
de llaves y letras mayusculas
para representar los elementos
de los conjuntos.

Para la
representacion de
la relacion entre
los conjuntos
utiliza el lenguaje
conjuntista.




G3: 5 estudiantes

En forma explicita se identifican los
elementos de cada conjunto, ademas
agrupa los elementos del conjunto A en
subgrupos: a,b,c y d, cada uno de ellos
representan grupos de apoderados con
cierta cantidad de hijos. Los elementos del
conjunto C representan la probabilidad en
porcentaje.

En forma implicita se presenta la
composicion de dos funciones, pues
relacionan A con B por un lado y A con C
por el otro, sabiendo que B se relaciona
con C, pero no lo representan.

La presencia de la
representacién de signo,
asociada a los conceptos
fundamentales, se lleva a cabo
a través de icono, pues
identifican los elementos de
cada conjunto y representan la
relacion entre ellos sin
identificar que dicha relacion se
trata de la composicion de dos
funciones.

La representacion
de la relacién
entre los conjuntos
es a través de
tablas.

G4:4 estudiantes

En forma explicita se identifican los
elementos del conjunto A y B, ademas
agrupa los elementos del conjunto A en
subgrupos: Ai, Bj, Ck y Di, cada uno de ellos
representan grupos de apoderados con
cierta cantidad de hijos.

En forma explicita describen la relacién
entre el conjunto A y B. (variable aleatoria)

La presencia de signo se lleva
a cabo a través de un simbolo,
pues los estudiantes identifican
los elementos del conjunto A
caracterizando a través de las
letras A, Bj, Cky Dy,
representando con un
subindice a cada apoderado
segun cantidad de hijos.

La relacion entre
los conjunto Ay B
se representa a
través de un
esquema.
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G5: 5 estudiantes

Los elementos del conjunto A son
asociados a los nimeros de la tabla que
representa la cantidad de apoderados.
Representan el espacio muestral como el
conjunto A en lenguaje conjuntista. Los
estudiantes, no agrupan en subconjuntos
los apoderados segun cantidad de hijos en
forma explicita, pero si relacionan los
elementos del conjunto A,B y C en forma
explicita.

Reconocen y representan en forma
explicita los elementos del conjunto B 'y C.

En forma implicita representan la
composicién de funciones entre los
conjuntos A, By C, pues representan la
relacién entre los tres conjuntos en un solo
grafico.

La presencia de la
representacién de signo,
asociada a los conceptos
fundamentales, se lleva a cabo
a través de icono, pues
representa una analogia o
semejanza con la composicion
de dos funciones, al intentar
representar la variable aleatoria
y su funcién de probabilidad a
través de lineas y
agrupaciones.

La estrategia
utilizada para
representar la
relacion entre los
conjuntos A, By
C, es el gréfico
sagital (sin
encerrar los
elementos de cada
conjunto).
Ademas, utiliza el
lenguaje
conjuntista para
identificar los
elementos de cada
conjunto.

Tabla 5: Andlisis de resultados de las producciones grupales de estudiantes de 2° afio de secundaria.
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Analisis de resultados

A partir de los expuesto en el analisis de actuacion se puede observar que la mayoria
de los estudiantes logran identificar los elementos de cada conjunto, relacionan los
elementos entre los conjuntos A, By C, asi como los conceptos fundamentales: P, EA,
EM, RC, de manera explicita, mientras que en forma implicita los conceptos: F, CF,D
y R.

En cuanto a la representacion de signo, se pudo observar que la presencia de signo
gue predominé fue la representacion de icono y simbolo. La presencia de indice fue
nula, siendo la representacion mas cercana la del G5, pero no describié que dichas
relaciones entre conjuntos tienen caracteristicas de funcién y que representan la
composicién de dos funciones. Se logré evidenciar que los estudiantes identifican los
elementos esenciales que dan origen a la representacion de la variable aleatoria y su
funcion de probabilidad a través de representaciones analogas o semejantes a la del
objeto en estudio.

Considerando las estrategias utilizados por los grupos de estudiantes, se observé una
gran variedad de estrategias, predominando la estrategia del lenguaje conjuntista,
seguida del grafico sagital y las tablas o columnas. Todas ellas lograban representar
la relacion entre los conjuntos definidos, pero solo una estrategia (G5) representé en
un solo gréfico la composicion de funciones a través de un gréfico sagital. Esto quiere
decir que las estrategias utilizadas por los estudiantes para dar forma a su respuesta,
estan en correspondencia con las estrategias propuesta en las categorias de analisis.

SECUENCIA DIDACTICA

La secuencia didactica se disefia basandose en el estudio de clase que se implementd
tres veces en distintos colegios de la quinta region de Chile, a estudiantes de segundo
de secundaria. La clase 1 que se presenté anteriormente surge de la reformulacién de
la primera implementacion. Esta primera clase tiene como objetivo deducir la variable
aleatoria y la funcion de probabilidad, institucionalizando la representaciéon funcional
de la variable aleatoria y la composicion de funciones junto a su probabilidad. Es por
ello, que la secuencia didactica tendra su foco en las representaciones, estrategias y
los conceptos fundamentales que articulen dicha representacién de la composicion de
estas dos funciones, aplicados a diferentes situaciones en que se hace participe el
experimento aleatorio.

Andlisis a priori de la clase 2



Descripcién de la actividad:

Se parte explicitando el contrato didactico y se expone la mateméatica en juego de la
clase anterior, se procede con el objetivo de la clase y la presentacion del desafio de
la clase, entregando a cada estudiante el desafio impreso en una hoja. Se explica la
metodologia de trabajo, que en esta secuencia didactica las tres clases proponen la
misma forma de trabajo primero individual y posteriormente grupal, con el fin de
exponer las estrategias al cierre de la clase. (Inicio 10 minutos, desarrollo 55 minutos
y cierre 25 minutos). En esta actividad, se aplica en concepto matematico
institucionalizado la clase anterior.

Desafio: Un juego consiste en extraer una ficha de domino y adivinar la cantidad de
puntos que tiene la ficha, que se calcula sumando los dos puntajes de cada ficha.
Méaximo un alumno aventajado de 2° medio del colegio Sol naciente propone una
estrategia estadistica para adivinar la cantidad de puntos que tendr& una ficha al ser
extraida. “Una estrategia estadistica es la representacién de la variable aleatoria”.
¢Estas de acuerdo con lo que expone Maximo? De ser asi, defina y represente la
variable aleatoria y la funcién de probabilidad. En caso contrario argumentar por qué
no aplica.

Objetivo

Representar la variable aleatoria y su funcién de probabilidad como una estrategia
estadistica que las relaciona con la cotidianidad.
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Respuesta experta
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D’o: Conjunto o grupo de piezas de
domind que tiene cero puntos.

D’1: Conjunto o grupo de piezas de
domind que tiene un punto.

D’2: Conjunto o grupo de piezas de
domind que tiene dos puntos.

D’s: Conjunto o grupo de piezas de
domind que tiene tres puntos.

D’4: Conjunto o grupo de piezas de
domind que tiene cuatro puntos.
D’s: Conjunto o grupo de piezas de
domind que tiene cinco puntos.

D’s: Conjunto o grupo de piezas de
domind que tiene seis puntos.

D’7: Conjunto o grupo de piezas de
domind que tiene siete puntos.

D’s: Conjunto o grupo de piezas de
dominé que tiene ocho puntos.

D’9: Conjunto o grupo de piezas de
domind que tiene nueve puntos.
D’10: Conjunto o grupo de piezas de
dominé que tiene diez puntos.

D’11: Conjunto o grupo de piezas de
domind que tiene once puntos.

D’12: Conjunto o grupo de piezas de

domino que tiene doce puntos.
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Posibles estrategias

Estrategia 1

A B C
0-0 0 1

28

1-0 1 2

28

1-1 20 2 1
14

2-1 30 3 1
14

31 22 40 4 3
28

32 41 50 5 3
28

3-3 42 51 60 6 1
7

43 52 6-1 7 3
28

4-4 53 62 8 3
28

54 6-3 9 1
14

55 6-4 10 1
14

6-5 11 1

28

6-6 12 1

28
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Estrategia 2: Espacio muestral sin agrupar.

= v
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Posibles dificultades, errores y posteriores devoluciones

DIFICULTAD ERROR DEVOLUCION INVESTIGACION
Dificultad para Definen_los elementos “Sugerir que | (Ortiz, 2002)
identificar  espacio dEId conjugtol A COMO | analicen y
muestral del gal a unc? €las plezNas comprendan el
experimento. € omino. 9| enunciado

agrupan en particiones
0 subconjuntos los
elementos con iguales
puntos.

“‘obtener puntos”
y que identifiquen
cuantas piezas
tiene el domino.”

Dificultad en
identificar los
elementos del

conjunto C, es decir
la probabilidad de
ocurrencia de cada
situacion.

No identifican los
elementos del conjunto
C, pues carecen del
razonamiento
proporcional asociado
a la probabilidad.

“¢ Por queé
Maximo  podria
adivinar la pieza
del domin6?

cCual es la
posibilidad de
que al
seleccionar una

pieza del doming,
esta obtenga 7
puntos?”

(Fine,1973)

Dificultad para
representar la
variable aleatoria
dado un
experimento
aleatorio.

Buscan otra estrategia
para adivinar la pieza
extraida. Calculan los
puntos de cada piezay
buscan la con mayor
frecuencia. No
justifican, si es 0 no
una estrategia.

“¢ Cuantos
puntos tiene la
pieza del
chancho mayor?
Y el chancho
menor?

Nardecchia y
Hevia (2003)

Tabla 6: Relacion entre dificultades y errores con la respectiva devolucion para la clase 2.

Matematica en Juego

e Funcion, dominio, codominio y recorrido.

gréafico estadistico o diagrama sagital.

Experimento Aleatorio.
Espacio muestral asociado a un experimento aleatorio.
Probabilidad de ocurrencia de un suceso. (Regla de Laplace)
Variable Aleatoria y funcion de probabilidad.

Representacion de una funcién mediante tabla de valores, grafico cartesiano,
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Planificacion de la clase 2

PLANIFICACION DE LA CLASE 2

Asignatura: Matematica

Nivel: 2° medio

Horas: 2

Aprendizaje esperado: Comprender el concepto de variable aleatoria y aplicarlo en diversas situaciones que
involucran experimentos aleatorios.

Habilidad: Caracterizar variables aleatorias

Conocimientos previos:
e Experimento aleatorio

e Muestreo aleatorio simple

e Espacio muestral asociado a un experimento aleatorio
e Probabilidad tedrica de un evento

e Relaciones y funciones

Materiales:
e Desafio impreso
e Data
e Plumones
o Paledgrafo

Problematica: Dificultad en la naturaleza funcional de la variable aleatoria y la composicion de funciones
vinculada con ella y la probabilidad.

Obijetivo de la clase: Representar la variable aleatoria y su funcion de probabilidad.

ACTIVIDAD DE APRENDIZAJE

INTERVENCION DOCENTE

EVALUCION DE MARCHA DE
LA CLASE

INICIO (10 min)

0. Indicaciones de la clase

1. Presentacién del objetivo de
la clase: Argumentar si la
representacion de la variable
aleatoria es una estrategia
estadistica.

2.Planteamiento del desafio

Un juego consiste en extraer una
ficha de domino y adivinar la
cantidad de puntos que tiene la
ficha. Mé&ximo un alumno
aventajado de 2° medio del
colegio Sol naciente propone
una estrategia estadistica para
adivinar la cantidad de puntos
qgue tendra una ficha al ser

0. Explicitar el contrato didactico

Indicar que se debe generar un ambiente
propicio para el aprendizaje(respeto,
empatia y responsabilidad)

1. Escribir el objetivo de la clase.

1.1 Un estudiante lee el objetivo de la
clase.

1.2 Expone la matemética en juego de la
clase anterior y pregunta a los
estudiantes: ¢Como representaron la
variable aleatoria en el desafio de la clase
anterior? (Le pide a un estudiante a
realizar la representacion de la v.a del
desafio anterior, al costado de la pizarra)

2. Presentacion del desafio de la clase:
Se entrega a cada estudiante el desafio
impreso en una hoja. Dos estudiantes
leen este en voz alta mientras el resto
sigue la lectura.

2.1 Pregunta a los estudiantes: ¢ Cual es
la tarea de hoy?

¢Los estudiantes recuerdan la
representacion de la variable
aleatoria de la clase anterior?

¢, Los estudiantes estan atentos
a la  presentacion del
problema?

¢ Comprenden el problema?

¢sSon capaces de identificar la
tarea?

,Se cumple el
planificado?

tiempo
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extraida. “La  estrategia
estadistica es la representacion
de la variable aleatoria”. ¢ Estas
de acuerdo con lo que expone
Maximo? De ser asi, defina y
represente la variable aleatoria y
la funcién de probabilidad. En
caso contrario argumentar por
gué no aplica.

- “para responder la pregunta consideren
también el objetivo de la clase y la
matematica en juego”

DESARROLLO

(35 min)

3. Solucion al desafio

3.1 Los alumnos trabajan en su

hoja.
- Buscan estrategias propias en
forma individual para

argumentar sus respuestas.
-Validan sus producciones.
-Intercambian opiniones con sus
compafieros.

3.2 Los estudiantes en forma
grupal realizan una puesta en

3.1 Indica la metodologia de trabajo:
Primero hay un momento individual y
luego grupal. Trabajo en grupo de 3 05
estudiantes para compartir ideas. A cada
grupo se les entregara una cartulina o un
papelografo para plasmar sus
estrategias.

3.2 Observa las estrategias de los grupos
identificando las relaciones que definen

¢Utilizan la representacion de
la v.a como una estrategia
estadistica?

¢Jldentifican  los  conjuntos
asociados al desafio?

¢,Determinan los elementos de
cada conjunto?

¢Definen la relacion entre dos

comun sobre sus | (las registra). conjuntos? (variable aleatoria)
argumentaciones ylo | -ldentifica elementos de conjuntos
estrategias. erréneos Yy/o relaciones erréneas, u otra | ¢Definen la relacién entre otros
dificultad o error, y plantea devoluciones | dos conjuntos? (funcion de
para que el estudiante se percate de su | probabilidad)
error.
- Basado en la observacion, selecciona a | ¢Registran en la hoja posibles
tres grupos, un estudiante de cada uno | representaciones?
de ellos presentard su estrategia en la
pizarra y su argumentacion. (dos que | ¢Discuten con sus
argumenten que si es la estrategia | compafieros?
adecuada, pero con diferentes
representaciones y uno que tenga una | ¢Logran representar la V.A 'y
estrategia diferentes) su funcion de probabilidad?
¢Se cumple el  tiempo
planificado?
25 min
4. Trabajo en la pizarra ¢Los alumnos se atreven a
4.1 La pizarra la divide en tres partes, que | salir a la pizarra?
4.1 Cada uno de los tres | seran completadas con las cartulinas de

estudiantes expondra su
cartulina en cada una de las 3
partes de la pizarra.

4.2 Tres alumnos argumentan si
es la estrategia adecuado
representandola o}
argumentando lo contrario y

los grupos.(escogidos previamente)

4.2 Pide a cada uno de los estudiantes,
seleccionados previamente, de manera
individual que expongan su cartulina y
argumenten su estrategia de resolucion
al grupo curso.

¢Argumentan su respuesta?

¢ Representan la(s)
relacién(es) entre los
conjuntos?

Se interesan los alumnos en
compartir sus ideas?
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proponiendo  una

diferente.

estrategia

4.3 Los estudiantes responden a
las preguntas del profesor con
respecto a sus estrategias.

4.3 Va haciendo preguntas que dejen en
evidencia las estrategias usadas.
¢Coémo determiné la(s) relacion(es)?
¢ Cémo encontrd los elementos de cada
conjunto?

¢, Qué elementos utilizaron para su
estrategia?

¢Hay alumnos que abandonan
el desafio?

¢, Qué devolucion fue dada?

,Se  cumple el
planificado?

tiempo

CIERRE (20 min)

5. Sintetizar las ideas

5.1 Se ilustra en la pizarra la
representacion de la v.a y su
funcién de probabilidad como la
estrategia estadistica para el
desafio.

5.2 Se destaca y analizan las
argumentaciones de  cada
estudiante. En el caso, del
estudiante que propone una
estrategia diferente, realizar las
siguientes preguntas:

¢Sumaste los puntos de cada
ficha del doming?
¢ Calculaste
relativas?

frecuencias

5.1 El profesor muestra la representacion
de la v.a y su funcién de probabilidad,
relacionando los elementos de cada
conjunto.

5.2 El profesor
estudiantes:

¢Al observar la representacién de lav.ay
su funcion de probabilidad, es posible
adivinar los puntos de una pieza de
domind?¢ Por qué?

pregunta a sus

5.3 El profesor pregunta a sus
estudiantes, con respecto a quien
encontro otra estrategia.

,Cual es el espacio muestral de
experimento?¢;Como se construye?
¢Coémo se calculé la frecuencia relativa
para saber el puntaje mas frecuente?¢y
la probabilidad de ocurrencia?

(se espera que los estudiantes
comprendan que quien encontré una
forma de responder a la pregunta, lo hizo
calculando los puntos, es decir,
construyé el espacio muestral, conto
cuantos puntos se repetian para saber el
que tiene mayor frecuencia, por lo tanto
asocid6 un numero real al espacio
muestral y ademas busca el mas
frecuente, pues tiene mayor probabilidad
de salir. En conclusién, también utilizé la
v.a y su funcién de probabilidad, pero no
lo representa)

Por lo anterior, la v.a junto a su funcion
de probabilidad, es una estrategia
estadistica para dicho desafio.

¢Los estudiantes participan
activamente en la clase?

¢;Los estudiantes relacionan
los elementos de cada
conjunto?

¢Los estudiantes comprenden
que la v.a es la estrategia para
el desafio?

.Se cumple el
planificado?

tiempo

Tabla 7: Planificacion de la 2° clase de la secuencia didactica.
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Andlisis a priori de la clase 3
Descripcion de la actividad

Se explicita el contrato didactico, se expone la matematica en juego de las clases
anteriores y mediante igual metodologia de las clases anteriores, los estudiantes
abordaran un desafio que tiene mas de una respuesta experta, pues consiste en una
pregunta abierta, que tiene como finalidad concluir que para un determinado espacio
muestral existe mas de una variable aleatoria que se puede representar junto a su
funcién de probabilidad.

Desafio: En el 2°medio A del colegio Sol Naciente, en la clase de matemaética, la
profesora les propone el siguiente desafio: “Escribe los nimeros del 1 al 6 cada uno
con palabras”. Defina una variable aleatoria y represéntala junto a su funcion de
probabilidad.

Objetivo
Definir una variable aleatoria a partir de un experimento aleatorio para luego
representarla junto a su funcién de probabilidad.

Respuesta experta
Para la clase 3, al ser una pregunta abierta, se proponen tres respuestas expertas,
pudiendo existir otras diferentes igual de expertas que éstas.

Respuesta experta 1

A _—" B~ ™cC

VA EP Ci: Conjunto o grupo de palabras que

tienen una consonante.

C2: Conjunto o grupo de palabras que
tienen dos consonantes.

1
3
1
3
1
T

Cs: Conjunto o grupo de palabras que
tienen tres consonantes.
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Respuesta Experta 2

A _—"" B~ NC

VA EP Ls: Conjunto o grupo de numeros en
L palabras que tienen 3 letras.
3 3
1 L4: Conjunto o grupo de numeros en
w4 --'-",F‘I & i
Ls Y palabras que tienen 4 letras.
Ls 5 Ls: Conjunto o grupo de numeros en
! ’ palabras que tienen 5 letras.
Ls 6 :
® Le: Conjunto o grupo de numeros en
palabras que tienen 6 letras.
Respuesta Experta 3
A _—""y B 7 TN C Oo: Conjunto o grupo de palabras

que no tienen la letra “O”

O1: Conjunto o grupo de palabras
que tienen la letra “O”

VA FP
o /o

0, ——f—>
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Posibles estrategias

Para este apartado, se proponen diferentes estrategias asociadas sélo a la respuesta

experta 1.

Estrategia 1

C1: Conjunto o grupo de palabras que tienen

A B c una consonante.

C1 1 1 C2: Conjunto o grupo de palabras que tienen
6 dos consonantes.

C2 2 1 Cs: Conjunto o grupo de palabras que tienen
3 tres consonantes.

C3 3 1
2

Estrategia 2: Espacio muestral sin agrupar.

A _—"™ B~ ™\C
VA F.P
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Posibles dificultades, errores y posteriores devoluciones
En general, las dificultades que se presentan en las actividades anteriores pueden
volver a presentarse; por ellos sélo propone la dificultad nueva que se podria presentar

en la clase 3.

DIFICULTAD ERROR DEVOLUCION INVESTIGACION
Dificultad en No identifican . los cCudl  es la| (Fine,1973)
identificar los elementos del conjunto posibilidad de que
elementos del C, pues - carecen del al seleccionar un
conjunto C, es decir razonamiento . ndamero éste
la probabilidad de propormona_ll_ asociado tenga solo una
ocurrencia de cada a la probabilidad. vocal?”
situacion.

Dificultad para No e identifican “¢Cual es el | Nardecchia
representar la carac,:terlstlcas €N nimero con | Hevia (2003)
variable  aleatoria | €9MuN entre los mayor cantidad

dado un | NUMEros escritos  en | 4o Giarta cantidad

experimento palabras. de letras?

aleatorio.

Dificultad de | Definen la variable | «; 5,4 tienen en | Miller (1998)
confundir el espacio aleatp,rla como la comun los cinco

muestral del relacion  que  existe ndameros al
experimento con el entre "'?‘ palabre} Y SUT ascribirlos con

conjunto de valores respectivo simbolo palabras?

gque puede tomar la
variable aleatoria.

(ndimero). (uno, 1)(dos,
2)....(cinco, 5), y por lo
tanto la probabilidad de
escoger uno de ellos es
siempre la misma.

¢Puedes agrupar
las palabras de
los numeros en
diferentes
subconjuntos?

Tabla 8: Relacidn entre dificultades y errores con la respectiva devolucion para la clase 3.

Matemética en Juego

Funcion, dominio, codominio y recorrido.
Experimento Aleatorio.

Espacio muestral asociado a un experimento aleatorio.
Probabilidad de ocurrencia de un suceso. (Regla de Laplace)
Variable Aleatoria y funcion de probabilidad.
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Planificacion de la clase 3

PLANIFICACION DE LA CLASE 3

Asignatura: Matematica

Nivel: 2° medio

Horas: 2

Aprendizaje esperado: Comprender el concepto de variable aleatoria y aplicarlo en diversas situaciones que
involucran experimentos aleatorios.

Habilidad: Caracterizar variables aleatorias

Conocimientos previos:
e Experimento aleatorio

e Muestreo aleatorio simple

e Espacio muestral asociado a un experimento aleatorio
e Probabilidad tedrica de un evento

e Relaciones y funciones

Materiales:
e Desafio impreso
e Data
e Plumones
e Papelégrafo

Problematica: Dificultad en la naturaleza funcional de la variable aleatoria y la composicion de funciones
vinculada con ella y la probabilidad.

Objetivo de la clase: Definir una variable aleatoria para luego representarla junto a su funcion de

probabilidad.

ACTIVIDAD DE APRENDIZAJE

INTERVENCION DOCENTE

EVALUCION DE MARCHA DE
LA CLASE

INICIO (10 min)

0. Indicaciones de la clase

1. Presentacién del objetivo de
la clase: Definir una variable
aleatoria y representarla junto a
su funcién de probabilidad.

2.Planteamiento del desafio

En el 2°medio A del colegio Sol
Naciente, en la clase de
matematica, la profesora les
propone el siguiente desafio:
“Escribe los numeros del 1 al 6
cada uno con palabras”. Defina

0. Explicitar el contrato didactico

Indicar que se debe generar un ambiente
propicio para el aprendizaje(respeto,
empatia y responsabilidad)

1. Escribir el objetivo de la clase.

1.1 Un estudiante lee el objetivo de la
clase.

1.2 Expone la matemética en juego de la
clase anterior y pregunta a los
estudiantes: ¢Qué caracteristicas tienen
los elementos de los conjuntos asociados
ala v.ay su funcién de probabilidad? (Se
espera que los estudiantes caractericen
el conjunto A: como el espacio muestral,
el conjunto B: como el valor real que se le
asocia a los elementos de Ay el conjunto
C: como las probabilidades de
ocurrencia)

2. Presentacion del desafio de la clase:
Se entrega a cada estudiante el desafio
impreso en una hoja. Un estudiante lee
este en voz alta mientras el resto sigue la
lectura.

¢Los estudiantes caracterizan
los elementos de los conjuntos
de la variable aleatoria y su
funcion de probabilidad?

¢ Los estudiantes estan atentos
a la presentacion del
problema?

¢ Comprenden el problema?

¢Son capaces de identificar la
tarea?

Se cumple el
planificado?

tiempo
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una variable aleatoria vy
represéntala junto a su funcién
de probabilidad.

2.1 Pregunta a los estudiantes: ¢, Cual es
la tarea de hoy?

- “para responder la pregunta consideren
también el objetivo de la clase y la
matematica en juego”

DESARROLLO

(25 min)

3. Solucién al desafio

3.1 Los alumnos trabajan en su
hoja.

- Buscan estrategias propias en
forma individual.

-Validan sus producciones.
-Intercambian opiniones con sus
compafieros.

3.2 Los estudiantes en forma
grupal realizan una puesta en
comun sobre las v.a que
definieron y deciden una para
representarla junto a su funcion
de probabilidad en la cartulina.

3.1 Indica la metodologia de trabajo:
Primero hay un momento individual y
luego grupal. Trabajo en grupo de 3 05
estudiantes para compartir ideas. A cada
grupo se les entregara una cartulina para
plasmar sus estrategias.

3.2 Observa las estrategias de los grupos
identificando las v.a que definen (las
registra).

-ldentifica las v.a que han definido
erroneamente y plantea devoluciones
para que identifiquen sus errores.
-ldentifica elementos de conjuntos
erréneos Yy/o relaciones erréneas, u otra
dificultad o error, y plantea devoluciones
para que el estudiante se percate de su
error.

- Basado en la observacion, selecciona a
4 grupos, que hayan definido diferentes
v.a.

¢,Definen una v.a asociada al
desafio?

¢ldentifican los conjuntos que
relacionan la v.a y su funcion
de probabilidad?

¢Determinan los elementos de
cada conjunto?

¢, Definen la relacion entre dos
conjuntos? (v.a)

¢ Definen la relaciéon entre otros
dos conjuntos? (funcién de
probabilidad)

¢Registran en la hoja posibles
representaciones?

¢ Discuten
compafieros?

con Sus

¢Logran representar la V.A 'y
su funcion de probabilidad?

.Se  cumple el
planificado?

tiempo

25 min

4. Trabajo en la pizarra

4.1 Cada uno de los cuatro
estudiantes ilustrara la v.a que
han definido y representado
junto a su funcibn de
probabilidad.

4.2 Los estudiantes responden a
las preguntas del profesor con
respecto a sus estrategias.

4.1 La pizarra la divide en cuatro partes,
gue seran completadas con las cartulinas
de los grupos.(escogidos previamente)

4.2 Pide a cada uno de los estudiantes,
seleccionados previamente, de manera
individual que expongan su cartulina y
expliquen sus estrategias para definir una
v.a.

4.3 Va haciendo preguntas que dejen en
evidencia las estrategias usadas.

¢Los alumnos se atreven a
salir a la pizarra?

¢;Los estudiantes en forma
grupal escogen entre las v.a
definidas individualmente?
¢Llegan a un consenso?

¢ Representan la(s)
relacién(es) entre los
conjuntos?

¢ Se interesan los alumnos en
compartir sus ideas?
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¢Cémo determiné la(s) relacion(es)?
¢ Cémo encontrd los elementos de cada
conjunto?

¢Hay alumnos que abandonan
el desafio?

¢, Qué devolucion fue dada?

,Se  cumple el
planificado?

tiempo

CIERRE (30 min)

5. Sintetizar las ideas

5.1 Se ilustra en la pizarra la
representacion de las diferentes
v.ay su funcién de probabilidad.

5.2 Se destaca y analizan las
argumentaciones de cada
estudiante. En el caso, del
estudiante que propone una
estrategia diferente, realizar las
siguientes preguntas:

¢Sumaste los puntos de cada
ficha del doming?
¢ Calculaste
relativas?

frecuencias

5.1 El profesor muestra la representacion
de la v.a y su funcién de probabilidad,
relacionando los elementos de cada
conjunto en cada caso.

5.2 El profesor
estudiantes:

pregunta a sus

Al observar la representacion de las
cuatro v.a y su respectiva funcién de
probabilidad, ¢es posible definir otras
v.a?

SAlgan grupo que haya definido otras
v.a?

5.3 El profesor concluye:
Con las respuestas anteriores, se

concluye que para un determinado
espacio muestral existe méas de una

variable aleatoria que se puede
representar junto a su funcion de
probabilidad.

¢Los estudiantes participan
activamente en la clase?

¢;Los estudiantes analizan si
las v.a que definen sus
comparferos cumplen las
caracteristicas de una funcion?

¢,Los estudiantes relacionan
los elementos de cada conjunto
de las v.a propuestas por sus
compafieros?

.Se  cumple el
planificado?

tiempo

Tabla 9: Planificacion de la 3° clase de la secuencia didactica
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CONCLUSIONES

Promover el aprendizaje de la variable aleatoria en su naturaleza funcional junto a su
funcién de probabilidad, a través de una secuencia didactica planificada en base al
andlisis de una primera clase, ha sido un gran desafio, pues es de suma importancia
para los docentes en cuanto a la educacion continua, ya que nuestro curriculum
nacional se va ajustando de acuerdo a las necesidades de la sociedad, siendo una de
las que predomina actualmente la estadistica y por lo tanto lograr abordar los
conceptos estadisticos en forma didactica implica un aprendizaje significativo en los
estudiantes y asi profundizar en los conceptos matematicos con el fin de desarrollar
un pensamiento matematico para la resolucion de problemas de nuestro diario vivir.

De acuerdo a las producciones de los grupos de estudiantes de segundo de
secundaria y el analisis de resultados desarrollados bajo sustento, es posible afirmar
que la comprension del concepto matematico representacion de la variable aleatoria 'y
su funcion de probabilidad es complejo para ellos, por ende en su proceso de
aprendizaje se enfrentan a dificultades que el docente debe prever.

Las principales dificultades que se presentaron fueron definir y representar un
conjunto, pues no agrupan los elementos en subconjuntos con iguales caracteristicas
(Ortiz, 2002), la otra dificultad que se presentd con mayor frecuencia fue la de definir
relaciones entre los tres conjuntos e identificar que dichas relaciones definidas son
funciones, tal como lo reportan Ruiz y Albert (2013).

La representacion de variable aleatoria y su funcién de probabilidad son conceptos
matematicos abstractos que involucran varios conceptos matematicos igual de
abstractos y complejos para su comprension (Miller, 1998), pero el desafio propuesto
en el estudio de clase a través de un problema no rutinario, resultd ser a la luz de los
datos, una estrategia estadistica para relacionar dichos conceptos con la cotidianidad
y lograr que se convierta en un objeto matematico que puede ser abordado en forma
sencilla.

En el andlisis epistemoldgico queda en evidencia que la variable aleatoria ocupa mas
de la caracterizacion de su funcion de probabilidad que de ella misma, ademas de no
incluir la composicién de funciones dentro de problemas de planteo.(Ruiz, 2004) es
por ello que el desafio propuesto es un aporte sustancial a la comprension del objeto
en estudio, pues no sélo introduce en concepto de variable aleatoria, sino también su
funcion asociada a la probabilidad, es decir, representa la relacion de tres conjuntos
con caracteristicas de funcién, que genera una composicion de funciones en
problemas no rutinarios.

Ademas, en el analisis didactico del contenido, no sélo pretende indagar en las
diferentes representaciones del objeto matematico (tabular, grafica, geomeétrica,
conjuntista), sino que la presencia de signo en relacién con la representacién de la
variable aleatoria y su funcion de probabilidad, pues como se dijo anteriormente
acarrea un listados de conceptos matematicos fundamentales que articulan su relacion
con el objeto matematico en cuestion. Pues, si se observa una produccion que utilizé
un gréfico sagital y una que utilizé6 una tabla, la relacion entre los elementos de los
conjuntos es la misma, sélo existe una diferencia de estrategia.
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La representacion de signo enriquece la interpretacion de las producciones de los
estudiantes, ya que si bien es cierto lograron relacionar los elementos de los conjuntos
no fueron mas alla del concepto de relacion entre conjuntos, la identificacion de los
dominios y recorridos y tampoco notaron la presencia de una composicién de
funciones. Lo que conlleva nuevamente a que la comprension del objeto matematico
es compleja de ahi que no se hizo presente la representacién de indice en las
producciones de los grupos de estudiantes, predominando la de icono y simbolo.

Queda de manifiesto que la linea de investigacion debe enfocarse en el caracter
funcional de la variable aleatoria y la composicién de funciones en problemas de
planteo con el fin de convertir el saber sabio en un saber ensefiado, pero que
efectivamente logre el aprendizaje esperado propuesto por el curriculo nacional
“Comprender el concepto de variable aleatoria y aplicarlo en diversas situaciones que
involucran experimentos aleatorios”, y no sélo enfocarse en la funcién de probabilidad
que utiliza la variable aleatoria como una herramienta para su representacion.
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