Pontificia Universidad Catdlica de Valparaiso
Facultad de Ciencias
Instituto de Matematicas

Propuesta Didactica para el trabajo de
Ecuaciones de Primer Grado en N, por
estudiantes de entre 10y 11 afnos

TRABAJO FINAL PARA OPTAR AL GRADO DE
MAGISTER EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA

De: Andrea Paz Soto C.

Profesores Guia:
Patricia Vasquez Saldias
Romina Menares Espinoza
Elisabeth Ramos Rodriguez

2017



INDICE

INTRODUGCCION ...ouiiiiitiieiicie ittt sttt sttt sa bt e e esesae s eseseenens 5
PROBLEMATICA ..ottt ettt 6
ANTECEDENTES ... e e aaa s 7
MARCO CONCEPTUAL. ...ttt s 10
ANALISIS CONCEPTUAL ...ttt ettt ettt st sen e 13
[4=To o [ @] o1 (=1 o1 o [0 1S SRR 14
DefiNICION ESCOIAN ......covvviiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeee ettt 15

D= T Yo o I =1 (1 o 1 = USSP 16
Distancia entre DefiNICIONES.......coiviiiiiiiiiiiie e eeeeees 16
Analisis Historico-EpiStemMOIOQICO ........euvuiiiiieiiiieeiiiiie e e e 16
ANALISIS DE CONTENIDO ....ooouiiiiiiie ettt ettt 18
Sistema de RepreSeNntacCiONesS ............ceiiieeiieieiiiiiie e eee e e e e e s 18
REQISIIO VEIDAl......ccoiiieeei e 18
ReQgiStro SIMDOIICO........uvveiii i e e 18
Material ManipUIALIVO..........oiiiiiiiieeii e eeaeee 18
Representacion GrafiCa...........ccuvveuuiuiiiii i e e e e e e e eeaeaee 19
ANAlisiS FENOMENOIOGICO ......evvviiii e e e e e eeaaanes 20
ANALISIS COGNITIVO....cuiiiiiiiiiieietesiestete ettt ettt sse e saesnenens 21
ANAIISIS CUITICUIAN ... e e e e e e e e e e e e e e e e e eeeeenes 21
ANALISIS 08 TEXIO ...ci e e 23
Limitaciones del APrendiZaje..........coovvuvuueiiiiie i e e e e aeaaees 25
EXPECIALIVAS ...ttt e e e e e et e e e eeeenaaa 28
ANALISIS DE INSTRUCCION ......ooiiiiiiiieiesieiet et 29
ANALISIS EVALUATIVO ...ttt ettt en e 30
D] ESY=T [0 I 1Y/ 11 (o o] (o o | oo 1SRRI 30
Categorias de ANAlISIS........cooovii i 30
ANAIISIS de RESUIAUOS ......cuvviiii e e e e e e eeaaanes 33

T 1oL U ToloxTo] o B P PP PSPPPP PSP 33
Anclaje de Categorias € INStrUMeNtOS.........ccovvviiiviiiii e e e 34
Sintesis de la Panoramica Global...........cccoooiiiiiiii 35
Presentacion de la EVIENCIa ............uvuiiiieeeiiiiicie e e e 38
Principales HallaZgos .......coooi oo 41
Discusion de los Resultados (Analisis A POSEEriori) ........ccvvvvvvviiiiiieeeeennnnns 42
Contraste: Andlisis A Priori v/s Analisis A POSteriori..........ccccceeeeeeeeeenenen... 46

(0] o o1 11 ] o] =70 a7
SECUENCIA DIDACTICA ...ttt ettt ettt 48
DescripCiON Y OrganiZaACION ........cieeeeeeieeeiiiiies e e e e e e e eeeate s e e e e e e e eeaaaran e e e e eaeeeennnes 48
ODbjetivoS Y SU ArtICUIACION..........eveiiiiiiiiiiiiiiieeieeeeeeeeeeee ettt eeeeeeeeeeeeees 48
Primera Sesion de APrendiZaje........ccovuuuuuuiiiieiee e e e e e e e e e e eeeaanns 50
Segunda Sesion de APreNdiZAJ ..........uuuuuuururrruieiiiiiiiieeiieeeeraeernnnen—————- 58
Tercera Sesion de APreNiZAJE ......uuciieeeeeiieeiiiiee e 64
ANALISIS A PRIORI DE LA SECUENCIA ......ooiiieeeeeeeeeeee e 73
PRIMERA SESION ......oouiiiiiteceeeeeeeeeeeee ettt 74
(@] 0] 1= 1AV o TSRS 74



CONOCIMIENTIOS PIEVIOS ... 74

ApPrendizajesS ESPEratos.......coovvvuuiiiiii i 74
INICIO . 74
Descripcion de la Actividad.............uueiiiiiiiiiice e 74
ReSPUESTa EXPEITA .. .cccuiiieieii e 74
POSIDIES ESIrategias .....uuvuuiiieeiiiieeiiiii e 75
Posibles Dificultades-Errores y DevOoIUCIONES .........ccooeeviviviiiiiiiiieeeeeeeeeiaiens 76
DESARROLLO ...t 76
Descripcion de la ACHVIAA. ..........euuueeeiiiiiiieieiieiiieeeieeeeeeeeee e eeeeeeeeeeees 76
ReESPUESTA EXPEITA .. .cceuiiiii e 77
POSIDIES ESIrategias .....uvuuuiiie it 77
Posibles Dificultades-Errores y DevolUuCIONES .........cccceevvvveiiiiiiiiieeeeeeeeeinnens 77
Descripcion de la ACHVIAA. ...........uueueiiieiiiiiiiiieiiieieieeeeeeeeeeeeee e 78
ReESPUESTA EXPEITA .. .cceuiiiiiiei e 79
POSIDIES ESIrategias .....uuuuuiiieeiiieeiiiiei e 80
Posibles Dificultades-Errores y DevoIlUCIONES .........ccceeevvvveviiiiiiiieeeeeeeeiiinens 80
CIERRE . ... ettt s 82
Descripcion de la Actividad..............coiiiieiiiiiiie e 82
ReSpUEStas ESPEradas.........cui i eiiiiiiiiiiieee et e e eeeeeee 82
Consideraciones Generales para el Cierre........ccccvvuvvvciiiieeeeeeeeiiccee e 83
Matematica INVOIUCTAUA. ............euviiiiiiiiiiiiiiiieiieiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 83
SEGUNDA SESION ..ottt eaeeaeeae e, 84
(@] 0] 1= 1AV o TSP 84
COoNOCIMIENTOS PreVIOS .....cccoiiiiiiiiiiiieeee e 84
APrendizajesS ESPEratiS ......ccoovviiiiiiiiiie i 84
INICIO . 84
Descripcion de la ACHVIAA. ...........uuueeeiieiiiiiieiieiiieieieeeeeee e 84
Respuesta ESPErada..........coiiiiiiiiiieiiiiiii e e 85
Consideraciones Generales para el INICIO ...........coovviiiiiiiiiieiiiiiiiie e 85
DESARROLLO ...t 86
Descripcion de la ACHVIAA. ...........uuueeeiiiiiiiiiiiieiiieeieeeeeeeeee e eeeeeeeeeeeeeees 86
ReESPUESTA EXPEIMTA .. .cceviiiii e 87
POSIDIES ESIrategias .....uvvuuiieeeiiiieiiiiie e 87
Posibles Dificultades-Errores y DevolUCIONES .........ccceeevvvveviiiiiiiieeeeeeeeeiennns 91
CIERRE . ... ittt s 93
Descripcion de la Actividad..............coiiiiieiiiiieie e 93
ReSpUEStas ESPEradas.........cui i eiiiiiiiiiiiee et e e eeeeeee 93
Consideraciones Finales para €l CierITe.......cccooeevvvveeiiiiiiiiieeeeeeeeeiie e 93
Matematica INVOIUCTAUA. ............euvviiiiiiiiiiiiiiiiieeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 94
TERCERA CLASE ..ottt s 95
(@] 0] 1= 1AV o TSRS 95
COoNOCIMIENTOS PreVIOS .....ccoiiiiiiiiiiiie e 95
APrendizajesS ESPEratiS.......coovuuiiiiiiiiii it 95
INICIO .. 95
Descripcion de la ACHVIAA. ..........uuuveeeiieiiiiiiiiieiiieeieeeeeeeeeeeeeee e eeeeeeeeeeeeees 95
ReESPUESTA EXPEITA .. .cceuiiiiiiie e 95
Posibles Dificultades-Errores y DevoIlUCIONES .........ccooeeevveviiiiiiiiieeeeeeeeiiiees 96



DESARROLLO ... 97

Descripcion de la Actividad.............uuuiiiiiieiiice e 97
ReSpUESta EXPEITA .. .ccuniiiiieie e 98
POSIDIES ESIrategias .....uuvuuiiieeiiiieeiiicii e 99
Posibles Dificultades-Errores y DevolUCIONES ..........cooooevviviiiiiiiiiieeeeeeeeens 101
CIERRE . ... ettt 104
Descripcion de la ACtIVIdA............uuuuiiiriiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 104
Respuesta ESPErada.........cceeiieiiiieiiiiiiii e 105
Consideraciones Finales para €l CieITe........ccoovvveiiiiiiiiiiiiiine e 105
Matematica INVOIUCIAdA............coeverriiiiii e e e e e eeaanaes 105
CONCLUSIONES. ... 106
REFERENGCIAS ..ottt snbssnnnnes 110
Anexo 1: Objetivos de Aprendizaje e Indicadores de Evaluacion de 1° a 8° Basico
............................................................................................................................ 115
Anexo 2: Tratamiento del Concepto y la Resolucion de Ecuaciones en cuatro
TEXIOS ESCOIAIES ... e ciiiieeiiiee et e e e e e et r e e e e e e e e aeran e e eees 117
Anexo 3: Plan de Clases del Estudio de Clase ..........coovvviiiiiiniiiiiniieiiiiiee e 119



INTRODUCCION

Esta monografia se elabor6 en el marco el curso de Seminario de
Graduacion. En ella se expone la experiencia de realizada por un grupo de
profesores, en el contexto de un Estudio de Clases y se propone una secuencia
didactica para el trabajo de ecuaciones de primer grado pro estudiantes de entre 10
y 11 afnos.

Al comienzo de este escrito, se presenta la problematica detectada respecto
a la resolucion de ecuaciones, para después, exponer algunos antecedentes que
sustentan su existencia en la realidad. Posteriormente, y considerando que la
propuesta se elabora a partir de los resultados obtenidos desde Andlisis Conceptual
(Rico, 2013), se da a conocer dicho marco seleccionado para guiar nuestro trabajo,
para luego, desarrollar los apartados que lo conforman. De esta manera, se realiza
inicialmente, un analisis conceptual del objeto ecuacion, en el que se elabora una
red de contenidos asociados; se define el concepto desde el &mbito erudito y
escolar; se establece cual es la distancia entre ambas; y se realiza un breve analisis
histérico-epistemologico al respecto. Una vez hecho esto, se da paso al andlisis de
contenido, en el que se estudia el sistema de representaciones dentro del cual
puede hallarse al objeto y se desarrolla un analisis fenomenoldgico con el objetivo
de exponer en cudles diferentes contextos podemos encontrar o debemos resolver
ciertas ecuaciones.

Después, se realiza un analisis cognitivo, cuyos acapites corresponden a un
analisis curricular, es decir como se manifiesta o propone a la ecuacion en el
curriculum; y a un analisis de texto, para conocer como conceptualizan, ejemplifican,
trabajan y resuelven las ecuaciones de primer grado en este material escrito. En
este mismo apartado, de describen una serie de limitaciones de aprendizaje
relacionados con el trabajo del objeto en cuestidn, para finalmente, proponer qué se
espera que logren los alumnos en términos de aprendizaje.

Luego de eso, nos adentramos mas particularmente al estudio de clases,
pues en el analisis de instruccion se presenta el plan de clases correspondiente a
este disefio, el que es posteriormente analizado con base en el disefio metodoldgico
que se propone para ello. Asi, luego de dar a conocer el paradigma, disefio,
unidades de analisis, técnicas, procedimientos y categorias de analisis, al inicio del
analisis evaluativo, se procedemos a explicarle a lector como realizaremos dicho
proceso, para luego describir los principales, a partir de los que posteriormente
discutimos (analisis a posteriori).

Las conclusiones se elaboran a partir del plan de clases, la evidencia
recogida y el andlisis a priori; y es lo que nos permite justificar las decisiones
tomadas para la elaboracion de la propuesta didactica. Cabe destacar que previo
a concluir, se realiza brevemente un contraste entre el analisis a priori incorporado
en el plan de clases del estudio de clase, y el analisis a posteriori, con énfasis en
las dificultades y errores acerca del trabajo con ecuaciones. Consecuentemente, se



presenta la propuesta didactica que se conforma de tres planes de clase y el analisis
a priori de cada uno de ellos.

Finalmente, se establecen algunas conclusiones sobre el trabajo realizado,
especificamente acerca del disefio, la innovacion y el aporte de este a la comunidad
educativa.

PROBLEMATICA

La problematica que sustenta este trabajo, tiene relacion con las dificultades
y/o errores evidenciados por algunos estudiantes, cuando resuelven ecuaciones de
primer grado, ocupando estrategias mecanicas y desprovistas de sentido, que se
utilizan para determinar el valor de la incognita. Al respecto, Hurtado y Torres
(2015), seialan que los estudiantes, dado sus afos de experiencia con cantidades
numericas exactas y conocidas, tienden a mantener interpretaciones aritméticas de
la mayoria de las situaciones algebraicas, y no aceptan la existencia de cantidades
desconocidas, de variables con mdltiples significados y mucho menos, que el
resultado de una expresion puede ser una letra o una expresion simbdlica. Por ello,
el autor afirma que la permanencia de una “cultura aritmética” en los estudios
algebraicos, la carencia de conceptos, operaciones y propiedades necesarias para
el estudio del algebra, entre otras, son serias dificultades que los estudiantes deben
superar para lograr darle sentido a sus estudios algebraicos (lbid, 2015, p. 2).

Asi mismo, Booth (1984, citado en Engler, Gregorini, Muller, Vrancken y
Hecklein, 2003), indica que, los estudiantes usan inadecuadamente una formula o
regla conocida, que han extraido de un prototipo o libro de texto y la usan tal cual la
conocen o la adaptan incorrectamente a una nueva situacion. Esto segun el autor,
genera errores originados como falsas generalizaciones sobre operadores o sobre
nameros.

En relacion a esta problematica, diversos autores han venido elaborando
diversas propuestas de aprendizaje, con el fin de subsanar las dificultades que
presentan los alumnos cuando resuelven ecuaciones de primer grado. Algunas de
estas, utilizan la balanza como modelo para la comprensién y resolucién de
ecuaciones, la que se encuentra incluida también, en el curriculum chileno. Esta
herramienta, permitiria tratar el concepto de ecuacion como igualdad, pudiéndose
con esta, descubrir las propiedades de la igualdad como una relacion de
equivalencia en la que se basa la resolucién formal de ecuaciones (Wilder y Vaquiro,
2010).Asi mismo, De Moreno y De Castellano (1997), sefialan que el concepto de
ecuacion se construye a partir de igualdades como situaciones de equilibrio que
pueden ser representada a través de balanzas, en las que hay un elemento
desconocido (incégnita), tratandose inicialmente de encontrar el valor de dicho
elemento para lograr el equilibrio propuesto.

A partir de la justificacion que se da al uso de la balanza para comprender
significativamente algunos métodos de resolucion, asi como también, el concepto
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de ecuacién, nos preguntamos si el hecho de resolver y hallar el valor de la
incégnita, se basa principalmente en el concepto de igualdad o equilibrio. Si asi
fuera, entonces podriamos suponer que el uso de la balanza seria la solucién mas
eficiente y pertinente para superar los errores y dificultades que enfrentan los
estudiantes. Sin embargo, existen antecedentes (Sanchez, 2014; Zambrano 2011;
Abrate, Pochulu y Font, 2008, Engler, Gregorini, Muller, Vrancken y Hecklein, 2003;
Booth, 1984) que nos harian suponer que, durante varios afios, aun cuando se
utiliza la balanza como recurso de aprendizaje, estas dificultades siguen
evidenciandose en el aula.

Por ello, es que la problemética planteada, trasciende al concepto de
igualdad que seria relevado por el uso de la balanza, y se relaciona directamente,
ademas, con el manejo del lenguaje algebraico, la concepcion de cantidades
desconocidas, las propiedades que tiene la adicion y multiplicacion en el sistema de
los nimeros naturales, el uso de algoritmos aritméticos en el algebra o desprovistos
de sustento matematico, entre otros. que corresponden a elementos que no
necesariamente se superan con el uso de la balanza.

ANTECEDENTES

A continuacion, se dan a conocer algunos antecedentes encontrados en la
literatura, que sostienen la existencia de la problematica planteada.

Sanchez (2014) analiza los errores en la resolucién de ecuaciones de primer
grado, y cita a Caballero (2010), quien afirma que, las ecuaciones, reportan
dificultades y errores en el aprendizaje de este concepto, atribuidos al uso del signo
igual, uso de propiedades simétricas y el significado dado a los literales (Caballero,
2010, citado en Sanchez, 2014, p.2)

Respecto a la resolucion de ecuaciones, Zambrano (2011), hace referencia
a una resolucion automatica y afirma que, para un gran numero de estudiantes,
resolver ecuaciones de este tipo, se reduce a la aplicacién de algoritmos de forma
mecanica, que muchas veces no comprenden y se convierten en un ejercicio de
memoria. Coherentemente, Chavarria (2014) concluye desde su investigacion, que
muchos estudiantes aprendieron de memoria determinados procesos, pero sin
analizar realmente el razonamiento que cada problema conllevaba para su
resolucion. Y en este contexto, Chavarria (2014) cita a Skemp (1978), quien afirma
gue la mayoria de los alumnos tienen una comprension instrumental de la
matematica, pero presentan dificultades para comprender la matematica relacional
(Chavarria, 2014, p. 29).

Quienes también se refiere al proceso mecanico de resolucion, son
Gonzalez, Rey, Olivares y Parra (2015), agregando que el problema ocurre cuando
se realiza un proceso algoritmico desprovisto de significado y que, sin embargo,
conduce a una respuesta correcta. Es aqui donde segun los autores, los estudiantes
transponen indiscriminadamente los términos bajo estas reglas, sin notar qué es lo
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gue debe realizar primero en una operacion. En este caso, el estudiante solo realiza
un proceso algoritmico mecanico, sin hacer un analisis de los procesos previos que
lo llevan a utilizar esta operacién matematica y como consecuencia, se evidencia
que el alumno muestra una falencia de comprension de conceptos matematicos en
la ecuacion de primer grado (lbid, p. 2). Por ejemplo, en la ecuacion x+2=
5, muchos estudiantes utilizan la operacion inversa, restando 2 al 5 y haciendo
desaparecer al 2, asi: x = 5 — 2. Este tipo de resolucion, aunque lleva a la respuesta
correcta, es mecanica en tanto el estudiante, debiera sustraer el 2 a ambos lados
de laiigualdad, asi: x +2 -2 =5 — 2.

Por otra parte, Abrate, Pochulu y Font (2008), afirmaron que los alumnos no
suelen contar con muchos recursos para resolver ecuaciones de primer grado, lo
que, segun los autores, podria deberse a que cuando los estudiantes creen conocer
todas las técnicas basicas, terminan utilizandolas sin distincion y sin analizar que el
problema podria haber sido resuelto mas facilmente, a través de otros meétodos. Por
lo mismo, segun ellos, se tornaria evidente, que la falta de un modelo didactico para
los estudiantes, que sirva de referente adecuado para la resolucion de ecuaciones,
obstaculiza el proceso de desarrollo de las competencias y habilidades a lograr en
esta area (lbid, p. 168)

De Moreno y De Castellano (1997), realizan una categorizacion de errores
entre los que estan: realizar solo las operaciones en un miembro de la igualdad sin
hacer las debidas modificaciones en el otro y realizar deficientemente las
operaciones de suma o resta implicadas en algunos de los miembros de la ecuacion
(Ibid, p.250); proponen que utilizar en la ensefianza del tema, inicial y
exclusivamente, la representacion simbdlica de la ecuacion, impediria al estudiante
la interpretacion y el analisis de otras representaciones mas concretas, en las que
se evidencia el papel que desempefia cada uno de los elementos dentro de la
igualdad. Es decir, el tratamiento puramente simbdlico del objeto, haria que la
resolucion de ecuaciones, muchas veces se transforme en un procedimiento
mecanico, mas que en un andlisis y significacién del concepto de ecuacion (lbid, p.
251).

En relacién a lo anterior, Mufioz y Swears (2013), elaboran una Situacion
Didactica, en torno a la resolucion de ecuaciones y utilizan la balanza, dando paso
a la busqueda de estrategias de resolucion, permitiendo hacer una transicién natural
entre la actividad concreta y la nocion de equivalencia presente en la ecuacion, asi
como las operaciones necesarias para resolverla (Ibid, p. 8).

Por otra parte, Chavarria (2014), sefiala que hay factores afectivos, de
contextualizacion, relacionados con conocimientos previos y de temor a lo atipico,
qgue influyen de manera negativa en la resolucion exitosa de ecuaciones y que no
podrian ser enfrentados ni superados con el mero uso de la balanza. Entre las
conclusiones de su investigacion, se encuentra en primer lugar, que los factores de
indole motivacional, en tanto mala predisposicion del estudiante, perjudicaria su
aprendizaje de las matematicas, particularmente en la resolucién de ecuaciones. En
segundo lugar, el autor sefiala que tanto los libros de texto, como los ejercicios
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presentados por los docentes, proponen problemas ajenos al contexto en que los
estudiantes se desenvuelven, asunto que también perjudicaria una buena
resolucién de ecuaciones, ya que contextualizar los problemas, habria demostrado
no solo ser una manera de motivar al estudiante, sino también, de verificar si los
analisis y respuestas efectuados eran correctos (Ibid, p. 27). En tercer lugar, el autor
logré apreciar que varios de los estudiantes no interrelacionaban los contenidos
matematicos aprendidos, por tanto, tenian vacios conceptuales sobre aprendizajes
que tendrian que haber sido asimilados con anterioridad en la escuela, asi, algunos
estudiantes no lograban resolver un problema, porque no conocian por ejemplo, el
significado de aumentado o disminuido, demostrando un lenguaje pobre que no les
permitiria trasladar una oracién cotidiana a una forma algebraica (Ibid, 30).
Finalmente, los ejercicios atipicos también representaron una dificultad, puesto que,
como inicial y comunmente se trabajan ecuaciones simples que la gran mayoria
puede resolver, una vez que se les presentan ejercicios diferentes a los vistos en
clases, los estudiantes suelen demostrar inseguridad y tienden a cometer errores.

Wilder & Vaquiro (2015), también elaboran una propuesta para la resolucién
de ecuaciones de primer grado, a través del uso de la balanza. Entre sus
conclusiones, indican que este, modelo propicia un escenario en gque los estudiantes
logran tomar conciencia sobre la necesidad de mantener la equivalencia en las
ecuaciones; reconoce también, que a pesar del uso de la balanza, muchas veces
los estudiantes no logran generar ecuaciones equivalentes cuando se debe dividir
en ambos lados de la igualdad para despejar finalmente la incdgnita (Ibid, 160), por
ejemplo en 2x = 6, y aunque muchos reconocen que para despejar finalmente la
incégnita es necesario dividir, dicho proceso no se realiza en ambos lados de la
igualdad, con lo cual se altera la produccion de ecuaciones equivalentes. El autor
reconoce también, que en el proceso de solucion de las ecuaciones donde la
incognita se encuentra ubicada al lado derecho de la igualdad, gran parte de los
estudiantes fuerzan a que esta quede al lado izquierdo, cometiendo en algunos
casos procedimientos erroneos, los que los lleva a generar una solucion incorrecta
de la ecuacion (lbid, p. 161). Y, ademas observé cémo varios estudiantes cometen
errores al intentar no dejar el cero en uno de los miembros de la ecuacion, lo que
podria deberse segun Wilder & Vaquiro (2015), a que los estudiantes no reconocen
la posibilidad de tener una expresion igualada a cero.

Finalmente, el mismo autor menciona algunas desventajas y/o dificultades
del uso de la balanza, sefialando que dicho modelo no permitiria representar
ecuaciones haciendo uso de los niumeros enteros o racionales (x + 3 = —4); y no
permitiria representar la resolucion de ecuaciones del tipo x + 9 = 0, siendo esta
altima dificultad una de las mas documentadas, es decir, la incorporacién de
nameros negativos y su operatividad a la sintaxis algebraica (lbid, 59). Si bien no
se podrian resolver este tipo de ecuaciones con una balanza, este instrumento
surge como modelo inicial para introducirse al mundo de las ecuaciones.

Por ello, aunque los racionales y enteros no son contenidos de 5° basico,
curso en el que se inicia la operacion de ecuaciones de primer grado, igualmente
las dificultades propuestas por Chavarria (2015) podrian evidenciarse, sin ser la
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balanza, la herramienta que acabaria con ellos en su totalidad. Y, por otro lado, si
bien este instrumento surge como modelo inicial para la comprension y operacion
de ecuaciones de primer grado, no puede ser extrapolada a la resolucién de
ecuaciones de primer grado mas complejas, propuestas en niveles de aprendizaje
avanzados, en donde los errores y dificultades siguen presentandose; mas aun, si
estos permanecen incluso en niveles de ensefianza superior, podriamos suponer
facilmente que su utilizacién inicial, no eliminé los obstaculos que se manifiestan en
su resolucion.

MARCO CONCEPTUAL

A continuacion, se presenta el marco conceptual desde el cual se desarrolla
la monografia, este consiste en la realizacion de un Andlisis Didactico (Lupiafiéz y
Rico, 2008), el que aporta un método especifico de abordar cuestiones didacticas,
en tanto abarca un conjunto de conceptos y métodos con uso generalizado en los
grupos de investigacion de Did4ctica de la Matematica. Dicho marco, se sustenta
en las reglas generales del analisis, tal y como este se entiende desde la filosofia y
la historia del pensamiento; y aborda problemas de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas escolares (Rico, 2013).

En cuanto a los origenes del Andlisis Didactico, este ha venido
desarrollandose desde la antigiiedad. Rico (2013), sefiala que el método de andlisis,
se desarroll6 desde la antigiiedad, en la geometria griega bajo la influencia de
Platon y Aristoteles. Luego, a comienzos de la Revolucion Cientifica, los trabajos de
Descartes utilizaron los conceptos de analisis y sintesis para la discusion de los
métodos y de las ideas de la época. Actualmente, el analisis 0 método de invencién
o resolucién, se completa con la sintesis o método de ensefianza, siendo esto, la
via para enseflar a otras personas, aquellas verdades descubiertas por el
procedimiento del analisis. Asi, la dimension transformadora o interpretativa del
analisis, viene dada porgue cualquier analisis de un enunciado, supone su previa
transformacion [...] por ello, el trabajo consiste en interpretar aquello que buscamos
analizar, como parte del proceso de regresion y descomposicion (Ibid, 2013, p. 4).

Las razones por las cuales seleccionamos este marco, tienen directa relacion
con las bases de nuestro trabajo, el que se inicié con un estudio de clases, realizado
con base en la problematica planteada y para el cual, ya se habian desarrollado
varios de los elementos que Rico (2013) hace parte de su analisis didactico.
Ademas, los errores y dificultades que incluso el mismo autor propone en relacion
a la resolucion de ecuaciones, corresponden al motor que impulsa y promueve las
decisiones tomadas para la elaboracion de la unidad didactica, a partir del
aprendizaje significativo de los conceptos, contenidos y estrategias necesarios para
ello. Asi, podriamos decir que nuestra investigacion tiene dos elementos centrales:

- La elaboracién de una unidad didactica.
- El analisis de las limitaciones de aprendizaje.
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En coherencia con ello, el analisis didactico propone converger distintos andlisis,
como de texto, curricular y de errores y/o dificultades, en un analisis de instruccion
gue corresponde justamente, al desarrollo de una propuesta didactica. Es asi como
dicho analisis, resulta un marco coherente para sustentar nuestra investigacion.

Como propuesta metodologica, nuestro marco conceptual se articula a su vez

en cuatro tipos de andlisis: conceptual, de contenido, cognitivo, de instruccién y de
evaluacion.
Estos sub-andlisis del marco, tiene por objetivo fundamentar, dirigir y sistematizar
la planificacion y puesta en practica de los procesos de ensefianza y aprendizaje de
las ecuaciones de primer grado con una incognita, llevandose a cabo a partir de los
elementos tedricos que gana el profesor cuando documenta su practica, es decir,
cuando incorpora organizadores del curriculum que la fundamenten, siendo
organizador, aquel conocimiento que se adopta como componente fundamental
para articular el disefio, desarrollo y evaluacion del curriculum (Hurtado, 2013).

- Andlisis Conceptual: se relaciona con los conceptos como componentes de
nuestro pensamiento, fundamentales para entender e interpretar procesos
mentales y psicolégicos como la categorizacién, inferencias, memoria, etc.
Asi, este analisis es una herramienta metodologica para controlar la
complejidad semantica, seleccionar opciones idoneas y disponer de un
aparato teorico adecuado para la investigacion educativa (Rico, 2013). Por
medio de este, se controla la precision tedrica de los conceptos, examinando
cuidadosamente la diversidad de significados, las posibilidades de conexion
entre los términos, a la vez que contextualiza la definicion dentro del area en
que se inserta, usando ejemplos, contraejemplos en vez de la definicion
explicita; y emplea analogias y términos evocativos en vez de pruebas,
axiomas y cuantificaciones. Y, ademas, revisa en profundidad los conceptos
y nociones basicas sobre el conocimiento matematico, sobre sus
fundamentos e historia, sobre su génesis y desarrollo; y sobre los principios
para su ensefianza e interpretacion de su aprendizaje (Ibid, p. 16).

- Andlisis de Contenido: corresponde a un método para el procesamiento y
revision de los contenidos de la comunicacion, destinado a formular, a partir
de ciertos datos, inferencias plausibles y validas que puedan aplicarse a su
contexto (Krippendorff, 1990). Asi, el andlisis de contenido tiene por finalidad
descubrir la estructura interna de la comunicacion, estudiando para ello su
contenido semantico, ademas de incorporar la dimension reductora,
descomponiendo el contenido en sus unidades mas simples para lo cual
utiliza de modo sistematico la determinacion de temas y la identificacion de
categorias, estableciendo y estudiando ademas, la diversidad de significados
escolares de los conceptos y procedimientos de las matematicas que
aparecen en un texto (Rico, 2013).

- Andlisis Cognitivo: se desarrolla cuando el profesor, a partir de la informacion
obtenida en el andlisis de contenido previo y del conocimiento sobre las
matematicas escolares y sobre su aprendizaje, enuncia y organiza las
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capacidades que ellos esperan que desarrollen sus estudiantes sobre un
tema especifico, analizando también, las contribuciones que realizan esas
capacidades al desarrollo de competencias matematicas globales (Lupiafiez
& Rico, 2008).

- Andlisis de instruccion: este centra en el disefio, seleccion y secuenciacion
de las tareas que conformaran la unidad didactica que se esta planificando.
También recoge aspectos relativos a la gestion de aula, al empleo de
materiales y recursos; y a los criterios y métodos de evaluacién. Cabe
destacar que la separacion entre el andlisis cognitivo y el analisis de
instruccion es analitica, sin embargo, ambos analisis son interdependientes,
en tanto la seleccion de unas expectativas de aprendizaje concretas marcan
la orientacion de las tareas el profesor pondra en juego, pero al mismo
tiempo, el analisis de una tarea especifica puede ampliar ese abanico de
expectativas de aprendizaje (Lupidfiez, 2009).

- Andlisis de Evaluacion: es aguel momento en el que el profesor determina
las capacidades que los escolares han desarrollado y las dificultades que
pueden haber manifestado hasta el momento. Asi, una vez realizado el
analisis de instruccion y que el docente haya observado y registrado lo que
sucedié en su interaccion con los estudiantes, él ha de ser capaz de:
comparar las previsiones que se hicieron en la planificacion con lo que
sucedid cuando esa planificacién se puso en practica en el aula; establecer
los logros y deficiencias de la planificacion en su puesta en practica en el
aula; caracterizar el aprendizaje de los escolares con motivo de la puesta en
practica de las actividades y; producir informacién relevante para una nueva
planificacion (Gémez, 2005).

A continuacién, se presenta un esquema que resume el ciclo del Analisis
Didactico (Rico, 2013).

! L | b y | l
ANALISIS ANALISIS DEL ANALISIS ANALISIS DE ANALISIS
CONCEPTUAL CONTENIDO COGNITIVO INSTRUCCION EVLUATIVO
Conceptos y términos Estructura y andlisis Lxpectativas de Funciones y insg::s::‘: de
bdsicos formal aprendizaje de la tarea) avalnscital
T : G Rendimiento
Aproximacién Sistemas de Limitaciones en el . 5
histérico-critica representacion aprendizaje Materiales y recurson Iresu]tn.do.s__e
mterpretacion
_Géuesi’s s Andligis, = Demandas cognitivas Gestién del aula Toma de decisiones
Epistemolégica Fenomenolégico

‘ Sintesis: Conceptos
red de significados
que articulan un

tems,

Sintesis: Focos
prioritarios

‘ Sintesis:

aprendizajes

Organizacibn de los

‘ Sintesis: Disedio de
la unidad didéctica

Sintesis: Revisién

del proceso
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Es importante mencionar que, para el desarrollo de nuestro trabajo, se
desarrollaran los cinco analisis propuestos por Rico (2013), sin embargo, el analisis
de evaluacion se llevara a cabo a partir una sesion de aprendizaje y con base en
las categorias de analisis que se presentaran mas adelante.

Respecto de la relacion teorico-didactica, en la creacion de la unidad que se
encuentra al final del presente informe, se podra identificar como este marco
conceptual, se va concretando en las actividades de aprendizaje propuestas. Asi,
varios de los elementos de nuestra red de contenidos, por ejemplo: igualdad,
incognita, valor desconocido, solucion, resolucion de problemas, descomposicion
aditiva, propiedad cancelativa, entre otros.; y también, la definicion escolar del
concepto de ecuacion, estan presentes en nuestra planificacion.

El sistema de representaciones del objeto ecuacion, también puede
evidenciarse en nuestra secuencia, en tanto la ecuacion se trabaja simultanea y
progresivamente, de manera concreta, pictorica y simbolica. Y como ya lo
mencionamos, nuestra unidad tiene sus bases tanto en el curriculum, como en los
textos escolares, considerando qué se espera que aprendan y como se pretende
que lo hagan.

Finamente, se consideran como elemento central, las dificultades y errores
que presentan los alumnos, como por ejemplo: los alumnos realizan Inferencias o
asociaciones incorrectas, que se originan por la creacién de nuevas “reglas” de
transposicion de términos, a partir de las que ya conocian; también, generan
transposiciones indiscriminadas de los términos cuando estan resolviendo; y tienen
falencias en la comprension de los conceptos mismos de la ecuacion, variable y
solucion (Abrate, Pochulu y Vargas, 2006). Ademas, los estudiantes tendrian
tendencia a interpretar las letras como objetos en si mismos y no como la
representacion de un nuamero; también, mantienen una cultura aritmética que
perjudica la comprension de letras o soluciones no numeéricas; se les dificulta
ademas, traducir hechos escritos en lenguaje natural al algebraico, involucrando
nameros, letras y simbolos; y finalmente, los docentes abordarian la formacién
matematica muy apegado a lo algebraico y poco relacionado a la resolucion de
problemas, lo que podria causar dificultades (Booth, 1984. Citado en Abrate,
Pochulu y Vargas, 2006)

ANALISIS CONCEPTUAL

En esta seccidn, se realiza el Analisis Conceptual, que segun Rico (2013),
corresponde a una herramienta metodoldgica para controlar la complejidad
semantica, seleccionar opciones idoneas y disponer de un aparato tedrico,
adecuado para la investigacion educativa. Por ello, en primer lugar, se elabora una
red de contenidos en la que se evidencian todos los elementos que se vinculan con
nuestro objeto matematico; en segundo lugar, dicho objeto se define desde un nivel
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erudito y escolar, para finalmente describir cual es la distancia que existe entre
ambas definiciones.

Red de Contenidos

En esta se articulan los distintos elementos que forman parte tanto del
concepto, como de la resolucion de las Ecuaciones de Primer Grado. Dicha red,
corresponde a una adaptacion y complementacion de la propuesta de Borja (2012),
quien es su trabajo de fin de Master, realiza un Analisis Didactico, con el objetivo de
disminuir las dificultades respecto a la traduccion del lenguaje algebraico y la
resolucion de problemas.
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Traduccion pueden ser A . Y
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' B ... % ¥ Uit | decardcter [ Por ejemplo,
] 1T : ] arlax “sola"a .
Balanza Lenguaje Recta ax+b=¢ | ] ¥ ]un lado de la descomponiendo
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. - Lenguaje Cartesiano | Personales g | ;
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A modo de resumen, en el esquema anterior, se define a la ecuacion
de primer grado como una igualdad entre dos miembros separados por
un signo igual (=) y que consta de incognitas cuyo exponente es 1, es
decir de un valor desconocido, cuya solucion corresponde al valor que
satisface a dicha ecuacion.

En cuanto a su resolucién, esta depende del sistema numérico en el
que se esté trabajando, puesto que, entre ellos, difieren las propiedades
de adicion y multiplicacion que permitirian hallar el valor de la incognita.
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Por ejemplo, las ecuaciones 3 + x = 4y 2x = 4, son ecuaciones que pueden
ser resueltas en N, siempre y cuando para la adicion, se cumpla que si se
tiene: a+x=bcon a,b ENb = a; y en el caso de la multiplicaciéon ax = b,
debe cumplirse que: b debe ser divisible por a y b # 0. Para el caso de
numeros enteros (Z), en la adicibn no existen restricciones como si las
hay en N, siendo posible resolver ecuaciones como 4+x=3. Sin
embargo, para la multiplicacion, se mantiene como limitacion que, si se
tiene ax = b, b debe ser divisible por ay b # 0. Finalmente, en los racionales
(Q), tanto para la adicion (ax + b = c¢), como para la multiplicacion (ax =
b), debe cumplirse que a € Q — {0}

Finalmente, las ecuaciones de primer grado, ademas de poder
encontrarse en distintos contextos, como el cientifico y el educativo
pueden manifestarse también, a través de distintas representaciones,
como la grafica, simbdlica, concreta, entre otros.

Definicién Escolar

Por un lado, el actual texto ministerial de la Editorial Santillana, define a la
ecuacion como:
“Una igualdad entre dos expresiones en las que hay valores desconocidos
llamados incognitas” (Ho, Kee, & Ramakrishnan, 2017, p. 262).

Y por otro, la misma editorial en la licitacion privada del afio anterior, define
al mismo objeto como:

“Una igualdad entre dos expresiones, en las que hay términos
desconocidos o incégnitas. Esta igualdad satisface para uno o varios valores de la
incognita, que corresponde a la solucion de la ecuacion. La incognita
generalmente, se puede simbolizar con una letra” (Avila, N. & Navarro, F. 2016, p.
160).

Finalmente, nos parece interesante también, sefialar que Santillana en su
proyecto Casa del Saber de licitacion privada, hace cuatro afios, definio a la
ecuacion como:

“Una igualdad entre dos expresiones algebraicas que se satisface para uno
o varios valores de su incégnita. Para resolverla, se debe encontrar el valor de la
incognita que satisface la igualdad; este corresponde a la solucion de la ecuacion”

(Avila, J., Fuenzalida, C., Jiménez, M.J. & Ramirez, P. 2013, p. 148).

Llama la atencidn, que en ambos textos se indica que uno o varios valores
pueden satisfacer la ecuacion, sin embargo, en 5° basico no se trabaja con
ecuaciones que tengan mas de una solucion, sino con aquellas que tienen solucién
Unica.
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Definicion Erudita

La ecuacion 2x — 2 = x + 3 puede escribirse como f(x) = g(x) segun Klein
(1950), tratando a la ecuacién, como una igualdad entre dos funciones, ya que a
partir de la 2x — 2 = x + 3, se obtiene f(x) =2x -2y g(x) = x + 3.

Ademas, una ecuacion siempre tiene solucion (Mena, A. 2010), pues existe
un axioma de especificacién, que genera un nexo entre la légica y los conjuntos,
permitiendo generar un nuevo conjunto a partir de otro predefinido y una condicion.
Por ejemplo: el conjunto de elementos que satisfacen la ecuacion 2x — 2 = x + 3,
es § = {x eR:2x —2 =x+ 3} = {5}. Asi también, la solucién obtenida de la
ecuacion x —1 = x + 3, corresponde al conjunto solucion que la satisface: S =
{x e Rix —1=x+ 3} =0, es decir, la ecuacion tiene soluciéon vacia. En el caso de
esta Ultima ecuacion, es importante mencionar que, aun sin resolverla, podria
concluirse gque tiene solucion vacia, ya que no es posible que algo al que se le quita
(x — 1), seaigual a algo que se le agrega (x + 3).

Distancia entre Definiciones

Tanto en la definicion escolar, como la erudita, tratan la ecuacion como una
igualdad, sin embargo, los textos la reducen a la igualdad entre dos expresiones,
desconociendo qué o como son por ejemplo si son solo nimeros, nimeros y letras,
funciones como lo define Klein (1950) u otro tipo de simbolo. En cambio, Klein
(1950), define que esta igualdad es especificamente de funciones. En el caso de
ax —b =x +c, se obtiene la siguiente las siguientes funciones: f(x) = ax —
by g(x) = x + ¢, pudiendo escribirse la ecuacion como: flx) =

g(x).

En cuanto a la concepciéon que se da de solucién, los textos escolares
asumen que la solucion de una ecuacion un numero, lo que como se sefiald
anteriormente no necesariamente es asi, ya que ésta puede ser vacia (0).
Finalmente, se entiende desde los textos, que una ecuacion es una igualdad que se
satisface — siempre - para uno o varios valores, los que nos lleva a preguntarnos:
¢ Si la ecuacion tiene solucién vacia, no es una ecuacion? La respuesta a esta
pregunta es simple, claro que sigue siendo una ecuacion, tal y como lo mostramos
en el parrafo anterior.

Analisis Historico-Epistemoldgico

A continuacién, se hara un analisis historico epistemoldgico del objeto
ecuacion. Para ello, tendremos a la base, la definicibn que Jaramillo (2013) hace
del concepto epistemologia, definiéndolo como un recorrido por la historia del sujeto
respecto a la construccién del conocimiento cientifico.
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La Evolucion de la Ecuacioén

Papiro de Ahmes o Ring (1650 a.c) |

Algebra elemental para resolver
problemas cotidianos.

'| Civilizacion Mesopotamica (600 a.c — 2350 a.c) |

Resolucion verbal de ecuaciones de primer y
segundo grado, cibicas y bicuadriticas sin

reconocer numeros negativos.

> Euclides (325-275 a.c)

Resolucién verbal de ecuaciones
de primer y sepundo grado,
cibicas y  bicuadriticas  sin
reconocer nimeros negativos.

v
Diofanto de Alejandria (214-298 a.c) | *| Brahmagupta (598-670 a-c) * Mohammed Ibn-Musa Al - Jwarismi (780-d.c) |
Abreviaturas  de  ecuaciones  y Notaciones algebraicas para Algehra retorica. Expone mds directa y
soluciones  no  geométricas  de ecuaciones cuadréticas e clementalmente la resolucién de ecuaciones

ecuaciones de primer grado con
hasta tres incognitas y ecuaciones de

indeterminadas. Solucién general de
la ecuacion lineal (ax + by = ¢ con

de segundo grado.

segundo y tercer grado con nimeros a,b,c enteros) y estudio de la
negativos. ecuacién  diofintica  cuadritica
(x* =1+py?).
v
Bhaskara (1114-1185) > LeonardodePisa(1170-1240)  |—>  LucaPaccioli (1145-1517) |
Retoma ecuacion diofintica. Tratamiento de la ecuacién clbica y Solucién a casos particulares de la
Observaciones  sobre  ecuaciones aproximacion a una raiz irracional. ccuacion x* + px = q sin demostracién

lineales y cuadréticas (determinadas e clara.
indeterminadas), medidas de 4rea,
progresiones aritméticas y
geométricas; y raices.
|

L
Scipione del Ferro (1465-1526) | Gerolamo Cardano (1501-1575) |- »  Rafacl Bombelli (1526-1572)

Solueién general de la ecuacion Resolucion de la ecuacion general de Algebra formal para el trabajo con.

clibica. tercer grado x*+px*+qx=r . a+ bv—1 dando soluciones reales y
Llamo ecuaciones irreductibles a aceptando la existencia de = g
aquellas con radicandos negativos, COMo Un fimero.
publica en su obra Artis Magna un
método para resolverla y la solucion de
la ecuacion x* + 6x% + 36 = 60x,

Francoise Viete (1540-1603) *  René Descartes (1595-1603) | » Leonhard Euler (1707-1855)
Transicion del dlgebra retérica a la Intenta liberar a la geometria del Resolucion de problemas
simbdlica introduciendo el uso de uso de figuras a partir del uso de geométrica mediante sistema de
letras del alfabeto. métodos algebraicos. coordenadas, trabajando la

ecuacion curva y la ecuacion de la
recta.

. : .

Evariste Galois (1811-1832) | Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Demuestra que toda ecuacion polindmica f(x) = 0 tiene al
menos una raiz, ya sean los coeficientes reales o complejos.
Asi, sea cual sea el grado de la ecuacién polinémica, tiene
que tener al menos una raiz compleja, demostrando que un
polinomio cualquiera se puede factorizar en factores reales
lineales y cuadriticos.

Una ecuacion algebraica irreductible, es soluble por radicales, si
y solo si, el grupo simétrico del conjunto de sus raices es
soluble. Proporciona un algoritmo para calcular las raices de una
ecuacion, cuando estas son expresables por radicales. Asi, la
comparacion del cuerpo generado por los coeficientes, con el
cuerpo generado por las soluciones de la ecuacion, permite
decidir si las soluciones pueden expresarse en términos de
sumas, productos o raices n-ésimas de los coeficientes de la
ecuacion; los Cuerpos de Galois, constituyen la estructura dentro
de la que se pueden resolver muchas ecuaciones.



ANALISIS DE CONTENIDO

A continuacién, se realiza el Andlisis de Contenido, con la finalidad de
descubrir la estructura interna de la comunicacion, estudiando para ello su contenido
semantico. De esta manera, se describira el sistema de representaciones dentro del
cual puede trabajarse el objeto ecuacion, y luego, se llevara a cabo un andlisis
fenomenoldgico, que tiene por objetivo evidenciar algunos contextos en los que, de
alguna manera, nuestro objeto cobra vida y sentido

Sistema de Representaciones

En la red de contenidos se describe una ecuacion de primer grado, que puede
expresarse a partir de distintas representaciones, que corresponden a las diferentes
formas mediante las cuales se puede representar un concepto y sus relaciones con
otros (Rey, 2012). A continuacién, se presenta la ecuacion x + 3 = 6, a partir de un
problema escrito en lenguaje verbal, luego en registro simbdlico, con material
manipulativo y finalmente, en registro grafico.

Registro Verbal

La representacion verbal de una ecuacion, corresponde a la forma en que
cotidianamente nos referimos a una ecuacion y por lo mismo, se utiliza para la
resolucién de problemas por medio de ecuaciones. Por ejemplo: “Daniela tenia 3
chocolates y su hermana le regal6 unos cuantos mas, con los que completo un total
de 6 estudiantes ¢cuantos chocolates le regalaron a Daniela?”. Este problema
escrito en lenguaje natural, puede resolverse a partir del paso de dicha
representacion verbal, a la representacion simbdlica de la ecuacion de la siguiente
manera: x + 3 = 6. Al resolver esta ecuacion, se obtiene que x = 3y por tanto
se concluye que, Daniela recibié 3 chocolates de regalo.

Registro Simbolico

Este tipo de representacion segun Ortega (2012), trata de expresar una
ecuacion por medio de una combinacién de letras y nimeros; y de una igualdad
entre ellos. Esto es de la siguiente manera: ax + b = cx + d. En esta igualdad, las
letras a, b, c, d son valores conocidos, y la letra x, es la incégnita de la cual se quiere
conocer el valor. Asi entonces, [1+ 3 =6 es una ecuacion escrita de manera
simbdlica y en ella se reconocen: el primer miembro (x + 3), segundo miembro (6),
los términos (x,3,6) y la incognita (x), cuyo valor corresponde a la solucion de la
ecuacion.

Material Manipulativo

El uso de material manipulativo, se utiliza generalmente en los niveles
iniciales de ensefianza, segun el curriculum chileno desde 1° basico. Su uso
corresponde a una via de introduccion por parte de los estudiantes a las ecuaciones,
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gue permite asociar de manera concreta, sus elementos, con los de una ecuaciéon
escrita simbdlica, lo que también simplificaria la comprension y visualizacion de los
procedimientos implicados para su resolucién. Por ejemplo, la balanza.

Segun Ortega (2012), la balanza es un instrumento que permite comprender
el concepto de equivalencia entre dos ecuaciones. En el caso de x + 3 =6, se
puede representar cada miembro en un platillo diferente.

PN 000
,Oﬁﬁ 000

Luego, quitando la misma cantidad de bolas en cada lado de la balanza (3)
para mantener su equilibrio, se obtiene el valor de la bolsa, que corresponde a la

incégnita. Es decir, x = 3. =

- ) 000

Representacion Grafica

Este tipo de representacion, corresponde a la manifestacion de la ecuacion
de primer grado en el plano cartesiano, la que corresponde a una recta. En este
caso, nos parece pertinente retomar la definicion erudita de ecuacion, planteada en
nuestro andlisis conceptual. En ella se define a la ecuacion, como una igualdad de
funciones, las que estan definidas en la representacion grafica. Asi, la ecuacion x +
3 = 6, puede escribirse como f(x) = g(x), yaque f(x) =x+ 3y g(x) = 6. El valor
de x, corresponde entonces, a la interseccién de la recta paralela al eje de las
ordenadas, que surge de la interseccion de las rectas que representan ambas
funciones, con el eje de las abscisas.

y A

gx) =6
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Analisis Fenomenoldgico

Segun Rico (2013), la fenomenologia aborda los fenédmenos que dan origen
a los conceptos, los contextos en los que se utilizan y aquellas situaciones en las
gue se presentan y aplican, dotando de sentido a los contenidos en estudio. Este
analisis entonces, trata de describir los fenbmenos que nos encontramos en la vida
cotidiana y su relacién con los conceptos, procedimientos y propiedades de un tema
de matematicas, tratando de establecer una relacion entre una estructura de
matematicas y los fendmenos asociados a ella (Ortega, 2012, p. 12).

A continuacion, se presentan cinco diversos contextos en los que se puede
identificar una ecuacion, en tanto segun Rincén (2007), el aprendizaje de un
concepto matematico es mas facil si se basan en el contexto de la vida real en que
se presentan o en situaciones que dan sentido.

Tabla 1: Analisis Fenomenolbgico
Area Ejemplo
Fisica Un automovil se demora en recorrer del punto A al B, 15 minutos
y va a una velocidad de 3 km/hr. ¢Cual es la distancia que hay
desde el punto A al B? Para resolver este problema, podemos
plantear la siguiente ecuacion:
X

3=E

Al resolverla, obtenemos x = 45, por lo que el automovil recorre
una distancia de 45 kilobmetros.

Geometria En la siguiente configuracion, las rectas a, b,c y d son paralelas.
Se pide calcular el valor de x. El teorema de Thales, nos lleva a

.. 7 x . s
resolver la ecuacion — = 3g0 CUYa solucion es x = 17,5.

/ 12 em / Tem Ya que, si dos rectas
concurrentes son
cortadas por dos 0 mas
rectas paralelas como
a,b,c,d en este caso, los
segmentos que estas
determinan sobre
aguellas, son
proporcionales.

3 cm
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Estadistica Juan, para participar en las olimpiadas de matematicas, necesita
tener un 6,5 de promedio en esta asignatura. Este promedio se
calcula con cuatro notas y él, hasta ahora tiene un 7,0; 6,4 y 6,2
¢qué nota deberia sacarse como minimo para poder ir a las
olimpiadas?

Para hallar el valor de la nota que desconocemos, se plantea la
ecuacion:
_ 70+ 62+ 64+ x

64
4

La solucién es x = 6,0, es decir, Juan necesita sacarse un 6,0
como cuarta nota.

Quimica  Se sabe que cierta cantidad de un componente A, recién
reaccionara cuando se mezcla con 50 ml de un reactivo B. Se sabe
qgue 12,5 ml del reactivo B, reaccionan con 25 ml del componente
A ¢Cuanto del componente A debemos mezclar con 50 ml del
reactivo B para que este reaccione?

La ecuacion que podemos proponer es 12,5 =25xﬂ. Por tanto,

concluimos que son 100 ml del componente A, los que
reaccionaran con 50 ml del reactivo B.

ANALISIS COGNITIVO

En esta seccidon, se llevara a cabo el Andlisis Cognitivo de nuestra
investigacion, el que segun Rico (2013), trata de organizar el para qué y hasta dénde
aprender determinados conocimientos sobre un objeto. En coherencia con ello,
primero se realizara un analisis curricular, luego un analisis de texto, posteriormente
se describiran las principales dificultades que presentan los estudiantes en el
tratamiento del objeto en cuestidn; y finalmente, se describiran los objetivos que
pretendemos logren nuestros estudiantes a partir del analisis instruccional.
Andlisis Curricular

Analisis Curricular

A continuacién, se realizara un barrido curricular, que tiene por objetivo
describir el tratamiento que se le da al objeto ecuacién desde 1° a 8° basico.
Respecto al nuestro marco conceptual, Rico (2013) sefiala que una reflexion
curricular, resulta fundamental para disefiar tareas y elaborar textos de matematicas
escolares y, ademas, le permite al profesor adquirir, conocimientos y capacidades,
tanto para disefiar, como para evaluar. En el Anexo 1, se podra encontrar un cuadro
con los objetivos de aprendizaje y los indicadores de evaluacion presentes en el
curriculum y que se encuentran en directa relacion, tanto con el concepto, como con
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la resolucion de ecuaciones, lo que se constituyé como insumo para el siguiente
analisis.
1° Bésico
«Concepto de ecuacion implicito en tareas relacionadas con igualdad y desigualdad;
equilibrio y desequilibrio. Los estudiantes deben ordenar nimeros y resolver
problemas utilizando material concreto (balanza) y el signo igual (=).
2° Bésico
*Se agrega el uso de los simbolos > y < para determinar desigualdades,
incorporando el registro simbélico para realizar comparaciones.
3° Bésico

*Resuelven ecuaciones de un paso, representando la incognita con figuras
geométricas. Las estrategias que se proponen son ensayo Yy error; y uso de la
operacion inversa. El campo numérico se extiende a 100.

4° Béasico

*Se mantiene el campo numérico, se promueve la modelacién, la comprobacion
simbolicay el uso de la operacion inversa.

5° Bésico

*Ahora los estudiantes expresan un problema mediante una ecuacion o crean un
problema a partir de una ecuacién dada. Obtienen ecuaciones mediante situaciones
y explican las estrategias que utilizan para su resolucion.

6° Basico

*Se introduce el uso del lenguaje algebraico, generalizando algunas férmulas,
propiedades, relaciones y patrones a través de ecuaciones, promoviendo la
estrategia de descomposicion aditiva y multiplicativa; ademas de sumar o restar los
mismos numeros a ambos lados de la igualdad.

7° Bésico

*Retoman el uso del lenguaje algebraico, relacionandolo con frases escritas en
lenguaje natural. Las ecuaciones que se resuelven ya no son solo de la forma ax =

b, sino también §= b, para lo cual, utilizan el inverso multiplicativo de a. Y se
incorpora la representacion de la solucién por medio de la recta numérica.

8° Basico

eAhora las ecuaciones que se modelan y resuelven ya no son ax = b 0 g = b, sino
gue también como ax + b = c; §+b =c;ax=b+cx;alx+b)=cyax+
b=cx+d.
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A modo de resumen, las ecuaciones se incorporan de manera progresiva al
proceso de ensefianza y aprendizaje, incluso, los alumnos trabajan con ecuaciones
sin saber que lo estan haciendo. Las estrategas de resolucion se simplifican a
medida que los alumnos conocen diferentes sistemas numéricos, lo que les aporta
herramientas para ajustarlas. El lenguaje algebraico se integra también lentamente,
puesto que las incognitas no siempre se expresan a través de letras. Finalmente,
las ecuaciones que resuelven los estudiantes también se van complejizando, en
coherencia con la conformacion gradual del conocimiento de los estudiantes en
otras areas, que es justamente lo que les permitiria enfrentarse con éxito a nuevas
ecuaciones. Sin embargo, es relevante mencionar, que si bien las ecuaciones
pueden resultar menos simples — por decirlo de alguna manera — a medida que se
conocen nuevos conjuntos numericos, tal como lo mencionamos en el apartado de
red de contenidos, disminuyen las restricciones que existen en cada uno de ellos.
Asi, cuando se llega al conjunto de los racionales (Q), al ser un cuerpo, ya no
existen estas restricciones.

Anédlisis de Texto

A continuacion, se realizara analisis de texto que tiene por objetivo evidenciar
y describir el tratamiento que se le da al objeto ecuacion en cuatro diferentes textos
escolares de 5° basico, uno de ellos ministerial y tres de licitacion privada. En el
Anexo 2, se podra encontrar un cuadro resumen y comparativo sobre algunos
elementos relacionados con el concepto y la resolucion de ecuaciones.

En relacion al concepto de igualdad, en los cuatro textos se define como, dos
expresiones que representan lo mismo. Algunos de ellos, lo hacen a través de las
propiedades de la adicion y la sustraccion; y otros, agregan a esto, las propiedades
de la multiplicacion y la division. Ademas, con el objetivo de definir el concepto, este
se contrapone — en la mayoria de los casos — al concepto de desigualdad, es decir
cuando dos expresiones no representan lo mismo.

Respecto al lenguaje algebraico, en dos de los cuatro textos se define de
manera explicita, como una forma de representar con simbolos que generalmente
son letras, una determinada expresion algebraica, ejemplificAndolo muchas veces,
con ecuaciones del tipo ax = b. Si bien en un texto no se define lenguaje algebraico
ni expresion algebraica, los estudiantes igualmente deben relacionar enunciados
escritos en leguaje natural, con la ecuacion que lo representa.

Ademas, aquellos textos en los que se define lenguaje algebraico, proponen
tareas de valorizacion de expresiones algebraicas, las que corresponden a
determinar el valor numérico de una expresion, por ejemplo, se pide determinar el
valor de: “3x + 5 con x = 2.

En cuanto a la comparacién de diferentes expresiones, los cuatro textos
proponen ejercicios al respecto. Dos de ellos lo hacen antes de introducir el
concepto de igualdad a partir del uso de los simbolos =, >y <. Uno de los textos,
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utiliza la balanza, para completar la definicion del concepto de igualdad, y se
observa en otro, que la comparacion de expresiones se realiza a modo de introducir
las inecuaciones, utilizando también los simbolos =, >y <.

Solo uno de los textos presenta ejercicios relacionados con la reduccion de
expresiones algebraicas, en las que los estudiantes se enfrentan a cintas
fraccionadas en la que cada parte equivale a x - por ejemplo — y si la cinta tiene
cuatro partes, entonces la expresion se reduce a 4x.

Los cuatro textos definen a la ecuacion de manera formal como una igualdad
entre dos expresiones algebraicas y en dos de ellos se indica que el valor de la
incégnita que satisface a la ecuacion, corresponde a la solucion.

Respecto a la resolucién de ecuaciones, los textos proponen la estrategia de
utilizar la operacién inversa en ambos lados de la igualdad, haciéndolo inicialmente
a partir de la balanza. Por ejemplo: x +5=7->x+5-5=7-5 -5 x = 2.

Sin embargo, uno de ellos da como estrategia, el dar un valor aleatorio a la
incégnita; y cuando se trate de ecuaciones como 2x = 4, dividir por 2 a ambos lados
de la igualdad. Ademas, se propone amplificar una ecuacion para igualar

. . .. 10 .. .
denominadores, por ejemplo, en la ecuacion g =T la fraccion g se amplifica por 5,

. ., b5z 10 . .
obteniendo la ecuacion = = g Y como los dos denominadores son iguales, se puede
resolver 5z = 10, cuya solucién es z = 2.

Todos los textos proponen resolver problemas por medio de ecuaciones y
todos sugieren para ello, el uso de la balanza. Sin embargo, solo en dos de ellos se
explicita una estrategia puntual que permite resolver estos problemas (“Para
plantear ecuaciones que representen una situacion problema es necesario
identificar la incégnita del problema, y los datos que permitan comprender mejor la
operacion involucrada en la situacion”).

Finalmente, los cuatro textos proponen comprobar la resolucion de una
ecuacion a partir del reemplazo del valor obtenido de la incognita en la ecuacion.

A modo de resumen, el tratamiento que estos textos dan al concepto y a la
resolucién de ecuaciones, se relaciona con los siguientes elementos: definicién de
igualdad, definicion de lenguaje algebraico y expresiones algebraicas, valorizacion
de expresiones algebraicas, comparacion de expresiones a través de simbolos (=,
<, >), definicion de ecuacion, estrategias de resolucion de ecuaciones y resolucion
de ecuaciones a través de problemas. Y el uso de la balanza de forma concreta o
pictdrica esta presente en todos ellos, tanto para introducir el concepto de equilibrio
(igualdad), como para evidenciar el procedimiento que permite hallar el valor de la
incognita, dando paso a la comprobacion.
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Limitaciones del Aprendizaje

Conocer las limitaciones en el aprendizaje de los estudiantes, resulta
fundamental en relacién con los origenes de nuestra investigacion (estudio de
clase), en tanto, se debi6 reflexionar y discutir sobre las evidencias reunidas sobre
la clase, utilizandolas para mejorar la leccion, la unidad de aprendizaje y la
ensefianza (Estrella, Morales y Olfos, 2015, p. 3). En coherencia con ello,
consideramos que las dificultades y errores cometidos por los alumnos, deben ser
los elementos que estén a la base al momento de analizar la sesion implementada,
y que guien la conformacion de nuestro analisis instruccional.

Por un lado, las dificultades en el aprendizaje de las matematicas, son
definidas por Abrate, Puchulu y Vargas (2006) como un conflicto cognitivo para
lograr el progreso en el aprendizaje y, ademas, son potencialmente generadoras de
errores. Los mismos autores realizan la siguiente clasificacion de dificultades en el
aprendizaje de la matematica (lbid, 2006, p.31) asociadas a:

- La complejidad de los objetos matematicos: tiene relacion con la
comprension y comunicacion de los objetos matematicos, que podria surgir
de la ayuda que la lengua comun presta a la interpretacion de los signos, ya
gue muchas veces se cometen abusos como roturas de reglas gramaticales
o faltas de ortografia y, sin embargo, el lenguaje matematico es preciso, esta
sometido a reglas exactos y comunica su significado por la interpretacion
exacta de sus signos.

- Los procesos de pensamiento matematico: se relaciona con la capacidad
para seguir un argumento légico, siendo esta incapacidad una de las causas
gue genera mayor dificultad en el aprendizaje. Abandonar ciertas
demostraciones no debe implicar el abandono del pensamiento légico, sin
contraponer métodos intuitivos, conjeturas, ejemplos o contraejemplos.

- Los procesos de ensefianza: surgen en relaciéon con la institucion, el
curriculum y los métodos de ensefianza. La organizacion del curriculum debe
disminuir posibles errores y dificultades, al igual que los métodos de
ensefianza, los que deben estar en coherencia con los elementos
organizativos e la institucion y del curriculum.

- Al desarrollo cognitivo de los alumnos: se deben conocer los estadios de
desarrollo intelectual de los estudiantes, representados por una forma
caracteristicas de razonamiento y por tareas especificas de matematica que
los estudiantes son capaces de realizar.

- Las actitudes afectivas y emocionales: actitudes negativas y emocionales
hacia la matematica estan asociadas a la ansiedad y el miedo. La ansiedad
por terminar una tarea, el miedo al fracaso o a la equivocacion, generan
bloqueos afectivos que perjudican la actividad matematica.
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Ademas de esta clasificacion de dificultades, los autores describen algunos de
los errores que més frecuentemente cometen los estudiantes cuando resuelven
ecuaciones (lbid, 2006, p. 114).

- Un primer error surge de inferencias o asociaciones incorrectas, las que se
originan por la creacion de nuevas “reglas” de transposicion de términos, a
partir de las ya conocian. Por ejemplo, los estudiantes en general, apelan por
despejar la x en un lado de la igualdad y operan los niumeros para ello. En el

caso de la ecuacion 2 + g = 6, los estudiantes aplican la operacion inversa,

multiplicando 6 - 3, ya que el 3 esta dividiendo, olvidando multiplicar el 2 por
el 3.

- Desde Ilo anterior, se afirma que los estudiantes transponen
indiscriminadamente los términos para dejar sola a la x a un lado de la
igualdad, no teniendo en cuenta las jerarquias de las operaciones y sin
realizar un analisis retrospectivo de la solucion a la que habrian llegado.

- Los alumnos tienden a sobrecargar la memoria con muchas reglas, las que
aplican mecanicamente sin comprenderlas (“si esta multiplicando hay que
pasarlo dividiendo”, “si estd sumando se pasa restando”, “si esta como
potencia se pasa como raiz”). Por ejemplo, en la ecuacion 2x + 4 = 12,
dividen el 12 por el 2 y luego restan 4 al 6, obteniendo como solucion x = 2,
sinembargo, 2x +4 =12 © x = 4.

- Falencias en la comprension de los conceptos mismos de ecuacion, variable
y solucién.

Booth (1984) citado en Abrate, Puchulu y Vargas (2006), sefiala que una parte
de estas dificultades podrian deberse a estrategias de ensefianza inadecuadas; y
otra, por factores cognitivos de desarrollo. El autor agrega también a la lista, las
siguientes dificultades.

- Hay una tendencia de los alumnos a interpretar las letras como objetos en si
mismos y no como la representacion de nameros; y cuando lo hace, la
interpreta como un numero desconocido (incognita), lo que no le permitiria
aceptar que dicha letra puede tomar cualquier valor, es decir, a la letra como
una variable.

- Abordar la formacién matematica del estudiante muy apegado a lo algebraico
y poco relacionado con la resolucion de problemas, puede acarrear
dificultades y errores futuros. Por ejemplo, puede que no existan dificultades
en resolver x + 3 = 6, pero si cuando se les presenta el problema: “Daniela
tenia 3 chocolates y su hermana le regalé unos cuantos mas, con los que
completd un total de 6 estudiantes ¢cuantos chocolates le regalaron a
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Daniela?” Esto, ya que podrian no reconocer la incognita, la operacion
involucrada o los datos necesarios para hallar el valor pedido.

- Mantener una cultura aritmética, lleva a los estudiantes, por ejemplo, a
reducir a un resultado numeérico, sin variables, al valor de x, ya que el signo
igual (=), desde los primeros afios esta asociado a un resultado concreto.

- Dificultades para traducir hechos matematicos descritos en lenguaje natural,
a otro mas formal mediante expresiones que vinculaban nimeros con letras,
debido a una introduccion formalista, abstracta y descontextualizada del
algebra, al presentarles problemas poco realistas o alejados de la propia
experiencia.

Por otro lado, el error es definido por Rico (1995) en Gonzéalez (2015), como
la manifestacion patente de una dificultad o una consecuencia de ella. Ademas, Rico
(1995) en Abrate, Puchulu y Vargas (2006), sefiala que existen cuatro vias por las
que puede presentarse un error como:

- El resultado de grandes concepciones inadecuadas acerca de aspectos
fundamentales de las matematicas.

- El resultado de la aplicacion correcta y crédula de un procedimiento
imperfecto sistematizado.

- La utilizacién de procedimientos imperfectos y concepciones inadecuadas.

- Lainvencién de propios métodos no formales por parte de los estudiantes.

A lo anterior, se agrega una clasificacion de errores que realiza Rico (1995),
citado en Engler, Gregorini, Muller, Vrancken y Hecklein (2003), respecto a
aprendizaje de las matematicas, estos corresponden a errores relacionados con:

- El lenguaje: se deben al mal uso de los simbolos y términos matematicos,
debido a su inadecuado aprendizaje.

- Obtener informacion espacial: dificultad para pensar mediante imagenes
espaciales o visuales y también errores por en la produccion de
representaciones iconicas inadecuadas de situaciones matematicas.

- Un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos previos: son
errores originados por deficiencias en el manejo de conceptos, contenidos y
procedimientos para las tareas matematicas.

- Asociaciones incorrectas o a rigidez del pensamiento: los alumnos contintan
empleando operaciones cognitivas aun cuando las condiciones originales se
hayan modificado, en general, a causa de la incapacidad del pensamiento
para adaptarse a nuevas situaciones.
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- La aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes: surgen con frecuencia por
aplicar con éxito reglas o estrategias similares en areas de contenidos
diferentes.

Y finalmente Booth (1984) citado en Engler, Gregorini, Miller, Vrancken y
Hecklein (2003), realiza una clasificacion de errores relacionados directamente con
el algebra y que se atribuyen a:

- Lanaturalezay el significado de los simbolos y las letras: son fundamentales
para saber como operar con ellos y como interpretar los resultados, lo que, a
su vez, permitird la transferencia de conocimiento aritmético hasta el &lgebra.

- El objetivo de la actividad y la naturaleza de las respuestas en algebra:
muchos estudiantes no se dan cuenta y suponen que en las cuestiones
algebraicas se les exige una solucién Unica y numérica.

- La comprension de la aritmética por parte de los estudiantes: los alumnos
reflejan dificultades de interiorizacion del concepto o falta de percepcion.

- Eluso inapropiado de “formulas” o “reglas de procedimiento”: los estudiantes
usan inadecuadamente una formula o regla conocida o la adaptan
incorrectamente a una nueva situacion. Es decir, provienen de falsas
generalizaciones sobre operadores o sobre nimeros, pudiendo ser mal uso
de la propiedad distributiva, de reciprocos, de la cancelacion y de métodos
informales.

Asi entonces, los errores y dificultades enfrentadas por los estudiantes respecto
de las ecuaciones son diversas y provienen de distintos factores, que incluso —
aparentemente — no tendrian directa relacion con las ecuaciones. La organizacion
curricular e institucional son decimos a la hora de prevenir su aparicion, al igual que
los conocimientos previos que han adquirido los alumnos.

Expectativas

A continuacion, se presenta un esquema que representa las hipotesis acerca
de como los escolares pueden progresar en la construccion de su conocimiento
sobre la estructura matematica, cuando se enfrentan a las tareas que compondra la
actividad de ensefianza y aprendizaje (Rico y Lupiafiez, 2008, p. 41)
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""Resolver ecuaciones
de primer grado, a
través de la balanza"

eldentifican la balanza como
una representacion concreta
de la ecuacion.

eRelacionan los elementos de
la balanza, con los de su
representacion algebraicas
(ecuacion).

eResuelven una ecuacibn a
partir de la balanza.

""Resolver ecuaciones
de primer grado
mediante 3
estrategias

(Descomposicién/Cancelacion, operacion
inversa y pregunta), m | e ntl’aS
arman un dominé de
ecuaciones"

<Resuelven diversas
ecuaciones.

eReconocen 'y comprenden
estrategias de resolucion.

eldentifican errores presentes

"Proponer y resolver
la ecuaciéon que
permite dar solucién
al problema”
«ldentifican la incégnita de un

problema.
=Proponen una ecuacion.
<Argumentan sobre la

estrategia para plantear la
ecuacion.

<Resuelven la ecuacion
«Comprueban la solucién de la
ecuacion.

en la resoluciéon de
ecuaciones.

De esta manera, se espera que los estudiantes, luego de haber relacionado
los elementos presentes en una representacion concreta de la ecuacion, con su
representacion simbdlica; sean capaces de resolver una ecuacion descomponiendo
aditivamente y utilizando la propiedad cancelativa, apoyandose del uso de la
balanza. Esto permitiria a los alumnos, resolver ecuaciones de manera simbodlica,
hallando el valor de x, ademas de ampliar su espectro de estrategias de resolucion
lo que, a su vez, permitira que sean capaces de reconocer en la resolucion de otro,
un posible error o dificultad, identificando y argumentando como sobreponerse a él.
Finalmente, una vez que el estudiante ha comprendido y significado los elementos
de una ecuacion, han resuelto y tiene una gama mas amplia de estrategias, se
espera que sea capaz de resolver un problema para lo cual, debe plantear y resolver
una ecuacion.

ANALISIS DE INSTRUCCION

El este apartado, corresponde presentar el analisis de instruccion, el que
como ya mencionamos, se centra en el disefio, seleccion y secuenciacion de las
tareas que conformaran la unidad. Segun Rico (2013), en esta seccion también se
evidencian aspectos relativos a la gestion de aula, al empleo de materiales y
recursos; y a los criterios y métodos de evaluacion.

En el Anexo 3, se presenta la clase del estudio de clases, que corresponde
a la segunda implementacién de dicho disefio metodologico, y por ello, fue
modificada una vez previamente, respecto a los resultados obtenidos. En dicha
planificacion, se incorpora el analisis a priori, en el que se explicitan las respuestas
expertas, las posibles dificultades y/o errores con sus correspondientes
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devoluciones y un apartado de evaluaciéon. Este formato es retomado en las
conclusiones, ya que creemos, influyo en los resultados obtenidos y por lo mismo,
se modifica considerablemente para la elaboracién del monogréfico. Finalmente, se
expone la tarea propuesta como recurso de aprendizaje.

ANALISIS EVALUATIVO

En este momento segun GoOmez (2005), el docente determina las
capacidades que los escolares han desarrollado y las dificultades que pudieron
haber manifestado.

Para el logro de dicha evaluacién, en este apartado se propone el disefio
metodoldgico dispuesto para el analisis, en el que se explicita el paradigma, el
disefio, las unidades de analisis, las técnicas, los procedimientos y las categorias
que permiten identificar especificamente, cuales son los errores y dificultades que
enfrentan los estudiantes cuando resuelven ecuaciones de primer grado. Luego, se
elabora un andlisis de resultados, para finalmente generar una discusion al
respecto.

Es partir de estos ultimos dos elementos, que se elabora el monografico
como propuesta didactica para el trabajo de las ecuaciones.

Disefio Metodoldgico

~ UNIDADES DE
PROCEDIMIENTOS DISERO ANALISIS TECNICAS
] |
[ I 1
N < . Recogida de xn
Estudio de Clases ‘ Contexto Sujetos Estamentos Inf; i4n Andlisis de Datos
' l
15 estudiantes, 5°
L FI_E;;?"";‘;E:EEI | | hbésico,sexo || | Curriculumy Registros escritos ‘__ Categorias de
o femenino entre 10/ Textos Escolares y orales. Anilisis
. v 11 aflos.

| ‘ Seleccitn de la

Objetivos Especificos evidencia mis

representativa por
. | % = 4 Z i categoria.
— 1. Disefio [~ Planificar considerando los conocimientos previos y objetivos
= ——— de aprendizaje,
[ | [ " " .
1 2, Impl idn | Llevar a cabo la primera sesién planificada.
—W Analizar los registros (escritos y orales) identificando errores

y dificultades, en relacién a las categorias de andlisis.

Categorias de Analisis

A continuacion, se daran a conocer las categorias de analisis, a partir de las
cuales se analizara la clase implementada. Respecto a la operacionalizacion del
marco conceptual, en relacion al surgimiento de estas categorias, se hizo una
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focalizacion en el andlisis cognitivo, mas especificamente en las limitaciones del
aprendizaje que Rico (2013) propone en el contexto de la realizacion de un Analisis
Didactico.

En coherencia con lo anterior, se describieron algunos errores y dificultades
que se encuentran registrados en la literatura (Abrate, Pochulu y Vargas, 2006;
Booth, 1984; Rico, 1995; Gonzélez, 2015; y Engler, Gregorini, Mller, Vrancken y
Hecklein, 2003) para a partir de ahi, se consideraron aquellos que estan
relacionados méas directamente con nuestro objeto matematico. Posteriormente,
estas se adaptaron a lo que refiere especificamente la tarea que se le propone a los
estudiantes. Por ello, las categorias de analisis corresponden a categorias
establecidas de manera a priori, con base a la evidencia recogida en diversas
investigaciones, en donde se clasifican distintos errores y dificultades, asociadas a
la resolucion de ecuaciones de primer grado

Tabla 4: Categorias de Anélisis. Errores y dificultades en la resolucion de
ecuaciones de primer grado (C=Categoria — SC=Subcategoria)

Categoria Descripcion
Los estudiantes manifiestan dificultades cuando deben

explicar y argumentar el procedimiento matematico

Procesos de

Ci1  Pensamiento : ., 2
” realizado en la resolucion de una ecuacion.
Matematico.
Cuando los alumnos resuelven una ecuacion, ya sea a
Cultura partir de una representacion pictérica (balanza) o
C2 Aritmética simbdlicamente, omiten la existencia de simbolos
Imperante. algebraicos como la x o la incognita.
Los estudiantes no dominan las herramientas
: .. (conceptuales ni procedimentales) para resolver
Desarticulacion : . .
ecuaciones de primer grado a partir del uso de la balanza.
de g . ! ;
Cs g Estos conocimientos y/o habilidades, debieron haber sido
Conocimientos : , . : .
Previos trabajadas segun el curriculum nacional, en niveles de
' educacién anteriores al que se encuentran los alumnos.
Usan inadecuadamente una férmula o regla de resolucion,
por ejemplo: generalizaciones erradas o inadecuadas
Uno como “si esta sumando, se pasa restando o si esta
inapropiado de multiplicando, se pasa dividendo”. Estas reglas
Cs4 normas o reglas provenientes de falsas generalizaciones, son adaptadas
de por el alumno a nuevas situaciones, en las que, a pesar de
procedimiento. ser inadecuadas, puede 0 no, concluir en resultados
correctos o incorrectos.
L Los estudiantes tienen dificultades para asociar los
Disociacion de
Cs elementos presentes en una balanza, con aquellos que

Registro

estdn en una ecuacion escrita algebraicamente. Por
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Pictérico y ejemplo, no relacionan la bolsa presente en la balanza,

Simbdlico con la x en la ecuacion.
Los alumnos cometen errores
en la resolucién de ecuaciones,
dando valores a la incognita
que, légica y contextualmente
no son posibles, ya que no
Ausencia de realizan _ un anéli_s,is
SC: Reflexion ante la retrospectlvo dg la solucion
s obtenida. Por ejemplo, cuando

Solucion

hay una x en la ecuacion, los
estudiantes afirman que x = 1.
Luego en la resolucion obtienen
que x = 3, sin advertir que 1 no
es igual a 3.

En el proceso de resolucion, los
estudiantes atribuyen un valor
numérico 0 no numérico de
manera aleatoria a la incognita
Yuxtaposicion  (simbdlica o] pictdrica),

Comprension
Cs no Significativa

de los .
entre naturaleza interpretando las letras como
SLEHEGTRE SC significado de  objetos en si mismos (Por
Algebraicos 2 ysl )

los simbolosy  ejemplo: si hay una x, entonces
letras equivale a 1) y no como la
representacion de una variable
que puede tomar cualquier

valor.

Los estudiantes manifiestan
dificultades en la comprension
de conceptos como ecuacion,

Escasa variable, solucion, incégnita,
SCs Comprension entre otros, lo que dificulta la
Conceptual asociacion de una ecuacion con

Su representacion pictorica y por
lo mismo, su resolucion.

Dentro del andlisis cognitivo propuesto por Rico (2013), se encuentra la
descripcion de las limitaciones del aprendizaje que presentan los estudiantes
respecto al objeto matematico a la base de nuestra investigacién. En relacion a esto,
se seleccionaron los errores y/o dificultades presentes en la literatura mas
representativos de nuestra problemética y entre ellas, para la elaboracién de
nuestras categorias, se escogieron las que estan mas directamente relacionadas
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con la resolucién de ecuaciones de primer grado. A modo de ejemplo, nuestra
primera categoria (C1) surge desde una propuesta hecha por Abrate, Pochulu y
Vargas (2006), quienes sefialan que las dificultades asociadas a los procesos de
pensamiento matematico, se relacionan con la capacidad para seguir un argumento
l6gico, siendo esta incapacidad, una de las causas que genera mayor dificultad en
el aprendizaje. En coherencia con ello, la tarea que se propuso a los estudiantes,
en el marco de la sesién que se analizd, propone que los alumnos, de manera
publica y oral, describan y fundamenten todos los procesos desarrollados en la
resolucién de una ecuacion, por tanto, consideramos fundamental, la presencia de
una categoria asociada a la argumentacion logica matematica. Asi, todas nuestras
categorias, estan en conexion con las tareas que deben llevar a cabo nuestros
estudiantes y por lo mismo, con el analisis a priori desarrollado para la sesion que
se llevo a cabo.

Analisis de Resultados

Introduccidén

Con la intencidn de visualizar y levantar informacion que nos permita dar
respuesta a nuestra pregunta de investigacion y cumplimiento a los objetivos
propuestos, el analisis de datos se realizara a continuacion, estructurado en tres
secciones.

La primera de ellas tiene relacion con el anclaje de las categorias e
instrumentos de recogida de datos. Por ello, se presentara una tabla en la que cada
categoria de analisis se clasifica de acuerdo al registro desde el que pueden
recogerse. Asi, existen tres categorias y una subcategoria (las que se especificaran
mas adelante) que pueden evidenciarse Unicamente de forma oral, dos
subcategorias que solo pueden levantarse desde el registro escrito; y dos que
pueden provenir tanto del registro escrito, como del oral. Cabe destacar que, en la
tercera seccion, se especifica a cual de estos pertenece cada evidencia.

En la segunda, la informacidn se organiza en una tabla de doble entrada, en
la que se puede visualizar qué y cuantas categorias de analisis se evidenciaron en
cada momento de la sesion (preguntas iniciales, y primer y segundo momento de la
tarea. En esta se puede visualizar cuales fueron las categorias que con mas o
menos frecuencia ocurrieron, e incluso cual no se registré en ninguna ocasion.

Y en la tercera, se presenta la evidencia mas representativa de cada
categoria, explicitando, ademas, el contexto en el que esta informacion fue recogida.
Esto, sumado a lo anterior, nos permite interpretar los datos y redactar los
principales resultados del presente analisis.

Previo al analisis, se definid la nomenclatura P para referirnos a la docente,
Ax a una estudiante, pudiendo ser x un namero del 1 al 10 que diferencia a cada
alumna; y As que corresponde a las respuestas corales que entregan la mayoria de
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las estudiantes al mismo tiempo. Es importante aclarar que, en la tercera seccion,
cuando se presenta evidencia por cada categoria, en la nomenclatura Ax el valor
gue tome x por cada categoria, distinguird que nos referimos a alumnas distintas,
sin embargo, cuando la evidencia corresponde a distintas categorias y ambas se
presente una A con el mismo valor de x, no quiere decir que corresponda a la misma
estudiante. Por ejemplo, en la evidencia de las categorias C1 y C2 se menciona la
intervencién de A2, al ser distintas categorias, no necesariamente estaremos
haciendo mencion a la misma alumna.

Finalmente, se debe mencionar que los datos seran analizados e
interpretados, con base en lo que declaran, por una parte, los autores desde los
cuales levantamos las categorias de analisis (Abrate, Pochulu y Vargas, 2006;
Booth, 1984; Rico, 1995; Gonzélez, 2015; y Engler, Gregorini, Muller, Vrancken y
Hecklein, 2003), y por otra, desde lo mencionado en otras investigaciones
relacionadas con nuestra pregunta de investigacion y objetivos (Chavarria, 2014;
De Moreno y De Castellano, 1997; Hurtado y Torres, 2005; y Sanchez, 2014).

Anclaje de Categorias e Instrumentos

Debido a la naturaleza de la tarea, las categorias de analisis, pueden
evidenciarse a partir de dos registros. El primero de ellos corresponde al escrito, el
que refiere a lo que cada alumna anot6 en sus guias de trabajo. Y el segundo,
corresponde al registro oral, que deviene tanto de los argumentos que dieron
algunas de las estudiantes cuando se les pidié explicar como habian llegado a la
respuesta escrita; como también, de las intervenciones echas por estudiantes en el
contexto de la puesta en comun.

Es importante mencionar, que previo a la resolucion de la tarea, se desarrolla
un dialogo inicial entre estudiantes y docente, en el que también puede evidenciarse
la presencia de algunas categorias. Por ello, las respuestas que dan las estudiantes
de forma oral a las preguntas del inicio de la clase, asi como también, los aportes,
opiniones y/o dudas manifestadas a lo largo de la sesion, seran consideradas como
evidencia para el presente analisis de resultados

En coherencia con lo anterior, a continuacion, se organizan las categorias de
andlisis en relacion al registro desde el cual se rescatan las evidencias que
representan a cada una de ellas.

Tabla 5: Clasificacion de las categorias, respecto al registro en el que pueden
evidenciarse.

Registro Categoria

C1 Procesos de Pensamiento Matematico.
Oral C3 Desarticulacion de Conocimientos Previos.

C4 Uso inapropiado de normas o reglas de procedimiento.
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Comprension no
Cs significativa de los SCas
Elementos Algebraicos.

Escasa comprension
conceptual.

Ausencia de reflexion ante la

- SCa L
Comprensiéon no solucion.
Escrito Cs significativa de los Yuxtaposicion entre
Elementos Algebraicos. SC2 naturaleza y significado de los

simbolos y letras.

Oral ylo C2 Cultura Aritmética Imperante.
Escrito Cs Disociacion de Registro Pictérico y Simbdlico

La tabla anterior, refiere a que las categorias C1, C3, Cs4 y SC3s, pueden
evidenciarse Uunicamente a partir del registro oral, es decir, desde las
argumentaciones que dan las alumnas respecto de las estrategias de resolucién
utilizadas y desde las intervenciones dan durante el inicio de la sesion o la puesta
en comun una vez finalizada la tarea. La categoria Cs y subcategorias SC1 y SC2
pueden evidenciarse unicamente a partir del registro escrito que nos proveen las
anotaciones que cada estudiante registro en sus guias. Y finalmente, las categorias
C2y Cs, pueden evidenciarse tanto a partir del registro oral, como del escrito.

Cabe destacar que lo anterior solo indica a partir de qué registro puede
evidenciarse cada categoria de analisis, lo que no quiere decir que una misma
evidencia puede se encuentre en mas de una categoria.

Sintesis de la Panoramica Global

Como ya se menciono, las respuestas que dan las estudiantes de forma oral
a las preguntas iniciales de la sesién implementada y las intervenciones dadas en
la puesta en comuan, también seran consideraras para el analisis.

Por otro lado, la tarea propuesta, se divide en dos instancias. En un primer
momento, las estudiantes reciben parte de la tarea y en un segundo momento, la
parte final de la misma. Para cada uno de estos procesos, existe una puesta en
comun en donde tres estudiantes argumentan sus registros escritos, seleccionados
por representar lo previsto en el analisis a priori (respuesta experta, respuesta
incorrecta y respuesta experta con estrategia diferente a la primera) y, ademas, el
resto de las alumnas también tiene la posibilidad de intervenir y aportar.

Es por lo anterior, que la sintesis de la panoramica global, se organiza de
acuerdo al momento de la clase: inicio, primera parte de la tarea y segunda parte
de la tarea. Es necesario mencionar también, que esta sintesis no puede
organizarse por estudiante, ya que no todas tienen la posibilidad de argumentar vy,
ademas, las intervenciones son aleatorias de acuerdo a la necesidad de aportar que
manifiesta cada alumna.
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Asi, con base en nuestra pregunta de investigacion (“;Qué errores y
dificultades emergen en la resolucion de ecuaciones de primer grado, aunque se
utilice la balanza como recurso de aprendizaje?”), resulta méas eficiente organizar la
informacion de tal manera de poder visualizar cuéles son los errores que enfrentan
las estudiantes, independientemente de si estos se evidencian mas de una vez en
la misma sesion, ya sea por el mismo estudiante o por otro distinto, ya que esto
también nos permitiria reconocer cual se estos se evidencia con mayor frecuencia.

A continuacién, se presenta un cuadro en el que se resume qué categorias
de andlisis se evidencian en cada momento de la clase. Con la letra x, sefiala la
presencia de una categoria y la cantidad de letras x que se indiquen, evidencia
cuantas veces se presento6 dicha categoria.

Tabla 6: Clasificacion de las categorias de analisis, por momento de la clase
y por cantidad de veces en las que se evidencian.

Categorias Ci C2 C3 C4 Cs SCi SC2 SCs
Preguntas Iniciales X X X X
Tarea Primer Momento X X X X
X X X
X
Segundo Momento X X X X X
X X

De la tabla anterior, se desprende, respecto a las preguntas iniciales
relacionadas con las caracteristicas principales de una ecuacion y para qué se
resuelve; que las estudiantes tuvieron dificultades para argumentar sus respuestas
(C1). Se evidencia también, que nunca habian resuelto una ecuacion (Cs) y en
coherencia, presentaron dificultades para comprender y/o definir conceptos como
incégnita (SC3). Ademas, asocian insistentemente la resolucién, como la obtencién
de un resultado concreto o un numero (Cz2)

Respecto al primer momento de la tarea, en que las estudiantes debian
representar pictorica y simbolicamente los dos primeros pasos de la resolucion de
una ecuacion, se evidencia en dos oportunidades la omision de la x para representar
la incognita (C2). En la representacion algebraica, omiten o agregan elementos
respecto de los que estan presentes en la balanza, como por ejemplo el nimero 0
o el 6, e incluso, operadores como la adicion (Cs). También, adjudican un valor
aleatorio a la incognita representada en la balanza (CS2). Al término de este
momento, muestran dificultades con el concepto de incégnita, por lo que se les
dificulta la asociacion de la ecuacién con su representacion pictérica (SCs).
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Finalmente, en el segundo momento de la tarea, las estudiantes presentan
dificultades para argumentar porqué un numero presente en la ecuacion, se
descompuso aditivamente (C1) y al igual que en el primer momento, omiten la x en
la representacion simbdlica (C2). Por primera vez, se devela en dos ocasiones, la
utilizacion de estrategias mecanicas de resolucion (C4). Ademas, se evidencias
dificultades para asociar la representacion pictdrica y simbdlica de una ecuacion,
manifestando una comprension poco significativa de la incognita, lo que les
impediria relacionar correctamente ambas representaciones (SC3).

Si establecemos una relacion entre esta sintesis global, que da cuenta de la
presencia de las categorias en cada momento de la clase, con la clasificacion de
las mismas de acuerdo al registro, podemos afirmar entonces, que la mayoria de
ellas, es decir, la mayor parte de errores y/o dificultades que se evidencian, surgen
desde el registro oral.
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Presentacién de la Evidencia

A continuacion, se presenta una evidencia por cada una de las categorias de analisis. Esta, corresponde a la mas
representativa de cada categoria, pues como se expresa en la sintesis de la panoramica global, para ciertas categorias, se
cuenta con mas de una evidencia. Ademas de explicitar a qué categoria pertenece cada registro (oral o escrito), se
describira el contexto en el que se da cada evidencia.

Tabla 6: Evidencia por Categorias de Analisis.
Registro | Categoria Contexto Evidencia
P: ¢ Qué caracteriza a una ecuacion?
A1: Es unaidea no méas... Yo creo que las ecuaciones es pa’, es que no sé como

Ca decirlo... es pa’... jAy tia! Es que no sé como decirlo.
[Momento del Video: 00:05:40 — 00:06:00]
P: ¢ Han resuelto una ecuacion alguna vez?

Cs Inicio de la | As: jNo!

sesion. [Momento del Video: 00:04:36 — 00:04:48]
Preguntas de | P: Siyo tengo, uno mas algo me da dos ¢,como se llama eso?
activacion de | A1: No contesta.
conocimientos | A2: Averiguar el nimero.
previos. As: Ecuacion.
P: ¢ Qué hacemos cuando resolvemos una ecuacion?
A4: Obtenemos un resultado
As: El resultado que nos de los nimeros correctos.
SCs P: ¢ Para qué resolvemos una ecuacion?
As: Para obtener un resultado
P: ¢ Resultado de qué?
A7: De la ecuacion.
P: Pero ¢ qué caracteriza la ecuaciéon?
As: No responden.
[Tiempo de Silencio]
As: Un cuadrito blanquito.

Oral




P: Ese cuadrito blanquito, ¢ qué es?

Ag: Una ecuacion

P: No, ¢qué es ese cuadrito blanquito que estd adentro de la ecuacion?
¢, Sabemos qué es ese cuadrito blanquito?

As: Si!

As: No, porque esta en blanco.

P: ¢ Como le podemos llamar a ese cuadrito blanquito?

As: jResultado!

P: No, porque no lo sabemos todavia.

A1o: jSigno de pregunta!l

P: ¢ Como le podemos llamar si es un signo de pregunta, si no sabemos qué es?
¢,Como llamamos a algo que estamos investigando, algo que no sabemos?
A1o: Un misterio

P: ¢, Como le podemos llamar a algo que es un misterio?

A10: NUmero misterioso.

P: Ya, vamos a hacer como que se llama niamero misterioso, pero una palabra
un poco mas elegante es incognita.

Escrito

[Momento del Video: 00:06:30 — 00:10:44]

2,

Resolucién
del primer y
Ca segundo rem
momento de
la Tarea. {
SC1 NO SE OBSERVA
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—

., X+3=6
Resolucion
del primer
SC2 P
momento de
la Tarea. 1
R st o T CE |
X+3=6
C2
*Jr 3=3+3 IA-3=Fh3H
A1: Hay que poner 3+ 3 =3 + 3 =6 (Lo escribe en la pizarra)
P: Acuérdate que nosotros estamos completando esto (sefiala la balanza y
Resolucién hace una relacion término a término, asociando los elementos de la balanza
Oral y/o del primer con los de la ecuacion) Tenemos bolsita (sefiala la bolsita) ¢como podemos
Escrito momento de | "€Presentar la bolsita?
5 Tarea A1: No responde.
P: Vuelve a hacer una relacion término a término. ¢ Como esté representada la
Cs bolsita en la ecuacion?

A1: No responde y escribe una x (solo una x)

P:Y ese 3 ¢como lo podemos representar? (sefala las tres bolitas que estan
en la balanza).

A1: ¢Con un signo de pregunta?

P: Pero si ahi estan las tres pelotitas ¢,coOmo represento esas tres pelotitas?
Az1: Escribe un signo igual (=) y dice jAy, no sé tia!

P: ¢ Alguien la puede ayudar?

[Momento del Video: 00:43:07 - 00:48:56]
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Principales Hallazgos

De las categorias de analisis que surgen directamente de algunos errores y/o
dificultades documentados a partir de otras investigaciones, hay tres que se
presentan con mas regularidad a lo largo del desarrollo de la sesion. La primera de
ellas corresponde a la categoria C2. Esta se visualiza en el quehacer de las alumnas
cuando al momento de resolver una ecuacion (pictérica o simbolicamente) o explicar
las estrategias utilizadas, omiten la existencia de simbolos algebraicos como la x v,
ademas, asumen que la obtencion de un resultado, siempre sera un numero en
concreto y no que este puede corresponder a una variable.

Al inicio de la clase, las estudiantes insisten que cuando se resuelve una
ecuacion, lo que se quiere obtener es un niumero o el resultado de la ecuaciéon y no
el nimero que satisface a la ecuacién o el valor de la incognita. Ademas, tanto en
el primer, como en el segundo momento de la tarea, algunas estudiantes omiten la
x, aludiendo inmediatamente a su valor. Asi, varias alumnas escriben 3 +3 =3+ 3
y3 =3;ynox+ 3 =3+ 3yx = 3 respectivamente, ain cuando la incognita estaba
representa de manera explicita en la balanza y en la ecuacion.

Por otro lado, otra categoria que se evidencia con igual frecuencia que la
anterior, es SCs, la que refiere a la escasa comprensién conceptual. De esta
manera, los estudiantes manifiestan dificultades en la comprension de conceptos
como ecuacion, variable, solucién, incognita, entre otros. lo que dificulta la
asociacion de una ecuacion con su representacion pictorica y por lo mismo, su
resolucion. Mas concretamente, las estudiantes no sabian qué era una ecuacion y
cudles eran sus caracteristicas; tampoco reconocieron a la incognita como un
elemento de dicho objeto y tuvieron dificultades para referirse al equilibrio, aun
cuando se utilizé la balanza como material auxiliar.

Esta ultima relacidon, se asocia con la categoria Cs, que corresponde
coherentemente, a la categoria mas evidenciada. Aqui, las alumnas presentaron
dificultades para relacionar los elementos presentes en la balanza, con aquellos que
se encontraban en la ecuaciéon. Mas especificamente, muchas de ellas no fueron
capaces de relacionar la bolsa con la x; las bolas con los nimeros 6 o 3; la divisiéon
entre los platillos como el signo igual (=), e incluso les resultd complejo visualizar
cudles eran los signos de operacion que estaban involucrados.

Ademas de las categorias antes mencionadas, hubo otras también se
evidenciaron, aunque con menos frecuencia. La categoria C1 se registré de forma
oral, en aquellos momentos en donde las estudiantes tenian dificultades para
explicar y argumentar. Por ejemplo, cuando se les preguntd, qué caracteriza a una
ecuacion o por qué un numero presente en la ecuacion se descompuso
aditivamente. En ambos casos, las estudiantes divagan entre algunas respuestas
poco concretas y simplemente desisten de responder aludiendo en ocasiones, a
gue no saben cémo decirlo.
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Al igual que C1, la categoria C4 también se evidencia en dos ocasiones durante
el desarrollo de la sesion. Dos estudiantes escriben y resuelven la ecuacion de la

siguiente manera: 3x3=3+4+3- % =3. En este caso, registraron una

multiplicacion en el primer miembro de la ecuacion y en conocimiento de la regla
nemotécnica (Abrate, Pochulu y Vargas, 2006) “Si estd multiplicando hay que
pasarlo dividiendo” (Ibid, p. 115) y de la existencia de una x, pues se explicita en la
tarea dada, las estudiantes — se presume — describen una division en el segundo
miembro de la ecuacién y agregan la incégnita.

Por otro lado, la categoria C3 se manifiesta una vez de manera explicita,
cuando las estudiantes afirman no haber resuelto nunca una ecuacion. En este
caso, las alumnas no dominan las herramientas conceptuales ni procedimentales
para resolver ecuaciones, debiendo ser parte de sus conocimientos previos, ya que
tal como se sefiala en nuestro analisis cognitivo, particularmente en el analisis
curricular, las estudiantes debieron resolver ecuaciones e inecuaciones de un paso
que involucren adiciones y sustracciones en el nivel de aprendizaje anterior al actual
(4° basico).

Al igual que la categoria antes mencionada, SC2 también se evidencia solo
una vez, cuando una alumna escribe la ecuacibn como 0+ 3 =343 =6.
Recordemos que esta ecuacion fue escrita a partir de la representacion pictérica
mancha + 3 = 3 + 3. Aqui entonces, la estudiante atribuyé un valor aleatorio a la
mancha, que en este caso fue cero.

Finalmente, es necesario mencionar que la categoria SC1 no se evidencio en
ningn momento.

Discusién de los Resultados (Analisis A Posteriori)

En cuanto a la categoria C2 (Cultura Aritmética Imperante), que a lo largo de
la sesidon se evidencid cuatro veces, tanto en las preguntas iniciales, como en los
dos momentos de la tarea, interpretamos en consecuencia a lo sefalado por Booth
(1984) citado en Abrate, Pochulu y Vargas (2006), que los estudiantes reducen a un
resultado numérico, sin variables de por medio, al valor de x, lo que segun el autor,
se sustenta en el hecho que el primer encuentro que tiene el alumno con los
simbolos +, -, : y -, se produce en los primeros afos de la escuela primaria y esta
asociado a acciones fisicas sobre los objetos, reunir, quitar, repartir, entre otros.
Mas adelante segun Booth (1984), cuando estos simbolos se liberan de este grado
de concrecion, siguen permaneciendo ligado a acciones, pero ahora no se trata de
acciones fisicas, puesto que dichos simbolos seguidos del signo igual (=), quedan
asociados a un pedido de resultado. Es probable entonces, que, en la mente de las
estudiantes, se haya afianzado este supuesto basado en su experiencia anterior:
los signos operatorios indican algo que se debe hacer y por tanto estan solicitando
gue se halle un resultado.
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Ademas de lo anterior, de acuerdo a Booth (1984) ahora citado en Engler,
Gregorini, Miller, Vrancken y Hecklein (2003), se interpreta que las estudiantes
mantienen una comprension aritmética, ya que las dificultades que presentan las
alumnas en el algebra, podrian no ser tanto del algebra, sino problemas que se
guedan sin corregir en la aritmética, ya que, en la mayoria de los errores cometidos
en aritmética, los estudiantes reflejan dificultades de interiorizacion del concepto o
falta de percepcion. EI mismo autor agrega que, “muchos estudiantes no se dan
cuenta y suponen que en las cuestiones algebraicas se les exige una solucion Gnica
y numeérica” (Ibid, p. 27).

Asi mismo, con base en lo sefialado por Hurtado y Torres (2015), podriamos
suponer que las estudiantes mantienen interpretaciones aritméticas, y no aceptan
la existencia de cantidades desconocidas, sobre todo, que el resultado de una
expresion pudiera ser simbdlica. Esto se debe segun los autores, a los afios de
experiencia aritmética con la que cuentan los alumnos, trabajando con cantidades
numericas exactas y conocidas, manteniendo interpretaciones de este tipo, aun en
contextos algebraicos.

En relacion a esto, Sanchez (2014), agrega que, una de las razones
atribuibles a la eliminacion de la incognita en la resolucion de una ecuacion, puede
corresponder al uso del signo igual (=), a las propiedades simétricas y al significado
dado a los literales, como por ejemplo la x.

Respecto a la subcategoria SCs (Escasa Comprensiéon Conceptual) que,
también evidenciada en cuatro ocasionesy a partir de lo declarado por Booth (1984)
citado en Abrate, Pochulu y Vargas (2006), consideramos que las dificultades de las
estudiantes al momento de resolver una ecuacion, devienen precisamente de
falencias en la comprension de los conceptos mismos de ecuacion, variable,
solucién, entre otros, lo que dificultaria la relacion pictérica-simbdlica. Esto ultimo se
asocia directamente con la evidencia obtenida de la categoria Cs (Disociacion del
Registro Pictérico y Simbdlico), la que se registra cinco veces.

Al respecto, y desde lo sefalado por Rico (1995) citado en Engler, Gregorini,
Miiller, Vrancken y Hecklein (2003), consideramos que la dificultad para obtener
informacion espacial, es decir, a pensar mediante imagenes espaciales o visuales,
propicia la produccion de representaciones inadecuadas de situaciones
matematicas por parte de las estudiantes. Desde sus registros, cuando intentan
relacionar cada elemento de la balanza con aquellos presentes en la ecuacion
(simbdlica), se interpreta, tal como sefiala Skemp (1987) citado en Chavarria (2014),
que las alumnas poseen una comprension instrumental de la matematica, lo que no
les permite comprender la matematica relacional.

Asi mismo, De Moreno y De Castellano (1997), sefialan que la utilizacién

Gnica y exclusiva de representaciones simbdlicas para la ecuacion en la ensefianza

inicial — que es lo que inferimos, ocurre en este caso - les habria impedido la

interpretacion y el andlisis de otras representaciones mas concretas como la

balanza, en la que se evidencia el rol de cada uno de los elementos presentes en
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una igualdad. Esto conllevaria posteriormente, segun los autores, a una resolucién
mecanica, mas que a una significacion del concepto y resolucion de la ecuacion.

Lo anterior se evidencia, por la dificultad que presentan algunas estudiantes
desde un comienzo, al asociar ambos registros (figural y simbdlico), lo que las
llevaria a descubrir inmediatamente el valor de x,resolviéndola de forma
automatica, sin comprender como se llega a dicho resultado. Esta resolucion
mecanizada, es mencionada por Zambrano (2011), desde el que inferimos, que el
hecho de resolver ecuaciones, se redujo a la aplicacion de algoritmos en forma
mecanica, que no comprendian y por lo mismo, los utilizaron como ejercicios
aprendidos memoristicamente.

Respecto a esta categoria, se debe agregar que, el tipo de material auxiliar
utilizado (balanza pictorica) y la disposicion de sus elementos, influyé en la
resolucion y reflexion de las estudiantes respecto al objeto matematico, como por
ejemplo en el uso de la propiedad cancelativa y en la identificacién de la incognita,
por tanto, no se puede desconocer que hechos como identificar cualquier mancha
(registro pictorico) como una x (registro simbalico) no resulta trivial, sino que pudo
ser la consecuencia del formato en el que la tarea se dispuso.

A patrtir de lo anterior, podemos decir que existen dos grandes dificultades
relacionadas con: el concepto y la resolucion de ecuaciones. La primera de ellas
generaria errores por mantener comportamientos e interpretaciones aritméticas
debido a la vasta experiencia que se tiene en esta area. Y la segunda, con la
comprension conceptual de los elementos involucrados en la ecuacion, lo que, a su
vez, dificultaria una relacion eficiente y significativa entre la representacion pictérica
(balanza) y simbdlica de la ecuacion.

Aungue con menos frecuencia que las categorias antes mencionadas, Ci
también se evidencia (Procesos de Pensamiento Matematico). Respecto a esto,
Abrate, Pochulu y Vargas (2006) sefalan que existen dificultades asociadas a los
procesos del pensamiento matematico, relacionadas con la capacidad para seguir
un argumento logico. Esto, creemos que se relaciona directamente con la evidencia
obtenida de SCs, siendo las dificultades en la comprension de conceptos como
ecuacion, variable, solucion, incégnita, etc. lo que no permitiria a las estudiantes
argumentar, ya que no contarian con los conocimientos necesarios para ello.

Con la misma repeticion, surge la categoria C4 (Uso inapropiado de Normas o
Reglas de Procedimiento). En relacion a esto, y con base en lo declarado por
Abrate, Pochulu y Vargas (2006), consideramos que si bien existen fundamentos
tedricos que sustentan las manipulaciones que permiten resolver determinado tipo
de ecuaciones; en general, son sustituidos por abundantes reglas de transformacién
de ecuaciones que no tienen la validez general se les asigna. Por otro lado, si bien
las reglas validas normalmente son muy pocas, posiblemente las estudiantes
memorizaron muchas de ellas y las aplicaron de manera automatica, sin siquiera
comprenderlas e ignorando que corresponden a una simplificacion de las
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operaciones aplicadas a igualdades, realizando transposiciones de términos
innecesarias cuando deben resolver una ecuacion.

La evidencia que se obtiene sobre la categoria Csz (Desarticulacion de
Conocimientos Previos), la asociamos a que habia una descoordinacion, entre la
organizacion de la institucion y planificacion docente; con aquello propuesto por el
curriculum escolar, ya que en el nivel donde se implementé la clase, deberian haber
trabajado al menos, ecuaciones e inecuaciones de un paso, que involucren
adiciones y sustracciones el afio anterior. De esta manera, algunos conceptos
elementales como el de ecuacion y equilibro, debieron haber sido reconocidos por
las alumnas.

En relacion a la subcategoria SC2 (Yuxtaposicion entre naturaleza y
significado de los simbolos y letras), inferimos, por un lado, que la estudiante
atribuyd en valor O a la mancha presente en la ecuacion ya que una mancha no es
nada y nada es cero, existiendo una yuxtaposicion entre la naturaleza y significado
de los simbolos y letras. Sin embargo y como ya lo mencionamos, con el objetivo
de explicar el comportamiento de las estudiantes frente a la resolucion, es
importante considerar la disposicion de los elementos tanto pictéricos como
simbdlicos de la tarea. Respecto al uso de material auxiliar en la actividad
matematica, Guerrero, Mena y Morales (2017) sefialan que, comprender una
situacion estaria mediado por la proximidad del individuo, por ejemplo, la
experiencia con un problema similar y/o la forma en que se usan los modelos
conceptuales para resolver una nueva situacion. Por ello segun los autores,
comprender el modelo existente dado a las estudiantes, modificarlo para
representar situaciones nuevas o0 crear nuevos modelos, habria implicado que
formaran y aplicaran modelos mentales que pudieron no haberse asociado
coherentemente con la tarea.

Y por otro, el nUumero 6 como resultado de la ecuacion, lo atribuimos a que,
probablemente, la experiencia aritmética es extrapolada a la algebraica, ya que se
insistio en hallar un resultado concreto.

Finalmente, respecto a la subcategoria SC1 (Ausencia de reflexion ante la solucién)
gue no se evidencia, creemos gue esto se deberia a las caracteristicas de la tarea.
En el segundo momento de esta, cuando las estudiantes debian hallar el valor de la
incoégnita, en la balanza que representaba este Ultimo paso, tenia tres pelotas en su
platillo derecho, por lo que resultd muy dificil que alguna de ellas anotara como valor
de x, un numero descontextualizado y ajeno a la realidad del problema. Ademas,
los registros figurales y simbdlicos de la ecuacion, explicitaban en todo momento,
nameros como el 6 y el 3, por lo que no habria sido poco probable — creemos — que
las alumnas escribieran otros niameros.
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Contraste: Analisis A Priori v/s Andalisis A Posteriori

A continuacién, se realiza un contaste entre el andlisis a priori incorporado en
el plan de clases del estudio de clase, y los resultados obtenidos luego de la
implementacion. Este apartado tiene por objetivo, determinar especificamente, qué
errores y dificultades previstos, ocurrieron efectivamente en la sesion de aprendizaje
y cuales emergieron sin haber estado advertidos previamente.

En el momento inicial de la clase, se suscitan varias dificultades no advertidas
con anticipacion. Las estudiantes no conocian el concepto de ecuacion, pues segun
ellas, nunca habian resuelto una. Por ello, no pudieron reconocer sus caracteristicas
principales como la presencia de una incégnita y que su valor, es lo que se busca
al resolverla. Insistieron en varias ocasiones que, al resolver una ecuaciéon se busca
el resultado, pero no pudieron asociarlo a la incognita.

Respecto al contenido de la bolsa, efectivamente las estudiantes tuvieron
dificultades para comprender que esta representaba la incognita de la ecuacién y
que por tanto su contenido correspondia al nimero de pelotas que la satisfacen y
que, por tanto, mantienen el equilibrio de la balanza. Asi, luego de la primera puesta
en comun, de las seis dificultades o errores previstas, se evidencian tres: 0 + 3 =
3 + 3 dando valor 0 a la bolsa; 3 + 3 = 3 + 3, dando valor 3 a la bola, pero omitiendo
lax;yx+5 =34 3,dando valor 1, aunque en realidad, esta ultima se tenia prevista
como1l+5=3+3.

Por otro lado, sin haberlo previsto, las estudiantes escriben ecuaciones
como: 3x3=3+3,0+3=3+3=6;3+3=3+3=6;3+3=3+3.
Posiblemente, en la primera, multiplicaron el valor de la bolsa por las tres pelotas
gue la acompafiaban; en la segunda, ademas de dar valor 0 a la incognita, resuelven
el segundo miembro de la ecuacion; en la tercera, si bien descubren el valor correcto
de x, al escribir la ecuacion, omiten su presencia y, ademas, resuelven nuevamente
el segundo mimbro de la ecuacion; finalmente en la tercera, simplemente omiten la
incognita y escriben su valor inmediatamente.

Ademas de lo anterior, en el primer momento de la tarea se evidencia otra
dificultad y error no contemplados. Una vez que se hace la puesta en comdn, una
de las estudiantes manifiesta que entre la x y el 3 no puede ir ninglin simbolo
(debiendo ir un “+”), ya que ambos estan en un mismo platillo. Ademas, tienen
dificultades para verbalizar el concepto de equilibrio cuando se les pregunta qué
pasaria si la bolsa equivale a 1 o 0 pelota.

En el segundo momento de la tarea, ninguna de las dificultades y errores
previstos ocurrid. Sin embargo, emergieron errores al escribir el Gltimo paso de la

.z X X . .
ecuacion como: 5 =3, =manchay 3 = 3 que, si bien no es un error ya que

la igualdad es correcta, se omite la presencia de la x. Suponemos que, en las dos
primeras ecuaciones, las estudiantes utilizaron la regla “si esta multiplicando, pasa
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dividiendo”, ya que, en ambos casos para el paso anterior, las estudiantes habian
escrito 3 x 3 =3 + 3.

Finalmente, no se previd que las estudiantes tuvieran dificultades para
identificar las razones por las cuales el 6 se habia descompuesto en 3 + 3. Las
alumnas aludieron a razones como: “porque 3 + 3 = 6”, “para no copiar lo mismo” o
“para que la ecuacion no terminara tan rapido”. Sin embargo, no reconocieron que
esta descomposicion aditiva tiene por objetivo, poder utilizar la propiedad
cancelativa y hallar asi, el valor de la incognita.

Conclusiones

Las siguientes conclusiones, surgen a partir del analisis a priori (principales
hallazgos), discusion de resultados y contraste.

Asi entonces, se concluye que el uso de la balanza podria inducir el
surgimiento de algunas dificultades y/o errores respecto a la resoluciéon de
ecuaciones, en tanto las estudiantes manifiestan conflictos a la hora de relacionar
los elementos que se presentan de forma pictérica y simbalica.

Se cree, esto podria ocurrir por dos factores, que a la vez corresponden a
resultados de nuestra investigaciéon. En primer lugar, porque los alumnos no
contarian con la comprension conceptual necesaria para reconocer y asociar
elementos como la incognita, los simbolos y operadores involucrados, entre otros.
Y, en segundo lugar, porque harian interpretaciones aritméticas de situaciones
algebraicas, lo que podria perjudicar la comprension conceptual y la relacién entre
diferentes representaciones de un mismo objeto.

Ademas de lo anterior, las caracteristicas de la tarea, particularmente como
se disponen espacialmente sus elementos, influye en la percepcion y reflexion de
los alumnos frente a ella y, por tanto, determinan su resolucion.

Por ello, en términos de proyeccion, previo a la utilizacion de la balanza, seria
recomendable — en adecuacion al nivel de ensefianza - presentar a los estudiantes
el concepto de algebra y sus caracteristicas, para que asi, puedan distinguirlo de la
aritmética, ademas de reconocer algunos de sus principales elementos. Finalmente,
la utilizacion de la balanza como modelo de ecuacion, debe prever y considerar los
modelos mentales previos que poseen los alumnos, pues de estos dependera, la
reflexion que los estudiantes hagan frente a ella y, por consiguiente, su aprendizaje

Respecto al andlisis a priori elaborado para la clase del estudio de clases,
consideramos que este no fue lo suficientemente completo y preciso, en cuando a
prever de manera consiente como los estudiantes podrian enfrentarse a la tarea
propuesta.
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Asi entonces, con base en los resultados obtenidos y la reflexion de la sesion
planificada, esta no sera considerada como parte del monografico. Por lo tanto, la
primera clase de la secuencia didactica, correspondera a la tercera implementacién
del estudio de clases, es decir, al plan reestructurado en funcién de la evidencia
recogida. Ademas, el andlisis a priori, se complementa en un nuevo formato, en el
cual se explicitan todos los elementos necesarios para cumplir con el objetivo de
una monografia, que es ser un aporte tanto a docentes, como a investigadores.

SECUENCIA DIDACTICA
Descripcién y Organizacion

La secuencia didactica que conforma nuestro monografico, esta compuesta
por tres planes de clases, donde la primera sesion corresponde a la reestructuracion
de la clase analizada en el apartado anterior y las otras dos, completan la propuesta
con base en el curriculum escolar

En cada plan de clases, se explicita la probleméatica, el objetivo, los
conocimientos previos necesarios para realizar la tarea propuesta, y los materiales.

Estos planes se estructuran en tres columnas, la primera de ellas,
corresponde a la tarea matematica propuesta a los estudiantes, la segunda, a la
intervencién del docente, en tanto da instrucciones, hace preguntas y/o
devoluciones; y la tercera, a la evaluacién que este realiza sobre la marcha para
determinar el progreso y aprendizaje de los alumnos respecto al objetivo. Ademas,
en cada una se explicita el tiempo dispuesto para cada momento (inicio, desarrollo
y cierre) y al final, se expone tanto la tarea, como los recursos necesarios para su
realizacion.

Objetivos y su Articulacion

A continuacién, se presentan los tres objetivos de aprendizaje propuestos
para cada sesion de aprendizaje. Luego, se describira el modo en que estos se
articulan para desarrollar progresivamente un aprendizaje de nuestros alumnos,
respecto a las ecuaciones de primer grado.
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Primera Sesion
"Resolver ecuaciones de primer grado, a través del uso de la balanza"

Segunda Sesion

"Resolver ecuaciones de primer grado, mediante tres estrategias (descomposicion
aditiva-propiedad cancelativa, aplicacién de la operacion inversa y pregunta), mientras
arman un domind de ecuaciones"

Tercera Sesion
"Proponer y resolver la ecuacion que permite dar solucién al problema"

Se espera entonces que, los estudiantes, una vez que hayan relacionados
los elementos presentes en una representacion pictérica de la ecuacion (balanza),
con su representacion simbdlica, y a la vez, hayan identificado porciones
significativas de la resolucién de una ecuacion, a partir del dibujo de balanzas; sean
capaces de resolver una ecuacién, descomponiendo aditivamente numeros
naturales, lo que les permitira aplicar la propiedad cancelativa y asi, hallar el valor
de la incognita.

Lo anterior, permitiria a los estudiantes resolver una gama de ecuaciones de
manera simbodlica con la estrategia antes mencionada, o recurrir en caso de
encontrarlo necesario, a la representacion en balanza, encontrando el valor de x.
En este contexto, resulta pertinente entonces, ampliar las estrategias, discriminando
cudles de ellas son mas pertinentes de usar para determinadas ecuaciones o como
estas se pueden entrelazar eficientemente en la resolucion de una misma ecuacion.

Finalmente, una vez que los estudiantes comprendan y reconozcan los
elementos y conceptos que constituyen el objeto ecuacion y hayan resuelto distintas
ecuaciones a partir de diversas estrategias, se considera entonces, que cuentan
con las herramientas suficientes (conocimientos previos) para resolver de manera
exitosa un problema, para el cual se requiere de la elaboracion y resolucion de dos
ecuaciones.
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Primera Sesion de Aprendizaje

Problematica Dificultades de estudiantes en resolver ecuaciones de primer grado en N.
Objetivo “Resolver ecuaciones de primer grado, a través del uso de la balanza”.
Conocimientos Previos Materiales
e Adicion e Copia de la situacion (Una por estudiante)
e Sustraccion e Lapiz grafito y goma
e Numeros naturales (N) e Cartulinas y papel kraft
e Descomposicion aditiva e Proyector y computador
e Concepto de igualdad e Balanza
e Concepto de equilibrio

Tarea Matematica

Intervencion Docente

| Evaluacién de la Marcha de la Clase

20 minutos

1.- Indicaciones de la clase y posicionar a
los estudiantes en parejas, frente a frente
para que ambos puedan observar la pizarra.

2.- Los estudiantes formulan responden a
las preguntas de la docente, formulando las

1.- Explicitar el contrato didactico y
pedagobgico.

2.- Se comunica el objetivo de la clase
“Resolver ecuaciones de primer grado”

3.- Se pregunta:

1.- Mantienen una actitud positiva y
optimista frente al aprendizaje.

2.- ;Los estudiantes se aproximan a una
idea de incognita? ;Logran encontrar el
valor de la incognita? ;Logran asociar
algiin elemento a la incognita, cualquiera
sea el (figural o literal)?




ecuaciones pertinentes para conocer: la
edad de la hermana, los gogos que tiene
Pedro y lo que sigue debiendo Luis.

a. Laedad de mi hermana mas 5 afios
es igual a 12 ;Qué edad tiene mi
hermana?

b. Pedro gana el doble de Gogos que
David, si David tiene 15 Gogos
. Cuantos Gogos tiene Pedro?

c. Si Luis me paga $500 pesos de una
deuda total de $1250 ;Cudnto me

sigue debiendo Luis?

d. ;Como podriamos representar
matematicamente las situaciones
anteriores?

50 minutos

3.- Planteamiento de la actividad
introductoria. Paso de una ecuaciéon a un
lenguaje algebraico.

ACTIVIDAD INICIAL

Observe las balanzas que estin ol lado izquierdo y escribelas al lado derecho come und
ecuacsin, utilizando los siguienes olomentos.

4

ECUACION

BALANZAS

4.- Se presenta a los estudiantes la ecuacion
x + 2 = 6 y su resolucion en una balanza
de modo que la puedan reescribir en
lenguaje algebraico. Los 17 elementos
necesarios para armar las 4 ecuaciones,
estaran disponibles al costado de la pizarra
para poder posicionarlos correctamente al
costado de cada representacion pictorica.

5.- x + b3 2
| 4 -
2 = 2
= 2 2 4
6

6.- Si alguno de los estudiantes comete
algin error y el resto del curso no se percata

3.- ;Los estudiantes son capaces de asociar
los elementos de la balanza? ;Logran
comprender que la balanza representa una
ecuacion? ;Comprenden que las distintas
balanzas corresponden a los pasos de
resolucion de la ecuacion? ;Los
estudiantes son capaces de visualizar una
ecuacion?

Dificultades / Devoluciones

a.-. Algunos estudiantes pueden representar
la bolsa inmediatamente como un 4. Para
aquellos estudiantes, la tarea se extiende y se
les da las siguientes ecuaciones
representadas en balanza, para que las
representen al igual que sus pasos de
resolucion, en balanza (Ecuaciones:
x+3=9y2x+2=12).

30

b.- Algunos estudiantes pueden reconocer a —
la x como multiplicacion y no como
incégnita. Docente debe aclarar que la
multiplicacion se representara a través de un
punto (1) y la x siempre referirda a una
incognita.



4.- Los estudiantes formulan la ecuacion de
manera algebraica, a partir de su
representacion en balanza.

de este, se pide a los alumnos que revisen
nuevamente para verificar donde se
encuentra el error, esto para que sean ellos
mismos quienes analicen y verifiquen los
pasos realizados.

3.- Se presenta la tarea A y se relata el
contexto de la tarea.

4.- Planteamiento del problema.

Juan es el mayor de dos hermanos y cursa
5° basico en la Escuela Los Pensamientos.
El domingo por la tarde, una vez que
finalizo orgullosamente su tarea de
matematicas, se dirigio a lavarse los
dientes. Mientras esto ocurria en el bario,
el hermano menor de Juan tomo uno de sus
lapices y rayo gran parte de la tarea que
habia hecho.

Cuando Juan ordeno su mochila para el
dia lunes, no se percato de las rayas en su
tarea, sino hasta el momento en que debia
entregdrselo a la profesora, quien
entendiendo la situacion le da la
oportunidad de pasarla en limpio y
entregarla nuevamente.

7.- Se le pide a cada pareja de estudiantes
que realicen un trabajo colaborativo.
Aquellos estudiantes que estidn solos, se
reinen con otro que esté en la misma
situacion. De ser impar el nimero de
alumnos, se podran conformar trios.

8.- Se les muestra el problema y se pide
aleatoriamente que lo lean en voz alta. Se
pregunta:
a. ;Qué se entiende del problema?
b. (Que es lo que se puede extraer del
problema?
c. (Qué es lo mas importante del
problema?

9.- Se entrega a las parejas la tarea de Juan
(rayada) y una hoja en la que deben pasar
la tarea en limpio.

\ 4
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Juan muy molesto y nervioso, no recuerda
como ni qué habia escrito en la tarea.
¢;Podriamos ayudar a Juan?

5.- Los estudiantes deben identificar los
datos conocidos en la tarea de Juan,
asociando los de la balanza con los de su
representacion algebraica, completando
cada paso y resolviendo la ecuacion.

. Qué se espera?

Se espera que los estudiantes logren
representar tanto la balanza como la
ecuacion de manera algebraica, a
partir de los datos visibles en la
tarea.

10.- Docente menciona: Si nos fijamos, al
lado izquierdo de la hoja tenemos la tarea
de Juan que, en ciertas partes esta rayada; y
al lado derecho, tenemos una balanza vacia
y un espacio, en donde debemos volver a
hacer la tarea, considerando los elementos
que aun se pueden ver. Asi, a partir de la
tarea de Juan y de la informacién que ella
nos entrega, hay que completar al lado
derecho de la hoja aquello que deberia
tener la balanza y como deberia escribirse
la ecuacion que la representa, de modo que
asi, podamos encontrar el valor de la
incognita.

11.- Una vez que se ha observado el
progreso de los estudiantes, se intenciona
que algunos alumnos (uno que haya errado,
otro que tenga una estrategia diferente y
otro que tenga la solucion ideal) pasen a la
pizarra a presentar el trabajo realizado. Se
espera que sean los otros compafieros
quienes aporten al desarrollo o correccion

4.- ;Son capaces de descomponer un
namero para cancelar términos y encontrar
el valor desconocido? ;Se cumple la
intencionalidad de resolver la ecuacion
manteniendo la igualdad? ;Es suficiente el
tiempo planificado para la actividad?
JUtilizan  las estrategias usadas
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6.- Puesta en Comun

de las tareas que no estén correctas o | inicialmente para encontrar los valores

detecten cual es el error. Esta puesta en
comun se realiza para cada uno de los
cuatro pasos de resolucion de la ecuacion.

Dificultades / Devoluciones

desconocidos?

a.-. La Bolsa: puede que los estudiantes no comprendan el significado de la bolsa, por ello se recomienda preguntar: ;Sabemos
qué tiene la bolsa, ;jcuadnto pesa o a cuantas bolitas equivale? ;La bolsa podria equivaler 0 o 1? ;Por qué? ;Qué pasaria con el
equilibrio de la balanza? Cuando tenemos un elemento del que no conocemos su valor ;Como podemos nombrarlo de manera

algebraica?

b.- Los estudiantes pueden determinar inmediatamente que en la bolsa hay 3 lapices, sin embargo, €l docente debe recordar que
la resoluciéon de ecuaciones consta de un proceso y que, en beneficio de Juan, debemos respetarlo, para que él pueda entregar su

tarea completa.

c.- En caso de persistir dudas en cuanto a la resolucion, se recomienda el uso de la balanza en concreto.

20 minutos

7.- Institucionalizacion, se pretende que los
estudiantes comprendan que cuando
resuelven ecuaciones de primer grado en N,
los nimeros pueden descomponerse con ¢l
objetivo de “eliminarios”, manteniendo
siempre la igualdad y obteniendo el valor
de la incognita.

12.- Finalmente el docente pregunta a los
estudiantes:
a. ;Qué hicimos o qué pasos
seguimos para ayudar a Juan?
b. (Como hicimos para hallar el valor
de la incognita?
c. (De qué me sirvido el uso de la
balanza?

13.- Institucionalizacion

5.- ¢(Los estudiantes son capaces de
reflexionar sobre lo hecho en clases?
(Comprenden la importancia de la
representacion de la ecuacion en balanza
para poder resolver ecuaciones?
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“Cuando se resuelven ecuaciones de
primer grado con nimeros naturales, como
los que conocemos hasta ahora, los
nimeros pueden descomponerse
aditivamente y asi, utilizar la propiedad
cancelativa, lo que nos permite conocer el
valor de la incognita.

Esto, ya que a = b, siempre y cuando
a + ¢ = b + c. Por ejemplo, en la ecuacién
x+ 3 =5, el 5 se descompone en 2 + 3,
por tanto, la ecuacidén se escribe como
x+3=2+3 y asi, obtenemos que
x =2".
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Recurso de Aprendizaje: Actividad Introductoria

ACTIVIDAD INICIAL

Observa las balanzas que estdn al lado izquierdo y escribelas al lado derecho como una

ecuacién, utilizando los siguientes elementos.

X +
+ 4
2

]
oo | 4+ | >

It
[

BALANZAS

n “.
/ - __ﬂ ‘_ \ | Representa la Ecuacién >
L J

@.. f@l\ ..g

L]TK lo‘_,,-aT] [ Representa la Ecuacion >

L,

ECUACION

AR
Q W

_x\.;

= k%: == 5T =¥ ]

__TJ\_, o ‘__d—{.ﬂ_,' | Representa la Ecuacién >
S A
L J

56



Actividad Central

Representa cada balanza de manera algebraica en una ecuacion.
Recuerda que cada balanza es un paso de resolucion de la ecuacion
y para encontrar su incognita, debes mantener el equilibrio.

Ecuacion

2+3

Ahora, pasa en limpio completando la tarea de Juan. Observa
atentamente las balanzas y ecuaciones del lado izquierdo y con la
informaciébn que atn no logra ver, completa ambas
representaciones

Balanza Ecuacion

= :

C J

==

Dentro de la bolsa hay lapices.
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Segunda Sesion de Aprendizaje

Problematica

Dificultades de estudiantes en resolver ecuaciones de primer grado en N.

Objetivo

“Resolver ecuaciones de primer grado mediante tres estrategias (pregunta, descomposicion/cancelacion)
y aplicar la operacion inversa) mas otra a eleccion, mientras arman un dominé de ecuaciones”

Conocimientos Previos

e Adicion

e Sustraccion

e Multiplicacién

e Estrategias de Resolucion

- Descomposicion Aditiva / Propiedad Cancelativa

Materiales
e Proyector
e Computador
e Lapiz
e Papel

e Juego Gigante Domind de Ecuaciones (Tres Colores)

Tareas Matematicas

Intervencion Docente

| Evaluacién de la Marcha de la Clase

15 minutos

1.- Recuperacion de conocimientos previos
en relacion a lo aprendido en la sesion
anterior.

2.- Al menos 6 estudiantes distintos
responden a las preguntas de la docente.

.Qué se espera?

a.- Recordar la resolucion de una
ecuacion a partir del uso de la
balanza.

1.- Explicitacion del contrato didactico y
pedagdgico.

2.- Se pregunta aleatoriamente (estudiantes
alzan la mano para responder de manera
oral)

a. ¢/Qué hicimos la sesién anterior?

b. (Qué caracteristicas tiene una
ecuacion?

c. (Qué estrategias podemos utilizar
para resolver una ecuacion?

d. ;Qué elemento nos ayuda a
representar una ecuacion?

1.- (Recuerdan los elementos
fundamentales de la sesion anterior? ;Son
capaces de caracterizar una ecuacion?
(Reconocen una estrategia adecuada para
resolver ecuaciones? ;Pueden asociar un
elemento a una ecuacién, argumentando
por qué? ;Reconocen cierto elemento
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b.- Aluden a palabras como
igualdad, equilibrio y/o incognita
para caracterizar a una ecuacion.

c.- Refieren que la descomposicion
aditiva y cancelacion les permite
resolver una ecuacion.

d.- Identifican la balanza como
representacion de una ecuacion.

e.- Distinguen al concepto de
equilibrio o igualdad aquello que
permite relacionar a la balanza con
una ecuacion

f.- Deben reconocer que el
equilibrio es fundamental cuando se
resuelve una ecuacion.

En caso de que los alumnos no puedan responder, se retoma la tarea de Juan. Esto
se realiza de manera progresiva, es decir, se hace recordar lo suficiente para que
puedan seguir respondiendo las preguntas. En caso de que dicho “recordatorio”
no sea suficiente, se entrega mas informacion. Asi sucesivamente.

(Por qué la balanza nos permite
representar una ecuacion?

. Qué debemos cuidar siempre
cuando resolvemos una ecuacion?

Dificultades / Devoluciones

fundamental a la hora de resolver una
ecuacion?

55 minutos

3.- Resolver ecuaciones, para encontrar el
valor de x. Por ejemplo:

3.- Se explican las instrucciones del juego.

A\ J

y verde)

Dominé de Ecuaciones

_ 1).- El curso debera dividirse en tres grupos (Las 3 filas, por
.

2).- Cada grupo tendr4 un color que los representara (rojo, azul

3).- Cada grupo recibira las mismas 24 piezas del domind.
4).- Grupo Rojo juega primero, después azul y luego verde.

Instrucciones
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4.- Reconocer la estrategia mediante la cual
estd resuelta determinada ecuacién. Por
ejemplo:

- Xx+4=6

X+4-4=6-4
x=¢?

5.- Resolver ecuaciones, encontrando el
valor de x, para identificar dos ecuaciones
que tangan la misma solucion. Por ejemplo:

- Xx+4=6

6.- Identificar errores en la resolucion de
ecuaciones.

Un representante por grupo escoge un papel de cada color
para saber el orden en que jugaran.
5).- Grupo Rojo pone la primera pieza (la que ellos prefieran o
les convenga).
6).- Grupo Azul continia poniendo la pieza que corresponde
(esto depende de la pieza que Rojo haya puesto).
7).- Verde revisa la jugada de Azul. Si es pertinente la cuestiona.
8).- Azul argumenta la postura de su pieza (oral o escrito).
9).- Verde debe identificar el error si es que lo hay.
10).- Si Azul comete error y Verde identifica, Azul pierde turno,
juaga Verde.
11).- Si Azul comete error y Verde no identifica, Rojo puede
hacerlo, pero igualmente Azul pierde turno y Verde Juega.
12).- Y Asi sucesivamente.
13).- Gana quien haya puesto mas pizas en el domin.

.Qué se espera?

a.- Que los estudiantes resuelvan ecuaciones, encontrando el
valor de x para asociar correctamente las piezas solucion-
ecuacion, ecuacion-solucién o ecuacion-ecuacion. A partir de
una estrategia a su eleccion.

b.- Reconocer la estrategia que permite resolver determinada
ecuacién, para asociar las piezas estrategia-ecuacion y
ecuacion-estrategia.

c.- Comprobar la resolucion de una ecuacion, para cuestionar la
postura de una pieza e identificar un error cometido en la
resolucion.
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Dificultades / Devoluciones

2.- ;Los estudiantes han comprendido las
instrucciones del Domind? ;Son capaces
de resolver ecuaciones hallando el valor de
x? ;ldentifican la estrategia a partir de la
cual se resuelve determinada ecuacién
(Mantienen una actitud de competencia
con respeto y compaferismo? ; Trabajan de
maneta grupal y colaborativamente?

a.- Se espera que todas las posibles dificultades o errores, sean subsanados a partir de la argumentacion e identificacion de errores
por parte del equipo contrario. Cada pieza debera ser revisada por los otros dos equipos y cuestionada, en caso de hallar un error.
Cuando el equipo que puso la pieza cuestionada argumente, posiblemente se dé cuenta de su error, si no es asi, los otros dos equipos
deberan hacerlo, explicando posteriormente cudl es el error y luego, al poner la pieza que corresponde, se dara la solucion.

b.- ¢(Si no se cuestiona habiendo error?: Docente cuestiona, equipo argumenta (defiende postura) y los otros dos pueden

identificar error.

c.- ¢ Si no se identifica error?: Docente puede hacer preguntas como ;Esto esta correcto, por qué? ;El valor de x es correcto, por
qué? También se recomienda comprobar sustituyendo el valor obtenido de x en la ecuacion o resolverla con otra estrategia para

contrastar resultados.

d.- ;Si no se puede resolver una ecuacion?: Se propone la utilizacion de las estrategias descomposicion/cancelacion, restar el

opuesto o pregunta (dependiendo de la pertinencia de cada una respecto de la ecuacion que se esta resolviendo). Se puede recurrir
a la balanza pictorica o concreta en caso de ser necesario.

20 minutos

7.- Verbalizan o representan estrategias de
resolucion de ecuaciones.

4.- Docente pregunta a los estudiantes que
hayan demostrado més dificultades:

a. ;Qu¢ les parecié mas facil?
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8.- Verbalizan y representan las estrategias
que ellos reconocen que estan presentes en
el juego.

- Descomposicién  Aditiva /
Propiedad Cancelativa

- Utilizar la operacion inversa
(resta) a ambos lados de la
igualdad.

- Pregunta.

Y resuelven respectivamente para cada una
de ellas, las siguientes ecuaciones.

a)-x+4=8
b)-x+3=7
c)-x—2=3

9.- Reconocer que algunas estrategias son
mas adecuadas para resolver algunas
ecuaciones en especial.

b. (Qué les parecié mas dificil?

c. Cuando no estaba explicita la
estrategia de resolucion ;Qué
estrategias escogieron ustedes para
resolver? Muestre.

d. ;Qué estrategias se
reconocer en ¢l juego?

e. ¢;Todas las ecuaciones del juego se
pueden resolver o son pertinentes
de resolver con cualquiera de las
tres estrategias? ;Por qué? Muestre.

pueden

5.- Institucionalizacion:

“Cuando resolvemos ecuaciones, podemos
recurrir a diferentes estrategias, como, por
gjemplo: Descomponer aditivamente para
luego cancelar términos a ambos lados de
la igualdad y asi obtener el valor de x, se la
siguiente manera:

x+4=28
x+4=44+4
x=4

También podemos utilizar la operacion
inversa, por ejemplo:
x+3=7/-3
x+3-3=7-3
x=4
O, preguntarnos ;Qué nimero menos dos

esigual a 37

3.- (Los estudiantes mantienen una actitud
participativa en el cierre de la clase?
(Verbalizan dificultades y facilidades que
el juego les proporcion6? Verbalizan
estrategias de resolucion de ecuaciones?
(Reconocen las tres estrategias presentes
en el juego? ;Reconocen que hay
estrategias mas adecuadas que otras para
resolver ciertas ecuaciones?
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Recurso de Aprendizaje

x+3=8

x+5=11 x=6 x—1=2 x=3 x+2=6
foklr—4—0—~2 x—3= x=11 x+9=19 2= 1040 x+18 =27
x =7 x =7
x=9 x+x=26 x =13 x—9=3 =12 x+3=4
¢Qué nimero mas ¥x—7=9 x =16 o = 33 x+4-4=23-4 x+4=21
tres es cuatro? x=z?
=17 x+x=16 x=8 x+9=3 =12 x+2=17
x=15 x+7=14 x+zf_i+7 x—4=14 x=18 x+1=25
=51
¢Qué nimero
x =24 x—20=1 x=21 x+4=18 sumado a cuatro x+x =44
da dieciocho?
x =22 x+5=7 x=2 x—3=20 x =23 ¥y —2 =13
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Tercera Sesion de Aprendizaje

Problematica Dificultades de estudiantes en resolver ecuaciones de primer grado en N.
Objetivo “Proponer y resolver la ecuacion que permite dar solucién a un problema”
Conocimientos Previos Materiales

e Adicibén e Presentacion (ppt.) del problema.

e Sustraccién e Proyector

e Multiplicacién e Computador

e Resolucion de Ecuaciones e Papel

¢ Secuencias Numeéricas e Lapiz

e Patrones

Tareas Matematicas Intervencion Docente Evaluacion de la Marcha de la Clase
15 minutos

1.- Recordar las estrategias de resolucion
de ecuaciones vistas en la sesion anterior.
- Descomposicion Aditiva / Propiedad
Cancelativa.

- Utilizar la operacion inversa (resta) a
ambos lados de la igualdad.

- Pregunta

1.- Explicitacion del contrato didactico y
pedagogico.

2.- Preguntas alusivas a la clase anterior,
que responden los estudiantes

aleatoriamente alzando la mano.

a. ;/Qué estrategias de resolucion de

ecuaciones revisamos la sesidén
anterior?
b. (Como podemos resolver la

ecuacion x + 5 = 10 a través de la

descomposiciébn aditiva y la
utilizacion de la  propiedad
cancelativa?

c. (Como podemos resolver Ila
ecuacion x+6=9

1.- (Los estudiantes recuerdan las
estrategias revisadas en la sesion anterior?
(Son capaces de resolver las ecuaciones
dadas a través de las estrategias sefialadas
por la docente?
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utilizando la operacion inversa a

ambos lados de la igualdad?

d. ;Como podemos resolver la
ecuacion x —7 =9 a través de la
estrategia de pregunta?

50 minutos

3.- Se observa y lee el problema a resolver:

“Roberto y Carla son hermanos. Roberto es
mayor que Carla y mas alto. Un dia, camino a
la plaza, decidieron hacerlo saltando los
pastelones de la vereda. Roberto comenzd en el
en el pastelon | y para darla ventaja a Carla
que era mds pequeria, ella comenzo desde el
pastelon 6. A la vez comenzaron a saltar,
Roberto salto del 1 al 4, luego al 7, después al
10. Pero como Carla era mas pequeria del 6
salto del 8, luego al 10 y después al 12. Pedro
y Ana, los papds de Roberto y Carla, los
observan desde la vereda del frente. Ana le
comenta a Pedro que luego del quinto salto,
Roberto alcanzara a Carla. Roberto le
responde que encontrando los patrones de salto
de Carla y Roberto se podria saber si eso es
verdad. ;Tienen razon los papas de Roberto y
Carla?

4.- Se observa la representacion del
problema para facilitar la comprension del
mismo. |

[
L

5.- Se plantean una a una las preguntas
relativas al problema (después de cada

2.- (Los estudiantes han comprendido el
problema?

REPRESENTACION DEL PROBLEMA
NURBE-KcK:K-ANNNARNNNEN
R TR TR TR
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2.- Reconocen los patrones de dos
progresiones aritméticas distintas: +3
para Roberto y +2 para Carla.

3.- Elaboran la ecuacion que les permite
saber en qué pastelon estara Carla y
Roberto cuando ellos se encuentren en la
séptima posicion (luego del sexo salto):
(3:6) —2=y para Roberto y
(2-6) + 4 = y para Carla. Identificando
la incognita, como la posicién de ambos.

pregunta hay un espacio de reflexion,
puesta en comun y validacion).

a.- Pregunta: ;Cual es el patron con el que
salta Carta? ;Cual es el patron con el que
salta Roberto?

3.- {Reconocen el patron de la progresion de
Carla y Roberto?

Reflexion: Los estudiantes cuentan con 2 minutos para reconocer el patron.

I
Puesta en Comun: 3 estudiantes, ojald con diferentes soluciones, exponen de manera
oral sus respuestas argumentdndolas (primero las soluciones incorrectas) El curso
escucha y contra argumenta en caso de ser pertinente, a modo de ir descubriendo y
construyendo la respuesta correcta.

|
Validacion: Estudiante con respuesta correcta expone y argumenta. Se comprueba si
el patron estd correcto, continuando la progresion respecto a €l.

b.- ;Cudl es la ecuacion que me permite
saber en qué numero de pastelon caera
Carla luego del quinto salto? ;Cual es la
ecuacion que me permite saber en qué
namero de pastelon caera Roberto luego del
quinto salto?

4.- ;Son capaces de elaborar la ecuacion que
permite conocer el nimero de pastelon en
que estara Carla y Roberto, segiun su
posicion?

Reflexion: Los estudiantes cuentan con 10 a 15 minutos para elaborar ambas

ecuaciones.
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4.- Reconocen que cuando al resolver
3x — 2 y 2x + 4 reemplazando la x por
una posicion cualquiera, ese serd el
nimero del pastelon en que estard
Roberto y Carla respectivamente.

5.- Reconocen que cuando reemplazan la
x de 3x—2 y 2x+4 por la misma
posicion de ambos personajes y el
resultado luego de reemplazar sea el
mismo, ese sera el nimero del pastelon en

Puesta en Comuin: 3 estudiantes (respuesta incorrecta, estrategia diferente y respuesta
correcta) exponen y argumentan sus respuestas. Curso escucha y contra argumenta a
modo de construir en conjunto las ecuaciones correctas. Se puede ir comprobar que la
respuesta estd incorrecta de manera pictorica.

Validacion: Estudiante con respuesta correcta expone y argumenta. Se comprueba la
validez de la ecuacién a partir de la representacion del problema, es decir, de manera

pictorica.

c.- ¢(Qué significa la x en ambas | 5.-;Reconocen que la x es la posicion en la
ecuaciones? que esta Carla y Roberto?

Reflexion: Los estudiantes cuentan con 2 minutos para elaborar la respuesta.

I
Puesta en Comin: 3 estudiantes, ojald con respuestas distintas, exponen y
argumentan sus respuestas. Curso escucha y contra argumenta de ser necesario.

I
Validacion: Se verifica pictoricamente a partir de la representacion del problema.

d.- (Es cierto lo que dicen los papas de | 6.- ;Reconocen que cuando x, es decir la
Carla y Roberto? Explica. posicion de ambos sea la misma y arroje el
mismo resultado, este sera el pastelon en el
que Roberto alcanzaré a Carla?
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donde los hermanos se encuentren. Por
tanto, afirman que luego del quinto sato
los hermanos si se encontraran en el
pastelon nimero 16. Por ello, afirman
que, efectivamente reconociendo los
patrones de salto de ambos hermanos, si
se¢ puede saber cuindo y donde se
encontraran Carta y Roberto.

T
Reflexion: Los estudiantes cuentan con 15 minutos para elaborar la respuesta.

Puesta en Comiin: 3 estudiantes (respuesta incorrecta, estrategia diferente y
respuesta correcta) exponen y argumentan sus respuestas. Se puede comprobar la
respuesta incorrecta, a partir de la representacion del problema.

|
Validacion: Estudiante con respuesta correcta, expone su respuesta y defiende
argumentando. Se comprueba de manera pictérica utilizando la representacion del
problema, si al reemplazar la x por una determinada posicion, el resultado es el nimero
del pastelon en el que deberia encontrarse Roberto y Carla.
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.Qué se espera?

Se espera que los estudiantes sean
capaces de identificar un patrén y de
elaborar y resolver una ecuacion a
partir de una progresion dada,
reconociendo las incOgnitas que
participan del problema y cémo
obtener su valor.

T
Dificultades / Devoluciones

a.- Posiblemente, los estudiantes no elaboren la ecuacion que les permite saber en
qué pastelon estara Carla y Roberto cuando ellos se encuentren en la sexta
posicion. En este caso, se recomienda el uso de una tabla en la que se explicite la
posicion versus el nimero del pastelon, por ejemplo, en el caso de Carla:

Posicion | N° Pastelon
1 6

2 8

3 10

4 12

5 14

6

+Cémo podemos conocer sin sumar 2, el N° del pastelon en el que estara Carla
cuando se encuentre en la sexta posicion?

El nimero del pastelon en el que estard Carla es una incégnita, pues no lo
conocemos, jqué podemos plantear para hallar el valor de una incognita?

Intentémoslo con la segunda posicion, ya que conocemos el niimero del pastelon
en el que esta Carla. En este caso tenemos tres datos conocidos: Posicion (2)
N°Pastelon (8) y patrén (2).

Sabemos que 8 es nuestro resultado, pues es lo que andamos buscando, por tanto,
podemos escribir: algo = 8. ;Qué podemos hacer con el 2 (posicion) y 2 (patrén)
para llegar al 8? Aqui impera el ensayo y error, y la comprobacion con datos
diferentes para verificar si la ecuacion elaborada es la correcta.

69




25 minutos

7.- Identificar los pasos generales y
necesarios para resolver un problema a
través de una ecuacion.

6.- Docente pregunta:
a. ;Qué debemos hacer cuando
resolvemos un problema?

b. ;Qué hicimos para resolver el
problema planteado en la clase?

7.- Institucionalizacion:

“Cuando resolvemos un problema,
debemos identificar los datos conocidos, en
este caso las posiciones y los nimeros de
pastelones en que se encontraban los
hermanos respecto a la posicion. Ademas,
debemos identificar qué se nos estd
pidiendo como nuestra(s) incognita(s). y
elaboramos la ecuacién que nos permita
resolver el problema, manipulando los
datos conocidos y la incognita.

Ademas, podemos ayudarnos de
representaciones que nos  permitan
comprobar nuestras hipotesis (ecuaciones o
formulaciones.
Finalmente, recordemos que existen
distintas  estrategias para  resolver
ecuaciones y que las soluciones las
podemos comprobar reemplazando el valor
de x en la ecuacion”.

8.- (Los estudiantes reconocen los pasos
mas importantes que permiten la resolucion
de un problema a través de una ecuacion?
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Recurso de Aprendizaje

PROBLEMA REPRESENTACION DEL PROBLEMA

Roberto y Carla son hermanos, Roberto es mayor que
Carla y mds alto. Un dia, camino a la plaza, decidieron
hacerlo saltando los pastelones de la vereda. Roberto

5 en el en el pastelon | y para darla ventaja a
Carla que era mds pequena, ella comenzo desde el
pastelén 6. A la vez comenzaron a saltar, Roberto saltd
del | al 4, luego al 7 y después al 10. Pero como Carla
era mis pequefia, del 6 salto al 8, luego al 10 y después
12

Pedro y Ana, los papis de Roberto y Carla, los
observan desde la vereda del frente. Ana le comenta a
Pedro que luego del quinto salto, Roberto alcanzard a
Carla. Roberto le responde que encontrando los
patrones de salto de Carla y Roberto se podria saber
si eso es verdad ;Tienen razon los papas de Roberto y

Carla?

PRIMERA (A) PREGUNTA (B)

#Cudl es el patron con el que salta Carla? {Cual es la ecuacion que me permite saber en qué nimero de
pastelén caerd Carta luego del quinto salto!?
iCudl es el patrén con el que salta Roberto?

iCudl es la ecuacién que me permite saber en qué nimero de
pastelon caera Roberto luego del quinto salto?
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PREGUNTA (C) PREGUNTA (D)

#Qué significa la x en las ecuaciones que planteaste en |a iEs cierto lo que dicen los papas de Carla y Roberto? Explica.
pregunta anterior!
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ANALISIS A PRIORI DE LA SECUENCIA

A continuacion, se presenta el analisis a priori de la secuencia didactica
propuesta, que se organiza de la siguiente manera, por cada sesion e aprendizaje.

Primero, se explicita el objetivo, los conocimientos previos y los
conocimientos a desarrollar. Luego, el analisis de divide de acuerdo a los momentos
de la clase (inicio, desarrollo y cierre). Para cada uno de ellos se hace una
descripcion de la actividad; se presenta la respuesta experta; las posibles
estrategias que podrian llevar a cabo los estudiantes; y las dificultades y/o errores
que podrian enfrentar, a partir de los cuales se describen las devoluciones que el
docente podria realizar frente a estos.

Es importante mencionar, que previo a la descripcion de dificultades y
errores, se presenta un cuadro en el que se intenta explicar desde algunos
argumentos tedricos, porqué ocurren las dificultades a describir y por qué estas
conllevarian la aparicién de un(os) error(es).

Finalmente, se mencionan devoluciones generales en cuanto al plan de
clases en su globalidad, asi como también la matemética involucrada en dicho plan.



PRIMERA SESION

Objetivo: | “Resolver ecuaciones de primer grado, a través del uso de la balanza”

Conocimientos Previos Aprendizajes Esperados
- Adicién - Ecuaciones de primer grado.
- Sustraccion - Resolucion de ecuaciones
- Ndmeros Naturales - Propiedad Cancelativa
- Descomposicion Aditiva - Concepto de Equilibrio
- Concepto de Igualdad
- Concepto de Incognita

INICIO

Descripcion de la Actividad

Preguntas Iniciales

1. La edad de mi hermana, mas 5 afios es igual a 12. ;/Qué edad tiene mi
hermana?

2. Pedro gana el doble de Gogos que David, si David tiene 15 Gogos
¢cuantos Gogos tiene Pedro?

3. Si Luis me paga $500 pesos de una deuda total de $1.250 ¢ cuanto me
sigue debiendo Luis?

A CAMN nndriamne ranracantar lac citiiarinnac antarinrac?

Se espera que los estudiantes sean capaces de traducir las preguntas
propuestas, del lenguaje natural al lenguaje algebraico (de manera mental o escrita),
con el objetivo de encontrar el valor pedido. Por ello, se pretende que los alumnos
identifiquen la incognita en cada pregunta y los datos conocidos que forman la
ecuacion.

Respuesta Experta

1. Seaxlaedadde mihermana, . x + 5 = 12. Asi, x = 7 valor que corresponde
a la edad de mi hermana.

2. Sea x la cantidad de Gogos que tiene Pedro, .. x = 15 - 2. Asi, x = 30 valor
gue corresponde a la cantidad de Gogos que tiene Pedro.

3. Sea x el dinero que me sigue debiendo Luis, . 1250 — 500 = x. Asi, x = 750
valor que corresponde a lo que me sigue debiendo Pedro.

4. Las preguntas pueden ser representadas a partir de una ecuacion, es decir,
en lenguaje algebraico, 0 de manera concreta o pictorica a través de una
balanza.
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Posibles Estrategias

1.a. Presentar las ecuaciones:

- x=12-5
- 12=x+5
- 12-5=x
- 5-12=—x

1.b. Calcular la ecuacion, identificando a la incégnita con un simbolo diferente a x.
Por ejemplo: m = 12 - 5.

1.c. Preguntarse ¢qué numero mas 5 es igual a 12? y calcular el valor de la
incognita.

1.d. Utilizar la balanza.

2.a. Plantear ecuaciones diferentes, como g = 15.

2.b. Preguntarse ¢ cudl es el doble de 15? o ¢.cuanto es 15-2? Y calcular el valor de
la incognita.

3.a. Plantear las ecuaciones:
- 1250 = x + 500
- —=500=x+1250

3.b. Preguntarse ¢ qué nimero mas 500, es igual a 12507 o ¢ cuanto es 1250 menos
5007 para calcular el valor de la incégnita.

3.c. Utilizar la balanza (o)
50 |
R\
|/5100 /smo\' 'QOD
NN
5109 |/51 \- '/3—105 5100
= = = Y
RYRY \
(0 )10 (s00) (s00) (500)
() Gmyom) o) o)
NasZANG NEAS o7

;1;::'4@%,,

/ \
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Posibles Dificultades-Errores y Devoluciones

De acuerdo a Booth (1984) citado en Abrate, Pochulu y Vargas (2016),
los estudiantes tienen dificultades para traducir hechos matematicos escritos
en lenguaje natural, a otro mas formal mediante expresiones que vinculan
nameros con letras; lo que podria conducir a cometer errores como los que aca
se presentan.

1. Sumar los niumeros conocidos: 5 + 12 =17

Devolucién: Docente pregunta ¢cudl es mi incognita? ¢qué es lo que me
estan preguntando? ¢ si debo conocer la edad de mi hermanay ella mas 5 es
igual a 12, cuantos afios tendra? Se puede utilizar la balanza pictérica o
concreta.

2. Plantear la ecuacioén: 2x = 15 obteniendo como resultado 175 07,5.

Devolucién: Docente pregunta ¢, Se puede tener 7,5 Gogos? ¢ Cuantos Gogos
tiene David? ¢ Cuantos Gogos deberia tener Pedro entonces?

3. Sumar los nUmeros conocidos, 1250 + 500, obteniendo como resultado
1750.

Devolucién: Docente pregunta ¢ Cual es el monto total de la deuda? ¢ Si Luis
le paga $500, disminuye o0 aumenta la deuda? ¢ Qué debo responder? ¢Los
$500 que pasoé Luis, hay que restarlos o sumarlos a la deuda total?

4. Si los estudiantes tienen dificultades para visualizar una representacion,
podria preguntarse: ¢,como respondiste a las preguntas? ¢ qué escribiste o
imaginaste? la ecuacion que planteaste a qué elemento podria asociarse?

DESARROLLO

Descripcién de la Actividad (Introductoria)

ACTIVIDAD INICIAL

Observa las balanzas que estin al lado izquierdo y escribelas al lado derecho como uns +
ecuacion, utilizando los siguientes elementos. 2

e+
[N SN
-

BALANZAS ECUACION

6




En esta actividad se presentan balanzas que representan cuatro pasos de la
resolucion de la ecuacion x + 2 = 6, y una tabla con los elementos necesarios para
escribir dichos pasos de manera simbdlica. Las bolas de la segunda balanza son de
diferentes colores con el objetivo de evidenciar una descompaosicion aditiva. Y, por
lo mismo, en la tercera balanza, hay algunas de ellas tachadas para explicitar el uso
de la propiedad cancelativa. Se espera que los estudiantes puedan traducir dicha
representacion, al lenguaje algebraico, reconociendo para ello, los elementos

presentes en la balanza,

Respuesta Experta

ACTIVIDAD INICIAL , 2

x
Ohbserva las balanzas que estdn al lado izquicrdo y escribelas al lado derecho como un: +
ecuacidn, utilizando los siguientes clementos. 2 - 2 i
6

BALANZAS ECUACION

Representa s Ecuncidn

X+2=6

oo 228 .,,
t??%qfifﬂ___ﬁFﬁ> X+2=4+2 C§22H5?f%———ﬁfr> x=4
—

————) 1

Posibles Estrategias

a. Dar su respuesta a partir de la balanza, y no considerar los nimeros

y simbolos de la tabla

b. Los estudiantes podrian primero, tomar los nUmeros y elementos de
la tabla, y sobreponerlos en la representaciéon de la balanza para luego

escribir la ecuacion.

Posibles Dificultades-Errores y Devoluciones

Segun Booth (1984) citado en Abrate, Pochulu y Vargas (2006), los
estudiantes tienen dificultades frente al uso de simbolos como x y/o el signo
igual (=) por mantener una cultura aritmética. Ademas, segun Rico (1995)
citado en Engler, Gregorini, Muller, Vrancken y Hecklein (2003), los alumnos
tienen dificultades para pensar mediante imagenes o representaciones
iconicas. Por ello, podrian surgir los siguientes errores.

a. Resolver la ecuacion sin considerar los elementos pictoricos de las balanzas

gue representan los pasos de resolucion.

Devolucion: Recordar que la ecuacion a escribir, debe estar
correspondencia con su representacion en balanza.
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b. Escribir la misma ecuacion en el paso 1y 2, y3y4 (x+2=5yx=4
respectivamente), sin distinguir porqué las bolitas en el paso 2 estan pintadas
de distintos colores o tachadas en el paso 3.

Devolucion: Preguntar ¢por qué crees que las bolitas estan pintadas de
distinto color? ¢si estdn agrupadas, como podriamos escribir dicha
agrupacion? ¢por qué crees que las bolitas estan tachadas? ¢coémo
podemos evidenciar a través de una ecuacion que determinadas bolitas se
estan eliminando o cancelando?

c. No identificar que la bolsa corresponde a la incognita, es decir a la x.

Devolucion: Preguntar ¢ conoces el valor o cuantas bolitas hay en la bolsa?
¢,como podemos llamar a algo que no conocemos?

d. No visualizar que en medio de la balanza existe un signo igual (=).

Devolucién: Preguntar ¢la balanza esta en equilibrio? ¢,qué significa que la
balanza esta en equilibrio? ¢lo que esta en el platillo derecho pesa lo mismo
gue lo que esta en el platillo izquierdo? ¢,qué signo podriamos poner en medio
de los platillos?

Descripcién de la Actividad (Central)

El insumo entregado a los alumnos corresponde — supuestamente — a una
tarea rayada, realizada por un estudiante de 5° basico. El estudiante debe observar
los elementos presentes tanto en la balanza, como en la ecuacion, para poder pasar
en limpio dicha actividad. Cada balanza y ecuacion corresponden a los pasos de
resolucion de la ecuacion 2 + x = 5, donde x = 3.
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Rep cada bal de manera algebraica en una i Ahora, pasa en limpio completando la tarea de Juan. Observa

Recuerda que cada balanza es un paso de resolucién de la ecuacién atentamente las balanzas y ecuaciones del lado izquierdo y con la

y para su incognita, debes mantener el equilibrio. informacién que ain no logra ver, completa ambas

Ecuacién
Dentro de la bolsa hay ldpices.
Respuesta Experta
Rep cada bal de lgebraica en una it Ahora, pasa en limpio completando la tarea de Juan. Observa
Recuerda que cada balanza es un paso de resolucion de la i las bal y ecuaciones del lado izquierdo y con la
¥y para encontrar su incognita, debes mantener el equilibrio. informacién que ain no logra ver, completa ambas
representaciones
Balanza Ecuacién
lanza Ecuacion
ey 22
i ) C 1
1 I 24+%x=5
SN
P—
2+x=2+3
2+x=2+3
x=3
Dentro de la bolsa hay 3 ldpices.
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Posibles Estrategias

a. Reconocer inmediatamente que x =3 vy, por tanto, construir tanto las

balanzas, como las ecuaciones con base en esa informacion y no en la que
le entrega el insumo.

Resolver la tarea con base en la ecuacion 2 + x = 5, construyendo otras
balanzas a partir del lenguaje algebraico.

Observar ambas representaciones comparando, por ejemplo, qué elementos
estan en la balanza y no en la ecuacion, agregandolos a esta ultima o

viceversa.

Posibles Dificultades-Errores y Devoluciones

Segun Wilder y Vaquiro (2015), existen dificultades en relacién al uso
de la balanza, ya que muchas veces los estudiantes no lograrian generar
ecuaciones equivalentes con base en una representacion pictorica. Ademas,
Abrate, Pochulu y Vargas (2006), agregan que, hay dificultades en la
comprensién de algunos conceptos como ecuacion, variable y/o solucién. Por
otra parte, Booth (1984) citado en Abrate, Pochulu y Vargas (2006), agrega
gue la tendencia de los alumnos a interpretar las letras como objetos en si
mismos y no como la representacion de numeros, conduciria a errores en la
resolucién de ecuaciones. Finalmente, el mismo autor agrega que, dificultades
en relacion a simbolos algebraicos, podria conllevar el error de reducir a un
resultado numérico, sin variables, al valor de x, ya que, el signo igual (=),
desde los primeros afos esta asociado a un resultado concreto.

a. No comprender qué representa la bolsa (incognita)

Devolucién: Preguntar ¢ sabes el valor de la bolsa o cuantos lapices tiene?
¢Sl no conoces el valor de la bolsa, entonces qué es eso para ti? ¢como
podemos llamar a un nimero o valor desconocido en lenguaje algebraico?

No asociar los elementos de la balanza con los de la ecuacion

Devolucion: Relacionar término a término ¢doénde esta la bolsa en la
ecuacion? ¢doénde estan los 2 lapices en la ecuacion? ¢donde estan los 5
lapices en la ecuacion? Se puede recurrir también, al uso concreto de la
balanza.

No visualizar el concepto de equilibrio en la balanza.

Devolucion: ¢ qué hace una balanza? ¢cémo mide el peso una balanza? ¢ las
balanzas de la tarea, estan equilibradas? ¢ qué significa que la balanza esté
en equilibrio? ¢si la balanza esta en equilibrio, ambos platillos pesan lo
mismo?
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Asignar un namero aleatorio a la bolsa (0 o 1 por ejemplo).

Devolucion: Preguntar ¢ Las balanzas estan en equilibrio? ¢ Qué pasa con el
equilibrio de las balanzas si la bolsa equivale a 0 o 1 lapices?

Que todo aquello que esté oculto tras las rayas sea una incognita, por tanto,
se represente a través de una bolsa o una x.

Devolucién: Advertir que las rayas no son incognitas y que bajo ellas, puede
haber un nimero, un simbolo o una letra. Ademas, preguntar ¢en el primer
paso que no esta rayado, cuantas incognitas hay? ¢es posible que al resolver
la ecuacion estas incognitas aumenten? ¢seria posible entonces tener en
algun paso una ecuacion con dos x?

No comprender las agrupaciones como descomposiciones aditivas y escribir,
por ejemplo, en el segundo y tercer paso 2 + x = 5.

Devolucion: Preguntar ¢ por qué crees que los lapices estan encerrados en
circulos? Advertir en como estdn escritos algebraicamente los platillos
derechos de la segunda y tercera balanza, en relacion a la agrupacion de los
lapices.

Que tanto la balanza, como la ecuacion del tercer paso, representen 2 + 3 =
2 + 3 sin explicitar la presencia de una incognita porque reconoce la igualdad
0 conoce previamente el valor de x y/o de la bolsa.

Devolucidn: Preguntar ¢qué ocurrid con la incognita y/o la bolsa? ¢qué
representa la bolsa en lenguaje algebraico? ¢esta presente la bolsa en la
balanza? ¢si esta la bolsa en la balanza, por qué no esta en la ecuacion?
¢,cOmMo reconoces cual es tu incognita y su valor si esta no esta escrita?

Construir balanzas y ecuaciones atribuyendo un valor aleatorio a la bolsa y/o
sin considerar los elementos que aun pueden verse en la tarea de Juan (Se
utilizara la primera balanza y ecuacion para ejemplificar esta dificultad).

- Silabolsaylox =10

- -
. 0+5=5
(L= LY x+5-5
5=5
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- Silabolsaylox =1

—
1+4=5
y, Xx+4=5
2+1=5
5=5

Devolucién: Preguntar ¢cémo sabes que la bolsa equivale a 0 0 1? ¢qué
pasa con el equilibrio de la balanza si en ella hay 0 o 1 lapices? ¢ como esta
representada la bolsa en la ecuaciéon? ¢ conoces el valor de la bolsa? ¢,cémo
podemos escribir un nimero que no conocemos?

- Sila bolsa = x (Como incognita solo para la balanza).

Cyam o WIANE 342=5
[ ©—== 3+2=3+2

Devolucion: ¢qué pasé con la incognita en la ecuacion? ¢la incégnita esta en la
balanza? ;por qué no esta en la ecuacion?

CIERRE

Descripcion de la Actividad

Preguntas Finales

1. ¢Qué hicimos o qué pasos seguimos para ayudar a Juan?
2. ¢Como hicimos para hallar el valor de la incégnita?
3. ¢De qué nos sirvid el uso de la balanza?

Se espera que los estudiantes retomen aquello que hicieron en clases y
reflexionen sobre qué, codmo y porqué hicieron determinada tarea. Esto, con el
objetivo de institucionalizar conceptos como Descomposicion Aditiva y Propiedad

Cancelativa.

Respuestas Esperadas

1. Observamos los elementos que aun estaban visibles tanto en las balanzas,
como en las ecuaciones, y a partir de ellos, fuimos pasando en limpio la tarea

de Juan.
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2. El valor de la incégnita lo encontramos ya que, al descomponer nimeros,
pudimos cancelar términos a ambos lados de la igualdad, manteniendo el
equilibrio de la ecuacion.

3. La balanza permite representar una ecuacion y este caso, nos permitid
reconocer cuales eran los elementos que faltaban en cada ecuacién que se
encontraba al costado.

Consideraciones Generales para el Cierre

Sin embargo, puede que los estudiantes no reconozcan el valor del uso de la
balanza, por ello puede preguntarse, ¢como podrias realizar la tarea si la balanza
no estuviera presente? ¢seria mas simple o mas complejo? ¢si alguna vez
observaste la balanza para realizar la tarea, por qué lo hiciste? ¢en qué te aportd
entonces que la balanza estuviera presente?

Se recomienda el uso de la balanza como material concreto que permita
manipular los elementos presenten en las balanzas de la tarea, de tal forma que el
estudiante pueda experimentar con el equilibrio de las mismas y comprobar qué
ocurre con este cuando se altera aleatoriamente el valor de la incégnita. Su uso
también permite asociar los elementos presenten en la balanza, con los elementos
de la ecuacion, relacionando término a término (incluso uniendo con una linea) para
determinar qué son los lapices y la bolsa en la ecuacién; y/o qué son los numeros,
la x y el signo igual (=) en la balanza.

La puesta en comun y la escucha activa del estudiante respecto de los
comentarios, aportes o inquietudes de sus compafieros, también pueden resultar en
una devolucién, en tanto podria permitir a quien presta atencion, solucionar sus
propias dudas.

Matematica Involucrada

- Ecuaciones de Primer Grado: Resuelven ecuaciones de primer grado a partir de
problemas escritos en lenguaje natural y de su representacion en balanza. Estas
ecuaciones son aquellas cuyo exponente de la incognita es 1.

- Adicion y Sustraccion: Utilizan la adicidon y sustraccion como operaciones que les
permiten manipular los nUmeros presentes en la ecuacion o los elementos de
una balanza para encontrar el valor de la incognita.

- Descomposicion Aditiva: Como estrategia de resolucion de ecuaciones, los
estudiantes descomponen aditivamente nimeros (o los agrupan en el caso de la
balanza) para luego utilizar la propiedad cancelativa y asi hallar el valor de x.
Esto es,

x+b=c,conb,ceN;c=2byc=b+a—x+b=b+a x=a.
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- Concepto de Igualdad y/o Equilibrio: Visualizan estos conceptos tanto en la
ecuacion a partir de los platillos, como en la ecuacion gracias al signo igual (=).
Este concepto es trabajado en las tres actividades, ya que en general se utiliza la
propiedad cancelativa para resolver las ecuaciones, para lo que es imprescindible
mantener el equilibrio de las ecuaciones.

- Propiedad Cancelativa: Los estudiantes descomponen aditivamente determinados
numeros y luego eliminan el mismo valor (o cantidad en el caso de la balanza) para
hallar el valor de x. Corresponde entonces, a la estrategia que esta de por medio
en la resolucion de las ecuaciones del tipo:

I. ax = b, con b multiplo de a. Porejemplo: 2x =4 & x =2
i.a+x=b,conb=a.Porejemplo:x+5=7<x+5=x+54+2=x=2

SEGUNDA SESION

Objetivo: | “Resolver ecuaciones de primer grado mediante tres estrategias
(descomposiciéon aditiva-propiedad cancelativa, aplicar la operacion
inversa y pregunta), mas otras a eleccion, mientras arman un domino
de ecuaciones”.

Conocimientos Previos Aprendizajes Esperados

- Adicién - Conocer, comprender y aplicar,

- Sustraccion diferentes estrategias de resolucion

- Multiplicacién de ecuaciones, como

- Resolucion de Ecuaciones descomposicion  aditiva-propiedad

- Estrategias de Resolucién cancelativa; aplicar la operacion

(Descomposicion Aditiva y inversa y pregunta.

Propiedad Cancelativa) - Reconocer la estrategia mas propicia
para resolver determinadas
ecuaciones.

INICIO

Descripcion de la Actividad

Preguntas Iniciales

¢, Qué hicimos la sesion anterior?

¢, Qué caracteristicas tiene una ecuacion?

¢, Qué estrategias podemos utilizar para resolver una ecuacion?

¢, Qué elementos nos ayudan para resolver una ecuacion?

¢ Por qué la balanza nos permite representar una ecuacion?

¢, Qué debemos cuidar siempre cuando resolvemos una ecuacion?

ouhwnE
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Cada pregunta debiera ser respondida de manera oral por un estudiante
diferente, estos alzan la mano ofreciendo su respuesta y la docente selecciona
considerando ojala, a los alumnos que hayan tenido dificultades la clase anterior.
Con ellas, se pretende evaluar de manera diagndstica, los aprendizajes referidos al
concepto de ecuacion y a las estrategias de resolucion.

Respuesta Esperada

1. Resolver una ecuacion, a partir del uso de la balanza.

2. Aludir a conceptos como: igualdad, equilibrio, incognita, entre otros, con el
objetivo de caracterizar a la ecuacion.

3. Referir a la propiedad cancelativa y descomposicién aditiva como método
para hallar el valor de la incognita.

4. Identifican la balanza como una representacion de la ecuacién y como un
elemento que apoya a su resolucion.

5. Reconocer que el equilibrio o la igualdad son conceptos presentes en la
balanzay que la constituyen como una buena representacion de la ecuacion.

6. Advertir que el cuidado del equilibrio en la resoluciéon de una ecuacion, es
fundamental para hallar el valor de la incognita

Consideraciones Generales para el Inicio

Las preguntas iniciales tienen directa relacién con lo trabajado en la sesion
anterior, abarcando tanto lo conceptual, como lo procedimental. Sin embargo, es
posible que los estudiantes no hayan logrado un aprendizaje significativo de aquello
y no puedan dar respuesta a dichas preguntas.

Por ello, se recomienda retomar la actividad e ir avanzando conforme a cada
pregunta. Por ejemplo: En primer lugar, simplemente mostrar la guia trabajada y
retomar la primera pregunta. En segundo lugar, a partir de la misma guia, se pone
el foco en la ecuacion resuelta (se muestra o se escribe nuevamente en la pizarra)
para reiterar la segunda pregunta. Y, en tercer lugar, se puede tomar la actividad de
un estudiante quien haya desarrollado la respuesta experta y traspasarla a la
pizarra, para que, a partir de esta informacién, los alumnos puedan reconocer
estrategias de resolucion (tercera pregunta).
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DESARROLLO

Descripcién de la Actividad

(*) Imagen referencial, las piezas del dominé se encuentran visibles en la Secuencia Didactica

El curso es dividido en tres grupos, los cuales competiran por poner la
mayor cantidad de piezas posibles, mientras se arma un dominé de ecuaciones.

Las posibles uniones del domind son las siguientes:

a. Solucion — Ecuacion y Ecuacion — Solucion
| - | x=2 [ [ x+4=6 | - |

| - | x+4=6 | [ x=2 | |

b. Ecuacion — Estrategia y Estrategia Ecuacion

¢ Cuanto debo
_ sumarte a 4,
) x+4=6 para que me )
de 67?
_ x+4x—:4é:?6—4 X+4 =6

c. Ecuaciones con la misma solucion
| - | x+4=6 || x+1=3 | - |

Los estudiantes, deberan resolver ecuaciones a partir de diversas
estrategias, que les permitan encontrar el valor de x, asociando correctamente las
piezas ecuacion-solucion, solucién-ecuacion y ecuacion-ecuacion. También,
deberan reconocer estrategias de resolucién, relacionando una determinada
estrategia con una ecuacion en particular. Finalmente, también es relevante que los
alumnos sean capaces de evaluar el trabajo de otro, reconociendo errores y
dificultades. Las instrucciones del juego estan disponibles en la Secuencia
didactica.
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Respuesta Experta

x+3=8 x+5=11 x=6 x—1=2 N x=3 x+2=6
xtz-2=6-2 x-3=8 x=11 x+9=19 x+9=1049 x+18=27
x=;7 x =7
-4
x=9 x+x=26 x=13 x—9=3 Y x=12 x+3=4
-4
4Qué numero mas x—7=9 x =16 x+4=23 S x+4-4=23-4 x4+4=21
tres es cuatro? x=;?
4
x=17 x+x=16 x=8 x+9=3 "l x=12 x+2=17
x=15 x+7=14 XH7=747 x—4=14 . x=18 x+1=25
=7
P
¢Qué namero
x =24 x=20=1 x =21 x+4=18 * sumado a cuatro x+x =44
da dieciocho?
-+
x =22 x+5=7 x=2 ¥—3=20 " x =23 x—2=3

Posibles Estrategias

1. Para asociar piezas que requieren hallar el valor de la incognita (solucién-

ecuacion, ecuacion-solucion y ecuacion-ecuacion)

Con el objetivo de describir las posibles estrategias que podrian
desarrollar los estudiantes, para encontrar el valor de x, hemos decidido
clasificar las 24 ecuaciones presentes en el juego, de acuerdo a sus
principales caracteristicas, y tomar un representante de cada grupo, que nos

permita ejemplificar cada una de ellas.

x+b=c x—b=c x+x=»b
x+3=8 x—1=2 XxX+x=26
x+5=11 x—3=8 x+x=16
x+2=6 x—9=3 X+ x =44
x+9=19 x—7=9
x+ 18 =27 x—4 =14
x+3=4 x—20=1
x+4=23 x—3=20
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x+4=21 x—2=
x+9=3
x+2=17
x+7=14
x+1=25
x+4 =18
x+5=7

De esta manera, los estudiantes podrian resolver las ecuaciones de
cada tipo, segun se indica en los siguientes esquemas, los que evidencian
los posibles recorridos, seguidos por los alumnos para hallar el valor de la

incognita.
EEEEI
Por ej 1 :
or ¢jemplo: Por ejemplo:
/'ﬂ/’/ﬁ x*+3-8 x-Jl=I2)
i
Z '
Descomposicion Aditiva / Operacion Pregunta
Propiedad Cancelativa Inversa l Pr eglunta ‘
A qué namero (A qué nimero si
que le sumo tres le resto uno me
‘ X+3-3-8.3 | me da ocho? dacIOS?
[ iz ]
[ x=3 |
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x+x=»>b

v

Por ejemplo:
x+x=22

p— —

e

Descomposicion Aditiva / l Pregunta

Propiedad Cancelativa

v
x+x=22

)

x+x=11+11

}

x+x=1++11

}

| ox=11 |

4
(Cuales dos
numeros
iguales
sumados dan
como resultado
veintidos?

2. Para asociar piezas que requieren la identificacion de una estrategia de

resolucion.

a. Para las ecuaciones que se muestran en la tabla, las estrategias son:

Ecuacion x+2=6 x+9=19 x+4=23 x+7=14
x+2-2=6-2 x+9=10+9 x+4=23—4 A=
Estrategia x=¢? G =p 7 x=¢? x=¢?

- Buscar seleccionar las ecuaciones que tengan los mismos numeros y
letras que aparecen en las estrategias. Una vez hecho esto,
discriminar a qué ecuacion corresponde la estrategia.

- Resolver las ecuaciones a partir de diferentes estrategias para
comprobar si una de ellas calza con las estrategias descritas.

b. Para las estrategias que se muestran en la tabla, las estrategias son:

Ecuacion x+3=4 x+4=18
. ; Qué numero mas tres es | ¢Qué numero sumado a
Estrategia ¢Q Q e
cuatro? cuatro da dieciocho?

- Transformar la estrategia, que corresponde a la ecuacion escrita en
lenguaje natural, al lenguaje algebraico.
- Reconocer qué numeros estan escritos en lenguaje natural y buscar
gué ecuacion tiene los mismos, discriminando asi, cual es la que se
resuelve de la forma descrita por las estrategias.



Para hallar el valor de la incognita, utilizacion de la balanza pictorica.

Dibujar las ecuaciones a resolver en una balanza y comenzar a sacar
elementos en ambos platillos. Esto siempre y cuando, las ecuaciones estén
conformadas por nameros suficientemente pequefios como para
representarlos pictéricamente y, que las operaciones en juego, sean
adiciones. Por ejemplo:

x+b=c

x+2=6

Para la identificacion de errores y/o dificultades.
Los estudiantes pueden identificar errores en la jugada del otro equipo:

Resolviendo por ellos mismos la ecuacion en juego, obteniendo un valor
distinto de la incognita.

Observando y/o oyendo atentamente la argumentacion del equipo contrario
en defensa de la postura de su pieza e identificando un error especifico en el
proceso de resolucion.

Habiendo armado parte del domind y que la pieza cuestionada no sea la
misma que el equipo contrario puso.
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Posibles Dificultades-Errores y Devoluciones

Segun Abrate, Pochulu y Vargas (2006), los estudiantes tendrian
dificultades para hacer inferencias y asociaciones, las que se originan por la
creacion de nuevas “reglas” de transposicion de términos, a partir de las que ya
conocian. Los mismos autores agregan, que los alumnos tienden a sobrecargar
la memoria con muchas reglas que aplican de manera mecéanica sin
comprenderlas.

Por otro lado, Gustin y Avirama (2014), sefialan que los alumnos tienen
dificultades en cuanto a la inversion de las operaciones, debido a la falta de
comprension de las nociones del opuesto, el inverso, las propiedades de la
igualdad y operaciones entre numeros. Estas dificultades impedirian que el
estudiante comprenda y halle el significado de la ecuacion; y mucho menos que
logre llegar a la solucién correcta.

Lo anterior, facilitaria entonces, la presencia de errores como los que se
describen a continuacion, considerando, ademas, que estos, podrian provenir
de dificultades en el manejo de simbolos algebraicos como la x, la que en
muchas ocasiones omiten (Booth, 1984. Citado en Abrate, Pochulu y Vargas,
2006).

1. Pasar sumando, pasar restando, pasar multiplicando o pasar dividiendo.

Uno de los errores mas frecuentes que cometen los estudiantes
cuando resuelven una ecuacion es utilizar el “pasa”. Cuando los alumnos ya
conocen los numeros enteros, es decir ya trabajan con numeros negativos,
esta estrategia resulta como el método informal del uso del inverso aditivo,
sin embargo, en este caso, los estudiantes trabajan Unicamente con numeros
naturales y, asi y todo, resuelven ecuaciones restando el numero que esta
sumando; sumando el que esta restando; multiplicando el que esta dividiendo
y dividiendo el que esta multiplicando. Por ejemplo:

x+b=c x—b=c
x+9=19 x—7=9
x=19-9 x=94+7
x =10 x =16

En relacion a esto, y aunque obtengan el valor que satisface la
ecuacion, los estudiantes dificilmente podrian reconocer en el dominé, cuél
es la estrategia que se asocia a la ecuacion de una pieza.

Devolucidn: se recomienda explicar, que la supuesta base matematica
para la utilizacion de esta estrategia, es la existencia del inverso aditivo
y en qué consiste su aplicacion con el objetivo de aclarar que el
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sistema numérico que ellos conocen, no les permite el desarrollo de
esta estrategia.

2. Errores diversos de resolucién-operacion
a. Utilizar la operacion inversa a un solo lado de la igualdad.

Cuando se utiliza la operacion inversa, como lo sefialamos en
el apartado de las posibles estrategias, la adicidbn o sustraccion a
realizar, debe hacerse a ambos lados de la igualdad, respetando el
equilibrio de la ecuacién. Un posible error, consiste en agregar o restar
un nimero a un solo lado de la ecuacion.

Devolucion: docente pregunta ¢qué es lo que debiamos cuidar
siempre cuando resolviamos una ecuaciéon? ¢ por qué la balanza era
una buena representacion de una ecuacion? ¢qué caracteristicas
tiene la balanza que la hacen ser una representacion de una
ecuacion? ¢ podemos entonces quitar o agregar algo a un solo lado de
la igualdad? ¢,qué pasa ahi con el equilibrio?

b. Descomposicion aditiva con error en la adicién.

Este error se relaciona directamente con la adicién, ya que el
estudiante puede descomponer cualquier numero de manera
incorrecta, sumando mal ambos miembros, por ejemplo: 23 =9 + 15,
siendo que 9 + 15 = 24.

Devolucién: docente advierte que cuando se descompongan numeros
para aplicar la propiedad cancelativa, deben tener especial cuidado en
ello, y comprobar si los dos nimeros obtenidos de la descomposicion,
sumados, efectivamente dan como resultado el ndamero
descompuesto.
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CIERRE

Descripcién de la Actividad

Preguntas Finales

¢, Qué les parecio mas facil?

¢, Qué les parecio mas dificil?

Cuando no estaba explicita la estrategia de resolucion ¢Qué estrategias
escogieron para resolver las ecuaciones? Muestre.

4. ¢Qué estrategias se pueden reconocer en el juego?

5. ¢Todas las ecuaciones del juego se pueden resolver o son pertinentes de
resolver con cualquiera de las tres estrategias? ¢ Por qué? Muestre.

whN e

Estas preguntas finales se disponen para que los estudiantes reconozcan
cudles son sus fortalezas y debilidades en relacion a la resolucion de ecuaciones,
para retomar el objetivo de aprendizaje de la clase.

Respuestas Esperadas

Para las primeras tres preguntas, se espera que el estudiante efectivamente
reflexione sobre el trabajo realizado. Respecto a la segunda pregunta, los
estudiantes deben reconocer las estrategias de: descomposicion aditiva y propiedad
cancelativa, utilizacién de la operacion inversa a ambos lados de la igualdad y la
pregunta (x + 1 = 2, ¢qué numero, sumado con uno, me da dos?). Y finalmente,
para la dltima pregunta, es importante que los estudiantes reconozcan por ejemplo
que, la estrategia de la pregunta, no es eficiente utilizarla en un comienzo con la
ecuacion 2x + 1 = x + 25, pero si con la ecuacion x + 9 = 19.

Consideraciones Finales para el Cierre

Es relevante que los alumnos reconozcan que, si bien las estrategias de
resolucion pueden utilizarse para todas las ecuaciones, hay algunas que resultan
mas eficientes para resolver determinadas ecuaciones y que por ello, es positivo
conocer, comprender y manejar, mas de un tipo de estrategia de resolucién.

Como ya lo mencionamos, en las primeras tres preguntas, no se debieran
evidenciar dificultades, ya que consisten en una apreciacion personal. Sin embargo,
para los estudiantes, podria ser complejo reconocer sus propias habilidades o
dificultades; e incluso, cudles fueron las estrategias que ocuparon. Por ello, se
recomienda que el docente pregunte ¢,como resolviste la tarea? ¢.en el proceso que
describes, algo te cost6? ¢qué fue facil dentro de este proceso? Para la cuarta
pregunta, puede que los alumnos no reconozcan las tres estrategias propuestas. En
este caso, se puede recurrir a las piezas donde esta descrita cada estrategia y
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preguntar ¢ estos métodos de resolucién son los mismos? ¢.en qué se diferencian?
¢cuantas estrategias distintas pueden identificar?

Respecto a la Ultima pregunta, los estudiantes podrian afirmar que no importa
la estrategia a utilizar para resolver, que todas son igualmente eficientes. Por el
contrario, podria apropiarse de una en particular y sefialar que es esa la mejor para
resolver cualquier tipo de ecuaciones. Ante esta situacion se recomienda pedirle al
estudiante que resuelva la ecuaciéon 2x + 1 = x + 25 a partir de las tres estrategias
y preguntar ¢como la resolviste? ¢alguna de ellas fue mas facil o dificil de usar?
¢por qué? ¢cual de ellas utilizarias en una ecuacién similar? ¢ por qué? ¢ Entonces,
todas las estrategias son igualmente utiles?

Finalmente, respecto a la resolucion de ecuaciones, se puede utilizar la
balanza pictérica o concreta como devolucién, para representar los pasos
involucrados en la busqueda del valor de x. Ademas, la comprobacién de la solucion
de la ecuacion, resulta una buena estrategia, reemplazando el valor obtenido de x
en la ecuacion inicial.

Matematica Involucrada

- Ecuaciones de Primer Grado: a lo largo de toda la actividad, con el objetivo de
poner correctamente las piezas del doming, los estudiantes resuelven ecuaciones
de primer grado, denominadas asi cuando el exponente de la incégnita es 1.

- Adicion y Sustraccion: para cualquiera de las tres estrategias de resolucién que se
proponen en esta actividad, los alumnos suman y restan nimeros o incognitas.

- Descomposicion Aditiva: Los estudiantes descomponen aditivamente numeros

como estrategia de resolucién. Esto para las ecuaciones del tipo: x + b = ¢, con
bceN;c=2byc=b+a—x+b=b+asx=a.

- Propiedad Cancelativa: los alumnos descomponen aditivamente nimeros como
meétodo de resolucion, para luego aplicar la propiedad cancelativa que les
permite hallar el valor de x.

I. ax = b, con b multiplo de a. Por ejemplo: 2x =4 & x =2
i.a+x=>b,conb=a.Porejemplo:x+5=7<x+5=x+5+2=x=2

- Estrategia “Aplicar la operacién inversa”: Tanto para resolver, como para hallar la
ecuacion que se resuelve con esta estrategia, los estudiantes pueden aplicar la
operacion inversa a ambos lados de la igualdad, sumando o restando nimeros, lo
gue les permite encontrar el valor de la incognita. Esta estrategia se utiliza con
base en:

. a—b=ce©a=b+ccona=bhb.Porejemplo,x—3=8<x=3+8
ii. a:b=c& a= bccona multplo de b. Porejemplo,§=6@x=2+6
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- Estrategia “Pregunta”: Al inicio de una ecuacion del tipo x +b =c; x —b =, los
estudiantes pueden hacerse una pregunta que les permite conocer el valor de x.

TERCERA CLASE
Objetivo: | “Proponer y resolver las ecuaciones que permite dar solucién a un
problema”
Conocimientos Previos Aprendizajes Esperados
- Adicién - Resolver un problema a partir de
- Sustraccion ecuaciones.
- Ecuaciones de Primer Grado - Identificar los pasos que forman parte
- Resolucion de Ecuaciones del proceso de resolucion de
- Estrategias de Resolucién problemas, a partir de los cuales, debe
- Secuencias Numeéricas proponerse una ecuacion para
- Patrones resolverlos.

INICIO

Descripcién de la Actividad

Preguntas Iniciales

1. ¢Qué estrategias de resolucion de ecuaciones revisamos la sesion
anterior?

2. ¢Coémo podemos resolver la ecuacibn x+5=10 a través de la
descomposicion aditiva y la utilizacion de la propiedad cancelativa?

3. ¢Como podemos resolver la ecuacion x + 6 = 9 utilizando la operacion
inversa a ambos lados de la igualdad?

4. ¢Como podemos resolver la ecuacion x — 7 = 9 a través de la estrategia
de pregunta?

Estas son preguntas elaboradas como una evaluacién diagndéstica en
relacion a los objetivos de aprendizaje propuestos para la sesion anterior. De esta
manera, se espera que los estudiantes reconozcan, verbalicen y apliquen las
estrategias aprendidas. Estas preguntas deben ser respondidas de manera oral por
los alumnos seleccionados por el profesor, considerando a aquellos que
presentaron mayor dificultad.

Respuesta Experta

1. Descomposicion aditiva — propiedad cancelativa, aplicacion de la operacion
inversa y pregunta.

95



x+5=10
x+5=5+4+5
x+5=5+5
x=05
3.
x+6=9
x+6=9/-6
x+6—-6=9—-6
x =3

4. ¢A qué numero si le resto siete, me da como resultado nueve? 16 —7 =9,
por tanto, x = 16.

Posibles Dificultades-Errores y Devoluciones

Si bien no se vislumbran posibles estrategias para la parte inicial de la
clase, pues se indica especificamente cual deben utilizar para resolver las
ecuaciones dadas, si se preveé el surgimiento de algunas dificultades y errores.

Las dificultades reportadas por Gustin y Avirama (2014), respecto a la
comprension de las nociones del opuesto, el inverso, las propiedades de la
igualdad y operacion entre niumeros, podrian llevar a producir errores como
los siguientes.

Las dificultades o errores que pueden cometer los estudiantes al resolver las tres
ecuaciones, estan en directa relacion con las ya mencionadas en el mismo apartado
de la sesion anterior. Las devoluciones son las ya sefialadas para cada uno de ellos.

a. Pasar sumando, pasar restando, pasar multiplicando o pasar dividiendo para
las tres ecuaciones propuestas.

b. Errores diversos de resolucion:

- Utilizar la operacion inversa a un solo lado de la igualdad.
- Descomposicién aditiva con error en la adicion.
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DESARROLLO

Descripcién de la Actividad

Saltando Pastelones
Roberto y Carla son hermanos. Roberto es mayor que Carla y mas alto. Un dia,
camino a la plaza, decidieron hacerlo saltando los pastelones de la vereda.
Roberto comenzoé en el en el pasteldn 1y para darla ventaja a Carla que era mas
pequefia, ella comenzd desde el pasteléon 6. A la vez comenzaron a saltar,
Roberto salté del 1 al 4, luego al 7 y después al 10. Pero como Carla era mas
pequefia del 6 salto al 8, luego al 10 y después al 12.

Pedro y Ana, los papas de Roberto y Carla, los observan desde la vereda del
frente. Ana le comenta a Pedro que luego del quinto salto, Roberto alcanzara a
Carla. Roberto le responde que encontrando los patrones de salto de Carla y
Roberto se podria saber si eso es verdad ¢ Tienen razon los papas de Roberto
y Carla?

La actividad se enmarca en el contexto de resolucion de problemas que
requieren la elaboracion de ecuaciones, pero, ademas, con los contenidos de
patrones y secuencias numéricas. Por otra parte, si bien se espera que los
estudiantes puedan explicar por qué los padres de Roberto y Carla tienen o no la
razon; con el objetivo de ir evaluando el proceso y para que lleguen a la respuesta
esperada, se plantean una a una, las siguientes preguntas:

a. ¢ Cudl es el patron con que salta Carla? ¢Cual es el patron con que salta

Roberto?

b. ¢ Cual es la ecuacion que permite saber en qué niamero de pasteldén caera
Carla luego del quinto salto? ¢, Cual es la ecuacion que permite saber en qué
namero de pastel6n caera Roberto luego del quinto salto?

c. ¢Qué significa la x en las ecuaciones que planteaste en la pregunta anterior?

d. ¢ Es cierto lo que dicen los papas de Carla y Roberto? Explica.

Luego de hacer cada pregunta, hay para cada una de ellas, un tiempo de
reflexion en que los estudiantes de manera individual resuelven, otro de puesta en
comun, donde tres alumnos (repuesta experta, respuesta incorrecta y estrategia
diferente) exponen sus procesos de resolucion y finalmente uno de validacion, en
donde se comprueba la respuesta correcta. Cabe mencionar, que luego de dar a
conocer el enunciado, se debe mostrar una representacion del problema, por

ejemplo:
e R
EREHEEE

B AE A
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Respuesta Experta

Carla

Roberto

Posicién

N° Pastelén

Posicién

N° Pastelon

6

1

8

4

10

7

12

10

=
RB|o|o|~N|o|a|ns|w|n (e

=
RB|o|o|~N|o|a|s|w|n (e

a. Carla salta los pastelones con un patron +2 y Roberto con un patrén +3.

b.

Ecuacion
Para conocer el
para . .
. e ., namero de pastelon
cualquier Justificacion .
R después del sexto
namero de
4 salto.
pastelon
Si el patron de salto
N -
(+3), se multiplica por x, 2-6)+4=y
gue corresponde a una 16 =
posicién de Carla y a =Y
esto, se le suma 8, da Después del quinto
Carla 2x+4 =y |como resultado y, que b 9
i salto, es decir en la
corresponde al namero osicion 6. Carla
de pastelbn en que pos ’ .
! estara en el pastelon
estara Carla, cuando se 16
encuentre en la posicion '
X.
Si el patron de salto
(+4), se multiplica por x, B3:6)—2=y
gue corresponde a una 16 =y
posicion de Roberto y a
esto, se le resta 4, da| Después del quinto
Roberto| 3x—2 =1y |como resultado y, que | salto, es decir en la
corresponde al numero | posicion 6, Roberto
de pastelbn en que | estara en el pastelén
estara Roberto, cuando 16.
se encuentre en la
posicion x.

c. Lax,tanto en el caso de Carla, como de Roberto, corresponde a la posicion
en la que se encontraran ambos, luego del sexto salto. Esto, considerando
que incluso antes de saltar, ya se encuentran en la posicion 1.
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d. Por un lado, lo que dice la mama de Carla y Roberto es cierto ya que luego
del quinto salto, ambos estardn en la sexta posicion y tanto Carla como
Roberto estaran en el pastelén nimero 16. Y por otro, Pedro el papa, si tiene
razén, ya que, al encontrar los patrones de salto, se pueden construir las
ecuaciones que permiten comprobar o anterior.

Posibles Estrategias

Cabe mencionar que, si la pregunta que surge del problema fuera Unicamente
¢Roberto alcanza a Carla? ¢En qué namero de pasteldén lo hace? o las cinco
preguntas fueran hechas de manera simultanea al estudiante, este habria hecho
una representacion tabular o pictérica del problema, para asi conocer en qué
pastelon se habrian encontrado los hermanos, sin proponer ninguna ecuacion para
ello. Por lo mismo es que las preguntas son entregadas una a una, promoviendo la
elaboracion de ecuaciones para resolver el problema.

a.l. contar del 6 al 8, del 8 al 10 y del 10 al 12; y del 1 al 4, del 4 al 7 y del 7 al 10;

en el caso de Carla y Roberto respectivamente, identificando cuantos niumeros hay
entre ellos.

a.2. Restar 8—6,10—-8,12—-10 v 4—1,7—-4,10—7. El resultado de estas
sustracciones corresponde al patron de salto de Carla y Roberto respectivamente.

a.3. Representar pictéricamente el problema y contar los espacios.

T

b.1. Representar en problema en una tabla y completar sumando 2 y 3, el nimero
de pasteldn en que estaria Carla y Roberto luego del quinto salto respectivamente.

Carla Roberto
N° Salto Posicion N° Pastelén Posicion N° Pastelén N° de Salto

1 6 1 1

1 +2 +3 1
2 8 2 4

2 +2 +3 2
3 10 3 7

3 +2 +3 3
4 12 4 10

4 +2 +3 4
5 14 5 13

5 +2 +3 5
6 16 6 16

6 +2 +3 6
7 18 7 19
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Luego de elaborar la tabla, y conociendo el nimero de pastelon en el que los
hermanos se encuentran (16), el estudiante podria comenzar a jugar, u operar con
los nimeros, hasta darle cuentaque (2 -6) +4=18y (3 - 6) —2 =19, comprobandolo
con los niumeros de la quinta posicion.

Una vez hecho esto, el estudiante identificara cuales son las variables, que
en ambos casos es 6 (la posicion). Por tanto, las ecuaciones podrian escribirse
como2x+4=yy 3x—2=ysiendoy el nimero del pastelén en que estara Carla
y Roberto respectivamente.

b.2. Hacer lo mismo que se describié anteriormente, pero con los nimeros dados
en el enunciado del problema, dandose cuenta  de que:
(2-1)+4=6,(2-2)+4=8,etc.yque (3-1)—2=1,(3-2)-2=4, etc. elaborando
las ecuaciones antes mencionadas.

Carla Roberto
N° Salto Posicién N° Pastelén Posicién N° Pastelén N° de Salto

1 6 1 1

1 +2 +3 1
2 8 2 4

2 +2 +3 2
3 10 3 7

3 +2 +3 3
4 12 4 10

c.1. Reconocer que x corresponde a la variable. Asi, si lo que se quiere es conocer
el pasteldn en el que estaran ambos hermanos, lo que varia es la posicién en la que
se encuentren, la que corresponde entonces, a la x planteada en la ecuacion.

d.1. Los estudiantes pueden recurrir a la respuesta dada en la pregunta b e
identificar inmediatamente que luego del quinto salto, en la posicion 6, los hermanos
si estaran en el mismo nimero de pastelon. Por lo tanto, podrian reconocer que el
patrén de salto si permite comprobar si los hermanos se encuentran o no, ya que
es fundamental para la elaboracién de la ecuacion.

d.2. Podrian también utilizar las ecuaciones elaboradas para la pregunta b,
calculando los pastelones en los que ambos hermanos estaran luego del sexto salto,
es decir, (2:6)+4 =18y (3:6) —2 = 19 para Carla y Roberto respectivamente.
Asi, al estar el patron involucrado en las ecuaciones, el estudiante afirmaria que
Pedro tiene la razon.
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Posibles Dificultades-Errores y Devoluciones

Veldsquez, L (2012), sefiala que existen dificultades en la solucién de
sucesiones, al no identificar patrones y regularidades, las que se enmarcan
dentro del desarrollo del pensamiento variacional. En relacién a lo anterior,
Velasquez, F (2012) sefala que la comprension del concepto de variable —
fundamental en el tema de sucesiones y progresiones — es poco significativa por
parte de los estudiantes, por ello, manifestarian dificultades para solucionar
problemas, reconocer elementos asociados a situaciones de variacion
(establecer regularidades y patrones de comportamiento), usar distintas formas
de representacion (recodificar) y llevar a cabo procesos de generalizacion. Esto
podria favorecer la ocurrencia de los siguientes errores relacionados con
patrones y sucesiones.

Por otra parte, Booth, 1984. Citado en Abrate, Puchulu y Vargas, 2006,
reporta dificultades para traducir hechos matematicos descritos en lenguaje
natural, a otros mas formales, a través de expresiones que relacionan niumeros
con letras. Esto, podria producir los errores que se describen a continuacion y
gue estan relacionados con la construccién de ecuaciones a partir de un
problema.

a.1l. Reconocer como patrén, la cantidad de niumeros que hay entre cada numero
de pastelon.

9 10 |11 |12 |13 |14 |15
4 5 6 7 8 9 10

Carla 6 7 8
Roberto | 1 2 3

Asi,entreel6yel 8 el8yell0yel 10y 12, hay 1 numero. En el caso de
Roberto, entre el 1 y el 4; y el 4y el 7 hay 2 nimeros. Por ello, el estudiante
podria afirmar que los patrones de Carla y Roberto son +1 y +2
respectivamente.

a.2. Muy similar a lo anterior, los estudiantes a estos 1 y 2 nimeros que hay entre
cada pastelon, podrian agregar el pastelon inicial y el pasteldn final, afirmando que
Carla y Roberto saltan con un patron de +3 y +4 respectivamente.

Devolucion: Docente define brevemente qué es un patron (“en este caso, el
patrén corresponde a la regla que nos permite continuar con la secuencia™).
A partir de la definicién anterior, comenta: Supongamos que el patrén es +1
y +2, por tanto, segun esta regla deberiamos poder seguir construyendo la
sucesion de numeros, pero 6 +1 =7y enrealidad, debiera ser 8; y
1 + 2 =3y enrealidad debiera ser 4 (segun la sucesion que describe Carla
y Roberto). ¢, Puede ser entonces +1y +27? ¢ se contemplan solos los nimeros
centrales para determinar el patron? Ahora intentemos con +3y +4, 6 + 3 =
9, pero debiera der 8y 1 + 4 = 5, cuando debiera obtener 4, ¢contemplo
entonces el nimero inicial, final y los centrales para obtener el patron? ¢cémo
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puedo entonces reconocer el patron, es decir la regla con la que puedo seguir
construyendo la sucesion?

b.1. Elaborar las ecuaciones no generalizables como x+2=yyx+3 =y, con x
igual a un determinado namero de pastelon e y como el numero del pastelén
siguiente a x.

Devolucién: Docente pregunta ¢las ecuaciones planteadas te sirven para
conocer en qué pastelon estara cada hermano luego del salto nimero 1247
¢ Podrias utilizar estas ecuaciones sin conocer en qué namero de pastelon
estan los hermanos luego del salto 123? Se debe advertir que las ecuaciones
a elaborar, deben ser Utiles para conocer en qué pastelon estaran los
hermanos luego de cualquier salto y sin que sea necesario conocer el nimero
de pasteldn en el que estaran previamente.

b.2. Generar una tabla como las ya expuestas, y operar con los primeros nimeros
conocidos de ambos hermanos (patrén, primera posicion y primer niumero de
pastelon, generando ecuaciones como: (patron + posicion) + 3 = numero de
pastelon [(2 + 1) + 3 = 6] en el caso de Carla y (patron + posicion) — 3 = nimero de
pastelon [(3 + 1) — 3 = 1] en el caso de Roberto.

Devolucién: Docente pide a estudiantes comprobar si estas ecuaciones
sirven para todas las posiciones y niameros de pastelones conocidos por
ellos, es decir, que estan en el enunciado de la tarea. Luego pregunta
¢funcionan las ecuaciones para conocer en qué numero de pastelon estan
los hermanos luego del quinto salto?

b.3. Imposibilidad de generar ecuaciones. Es posible que los estudiantes no tengan
ninguna idea sobre cdmo elaborar una ecuacion a partir de los datos dados y, por
tanto, tampoco para hallar en qué numero de pastelon de encuentra Carla y
Roberto. Con esto nos referimos a que ni siquiera elaboren ecuaciones incorrectas.

Devolucion: Para la siguiente devolucion, consideramos pertinente la
utilizacién de la representacion pictérica del problema.

B AEE

Docente pregunta ¢En qué posiciones esta el primer dibujo de cada
hermano? ¢ sabemos que Carla esta en el pastelon 6 y Roberto en el 1, pero
se posicionaron antes en un pasteldon anterior? Entonces, ¢cual sera la
posicion de ambos?
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Comenzar a organizar la informacion en una tabla, incrementando los
nameros de posiciones y pastelones a partir de lo que puedan sefalar los
estudiantes.

Carla

Roberto

Posicién

N° Pastelén

Posicién

N° Pastelén

1

6

1

1

2 8 2 4

Una vez que la tabla anterior sea completada por los alumnos hasta al
menos la cuarta posicion, docente pregunta ¢cual es el patrén con el que
salta Carla y Roberto? ¢,como o donde podriamos anotar dicho patrén en la
tabla para tenerlo siempre presente? En este caso, los estudiantes pueden
representarlo de diversas formas, por ejemplo, con flechas, en este caso,
ejemplificaremos de la siguiente manera:

Carla

Roberto

Posicién

N° Pastelén

Posicién

N° Pastelén

1

6

1

1

+2

+3

2

8

2

4

+2

+3

3

10

3

7

+2

+3

4

12

4

10

Una vez construida la tabla, o la representacion que cada estudiante
haya considerado mas apropiada para organizar la informacion, gracias a la
participacion y observacion de todos, se pregunta: ¢ Qué informacion nos dan
los nimeros que conocemos? Entre los nimeros de la posicion, pastelon y
patréon, ¢cual de ellos es siempre el mismo? Si el patrén (+2 y +3) son
siempre el mismo, entonces ¢la posicion y el numero de pastelén varian?
¢.conocemos todos los valores de las posiciones y el pastelon en el que
estara cada hermano respecto de la posicion? ¢recuerdan como podiamos
representar de manera algebraica un numero del que no conocemos su
valor? ¢la letra con la que identificamos la posicion y el nimero de pastelon
puede ser la misma? ¢por qué? Se recomienda ir registrando la siguiente
informacion en la pizarra: patrones fijos que no varian +2 y +3, posicion
variable es igual a x, nimero de pastelon variable igual a y (o cualquier otra
letra).

Dar un tiempo a los estudiantes para que jueguen o, mejor dicho,
operen con estos numeros y con los de la tabla, para que tengan la
posibilidad de elaborar una ecuacion. Luego de ese tiempo, proponer una
puesta en comun con lo realizado por al menos 3 estudiantes.

Si a pesar de las devoluciones anteriormente realizadas, aun ningun
estudiante ha logrado generar la ecuacion, docente propone operar con los
nameros conocidos (patron, posicion y pastelén). Luego hacer una puesta en
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comun con las propuestas de los estudiantes para reemplazar los valores de
posicion y pastelon por incognitas, conformando una ecuacion. Esto debe
realizarse solo para uno de los hermanos, para asi permitir que los alumnos
trabajen y elaboren de manera independiente para la elaboracion de la
segunda ecuacion.

c.1. Es posible que los estudiantes no hayan puesto x e y para nombrar a la posicion
y al nUmero de pasteldn respectivamente, y hallan escrito y y x, o w y z, por tanto,
Nno sepan reconocer que se esta preguntando por la posicion.

Devolucion: tomar las ecuaciones propuestas por los alumnos e identificar
qué letra representa a la posicion, preguntando por ella especificamente.

c.2. Aun cuando el estudiante haya construido las ecuaciones 2x +4 =y vy
3x — 2 =y, no identifica qué representa la x.

Devolucion: retomar la devolucion que consiste en la elaboracion de la
ecuacion, poniendo énfasis en el momento en que se escribe la x en las
ecuaciones.

d.1. Aunque las ecuaciones estén correctamente elaboradas, los estudiantes
pueden igualarlas, afirmando que los estudiantes no se encontraran luego del quinto
salto, pero si después del sexto. Esto seria de la siguiente manera:

2x+4=3x—-2x=6

Devolucién: Preguntar ¢a qué corresponde la x? ¢qué dato conocemos si
resolvemos la ecuacion 2x + 4 = 3x — 2, la posicion en que estaran ambos
hermanos o el numero de pastelén? Si lo que estamos identificando es la
posicion ¢a qué pastelon corresponde? Entonces ¢se encuentran los
hermanos luego del quinto salto?

CIERRE

Preguntas Finales

1. ¢Qué debemos hacer para resolver un problema?
2. ¢Qué hicimos para resolver el problema planteado en la clase?

Descripcién de la Actividad
Estas preguntas son hechas y contestadas de manera oral en el cierre de la

clase. Con ellas se espera que los estudiantes reconozcan los pasos generales que
se deben llevar a cabo para resolver cualquier problema que involucra la
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elaboracion de una ecuacion para resolverlo. Ademas, se pretende que identifique
los pasos especificos que permitieron el desarrollo del problema planteado.

Respuesta Esperada

Para la primera pregunta, se espera que el estudiante reconozca que cuando
se resuelve un problema, hay que identificar los datos conocidos y desconocidos
(aquellos que nos piden hallar). Diferenciar entre ellos, los valores fijos y variables,
ademas de asignar un simbolo a los valores que no se conocen. Reconocer qué se
nos esta preguntando especificamente, y manipular los datos de tal manera de
conformar una ecuacion que nos permita dar solucion al problema.

Para la segunda pregunta, el estudiante debe sefalar que reconocio el
patrén, ordené los datos para visualizar la informacion que tenemos (por ejemplo,
en una tabla), reconocié qué nos estan preguntando, y conformé ecuaciones para
responder a dicha pregunta.

Consideraciones Finales para el Cierre

Si bien los estudiantes pueden haber resuelto el problema exitosamente,
existe la posibilidad de que no puedan o se les dificulte verbalizar qué es lo que
hicieron para ello. Ante esta situacion, se recomienda retomar con el aporte de los
alumnos, cada paso realizado; preguntar a un estudiante qué fue lo que hizo
primero, preguntarle a otro si hizo lo mismo o como lo hizo. Debe registrarse todo
esto en la pizarra para que, una vez que se llegue al paso final, se puedan retomar
y reorganizarlos de ser necesario.

Para la puesta en comun de la Ultima pregunta, se sugiere comprobar a partir
de los datos obtenidos en la tabla, demostrando que las ecuaciones funcionan,
independientemente de las posiciones o niumeros de pastelon.

Matematica Involucrada

- Secuencia Numérica y Patron: los pastelones en los que se encuentran ambos
hermanos y que corresponden a la informacion dada por el enunciado, conforman
una secuencia numérica de la forma a;a+n;a+ 2n;a+3n... donde n
corresponde al patron que puede ser entendido en este contexto, como la regla
gue permite continuar la secuencia.

- Ecuaciones de Primer Grado: Para encontrar la solucion a la ultima pregunta
propuesta, los estudiantes deben elaborar dos ecuaciones de primer grado,
definidas asi cuando el exponente de la incognita es 1.

- Adicion y Sustraccion: Para hallar los patrones de las secuencias, elaborar las
ecuaciones y resolverlas, los estudiantes deben aplicar las operaciones de adicion
y sustraccion.
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- Estrategias de Resolucion: Para resolver las ecuaciones, los estudiantes pueden
utilizar la estrategia de descomposicion aditiva-propiedad cancelativa o aplicar la
operacion inversa.

i. Descomposicion Aditiva: x + b =c,conb,c e N; c>by
c=b+a—x+b=b+a=x=a
ii. Propiedad Cancelativa: a + x =bconb >aya,c € Ny ax = b con b multiplo
de a.
ii. Aplicar la Operacion Inversa: a—b=cea=b+c con a=b;, Yy
a:b = c¢ © a = bc con a multiplo de b.

- Resolucion de Problema: Los estudiantes deben resolver un problema, elaborando

y resolviendo dos ecuaciones. Al respecto, también se espera que identifiquen el
proceso que implica la resolucion de un problema.
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CONCLUSIONES

La propuesta didactica, cumple con el objetivo de convertirse en una
monografia, en tanto se construye con base en la experiencia de un Estudio de
Clases realizado por un grupo de tres docentes, en el marco del curso Seminario de
Avance de Investigacion. La reflexion que conlleva este disefio metodoldgico,
permite obtener elementos a considerar, para poner a disposicion de investigadores
y docentes, una secuencia de clases que puede ser desarrollada y adaptada en
diferentes contextos educativos e investigativos.

El analisis realizado acerca de la clase implementada, a partir del disefio
metodolégico propuesto, nos provee de algunos resultados que fueron
considerados a la hora de tomar decisiones acerca de como disefiar nuevos planes
de clases, que permitan favorecer no solo el aprendizaje de los estudiantes respecto
al objeto matematico, sino también la ensefianza por parte de maestro.

La evidencia recogida, mas la discusion acerca de ella, se constituyen como
los principales elementos que justifican tanto los objetivos, como las tareas de
aprendizaje presentes en cada planificacion. Ademas, el analisis cognitivo
desarrollado con base en el marco conceptual Andlisis Didactico (Rico, 2013), nos
llevé a adentrarnos en el curriculum, en relacion a como se presenta el objeto
ecuacion dentro de él.

Asi, los objetivos fueron elaborados y articulados, considerando que, el
transito hacia la representacion simbdlica, es mas solido si luego se permite una
etapa en que lo concreto se presenta icOnicamente, con imagenes o
representaciones pictoricas, para mas tarde avanzar progresivamente hacia un
pensamiento simbolico-abstracto (Mineduc, 2012, p. 2). Y, ademas, la resolucion de
problemas es el foco de la ensefianza de la matematica, en tanto busca promover
el desarrollo de formas de pensamiento y de accion que posibiliten a los estudiantes
procesar la informacién proveniente de la realidad y asi profundizar en su
comprension acerca de ella 'y de los conceptos aprendidos (Ibid, p. 3).

En relacién a lo anterior, si bien la balanza se utiliza como introduccion al
concepto de ecuacion en la primera sesion, se promueve, ademas, la comprension
y conceptualizacion de elementos propios del algebra, asi como también, la
traduccion el lenguaje natural al lenguaje algebraico, ya que ambos procesos se
consideran como necesarios para enfrentar la resolucién de ecuaciones con éxito.

En la misma linea, para la segunda sesion, se deja a un lado la
representacion pictérica de la ecuacion, para dar paso, al aprendizaje significativo
de diferentes estrategias de resolucion adecuadas al nivel de aprendizaje de los
estudiantes y, sobre todo, a los conocimientos previos y actuales que poseen. En
este caso, los alumnos desarrollan un algebra dentro del sistema de los niumeros
naturales y, por tanto, las estrategias que pueden usar para resolver ecuaciones,
deben ser coherentes con dicho marco, y cefiirse a las caracteristicas de éste.
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Finalmente, la dltima clase, implica la resolucién de un problema a partir de
la elaboracién de ecuaciones, que corresponde al desarrollo de competencias de
orden superior, en comparacion con los objetivos antes mencionados.

Respecto a la innovacion, Dominguez, Medina y Sanchez (2011) sefialan que
la tarea de innovar consiste en trabajar en un horizonte de mejora continua para
cuantos intervienen en el acto formativo y, demostrar que los implicados en tal
accion, logran los objetivos y dominan las competencias basicas que se estiman
mas valiosas. Asi, innovar es aportar lineas de reflexion y transformacion cada vez
mas relevantes que atafien a la institucion y a los procesos de ensefianza-
aprendizaje alcanzados en el aula (Ibid, p. 7).

Considerando lo expuesto en el parrafo anterior, la secuencia didactica que
se propone en este documento, se constituye como una innovacion, en tanto surge
a partir de la reflexion acerca de la accion docente (ensefianza) y el comportamiento
de los estudiantes (aprendizaje). De esta manera, se consideran elementos que han
estado presentes en el aula durante afios, como por ejemplo la balanza y la
resolucidén de ecuaciones, para analizar como interactian los alumnos con dichos
elementos, y asi, poder mejorar un plan de clases que los incorpora, agregando
otros dos, enlazados coherentemente y que aportan progresivamente en el
aprendizaje significativo del estudiante respecto al objeto.

Mas especificamente, la primera clase resulta innovadora, en tanto busca
consolidar el paso de la aritmética al algebra, o que a su vez se transforma en un
medio o resguardo para incorporar la balanza de manera exitosa, disipando las
dificultades y/o errores que esta podria propiciar, ya que fue precisamente este, uno
de los resultados obtenidos a partir del analisis realizado en el Estudio de Clase.

Respecto a la segunda sesion, la innovacién esta presente en el juego como
medio para conocer, comprender y aplicar diversas estrategias de resolucion de
ecuaciones, ya que el juego es rechazado por muchos docentes al ser visto como
una actividad frivola y poco significativa (Gardner, 1980. Citado en Lopez, 2014).
Sin embargo, el juego sirve para lograr el aprendizaje de contenidos conceptuales
matematicos, y el desarrollo de contenidos procedimentales y actitudinales (Lopez,
2014).

El aspecto innovador de la ultima sesion, esta en propiciar la evaluacion
respecto a la pertinencia de la solucién, ya que como se sefal6 en el analisis a priori
de esta clase, aunque los estudiantes elaboren ecuaciones correctas y las resuelvan
exitosamente, podrian equivocar la respuesta al problema.

En relacion al aporte que significa la presente monografia para la comunidad
educativa, reiteramos que el proceso ciclico-reflexivo presente en su elaboracioén,
puede ser el mayor aporte, no tan solo a profesores, sino a investigadores
relacionados con la educacion, la did4ctica, la matematica, entre otros. Por ello, hay
que considerar, ademas, que este documento no se comprende Unicamente de una
secuencia de tres clases, sino que también, se explicitan y desarrollan todos los
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otros apartados en los que se trabajo previa y necesariamente para la elaboraciéon
de la propuesta didactica. De esta manera, ademas de las tres sesiones
planificadas, el analisis conceptual, de contenido, cognitivo, de instruccion y de
evaluacion, que en conjunto van construyendo nuestro marco conceptual, son
también un gran aporte, pues permiten conocer, por ejemplo, cdmo se trabaja
nuestro objeto, tanto en el curriculum como en los textos escolares; asi como
también, cuales son las limitaciones de aprendizajes reportadas por otras
investigaciones respecto a la resolucion de ecuaciones. Por ello, no solo se podra
implementar la secuencia, sino que también, adaptarla a diferentes contextos,
realidades y necesidades; o incluso, elaborar una nueva, a partir de los elementos
que en este documento se proponen.
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Anexo 1. Objetivos de Aprendizaje e Indicadores de Evaluacion de 1° a 8° Basico

Curso Objetivo de Aprendizaje Indicadores de Evaluacion
1° Describir y registrar la igualdad y la desigualdad como Determinan igualdades o desigualdades entre cantidades, usando una balanza y registran el proceso
equilibrio y desequilibrio, usando una balanza en forma de manera pictérica.
concreta, pictorica y simbdlica del 0 al 20, usando el Explican igualdades o desigualdades usando balanza.
simbolo igual (=). O.A 12 Ordenan cantidades, empleando una balanza.
Resuelven problemas que involucran igualdades y/o desigualdades, usando una balanza.
20 Demostrar, explicar y registrar la igualdad vy Determinan y registran dos igualdades o desigualdades dadas, con el uso de una balanza para
desigualdad en forma concreta y pictérica del 0 al 20, verificar su resultado.
usando el simbolo (=) y los simbolos no igual (>, <). 0.A Comparan y registran igualdades o desigualdades con el uso de simbolos (=, <, >) en forma pictérica
13 y simbdlica.
3° Resolver ecuaciones de un paso que involucren Describen y explican una operacion inversa con ayuda de las relaciones numéricas en una “Familia
adiciones y sustracciones y un simbolo geométrico que de Operaciones”, por ejemplo: 6, 7 y 13 en forma concreta, pictdrica y simbdlica.
represente un numero desconocido, en forme pictérica 13-7=6€¢6+7=13>7+6=13>13-6=7
y simbdlica del 0 al 100. O.A 13 Resuelven una ecuacion, aplicando estrategias como: Ensayo y error, “utilizar la operacion inversa”
en forma concreta y pictorica.
40 Resolver ecuaciones e inecuaciones de un paso, que Modelan ecuaciones con una balanza, real o pictéricamente, por ejemplo: x + 2 = 4
involucren adiciones y sustracciones, comprobando los Modelan ecuaciones e inecuaciones de un paso, concreta o pictéricamente, con una balanza y
resultados en forma pictérica y simbdlica del 0 al 100, ademas con software educativo.
aplicando las relaciones inversas entre la adicion y la Resuelven adivinanzas de nimeros que involucran adiciones y sustracciones.
sustraccion. O.A 14
52 Resolver problemas, usando ecuaciones de un paso Expresan un problema mediante una ecuacién donde la incégnita esté representada por una letra.
que involucren adiciones y sustracciones en forma Crean un problema para la ecuacion dada.
pictérica y simbdlica. O.A 15 Obtienen ecuaciones de situaciones imaginadas sin resolver la ecuacion
Resuelven una ecuaciéon simple de primer grado con una incégnita que involucre adiciones y
sustracciones.
Evallan la solucion obtenida de un problema en términos del enunciado del problema.
Explican estrategias para resolver problemas, utilizando ecuaciones.
6° Representar generalizaciones de relaciones entre Escriben y explican la férmula para encontrar el perimetro de un rectangulo.

nimeros naturales, usando expresiones con letras y
ecuaciones. O.A 10

Resolver ecuaciones de primer grado con una
incognita, utilizando estrategias como:
- Usar balanza
- Usar la descomposicion y la correspondencia
1 a 1 entre los términos en cada lado de la
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Escriben y explican la férmula para encontrar el area de un rectangulo.

Usan letras para generalizar la propiedad conmutativa de la adicion y la multiplicacion

Describen la relacion entre los valores en una tabla, usando una expresién en que intervienen letras.
Representan la regla de un patrén, usando una expresién en que intervienen letras.

Determinar soluciones de ecuaciones que involucran sumas, agregando objetos hasta equilibrar la
balanza.

Expresan nimeros en una forma que involucre adiciones o sustracciones con nimeros. Por ejemplo:
expresan 17 enlaforma2-8+1,025enlaforma3-9-2.

Expresan ndimeros en una forma que involucre adiciones o sustracciones con nimeros y con
incégnitas. Por ejemplo: expresan 19 en la forma 4 - x + 3.



ecuacion, aplicando procedimientos formales
de resolucion. O.A 11

7~ Utilizar el lenguaje algebraico para generalizar
relaciones entre nimeros, para establecer y formular
reglas y propiedades; y construir ecuaciones. O.A 6

Modelar y resolver problemas diversos de la vida diaria
y de otras asignaturas, que involucren ecuaciones e
inecuaciones lineales de la forma:
ax=b;§:b(a,byc €Z; a#0)
X
ax < b; ax>b5>b(a,byc €N;a+#0)
0.A9

8° Modelar situaciones de la vida diaria y otras
asignaturas, usando ecuaciones lineales de la forma
O.A8:

x
ax =b;—=b;
a
a#0;ax+b=c;
x
—+b=c
a
ax =b + cx;

a(x+b) =c¢;
ax+b=cx+d

Resuelven ecuaciones descomponiendo de acuerdo a una forma dada y haciendo una
correspondencia 1 a 1. Por ejemplo: resuelven la ecuaciéon 5 - x + 4 = 39, expresando 39 en la forma
5 x + 4, y mediante correspondencia 1 a 1 determinan el valor de x.

Aplican procedimientos formales, como sumar o restar nimeros a ambos lados de una ecuacion para
resolver ecuaciones.

Representan patrones de manera pictorica y simbdlica.

Relacionan expresiones algebraicas con patrones dados.

Expresan patrones geométricos con términos algebraicos; por ejemplo: “Tres unidades al norte (n) y
dos unidades al este (e)” con 3n + 2e, relacionando con puntos y graficas en el plano cartesiano.
Relacionan expresiones del lenguaje natural con términos algebraicos; por ejemplo: “el doble de...”
0 “la mitad de...” con 2x 0 ’zf etc.

Representan expresiones algebraicas sencillas de manera concreta (metafora de maquinas),
pictérica (medidas de figuras) y simbdlica.

Resuelven problemas de la vida cotidiana que pueden ser resueltos con ecuaciones.

Representan transformaciones equivalentes mediante modelos concretos de balanzas: agregar o
sacar objetos.

Resuelven ecuaciones e inecuaciones de la vida diaria con ecuaciones de la forma ax =b o §=
b,a # 0.

Modelan situaciones de la vida diaria con inecuaciones de la forma ax < b; ax > b;% < b;% >b,a#
b,a # 0.

Representan la solucion de las ecuaciones o inecuaciones en la recta numérica.

Representan pictéricamente, mediante balanzas, ecuaciones de la forma:

ax=b;§=b;a¢0;ax+b=c;§+b=c;ax=b+cx;a(x+b)=c;ax+b=cx+d.

Identifican las actividades “agregar a la balanza” con la adicién y “sacar de la balanza” con la
sustraccion.

Modelan transformaciones equivalentes con actividades que mantienen el equilibrio de la balanza.
Modelan situaciones que requieren de una ecuacién o inecuacién para responder a un problema.
Resuelven ecuaciones de la forma:

ax = b;§= b;a+0;ax+b = c;§+b =c;ax =b+cx;a(x +b) =c;ax + b = cx + d. En ejercicios rutinarios.

Resuelven problemas cotidianos, utilizando ecuaciones e inecuaciones.
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Anexo 2: Tratamiento del Concepto y la Resolucion de Ecuaciones en cuatro Textos Escolares

Criterio

Santillana (2017)
Ministerial

Santillana (2013)
Licitacion Privada
Proyecto Casa del Saber

Editorial SM (2016)
Licitacion Privada
Proyecto Savia

Santillana (2016)
Licitacion Privada
Proyecto Todos Juntos

Concepto de
Igualdad

Expresiones
Algebraicas

Valorizar
Expresiones
Algebraicas

Comparacion

de

Expresiones.

Se define como: “Cuando se
suma, resta, divide o multiplica el
mismo nimero en ambos lados
de laigualdad, esta se mantiene”
a partir de sus propiedades.

Se define una expresion
algebraica a través de un
ejemplo: “Las expresiones x +
30,x—3,x—1,x+1,x+2 son
ejemplos de expresiones
algebraicas, ya que combinan
nameros, letras y operaciones

(+ ="

Se define a partir de un ejemplo
como: “Una igualdad (=) entre
expresiones significa que ambas
representan lo mismo. En caso
contrario se dice que no son
iguales o que son distintas (#)”
Luego se enuncian propiedades

(+y-)

Se define Lenguaje Algebraico
como: “La informacién escrita en
lenguaje natural, puede ser
representado en lenguaje
algebraico, que esta formado por
nameros y simbolos, los que se

relacionan para formar las
expresiones algebraicas. En
general, se usa una letra

mindscula para representar un
ndmero cualquiera”.

Se define como: “Dos expresiones
iguales o distintas, que denotan el
mismo objeto, reciben el nombre
de igualdad, por ejemplo: 2 + 2 =
4",

Se define Lenguaje Algebraico
como: “El lenguaje algebraico es
una forma de representar con
simbolos y numeros lo que
normalmente expresas en relacion
con la matematica o los numeros
en general. De esta forma puedes
manipular cantidades
desconocidas con simbolos faciles
de escribir, lo que ayuda a resolver
problemas matematicos o a
mostrar generalizaciones”.
También se define Expresién
Algebraica como: “Son un conjunto
de numeros y simbolos (letras)
ligados entre si por los signos de
las operaciones aritméticas”

Se presentan ejercicios como “Halla el valor de x + 5 six = 9”

Uso de =, >y < para comparar
expresiones.

Uso de =, > y < para comparar
expresiones y de la balanza
pictérica para comparar
expresiones.
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Uso de =, > y < para comparar
expresiones.

Se define como: “Una igualdad
(=) entre dos expresiones,
significa que ambos representan
lo mismo, en caso contrario,
puedes decir que no son iguales
o que son distintas (#)". Luego,
se enuncian propiedades (+y -)

Alumnos relacionan un
enunciado dado, con la ecuacién
que lo representa.

No presenta.

Uso de =, > y < para comparar
expresiones y de la balanza
pictérica para comparar
expresiones.



Reduccion de
Expresiones
Algebraicas

Definicién de
ecuacion

Estrategias de
Resolucién

Resolucion de
Problemas

Comprobacion

Lo hacen utilizando cintas
fraccionadas. Cuando se tiene
un todo que mide
a, a, a, entonces ese todo medira
3a.

“Una ecuacion es una igualdad
entre dos expresiones en las que
hay valores desconocidos
llamados incognitas”

Uso de la balanza.

Utilizar la operacién inversa en
ambos lados de la igualdad.

Dividir a ambos lados de la
igualdad, por el numero que
acompafia a la incégnita y
amplificar la fraccion para igualar
denominadores.

Presenta problemas que se
resuelven a través de una
ecuacion

“Una ecuacion es una igualdad
entre dos expresiones
algebraicas que se satisface para
uno o varios valores de su
incognita. Para resolverla, se
debe encontrar el valor de la
incégnita que satisface la
igualdad; este corresponde a la
solucién de la ecuacion”.

Uso de la balanza.

Utilizar la operacion inversa en
ambos lados de la igualdad.

Explicita estrategia: “Para
plantear ecuaciones que
representen una situacion

problema es necesario identificar
la incognita del problema, y los
datos que permitan comprender
mejor la operacioén involucrada en
la situacién”. Propone problemas.

No presentan.

“Una igualdad entre dos
expresiones algebraicas, en donde
existen una o0 mas incognitas
representadas por una letra. Para
resolver una ecuacién puedes
puede representarla en una
balanza o realizar operaciones
inversas a las que contenga la
igualdad”.

Uso de la balanza.

Utilizar la operacion inversa en
ambos lados de la igualdad.

Presenta problemas que se
resuelven a través de una
ecuacién y propone uso de la
balanza.

Sugieren la comprobacion a partir del reemplazo del valor obtenido, por la incégnita en la ecuacion.

“Una entre dos expresiones, en
las que hay términos
desconocidos o incognitas. Esta
igualdad satisface para uno o
varios valores de la incognita,
gue corresponde a la solucion de
la ecuacion. La incégnita
generalmente, se puede
simbolizar con una letra”.

Uso de la balanza.

Utilizar la operacion inversa en
ambos lados de la igualdad.

Explicita estrategia: “Para
plantear ecuaciones que
representen una  situacion

problema es necesario identificar
la incégnita del problema, y los
datos que permitan comprender
mejor la operacién involucrada
en la situacion”. Propone
problemas.
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Anexo 3: Plan de Clases del Estudio de Clase

Problematica Dificultades de estudiantes en resolver ecuaciones de primer grado en N, aplicando la Propiedad Cancelativa.
Objetivo “Resolver ecuaciones de primer grado en N,
Conocimientos Previos Materiales

e Adicion e Copias de la situacién para cada estudiante

e  Sustraccion e Lépiz grafito y goma

e Concepto de Multiplicacién e Paneles de cartulina

e Descomposicion de Numeros Naturales e Proyector y computador (si se cuenta con ellos)

e Nociones basicas de ecuaciones (igualdad e incognita) e Balanza (si es necesario)

Actividad de Aprendizaje

Intervencion Docente

Evaluacion de la Marcha de la Clase

15 minutos

1.- Indicaciones de la clase
2.- Planteamiento del problema a la clase.

“Les cuento que Juan, es un estudiante de 5° bdsico
de la Escuela Los Pensamientos. Cuando volvio del
recreo, olvidé que su mamd, le habia enviado de
colacion un yogurt que estaba en su mochila, ante
este olvido, Juan tird su mochila al suelo y pasé a
llevarla con los pies. Luego, cuando abrié su
mochila, se dio cuenta que el yogurt habia estallado
v su tarea de matemdticas se habia manchado. La
profesora de matematica, le dio una oportunidad a
Juan para que pasara en limpio su tarea y pudiera
entregarla. Sin embargo, Juan no recuerda como
hizo la tarea, es decir, no recuerda qué es lo que
habia puesto debajo de cada mancha de yogur.
¢;Puedes ayudar a Juan a completar su tarea para
que la pueda a entregar?”

1.- Explicitar el contrato didactico y pedagogico.

2.- Se explicita el objetivo de la clase y se pregunta
;Qué queremos hacer cuando resolvemos una
ecuacion? Esto para promover una aproximacion a
la idea de “incognita™ que, una vez que la ecuacion
es resuelta, se conoce su valor.

3.- Les pide a los estudiantes que se reinan en
parejas, pues se hard un trabajo colaborativo.
Aquellos alumnos que estin sentados solos se
cambian de lugar para trabajar con otro compafiero
que esté en la misma condicion. De ser impar el total
de estudiantes, se podra conformar un trio.

4.- Se les muestra a los alumnos, el primer y el
segundo paso de la primera ecuacion y se explica la
mecénica de la tarea:

1.- ;Los estudiantes comprenden el problema
entregado?

2.- Se les pregunta mas de una vez ;Qué debemos
hacer hoy?
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Ecuacién

X+3=6

Al lado izquierdo de la hoja, tenemos la tarea de
Juan que en algunas partes estd manchada con
yogur, y al lado derecho de la hoja, tenemos una
balanza vacia y un espacio en blanco. A partir de la
tarea de Juan y de la informacién que atn se logra
ver, deben completar al lado derecho, con lo que
deberia tener la balanza y como deberia estar
planteada la ecuacion”.

5.- Les solicita que contindan trabajando
colaborativamente en parejas.

3.- ;Han comprendido la mecénica de la tarea?
(Logran comprender que cada elemento de la
balanza esta representado también en la ecuacion?
(Estan completando la tarea o persisten las dudas?

4.- ;Son capaces de descomponer un niimero para
cancelar términos y encontrar el wvalor
desconocido? ;Se cumple la intencionalidad de
resolver la ecuaciéon manteniendo la igualdad? ;Es
suficiente el tiempo planificado?
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¢ Qué se espera?

que la balanza mide la
masa de un objeto a partir
de la comparacion de dos
masas  iguales, una
conocida vy otra
desconocida.
Visualizando que al centro
de la balanza hay un signo
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3.- Puesta en comun de la resolucion de la primera

parte de la tarea.

Ecuacitn

X+3=6

6.- Se solicita que sigan trabajando
colaborativamente en parejas.

7.- Una vez que ha observado el progreso de los
estudiantes, intenciona que pase la pizarra a
presentar el trabajo realizado, al menos a tres
parejas, una de ellas debe estar en lo correcto y otra
errada, pero lo importante es que hayan desarrollado
distintas estrategias. Esto con la intencién de que
sea el resto de sus compafieros quienes aporten al
desarrollo o correccidn de las tareas presentadas.

5.- ;(Los estudiantes realmente comprendieron la
resoluciéon de la ecuacidon, estableciendo la
relacion entre ésta y la balanza?
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Posibles Estrategias
Dificultades y Errores

— i6+3=3+3

2)-5i (=0

b-si (=1 — i1+s=343

1.5 OEE3 =353

i1 =33

LSl 10

(solo para la balanza) iii. 3+3=3+3

iv. X+3=3+3

4.- Una vez que se alcanza y comprende la respuesta | 7- S¢ pide a los estudiantes que vuelvan a trabajar
experta, se entrega a los estudiantes la Gltima parte colab(')!'atlvamente en parejas para resolver la
del gjercicio A. ecuacion.
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8. Al igual que la vez anterior, Una vez que ha
observado el progreso de los estudiantes, intenciona
que pase la pizarra a presentar el trabajo realizado,
al menos a tres parejas, una de ellas debe estar en lo
correcto y otra errada, pero lo importante es que
hayan desarrollado distintas estrategias. Esto con la
intencion de que sea el resto de sus compafieros
quienes aporten al desarrollo o correccidén de las
tareas presentadas.

Posibles Estrategias
Dificultades y Errores

. X=343

1n,X=3

b). iX+3=3

1IN =313

== ii. X+3=3

iv.X=3+3

v.X=3
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6.- ;Los estudiantes realmente comprendieron la
resolucion de la ecuacion, estableciendo la
relacion entre ésta y la balanza?

5.- Institucionalizacion

Se pretende que los estudiantes comprendan que
cuando se resuelven ecuaciones de primer grado en
N, los nimeros pueden descomponerse con el
objetivo de cancelaros, manteniendo la igualdad y
logrando despejar la incognita y obteniendo su
valor.

9. En el segundo paso se tiene:

;Por qué las 6 bolitas que en el paso anterior estaban
todas juntas, aqui se agrupan de a 3? Y ;Para qué el
6 se escribié como 3 + 37 ;Qué cambios pueden
observar del segundo al tercer paso? ;Qué paso6 con
las 3 bolitas que acompafiaban al saco? ;Qué paso
son uno de los 3 que estaban al lado derecho de la
ecuacion? jPara qué desaparecieron? ;[Qué nos
permite hacer eso? Si queremos hacer eso ;Qué
debemos mantener siempre?

Finalmente, el docente dice:

“Cuando se resuelven ecuaciones de primer grado
con numeros naturales, como ustedes conocen. Se
pueden descomponer numeros convenientemente,
para eliminarlos a ambos lados de la ecuacion, y
asi, mantener su equilibrio”.
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TAREA
A Juan se le ha manchado sutarea de matematicas. jAyudémoslo a completarla!

Instrucciones: Al lado izquierdo usted tiene la tarea de Juan y como ve estd manchada. Pase en limpio la tarea de Juan al lado derecho
de la hoja, completando la balanza y la ecuacién, con la informacién que ain puede verse en la tarea de Juan.

EJERCICIOA

TAREA DE JUAN COMPLETAR

Ecuacion Balanza Ecuacién

X+3=6
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