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INTRODUCCION

El siguiente trabajo describe una propuesta didactica para el aprendizaje de la
multiplicacion de numeros complejos, diversas investigaciones dan cuenta que este
sistema numérico genera conflictos desde las primeras veces que los alumnos toman
contacto con él, puesto que se trata de una nueva estructura donde las operaciones
pueden volverse engorrosas y confusas si solo se quedan en las férmulas y

procedimientos.

Se propone una secuencia didactica formada por 3 clases consecutivas, las cuales
fueron analizadas bajo el marco tedrico de la Teoria de Representaciones Semidticas
de Raymond Duval (TRRS) y mejoradas, donde una de ellas fue aplicada
empiricamente y se tomaron evidencias sobre las producciones de los alumnos. Esto
dentro de un sistema de evolucion de la ensefianza, desde cdmo se planifica cada
sesion en el aula y como se evalua, las herramientas, etc., teniendo como centro al
alumno. Se analizaron las producciones de los alumnos desde un enfoque
descriptivo bajo categorias de analisis abarcando las representaciones semiotticas y

el transito de estas.

A partir de la clase implementada se desarroll6 una investigacion que sentd las
bases de la secuencia didactica bajo el marco tedérico TRRS, enfocada al tratamiento
de esta operacidon desde sus diferentes registros para abordar otras perspectivas al

aprendizaje de este contenido

La secuencia didactica consiste en 3 clases articuladas, de la cual se realizdé un
estudio de clase para la segunda. Considerando los conocimientos previos
necesarios para esta, se elabor6 una primera clase que los abarque. Finalmente, se
desarrolla la tercera clase con el objetivo de aplicar los conceptos de la segunda y

dar las primeras nociones de la divisién de complejos.

En la primera y tercera clase se busca fomentar el uso del software geométrico,

GeoGebra, para acercar las tecnologias educativas con el aprendizaje de los



alumnos, los cuales necesitan herramientas de preparacion a los requerimientos del
siglo XXI.



PROBLEMATICA, ANTECEDENTES, OBJETO MATEMATICO

En tercer ano de Ensenanza Media los alumnos conocen un nuevo sistema
numeérico, los numeros complejos, del cual muchos muestran confusion al enfrentarlo

con sus conocimientos previos. Por ejemplo, Bagni (2001, p.3.) declara

“‘En los cursos de matematicas de secundaria y del primer afio de
preparatoria, los alumnos han confirmado con frecuencia la imposibilidad
de extraer la raiz cuadrada a los nameros negativos; ademas, cuando a

estos mismos alumnos se le pide luego aceptar la presencia de un nuevo

objeto, el simbolo “\/—1" al cual se le asigna la denominacion i, esta

situacion no pudo dejar de causar perplejidad.”

Asi es como comienza la presentaciéon de los complejos para ellos, con elemento no
real i que juega un papel importante en la estructura del sistema, entonces las
operaciones pueden volverse aun mas confusas para los alumnos, esta situacion
evidencia la importancia de fundamentar y reforzar los aprendizajes este conjunto de
numeros, una de las caracteristicas relacionada con los obstaculos epistemolégicos
del espiritu cientifico que propone Bachelard (1988) es que siempre se conoce en

contra de un conocimiento anterior.

Las representaciones algebraicas y geométricas, se presentan de forma separada en
las unidades de estudio de la matematica escolar, ya que geometria y algebra se dan
como topicos desalineados en el programa de estudio. En él encontramos al tercer
aprendizaje esperado: Resolver problemas aplicando las cuatro operaciones con
nameros complejos, apuntando al indicador de evaluacién: Ponderan o multiplican

nameros complejos, segun corresponda. (MINEDUC, 2009)

El registro algebraico suele ser el predominante en la resolucion de problemas vy las
operaciones de los elementos de los sistemas numéricos en la matematica escolar.
“La ensefianza tradicional de la matematica ha privilegiado el uso del registro

algebraico en la resolucién de problemas y, como afirma Artigue (1995), le ha dado al



registro gréfico un status inframateméatico.” (Aznar, Distéfano, Prieto, Moler, 2010,
p.13.)

La Teoria de Representaciones Semidticas de Raymond Duval, propone el transito
de registros para lograr el aprendizaje de un concepto, logrando la comprension del
objeto matematico, por lo que fomentar esta transformacién desde el registro
algebraico al geométrico y viceversa, podrian asegurarnos de que se esta tomando

la direccioén correcta.

En los diferentes textos escolares investigados se observa que existe una relacion
entre registros. Duval (2004) afirma que la conceptualizacion de un objeto
matematico requiere de esta conversidn de registros y el traspaso entre ellos con
fluidez y claridad. Por lo que se vuelve una herramienta enriquecedora el aplicar la
geometria y el algebra como representaciones para la comprension de la operacion

de numeros complejos, que es lo que busca esta propuesta.

La diversidad de conocimientos involucrados en este contenido hablan de su
complejidad y a la vez enriquecedor saber matematico, Aznar, Moler y Pesa (2017)
afirman que la multiplicacion de los numeros complejos posee una estructura que
incorpora una variedad de conceptos matematicos en sus operaciones, asi en la
multiplicacion encontramos raices cuadradas de numeros negativos, la unidad
imaginaria, el producto de binomios, las potencias imaginarias, etc. Por lo que a la
hora del estudio de esta los alumnos requieren claridad de todos los conceptos
previos que la componen. Asi también encontramos que los numeros complejos
poseen un gran abanico de representaciones semiodticas como puntos o vectores en

el plano, pares ordenados, su forma binémica, polar, trigonométrica y exponencial.

También Rojas (2015, p.13) desarrolld un estudio sobre la articulacion entre los
diferentes registros a través de la transformacion de los tratamientos de las
representaciones semidticas, en donde concluyé “las transformaciones de
tratamiento no solo son fundamentales, sino que, pueden ser fuente de diversas

dificultades en la construccion y comprension de los objetos matematicos”.



Especificamente de niumeros complejos encontramos a Bagni (2001), quien a través
del ejercicio histérico de la construccion matematica de los numeros imaginarios,
descubre que este tipo de investigaciones promueve el interés en los alumnos, pero

no asi la comprension del concepto como un aprendizaje para ellos.

También Aznar, Distéfano, Prieto y Moler (2010) presentaron, bajo el marco de las
representaciones semiéticas de Duval, un analisis de las conversiones de los
registros algebraicos y geométricos de los numeros complejos, aplicado a
estudiantes de universidad, asegurando que esta conversidn beneficia Ila
conceptualizacidén del objeto, a través de los objetos matematicos que intervienen en
una tarea de conversion de representaciones de curvas y regiones del plano

complejo, transitando desde el registro grafico al algebraico.

Distefano, Aznar y Pochulu (2012, p.77) investigaron las dificultades y errores que
generan los alumnos de la ensefianza superior al usar las representaciones
aritmético-algebraica y geométrica-vectorial de los numeros complejos y observaron
que la mayoria de las dificultades se presentaron en la representacién geométrica-
vectorial, afirmando que “una gran proporcién de alumnos sélo pudo hacer un uso
correcto de la representacion aritmético-algebraica, mientras que el uso de la

representacion geométrica-vectorial fue deficiente o nulo.”

Con estos antecedentes la propuesta de innovacién se enfoca en el aprendizaje de
los numeros complejos bajo las representaciones algebraica y geométrica, para
observar y mejorar de ahi los errores y dificultades. De tal manera de asegurar la
conceptualizacion del objeto, multiplicacion de numeros complejos, Asi lo afirma
Duval (1999, p.186): “la comprension de un contenido conceptual reposa sobre la
coordinacion de al menos dos registros, y esa coordinacion se manifiesta por la
rapidez y espontaneidad de las actividades de conversion”. Por lo que la propuesta
busca la coordinacion y coherencia de ambos registros, los cuales precisan una
conversion y tratamiento que apunten a la visualizacién de estos de forma clara sin
que el algebra obstaculice lo geométrico, por lo que el enfoque es dar solucion a los

obstaculos de conceptualizacion del objeto.



En tercero medio plan comun encontramos la primera unidad “numeros” en donde se
presentan el sistema de los numeros complejos y su estructura, abarcandolo desde
lo aritmético-algebraico. Su representaciéon geométrica esta enfocada al vector y sus
componentes como una forma de presentacion en el plano, sin embargo, en el
programa escolar (MINEDUC, 2009) la relacion entre la representacion aritmética-
algebraica y la representacion geométrica-vectorial parecen desvincularse a la hora
de proponer actividades y situaciones didactica en los textos escolares de Blanco,
Bozt, Calderén, Romero, Jiménez (2012) y Saiz, Blumenthal (2016).



Objeto matematico

Nuestro estudio se centra en la multiplicaciéon de los numeros complejos, por lo que
se presentan las definiciones consideradas en esta propuesta, su analisis desde el
saber sabio tomado desde el texto de Levinson y Redheffer (2003), y el saber
escolar, ademas de la distancia que existe entre estos. También se considera su

concepcion epistemoldgica e historica de la construccion de este sistema numérico.

a. Saber erudito

Definicion

La construccion de los numeros complejos, se origina a partir de las soluciones no
reales de la ecuacién polindmica:
x2+1=0
Para construir al conjuntoC, se considera la relacion de equivalencia R, la igualdad
en RxR, dada por:
(a,b) =(c,d) @ a=cyb=d.
En esta relacion cada clase de equivalencia tiene solo un elemento.

Consideremos a RxR/R=(C, identificando [(a, b)] = {(a,b)} y definiendo las

operaciones de suma y de multiplicacion sobre C de la siguiente manera:
Sean (a, b),(c,d) € C
(a,b) + (¢c,d) =(a+c,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

Observacion

Al considerar los elementos de C de la forma (0,b) notamos que:
(0,b) - (0,b) = (—bb,0)
El cuadrado de todo numero imaginario es un numero real negativo. En particular:
(0,1)2 =(0,1)-(0,1) = (-1,0) » —1

Por lo cual (0,1) es una solucion para x? = —1.



Se define (0,1) como unidad imaginaria y se denota por i, se tiene que i? = -1y
para todo (x,y) € C se tiene que:

(x,y) = (x,0) + (0,y) = x(1,0) + y(0,1)~x + yi,
Donde x se llama parte real e y parte imaginaria del nimero complejo.

Se define por r al médulo de z = x + yi, denotandolo por mod(z) 0 |z| como r =

|zl =vz-Z=,/x2+y2y que representa la distancia del origen al punto que
representa el complejo z en el plano Argand.
Si 6 es el angulo positivo (amplitud o argumento) que hace el segmento del origen al
punto que representa el complejo z en el plano Argand con el eje positivo de las x, se
tiene: x =rcosf; y =rsend, de donde: z=x+yi= r(cosH + isen@) se llama
forma polar del numero complejo.
El mdédulo de un producto de numeros complejos z; y z, es igual al producto de los
moddulos mientras que el argumento del producto es igual a la suma de aquellos
argumentos. Es decir: z; - z, = |21 z3|= |z1| " |2z,| V arg (z,2,) =61 + 6,.
Con la suma y muliplicacion definida en los numeros complejos
a+bi+c+di=a+c+ (b+d)i
(a+ bi)-(c+di) =ac —bd + (ad + bc)i

Se tiene que (C, +,.) es un cuerpo.

1Z| = Va2 + b2

Z =a+ bi

va? + b2

a &I

Figura 1. Representacion geométrica de un complejo y sus elementos



b. Saber escolar

A continuacion extraemos el contenido que aborda esta monografia del texto:
“‘Matematica tercero educacion media” de Bozt, Calderén, Romero, Jiménez (2012).
Y del “Texto de matematica 3° medio” de Saiz, Blumenthal V. (2016).

Debemos indicar que estos contenidos matematicos no son abarcados en totalidad
en el programa de tercero medio, aunque existen definiciones que son abarcadas
desde ejemplos, como lo hacen en la construccion de la unidad imaginaria, con una
ecuacidon que no tiene una raiz exacta y ademas es negativa, por lo que formalizan al
imaginario como: “todo numero de la forma bi, donde b es un numero real” Con el
cual pueden realizar operacidon con la implicacién: i =+v—-1= i? = —1, luego
institucionalizan: “cualquier nimero de la forma +—b =+/bi, con b > 0, se llama

numero imaginario.

En Blanco, et al. (2012) encontramos la definicibn de un complejo en tres formas

diferentes:
a) Forma candnica: z = a + bi con a, b, pertenecen R

b) Forma de par ordenado: (a,b) con a, b pertenecientes a R. La primera coordenada
corresponde a la parte real del complejo y la segunda coordenada corresponde a la

parte imaginaria.

c) Forma grafica: el complejo representa un vector que parte desde el origen del
sistema coordenado hasta el punto (a, b), pero es diferente en su concepcioén sus

ejes son el eje real y el eje imaginario, pero funcionan parecidos.
Operaciones con complejos:

Para sumar, restar o multiplica entre complejos, es necesario considerar sus partes

real e imaginaria por separado y operar de manera independiente entre ellas.

Si podemos representar un numero complejo como par ordenado, también podemos
escribir como par ordenado la suma y la multiplicacion de dos numeros complejos.

Asi, se tendra que:

10



Siz=a+bi=(ab)yz =c+di=(cd),entonces: z+z'=(a+c,b+d)yz-z' =
(ac — bd, ad + bc) y el conjugado de un complejo z, se denomina por z, siendo el
reflejo del complejo z con respecto al eje real. Algebraicamente, el conjugado de z
solo difiere de este en el signo de su parte imaginaria, es decir, si z = a + bi,

entonces Z = a — bi.

El médulo de un complejo es la medida de la longitud del vector que este complejo

representa. Si z = a + bi = |z| = Va? + b2.

El argumento es definido como el angulo de amplitud del vector el cual puede ser

medido por un transportador. Saiz, Blumenthal (2016)

Anhora, representémosios en el plano compiejo:

HEERE

e S R —-

,},Z;Z,,
ot

\
|
|
4
|
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+ r

I |
K |

A

bt L1

3 A
LpA 1

\
4O

T
i

A‘l & l‘AA
EERREREERE

INE 4 &

1+
}

S medimos con transportador (en sentido antihorano) cada uno de
105 angulos, tendremos que:

&= 63°,B=53Yy=- 116 »y=a+PB

Figura 2. Representacion de la multiplicacion de numeros complejos en el plano del

texto escolar

c. Conclusiones respecto a la distancia de los saberes

Aunque existen varios elementos que estan vinculados entre el saber sabio y el
saber ensenado, la representacion geométrica es de una forma mas basica vy
utilizando elementos que no aseguran exactitud, como el transportador, esto es
porque los alumnos por curriculum no manejan el contenido de trigonometria, a

menos que se encuentre en un plan lectivo de matematica.

La mayor distancia entre saberes esta en la representacion geométrica, aunque en el
programa de estudio del nivel existe un aprendizaje esperado de la representacion

polar de un objeto, no esta acompanado este contenido en el texto de estudio. Esta

11



representacion tampoco esta ligada a la operacion de los numeros complejos y en el
aprendizaje esperado encontramos: “resolver problemas aplicando las cuatro
operaciones con numeros complejos”, sin mencionar su representacion geométrica,

asi tampoco en los indicadores de evaluacion sugeridos.

d. Algunos aspectos historicos —epistemolégicos de los numeros
complejos

En los inicios de la formacion de los numeros complejos, se halla una necesidad de
resolver ecuaciones cuadraticas que no tenian solucion en los numeros reales por
tener raices negativas. Asi, los griegos se negaban a aceptar este tipo de soluciones,
ya que no podian trabajarlas con la geometria que hasta ese entonces existia. Hasta
alrededor del siglo XVI encontramos matematicos que hacen referencia a las raices

negativas como “ficticias, absurdas o falsas” (Nahim, 1998, p.30).

Recorriendo la historia de la construccion de los numeros complejos, encontramos
qgue en sus inicios a Girolamo Cardano, un médico italiano que fue conocido por dar

soluciones a las ecuaciones de tercer y cuarto grado, aunque en 1545 publico:

“Divide el numero 10 en dos partes de manera que su producto sea 40. La

solucion la da la resolucion de la ecuacion: (10 —x)x = 40. Las

soluciones de la ecuacion serian: 5+ +v—-5y 5 —+v—5, de lo que expreso:
Dejando de lado las toruturas mentales que esto involucra... su producto
es 40”. (Arenzana, 1997, p.65).

Asi, se presentan las primeras ideas de un niumero imaginario, como una tortura, ya
que las raices negativas hasta ese entonces no eran consideradas como una posible

solucion.

Luego, Raffaele Bombelli, ingeniero hidraulico italiano, es quien se presenta
trabajando con los numeros complejos en su libro Algebra, Bolonia en 1572,

decolandolos como cantidades salvajes. Sin embargo, estas incursiones en el nuevo

12



sistema numérico fueron quebrando esquemas y se llevaron grandes impresiones

como la que destaca D’amore (2015, p.11):

“.Qué habria sucedido con la raiz de un numero negativo si Rafael
Bombelli no hubiera decidido aceptarlas como quantita silvestri
(cantidades salvajes), introduciendo las unidades complejas piu di meno y
meno di meno (mas de menos, menos de menos), que mas tarde René
Descartes las introduciria con la expresion numeros imaginarios?
Hubiéramos pasado a descartar las raices de los radicandos negativos
considerandolos objetos sin sentido. Debemos al coraje fantasioso e
innovador de Bombelli la creacion de los nimeros imaginarios primero y

de los numeros complejos después”’.

Pero el francés René Descartes (1596-1650), padre de la geometria como muchos lo
consideran, no podia quedar fuera de esta innovacién en los sistemas numéricos, y
utilizaba los numeros imaginarios para dar soluciones a las ecuaciones; asi lo
encontramos en Nahin (1998, p.63): Descartes declard: “A pesar de que podemos
pensar que la ecuacion x3 — 6x% + 13x — 10 = 0 tiene tres raices, Unicamente una de

ellas es real, la cual es 2, y las otras dos son simplemente imaginarias”.

Asi, estos numeros que antes se han descrito como salvajes e imposibles, Descartes
los acoge como imaginarios y en un pasaje de La Geometric que fue traducido por
Robles (1982, p.166) revela:

“Se podria preguntar para que sirven estas soluciones que son
imposibles; la respuesta que doy es que sirven para tres cosas: para la
certeza de la regla general, porque no hay ninguna otra solucion y por su
utilidad. Por lo demas, tanto las raices verdaderas como las falsas, no son
siempre reales. Sino, en ocasiones, tan sélo imaginarias; es decir, que
muy bien se puede siempre, en cada ecuacion, imaginar todo lo que yo he
dicho pero que, en ocasiones, no hay ninguna cantidad que corresponda

con lo que uno imagina”.
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Pero de todas las denominaciones en las que han caido los numeros complejos,
nada se compara a lo que encontramos a principios del siglo XVII, con el aleman
Gottfried Leibniz, quien expresé de los numeros complejos “Itaque [Divina Mens]
elegans & mirabile effugium reperit in illo Analyseos miraculo, idealis mundi monstro,
pene inter Ens & nonEns Amphibia, quod radicem imaginariam appellamus” que
significa segun Robles (1982, p.167): “Los numeros imaginarios son un excelente y
maravilloso refugio del Espiritu Santo, una especie de anfibio entre ser y no ser”. No
se puede esperar menos de Leibniz si consideramos que era un tedlogo de religion

luterana.

Finalmente, luego de todas las denominaciones que podrian encasillar a estos
nameros, el aleman Leonhard Euler en 1777 definid i = v—1, introduciendo en
concepto de “imaginarios” al mundo de la matematica, de los cuales expreso: “Estos
nameros no son nada, ni menos que nada, lo cual necesariamente los hace
imaginarios, o imposibles”. Guerrero (2015, p.7). También demostré que los numeros
imaginarios eran cerrados por las cuatro operaciones basicas, asi como para la

potenciacién y la radicacion.

Euler en su libro “Vollstiindige Anleitung zur” Algebra, traducido por
Robles (1982, p.167), declara: “Puesto que todos los numeros
concebibles son o bien mayores que cero, menores que cero o iguales a
cero es claro, entonces, que las raices cuadradas de los numeros
negativos no pueden incluirse entre los nimeros posibles (los numeros
reales). En consecuencia, debemos decir que estos son numeros
imposibles. Y esta circunstancia nos lleva al concepto de tales nameros
que, por su naturaleza, son imposibles y, de ordinario, se les denomina

imaginarios o de la fantasia, porque existen solo en la imaginacion”.

Luego encontramos al noruego Caspar Wessel en 1797 quien escribe un ensayo
llamado “La representacion analitica de la direccion; un intento”, en donde introdujo
una forma de representar los complejos a través de vectores. Esto fue
complementado por Jean Argand quien publicé un libro en 1806 llamado: “Essai sur

une maniére de représenter les quantités imaginaires dans les constructions
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géométriques” (Ensayo sobre una forma de representar las cantidades imaginarias
mediante construcciones geométricas). Alli entrega otro intento de representar

geométricamente los numeros imaginarios.

Wessel contribuyd a la multiplicacién de complejos como productos de segmentos.
Asi lo declara Nahin (1998, p.71):

“Descubrio como multiplicarlos haciendo una ingeniosa generalizacion del
comportamiento de los numeros reales. Se dio cuenta de que el producto
de dos numeros tenia la misma razon a cada factor como el otro factor lo
tenia lo tenia con él. Por lo tanto, asumiendo que existe un segmento
unitario dirigido, Wessel argumentd que el producto de dos segmentos
dirigidos debia tener dos propiedades. Primero, y por analogia directa con
los nameros reales, la longitud del producto debia ser el producto de las
longitudes de cada segmento. ¢Pero qué ocurre con la direccion del
producto? Esta segunda propiedad es la contribucion seminal de Wessel:
por analogia con todo lo que habia hecho, dijo que el segmento producto
debia diferir en la direccion de cada segmento factor por la misma
cantidad angular que el otro segmento factor diferia en direccion al
compararlo con el segmento unidad...Entonces, si queremos multiplicar
dos segmentos, uno que forma un angulo 6 y el otro un angulo a con el
eje X, el angulo del producto debe ser la suma 8 + a, porque 6 + « difiere

de 6 exactamente en un angulo a”.

Con este gran aporte, hoy podemos comprender la relacion algebraica y geométrica

gue une a este sistema numérico.

Mencionamos anteriormente que Euler definié los “imaginarios” en 1777 mismo afo
en el que nace el aleman Johann Carl Friedrich Gauss, quien parece vino a unir

conceptos e ideas de los numeros complejos. Asi en 1831 declaré:

“Nuestra aritmética (...), constituye la creacion de los tiempos modernos,
(...). A los numeros enteros se han agregado las fracciones; a las
cantidades racionales, las irracionales; a las positivas, las negativas; y a
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las reales, las imaginarias... ;Qué es un numero complejo?” Gauss dio la
respuesta satisfactoria definitiva en 1831 al establecer la interpretacion

geométrica: x+iy — (x,y).” Guerrero (2015, p.7).

De esta manera, Gauss deja establecido el término “numero complejo”, el que usa en

sus diversas demostraciones del teorema fundamental del algebra, pero:

‘han de pasar algunos afios, hasta 1831, para que Gauss, de manera
explicita y publica, describa la representacion geométrica de los numeros
imaginarios. Segun Gauss, en la representacibn geométrica de los
imaginarios uno encuentra el significado intuitivo de los numeros
complejos completamente establecido y no se necesita mas para admitir

estas cantidades en el dominio de la aritmética”. Robles (1982, p.170).
Luego encontramos al irlandés William Hamilton quien definio en 1833:

‘los numeros complejos como pares ordenados de numeros reales con las
operaciones suma y producto habituales, que se pueden resumir asi:
(a,b) + (x,y) =(a+x,b+y)y (a,b) - (x,y) = (ax — by,ay + bx).
Siguiendo un camino analogo al realizado en el plano, Hamilton penso en
la posibilidad de que en el espacio de podrian definir unos numeros
parecidos a los numeros complejos con analogas propiedades

algebraicas y geométricas”. (Arenzana 1997, p.66).

Finalmente, el francés Augustin Louis Cauchy quien trabajé junto con los anteriores

matematicos mencionados creando:

“La teoria leibniziana de los “pensamientos ciegos” es, de acuerdo con la
afortunada formula de Gardies, una especie de proétesis filosofica que
permite manejar una dificultad de naturaleza estrictamente matematica,
de la Unica manera en que podia hacerlo el algebrista dadas las
condiciones de su momento histérico. No ser& dificil reconocer la libertad
del matematico para inventar signos y operar con ellos combinando
nameros reales e imaginarios, en los procedimientos operatorios

empleados sin ningun prejuicio por Euler en élgebra y calculo infinitesimal,
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0 en los trabajos de Argand, Gauss y Cauchy sobre la representacion
geomeétrica de las entidades x+iy. Esta libertad se limita a medida que los
matematicos, se habitian a tratar las entidades x+iy como pares
ordenados de numeros reales(x,y), y se reconocen en la tradicion de
Hamilton de formalizar las operaciones de adicion y multiplicaciéon entre
los elementos del nuevo dominio, en términos de propiedades
estrictamente logicas de la estructura de un cuerpo algebraico C”
Alboreada (2007, p.4)
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e. Linea de tiempo de la construccion de los numeros complejos

La siguiente linea de tiempo muestra los elementos mas relevantes del recorrido de la construccion de los numeros

complejos:
[ 1545 | ( 1572 | { 1596 | ( 1600 | ( 1777 | [ 1797 ) ( 1806 | ( 1831 | (1833 ) (1857 )
I Girolamo I I René I I Leonhard I I Jean I I William I
Cardano Descartes Euler Argand Hamilton
coniin | Raffecte 1 O Tottriea 1 98 aspar 1 70 Tchann 1 500 Caugustin 1
. - i=v- Fly) =
con Bom.belll de raices Le!bnlz Wessel conla GEIlI.IS‘f @a+xb+y) Cauchy
soluciones Trabajafdos imaginarias _Deﬂ_ne I?s Represe_nta geometria x+[[-)?ﬂ_m(c-: , (ax(irl:)(,(:;‘yl:‘{)” Representa
complejas en su libro imaginarios complejos ¥ =y con la )
Algebra, como como geometlrla
Bolonia anfibios vectores a:x +iy
entre sery
no ser”

Figura 3. Elementos historicos en la construccion de los numeros complejos.
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f. Mapa conceptual

Los elementos que compoenen este sistema numeérico se relacionan de la siguiente manera:

Complejos

Que s& pueden expresar én

Forma bindmica

Comao
Comao
i
e puedef
S representar
Donde

Farma polar

donde donde geometricamente
| b es la parte
b T o
arg (x)=h
N =
que son
J{ i
. (a, b)
r
L
al———
0 a2 "
L ]

Figura 4. Mapa conceptual de los numeros complejos.



d. Los numeros complejos en el curriculum

Una mirada desde el Curriculum que da cuenta de las nociones del concepto de la
multiplicacion de los numeros complejos es a partir del nivel de 7° basico, el
aprendizaje esperado se centra en comprender las raices cuadradas de numeros
naturales, aplicandolas en la vida diaria y en situaciones geométricas. La
comprension de este aprendizaje acerca a los estudiantes en ensefianza media a
razonar que el médulo de un complejo z es igual a la raiz de la suma de los
cuadrados de la parte real e imaginaria del complejo z y que este representa una
longitud que siempre es positiva, salvo que el complejo sea z = 0 + 0i, en este
caso el modulo es 0, si el numero complejo es un numero real: z = a + 0i, su

mddulo corresponde a la distancia del numero real al cero, correspondiente al

valor absoluto del numero, Va? = |al, lo que representa en el plano de Argand la

distancia del complejo al origen.

Asi también, los alumnos identifican puntos y vectores en el plano cartesiano.
Ellos necesitan estos conocimientos y aprendizajes previos para poder
comprender que el numero complejo representa un vector que parte desde el
origen del sistema coordenado hasta el punto. Desde este instante, ya empiezan a
trabajar con raices y comprenden el significado de ellas, ya que el ubicar un par
ordenado en el plano cartesiano es el inicio o el despliegue para representar

geométricamente la multiplicacion de numeros complejos en el plano de Argand.

En octavo basico el aprendizaje esperado se centra de comprender las
operaciones de expresiones algebraicas, éstas se aplican en la multiplicacion de
numeros complejos y son relevantes para comprender el procedimiento de cada

multiplicacion mediante su representacion algebraica.

En primero medio se trabaja con la habilidad de desarrollar productos notables de

manera concreta y simbdlica. En el conjunto de los numeros complejos se puede
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trabajar con binomios resolviendo operaciones, especificamente multiplicando dos

numeros complejos.

En segundo afio medio se analiza con profundidad los numeros irracionales y la

existencia de las raices en el conjunto de los numeros reales, donde utilizan la

definicion Vx2 = |x| para deducir que las raices cuadradas son nimeros > 0.
Deben surgir preguntas e interrogantes de parte de los estudiantes ¢a qué
conjunto numérico pertenecen las raices donde la cantidad subradical es
negativa? Se les entrega una vision de este nuevo sistema numérico y algunas de

sus caracteristicas.

En el nivel de tercero medio, en el plan electivo “Algebra y Modelos Analiticos” el
objetivo es transformar expresiones algebraicas racionales, operar con ellas y
resolver ecuaciones. Ademas, conocen el significado de raices n-ésimas.
Enfocandose a ejercicios que deben resolver productos notables incluyendo
raices, dando una nocién y centrandose con mayor fuerza en la multiplicacion de

numeros complejos.

Desde la ensefianza basica hasta la ensefianza media, el Curriculum otorga a los
estudiantes nociones de la multiplicacion de numeros complejos enfocandose en
la compresion de conceptos previos como plano cartesiano, par ordenado, vector,
productos notables, entre otros, que encaminan hacia el aprendizaje y el

descubrimiento de este nuevo sistema numérico.

h. Tratamiento de los numeros complejos en los textos

En este apartado, hemos analizado el contenido que abordan los texto escolares
vigentes para el nivel: “Matematica tercero educacién media” de Bozt, Calderdn,
Romero, Jiménez (2012). Y del “Texto de matematica 3° medio” de Saiz,
Blumenthal V. (2016).

21



En los textos de matematica de tercero medio que entrega el Ministerio de
Educacién (2016) encontramos la multiplicacién de manera algebraica como una
informacion para “saber mas”, sin considerarlo como una operacion de gran
importancia dentro de la unidad (Saiz, Blumenthal. 2016). Luego, al final de la
unidad, encontramos la multiplicacion de complejos como “otra manera de
representar un complejo”, en donde se explica a través de la representacion de un
complejo en vectores relacionando en modulo y el argumento del vector en la
operacion, sin embargo, esto esta aparte de la seccidn destinada a la
multiplicacion de complejos desconectando el contenido algebraico del geométrico

y mostrando una desvinculacion entre estos registros (Blanco, et al. 2012).

En los textos de matematica de tercero medio (Blanco, et al. 2012). Encontramos
una definicion mucho mas completa en la parte algebraica en donde se define a
partir de un ejemplo la multiplicacion de numeros complejos y luego las
propiedades que la operacion cumple y la representacion en el plano de un
nuamero complejo, sin embargo, no asi el producto de numeros complejos en el
plano de Argand, relacionandolo con el vector que este representa y el angulo que

comprende.

En esta distancia que existe entre lo algebraico y geométricos de los numeros
complejos, se desea trabajar para construir un aprendizaje a través de cambios de
registros para que asi sea intrinseco de la multiplicacion de numeros complejos y

proyectar para una futura investigacion las demas operaciones.
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MARCO TEORICO

En el disefio de esta monografia hemos considerado la Teoria de Registros de
Representaciones Semidticas, propuesta por Raymond Duval (Duval, 2004) quien
afirma que existen representaciones mentales, las que estan constituidas por las
imagenes y concepciones que un individuo puede tener sobre un objeto, llamadas
representaciones semioticas que son las producciones constituidas por diferentes
signos como el lenguaje natural, una férmula algebraica, grafico o figuras
geomeétricos, las cuales permiten exteriorizar sus representaciones mentales,
como forma de comunicacién. Las representaciones semidticas son las
producciones establecidas por la aplicaciéon de signos (lenguaje natural, expresion
algebraica, grafico, etc.). Estas representaciones deben distinguirse del objeto
matematico para su comprension, esto porque un objeto matematico puede tener

varias representaciones. (Duval, 2004).

La nocién de registros semidticos que plantea Duval se utilizara para analizar los
elementos que algebraicos y geométricos involucrados en la multiplicacion de
numeros complejos que permiten determinar si las actividades propuestas apuntan
a la comprension del objeto a través de la conversion de los registros algebraicos
al geométrico como el tratamiento en cada uno de ellos, Duval (2004, p.25) afirma:
“‘No hay conocimiento que un sujeto pueda movilizar sin una actividad de

representacion”.

Se llamara semiosis a la produccion de un signo a través de su representacion
semidtica, o sea una representacion consciente y externa, y noesis al proceso
cognitivo de aprehension conceptual del objeto. “No hay noesis sin semiosis; es la
semiosis la que determina las condiciones de posibilidad y de ejercicio de la
noesis”, por eso las representaciones mentales nunca pueden considerarse

independiente de las representaciones semioticas. (Duval 2004, p.16).

Se llamara tratamiento a la transformacion de una representacion (inicial) en otra
representacion (terminal), como una transformacion de la representacion interna a

un registro de representacion donde no se moviliza mas que un solo registro de
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representacion. La conversion es, al contrario, una transformacién de las
representaciones de un objeto que hace pasar de un registro a otro. (Duval 2004).
Si un alumno desarrolla una multiplicacion de numeros complejos de forma
algebraica, aplicando propiedades y operatoria matematica, estara creando un
tratamiento de un registro algebraico, si este tratamiento es llevado a un plano
donde registra cada factor como un vector, con sus respectivos elementos
geomeétricos y ubica su producto en el plano, entonces estara transformando el

registro, pasando por una conversion.

Conversion
de registros

Z =a+ bi

afiy

Registro algebraico Registro

Figura 5. Representaciones semidticas de un numero complejo.

El desarrollo de la actividad matematica depende directamente de las
representaciones semioticas y el tratamiento de éstas. El transito entre sistemas
de representaciones no es evidente para un alumno, por lo que la relacidon entre
un numero complejo escrito de la forma algebraica z = a + bi, su representacion
geométrica en el plano de Argand y su escritura en lenguaje natural: “primer
elemento a se define como parte real de z y el segundo elemento b se define
como parte imaginaria de z”, cada uno de estos significantes tienen una operatoria

diferente, y sin embargo, representan el mismo numero.
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El logro del aprendizaje de un objeto matematico es definido por Duval como
encapsulamiento del objeto, el cual es alcanzado cuando existe una congruencia y
se cumplen tres condiciones: correspondencia semantica entre las unidades
significativas' que las constituyen, igual orden posible de aprehension de estas
unidades en las dos representaciones, y convertir una unidad significante en la
representacion de partida en una sola unidad significante en la representacion de
llegada. Duval (1999, p.186) declara: “la comprension de un contenido conceptual
reposa sobre la coordinacién de al menos dos registros, y esa coordinacion se
manifiesta por la rapidez y espontaneidad de las actividades de conversion”.

Existen diversos conceptos y conocimientos previos que se ven involucrados en
los registros semidticos de la multiplicacion de numeros complejos. Sin embargo,
existen quiebres, como el concepto de “unidad cuadrada” que los alumnos suelen
adherir a un positivo, por lo que al enfrentar a i> = —1, crea una confusién que
puede ser aclarada a través del registro grafico ya que, en el plano el argumento
de i = 90° lo que al multiplicar por i el producto tendra el angulo de la suma de los
factores por lo tanto sera 180°, reposando sobre el eje de los reales negativos.
Este tipo de situaciones asegura la congruencia del concepto, ya que a cada
unidad significante se le asigna otra en un diferente registro, lo cual permite el

encapsulamiento del objeto.

S

Figura 6. Correspondencia de las unidades significantes.

1 “Se considera como unidad significante elemental toda unidad que depende del
‘léxico’ de un registro” (Duval, 1999, p. 50). considera como unidades significantes
aquellas componentes de la representacion cuya variacion (dejando el resto de las
variables fijas) produce variaciones observables en la representacion del objeto en
otro registro.
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Duval (2004) declara que la actividad cognitiva que permite la geometria es mas
exigente, ya que para llegar a un resultado no basta con generar tratamientos
dentro de un mismo registro, sino que es necesario que se efectuen
simultaneamente y de manera interactiva. También existen variaciones visuales
del tipo dimensionales (variacion ligada al numero O: punto, 1: una linea o 2: un
area) y cualitativos (variaciones de forma: linea; recta o linea curva; de tamafo; de
orientacion: plano o paralelas) las cuales estan presentes como una combinacién

que generan un registro geométrico.
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SECUENCIA DIDACTICA

Se presenta una secuencia didactica de clases complementarias al Estudio de
Clase. Luego del analisis se evidenciaron los conocimientos necesarios en una
clase que refuerce los conocimientos previos y una consecutiva al estudio de clase

para aplicar los aprendizajes logrados.

La secuencia didactica busca el aprendizaje del objeto matematico desde lo
exploratorio, para identificar y relacionar los elementos algebraicos con los
geomeétricos que se observaran en el procesador geométrico, hasta lo aplicable,
donde transitaran entre los diferentes registros que se presentan y argumentando

su transito a través de propiedades geométricas y algebraicas.

A continuacién, se muestra un esquema con los objetivos de cada clase y una

breve descripcion de la articulacion entre ellas:

Objetivo Articulacion

Clase | Relacionar  elementos | Exploracién y manipulacién del comportamiento
1 geométricos presentes | geométrico de los numeros complejos y como esta

en la multiplicacién de | representacion se manifiesta de forma algebraica.

numeros complejos en el

plano.

Clase | Analizar la multiplicacion | Transito entre los registros algebraicos y
2 de complejos en el plano | geométricos, conceptualizacion de propiedades
de Argand. geométricas. Multiplican complejos para encontrar

un producto con sus elementos geométricos.

Clase | Identificar los elementos | Transito entre los registros geométricos y
3 geomeétricos algebraicos, conceptualizacion de propiedades
involucrados en la | geométricas. Se entrega producto y uno de los

multiplicacién de | factores, encuentran factor faltante identificando los

complejos. elementos que este posee.
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El diseno de esta propuesta esta basado en la Teoria de Registros Semidticos de
Duval, con el fin de asegurar la comprensiéon del objeto a través de la conversion

del registro algebraico al geométrico como el tratamiento en cada uno de ellos.

Como la propuesta esta enfocada a la representaciéon de la multiplicacion de
numeros complejos se vuelve indispensable el analisis de las representaciones
semioticas que plantea Duval, ya que asi se abordan los elementos algebraicos y

geomeétricos que aseguren el transito de estos registros.

Duval (1999, p.186) declara: “La comprension de un contenido conceptual reposa
sobre la coordinacién de al menos dos registros, y esa coordinacion se manifiesta
por la rapidez y espontaneidad de las actividades de conversion”. Asi la propuesta
busca la coordinacion y congruencia de ambos registros los cuales precisan una
conversion y tratamiento que apunten a la visualizacion de estos de forma clara
sin que el algebra obstaculice lo geométrico, ya que los alumnos se encuentran

muy enfocados en el trabajo algebraico cuando se trata de operar numeros.

En la unidad “Numeros” de tercero medio plan comun, encontramos a las
operaciones de numeros complejos apartadas de la representacion geométrica de
estas y la trigonometria no es un contenido presente en el programa, con el cual
los alumnos puedan encontrar los argumentos de los complejos, por lo que la
propuesta busca dar opciones que complementen estas falencias, sin ser un
obstaculo en su representacion, como utilizar angulos de 90° y 45° que sean
identificables de forma visual. Asi también se buscd dar opciones de numeros
complejos como i, i+1, etc. para facilitar el tratamiento y que no sea un obstaculo

al objetivo de la propuesta.
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A continuacion se muestran las diferentes clases que componen la secuencia de

clase

Tarea matematica de la clase 1

Los alumnos entran en una fase exploratoria y de manipulacion del material digital

entregado, asi contar con la libertad de conocer la actividad y la representacion de

los complejos con el software geométrico, sin ninguna indicacién que sesgue su

indagacion.

En el software encontraran lo siguiente:

Achivo Edita Vista
DEZ

* Vista Grafics

mamiertas Ventana Apuda

[Camplejo A
A=142
o= B143
Mdduloa = 2.24

Fomplﬂ]oa
B=-243i

Enady

1 = 12360
Modulob = 3.61

Complejo C = AB

Representacion geométrica,
complejos A, B y C son
manipulables con el cursor

Representacion algebraica de los
complejos A, B y C, con sus
respectivos angulos y mddulos,
los cuales varian segun el
movimiento geométrico en el
plano.

Los alumnos registraran, manipulando el software, los productos encontrados con

sus respectivos modulos y argumentos. Asi comienzan a relacionar los elementos

geomeétricos y algebraicos que iran descubriendo a medida que los complejos

varien. Luego redactaran estas conjeturas con su companero en donde se espera

qgue encuentren la relacién de los angulos y médulos de los complejos.

En la guia entregada se presentan diferentes ejercicios:

Cantidad de ejercicios

Caracteristica

Complejos con angulos de 45°

Complejos con angulos de 90°

La parte imaginariaes 0

La parte real es O

=2 ININ W W

Solo se entrega el producto y deben buscar un posible

par de factores
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Los dos primeros tipos de ejercicios, en donde hay angulos intencionados, se

busca que observen la propiedad de los angulos; los dos siguientes tipos de

ejercicios, donde no hay unidad imaginaria o real, buscan que logren observar lo

que ocurre con los modulos y el ultimo tipo de ejercicio pretende que los alumnos

busquen los factores manipulando los vectores que tengan las caracteristicas del

producto, este ultimo tipo de ejercicio permite diferentes respuestas.

Algunos ejercicios representativos, con sus respectivas respuestas:

Complejo de la | Angulo Médulo

forma a + bi
Complejo A 1+0i 45° 1,41
Complejo B 0+i 90° 1
Complejo C -1+ 135° 1,41
Complejo A -1+ 0i 180° 1
Complejo B 0+i 90° 1
Complejo C 0—i 270° 1
Complejo A -3+ 0i 180° 3
Complejo B 2+ 0i 0° 2
Complejo C -6+ 0i 180° 6
Complejo A 0+ 3i 90° 3
Complejo B 0—2i 270° 2
Complejo C 6 + 0i 0° 6
Complejo A -1+ 0i 180° 1
Complejo B 341 18,43° 3,16
Complejo C —-3—i 198,43° 3,16
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Luego los alumnos responderan a la pregunta:

¢ Encontraste alguna relacidn entre los elementos algebraicos o geométricos de
los factores con respecto a su producto? Nombre minimo 3 relaciones que puedas

concluir con tu pareja.

Esta pregunta busca que los alumnos reflexionen con los datos registrados y

encuentren regularidades en ellas.

Para el término de la clase los alumnos al compartir sus respuestas, estaran
buscando las diferentes caracteristicas ya sean geométricas o algebraicas que
han observado en el producto en donde se espera que logren afinar sus ideas
entre pares, asi ellos descubren las propiedades comprendidas en el producto de
complejos: la suma de los angulos de los factores corresponden al angulo del
producto y el producto de los médulos de los factores corresponden al modulo del

producto.

Analisis a priori de la Clase 1

A continuacion se muestra el analisis a priori de las actividades propuestas en la

clase, con las posibles respuestas de los alumnos y las respectivas devoluciones:

En la primera actividad en donde se les pide que determinen los factores de un
producto de complejos, su producto y los elementos geométricos de estos, se
analizaron las posibles dificultades y errores, con sus respectivas devoluciones de

la actividad.

La primera dificultad que se puede presentar en la actividad es el manejo errado
del software o poco entendimiento en el area de la computacién, para esto se
sugiere asignarle una pareja de trabajo que tenga mayor dominio computacional,
para que complementen los conocimientos. También la confusion en las
correspondencias de los factores y el producto, para esto sera importante recordar
y dejar estipulado en pizarra que los factores corresponden a los complejos Ay By

el producto al complejo C.
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Algunos errores disciplinares que pueden cometer los alumnos es confundir los
ejes entre el eje real y el imaginario a la hora de formar las coordenadas para
ubicar el vector, para esto sera importante preguntarles ¢cual es el eje real? Y
¢cual el imaginario? También pueden considerar como 0 al real que acompafa a
la parte imaginaria cuando este sea 1, considerando a —1 + i como (—1,0), por lo
que sera importante preguntarles ¢cuantas unidades imaginarias se le asigna al
valor de i? El ultimo ejercicio puede crear confusiones en por tener multiples
respuestas, entonces se necesitara ayudar a comprender que no existe una unica
respuesta, puede ser llevandolo a los reales: ;Qué factores tiene 127
Reflexionando que al igual que los complejos no tienen solamente dos factores

unicos.

En la pregunta de reflexion final donde se les pregunta si encuentran alguna
relacion entre los elementos algebraicos o geométricos de los factores con
respecto a su producto, las dificultades que se detectaron se relacionan con la
discrepancia entre qué elementos son algebraicos o geométricos, por se
necesitara generar una discusion a nivel curso de qué elementos detectados por

ellos son geométricos o algebraicos.

Alguno de los errores que pueden cometer los alumnos con respecto a las
observaciones, es que solo se enfoquen en un ejercicio en particular y no revisar
si sus relaciones se cumplen para todos los demas también, por lo que se
necesitara motivacion por parte del docente para invitarlos a revisar si es una
regularidad que se cumple con los demas ejercicios. Es posible que algunos
alumnos encuentren a la propiedad de la suma de los angulos de los factores para
obtener el argumento del producto, pero descartarlo como relacién en los casos
cuando es superior a 360 °, en tal caso se les necesitara explicar que el
argumento es el angulo que forma el vector con respecto al eje x. Con respecto a
la propiedad del producto de los modulos de los factores para encontrar el médulo
del producto, también podria ser descartada por el uso de decimales, en los

alumnos que tengan dificultades con este tipo de presentacién, por lo que
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necesitaran motivarlos a hacer estos calculos que en general son simples porque

en todos uno de los factores es 1.
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Plan de clase de la clase 1

CLASE 1- Objetivo de la clase: Relacionar elementos geométricos presentes en la multiplicacién de numeros complejos en el

plano.

Material complementario: Laboratorio de computacién, donde cada computador debe contener a un archivo elaborado en el

software GeoGebra.

Guia: Representacion geométrica de los numeros complejos (ver anexo 1).

Momentos de la clase

Marco teodrico

Gestion de aula

Inicio (10 minutos)

Se presenta el objetivo de la clase y se entregan las
instrucciones previas a ingresar al computador.
Instrucciones: alumnos formaran parejas e ingresaran
a un archivo llamado “multiplicacién de numeros
complejos” que se encuentra en el escritorio de los
computadores. Luego de abrirlo, las parejas contaran
con un tiempo de exploracion, donde ellos
manipularan el archivo libremente.

En el inicio los alumnos manipulan
los complejos y observan sus
caracteristicas geométricas,
efectuando un tratamiento dentro del
registro geométrico, al variar los
factores representados por vectores
ira automaticamente cambiando el
producto.

Alumnos son trasladados a
laboratorio de computacion,
en donde se agrupan en
parejas de trabajo.

Desarrollo (25 minutos)

Se entrega guia en donde registran algunas
multiplicaciones con sus respectivos elementos
geométricos. Luego con estos datos responden a
algunas preguntas respecto a lo observado

Los alumnos desarrollan un trabajo
de conversion de registros, del
algebraico al geométrico, ya que
estan multiplicando complejos pero
utilizando su representacion
geomeétrica en el plano.

Profesor entrega el material
para trabajar, supervisa las
parejas y resuelve dudas de
forma personal con cada

grupo.

Cierre (10 minutos)

Las parejas presentan frente al curso una de las
observaciones encontradas de forma que cada pareja
describa una diferente a las ya expuestas.

Al cierre se espera que los alumnos
hayan logrado la conceptualizacion
del objeto matematico y comprendan
las propiedades geométricas de la
multiplicacion de complejos
registrando sus resultados de forma
algebraica.

Profesor pide que alumnos
apaguen monitores, pongan
atencién a las parejas que se
presentan 'y actua de
moderador buscando nuevas
respuestas o explicadas de
diferentes maneras.
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Tarea matematica de la clase 2

En este inicio los alumnos revisan la guia de trabajo junto con su compariero y
activan sus conocimientos previos con respecto al producto de complejos y sus

elementos geométricos. Para esto consideraron:
Producto algebraico de dos numeros complejos:
(a+ bi) (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
Mdédulo de un complejo:
Sea z = a + bi, entonces su modulo es |z| = Va? + b?

El argumento sera medido de forma visual ya que no manejan el contenido de

trigonometria, por lo que se utilizaron angulos de 45°, 90° y 135°.

Los alumnos desarrollan el primer item donde se entregan dos complejos z; =i y
z, = 1 +1i, los cuales multiplicaran de manera algebraica y lo llamaran w, a través

del calculo algebraico de producto de binomios.

Luego graficaran y destacaran los elementos: el vector que estara involucrado y su

argumento.

Determinaran los médulos de los factores y el producto: |z;| =1, |z, =2 y

lw| =+2 . Terminado esto el profesor realizara las preguntas del tipo ¢qué

observas? Se espera que respondan: |z,| - |z,| = [w|

Mediran los angulos comprendidos de manera visual ya que los angulos
involucrados son
6,, =90°6,, = 45°6, = 135.

Una vez terminado estos calculos el profesor
preguntara ¢ qué observas? Esperando que respondan: 6, + 6,, = 6,,.

Luego, continuaron con un segundo item en donde se les entregaban los

complejos: z; = 2iy z, =141 y en una primera instancia se les pedia que los
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multiplicaran de manera algebraica y a este producto lo llamaran w, los cuales
graficaran en el plano de Argand, con sus respectivos angulos, para luego
preguntarles: ;Qué observas en relacibn con los angulos? Esperando que
relacionen las observaciones del primer item, para reafirmar sus observaciones
donde 6, = 90°,6,, = 45°,6,, = 135.

Determinaron los moédulos de los complejos trabajados en este segundo item
resultando: |z;] = V4, |z, =v2 vy |[w|=+8 Yy se les preguntd: ¢hay alguna

relacién que observes entre los médulos? donde se observa que |z;| - |z,| = |w|.

Finalmente se les pregunta: ;observas alguna relacion entre los médulos de los
complejos de este item con los del item anterior? Donde se espera que los

alumnos respondan:

Se observa que en el item 2 el vector del producto tiene mayor longitud ya que de

zy =1 pasamos a z; = 2i, o sea, el doble del primer item obteniendo que el

producto w sea también el doble: 2v/2 = /8.

Cuando se realiza la multiplicacion de numeros complejos, se cumplen ciertas
regularidades en el plano como: el modulo del producto de complejos es la
multiplicacion de los modulos de los factores. A su vez, los angulos que forma

cada numero complejo se suman entre si para obtener el angulo del producto.

Para este momento de la clase los alumnos entraran en una fase de
conceptualizacién del objeto, donde se explica de manera formal lo que sucedid

con sus desarrollos

y se establecen las propiedades geométricas que posee el producto de numeros

complejos
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Analisis a priori: Clase 2

A continuacion se muestra la actividad que fue presentada a los alumnos con su
analisis a priori, presentando todas las posibles respuestas que se consideraron

antes de aplicar la clase, un analisis a posteriori:

En la primer actividad donde se les pide que multipliquen dos complejos
algebraicamente se identific6 que una de las dificultades que podrian surgir es que
los alumnos Intenten aplicar la formula de la multiplicacién y no considerar la parte
real como 0 en z;, lo cual puede complicar y llevar a errores en los calculos, para
esto se les preguntara ;de donde viene la formula? Y ¢ qué propiedades se
utilizan en esta operaciéon?

Los errores que esta actividad pueden presentarse en el desarrollo de los alumnos
es que dejen expresado con las unidades imaginarias i - (1 +i) =i + i = w, para
este tipo de respuestas se les preguntara a los alumnos ¢ cual es el valor de i??,
para que recuerden que i?> = —1. También podrian omitir los paréntesis de z,
desarrollando: i1+ i =i+ i = 2i, entonces les preguntaremos ¢ 2:(1+3)=2-1+37,
llevandolo a los reales. Si al desarrollar la operacién resuelven i-(1+i) =i+
i? =i+ 1, se les preguntara por las potencias candnicas de la unidad imaginaria,
para recordar las equivalencias. Y si aplican propiedades de potencias a la

adicion: i - (1+1i) =i+ i? = i3, llevaremos la operacién a los reales ¢ 3 + 3% = 33?

En la segunda actividad se les pide representar en el plano cada numero complejo
y su producto, al analizar la actividad se detectdé que una dificultad que podrian
presentar los alumnos es que no tengan un conocimiento acabado de la
representacion grafica de los complejos, por lo que sera importante recordarles

qué representa cada componente, real e imaginaria, en el plano.
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Algunos posibles graficos errados que podrian producir los alumnos son:

zy Zy

2 0s
w z as

w

Figura 7. Representacion a través de Figura 8. Representacion

puntos. errada del complejo w.

Se espera que los alumnos grafiquen en el plano a través de vectores, sin
embargo puede que algunos solo representen el punto en el plano, como muestra
la figura 6, para que asocie al complejos con el vector correspondiente
preguntarles ¢con qué otros elementos podemos graficar los complejos? En la
figura 7 se muestra la posible confusion con respecto al grafico de w con el
conjugado de z,, frente a la confusion preguntarles ;qué representa el conjugado

de un numero complejos? O ;Qué par ordenado tiene asociado el complejo w?

Al final del primer item se les pregunta ¢qué observas?, esta pregunta al ser tan
amplia y poco dirigida con el fin de ayudarlos a pensar sin parametros, puede que
cree cierto rechazo a responder de forma incorrecta, por lo que sera importante
ayudarlos a revisar las actividades que desarrollaron junto con un ;qué hemos
hecho con los complejos? Para esta pregunta podrian surgir algunas ideas
erradas como decir que: z, es simétrico con w respecto al eje imaginario, z,es el
opuesto de w o viceversa, z,es el conjugado de w o viceversa, todos los vectores
tiene igual longitud o modulo, z, tiene igual longitud o modulo que w o viceversa,
z, posee el mismo angulo que w, el valor de los angulos es 6, =90° 0, =
45°,6,, = 135 o que la suma de los angulos de los factores es igual al angulo del
producto. Para estos errores se les devolvera una pregunta que los permita a ellos

darse cuenta de su error como: ¢existen otros elementos de los vectores que
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también sean simétricos?, ;qué representa el opuesto de un complejo?, ;qué
representa el conjugado de un complejo?, ;cdmo medirias la longitud de un
complejo?, ;como podriamos asegurarnos que son iguales?, ;desde dénde
comenzamos a medir un angulo?, jexiste alguna relacién entre esto angulos? Y si
no logran contestar, invitarlo a llevar esta relacion en el préximo ejercicio para

verificar si también se cumple.

En la segunda parte de la clase se les entrega dos complejos y se les pide que los
multiplique de manera algebraica, lo cual puede crear dificultades al intentar
aplicar la formula de la multiplicacion y no considerar la parte real como 0 en z;
por lo que le preguntaremos ¢ de donde viene la féormula? Y ¢ qué propiedades se

utilizan en esta operaciéon?

Los posibles errores que puede causar esta multiplicacion muy similar a la del
primer item pero con un factor 2, puede provocar que los alumnos dejen
expresado el producto con las unidades imaginarias 2i- (1 + i) = 2i + 2i*> = w,
puede que no aplique propiedad distributiva, omitir los paréntesis de 2z,
desarrollando: 2i-1+i=2i+i=3i =w, asociar que un término al cuadrado
siempre es positivo, caso que pasa en los reales, desarrollando: 2i - (1 +i) = 2i +
2i? = 2i + 2 o aplicar propiedades de potencias a la adicion: 2i-(1+1i) =2i+
2i% = 4i3. Por lo que Para esta respuesta se les preguntara ¢ cual es el valor de
i2? para que recuerden que i? = —1, ¢ cuales son los factores de la multiplicacion?,
llevarlo a los reales ¢2-(1+3) = 2-1+ 37, cuales eran las potencias candnicas
de la unidad imaginaria?, jcuanto es i,i?,i3,i*?, llevandolo a los reales y 2 -3 +
2:32=2-3%?

Luego se les pide que representen en el plano los complejos, tanto los factores
como el producto. Esta representacion puede causar dificultad en los alu,nos que
no tengan claridad en la representacion grafica del complejo, por lo que se les
preguntara ¢cémo representamos los complejos en el plano? Y ¢ qué diferencias

tiene el plano cartesiano con los numeros complejos?
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Algunos posibles graficos errados que pueden presentar los alumnos son:

w Z

Figura 9. Confusion con Figura 10. Representacion a

respecto al cuadrante de w. través de puntos.

Para evitar este tipo de errores se les puede preguntar ;hay otros elementos
geomeétricos que se puedan agregar a los complejos?, ¢qué elementos pueden

complementar la grafica? o ¢ cual es el par ordenado asociado al complejo w?

Luego se les pregunta ¢ qué observas en relacion con los angulos?, lo cual puede
crear dificultades al considerar el angulo tomando de referencia el eje real
negativo y desde ahi medir la amplitud y no desde el eje real positivo, por lo que
sera importante explicarle la forma de considerar el angulo correspondiente a cada
vector. En cuanto a los errores que pueden generar los alumnos al generar una
idea es que posiblemente relacionen los angulos con los del item anterior 6, =
90°,6,, = 45°,6,, = 135, relacionar el angulo de z, con el de w y afirmen: w =
8,, = 45° o0 que al observar que w se encuentra en el segundo cuadrante, creer
que hay una pendiente negativa y afirmen que: 6,, = —45°, por lo se recomienda
preguntarles: ¢ qué relacion tienen estos angulos?, ¢ cuanto vale 6, ? En caso de
responder que es 90°, entonces ¢, 6,, es un angulo menor a 90°?, ;desde donde
comienza el angulo? O ;Si tuvieras que expresarlo con un angulo positivo cual

seria este?

También se les pide que determinen los modulos de los factores y el producto
pregunta con respecto a las propiedades de los modulos, de tal forma que ellos
encuentren alguna relacion, esta pregunta puede crear dificultad si no existe un
dominio de la forma en que pueden determinar el médulo de un complejo o no

asociarlo con el concepto de distancia para esta situacion se les necesitara
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recordar que el moédulo es la longitud de un vector y que esta proviene del
concepto de distancia entre el origen y el par ordenado que obtienen con el

complejo.

En esta pregunta se presentan médulos que son raices y podrian determinar el
valor de la raiz, complejizando la observacion para el alumno que presenta
dificultades con los numeros decimales, al enfrentarse a: |z;| =4 =2,
|z, =2 =141 ..y |w| =+/8 = 2,82 ... 0 podrian considerar erroneamente la parte
imaginaria con la unidad imaginaria y resolver los modulos como: |z;]| =
VOF4i2=vV=4=2i, |z, =V1+i2=VI—-1=0 y|wl=Vd+4i2=V4—4=0,

también generar las equivalencias de que |z,| = |w|. Para esto sera importante

orientarlos y ayudarlos a observar si con los decimales obtenidos existe una
relacion, de no encontrarla entonces ¢con las raices antes de calcularlas existe
alguna relacién? O ¢qué representa el modulo de un vector? Seguido de ¢la

longitud de z, y w es 07, o sea, ¢,no poseen longitud?

Finalmente se les pregunta si observa alguna relacion con los médulos de los
complejos de este item con los del item anterior, lo cual puede llevarlos solo a
determinen los modulos del primer ejercicio y no hagan un referente de
comparacion para encontrar relaciones, necesitando la motivacion a determinar

los médulos del primer ejercicio como pauta para encontrar relaciones.

Algunos errores que pueden presentar en las posibles relaciones que encuentren
puede que relacionen el hecho que en ambos item hay raices inexactas o
relacionar que la longitud de los complejos del item 2 es mayores o iguales que los
del item. Se les preguntara en estos casos: ¢ todas las raices son inexactas? O ¢ si
trabajaramos con el valor de estas raices usando 2 decimales que puedes
observar?, ;todos tienen mayor longitud? O ;qué tan mayores son esas

longitudes?
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Plan de clase de la clase 2

Se presenta a continuacion el plan de clase del estudio de clase, con las actividades propuestas y las respectivas

descripciones:

CLASE 2- Objetivo de la clase: Analizar la multiplicacién de complejos en el plano de Argand.

Material complementario: Guia: Taller de matematica de multiplicacion de nimeros complejos. (ver anexo 2)

Momentos de la clase

Marco teorico

Gestion de aula

Inicio (10 minutos)

Se presenta el objetivo de la clase y se entregan
las instrucciones:

Cada alumno recibe una guia de trabajo, se les
explica lo que deben hacer en ella:

La guia cuenta de 2 items en donde deben
primero calcular el producto de complejos, sus
angulos y modulos, luego graficar en el plano de
Argand, finalmente responderan unas preguntas
respecto a los datos que obtenidos.

Para esto pueden trabajar en parejas y juntos
complementar respuestas

Las actividades pedidas en la
guia forman parte de una
representacion de forma
literal y del lenguaje cotidiano

los cuales convertiran a
operaciones algebraicas vy
representaciones
geométricas.

Los alumnos se agrupan en
parejas, las cuales deben atender
a las indicaciones del profesor
quien se posiciona frente al curso
para que todos logren entender y
resuelve dudas previas que
puedan surgir.

Desarrollo (60 minutos)

Los alumnos comienzan a trabajar en la guia,
desarrollandola en parejas, luego estas respuestas
son expuestas en la pizarra por cada grupo, sin
cambios, las cuales serviran para un posterior
analisis con el curso.

Los alumnos realizaran una
representacion algebraica de
los numeros complejos, los
cuales operaran y utilizaran
férmulas y algoritmos,
aplicando un tratamiento de
éstos.

Luego traspasaran estos
datos al plano realizando una
conversion de registros al

Profesor entrega el material para
trabajar, en este caso la guia,
supervisa las parejas y resuelve
las dudas de forma personal con
cada grupo.

También recordara que el mdédulo
representa la longitud de cada
vector, si es necesario destacar la
féormula para determinar el modulo.
Puede que algunos  alumnos
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geométrico, con el cual
observaran el angulo de los
complejos.

Finalmente, a través de las
preguntas reflexivas lograran
relacionar esta conversion de
registros en una propiedad.

determinen los decimales de las
raices obtenidas y puedan perderse
en ese calculo, por eso sera
importante destacar la propiedad de
multiplicacién de raices de igual
indice.

Cierre (20 minutos)

Los alumnos observan los registros algebraicos y
geomeétricos que sus compafieros han realizado en
la pizarra y compartiran frente al curso las
respuestas de las preguntas reflexivas: ;Qué
observas en relacion con los angulos?, ¢hay
alguna relacién que observes entre los médulos?
Y ¢observas alguna relacion entre los modulos de
los complejos de este item con los del item
anterior?

Para el cierre se espera que
los alumnos hayan logrado la
comprension de las
conversiones algebraicas y
geomeétricas que
evidenciaron en la
multiplicacion de complejos.
Asi dominar este traspaso
como sus tratamientos en
cada registro de los cuales
puedan inferir y reflexionar
las relaciones que permiten
el transito entre ellas.

El profesor modera las respuestas
que los alumnos obtuvieron en la
actividad, resaltando los resultados
que ellos registraron en la pizarra
orientada al cambio de registro
algebraico al geométrico.
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Tarea matematica de la clase 3

Los alumnos entran en una fase exploratoria y de manipulacion del material digital
entregado, asi contar con la libertad de conocer la actividad y la representacion de
los complejos con el software geométrico, sin ninguna indicacion que sesgue su

indagacion.

Se espera que los alumnos descubran que en esta actividad ellos solamente

podran manipular uno de los factores B del producto C, por lo tanto existe un

factor fijo A.

Archvo Edite Vista Opoiones Herramiertas Vertana Ayuda

ARG PANED

* Vista Grafice

ModuloB :t)
Complejo C= A«B

Los alumnos reciben su guia de trabajo, en donde deben realizar 3 ejercicios, mas

Factor manipulable con el
cursor.

Registro algebraico de los
datos de B que iran
variando segun se manipule

Complejos A (factor) y C
(producto) que seran
valores fijos y no

manipulables

preguntas reflexivas con respecto al traspaso de registro.

En el primer ejercicio, abriran en la carpeta “clase 3” el archivo llamado “ejercicio

17, con el cual desarrollaran en la guia de trabajo las siguientes actividades con el

software:

Forma: a + bi Angulo Médulo
Complejo A -1+ 0i 180° 1
Complejo B 2+ 2i 45° 2,83
Complejo C —2—2i 225° 2,83
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En el plano observarian:

45°

Complejo A
A=-1+0
a = 180

MéduloA = 1

Complejo B
B=2+2

3 = 45°
MéduloB = 2.83

Complejo C=AeB
C=-2-2
q = 225

MéduloC = 2.83

Luego responderan a la pregunta:

. Qué caracteristica geométrica

cumple B con respecto al producto
C?

Se espera que los alumnos visualicen la simetria central que cumple al complejo B

con C, también que el producto C es el opuesto del factor B.

En el ejercicio 2 abriran el archivo “ejercicio 2 en GeoGebra con el que

responderan lo pedido en la guia de trabajo:

Forma: a + bi Angulo Mddulo
Complejo A 2+ 0i 0° 2
Complejo B —4 4 0i 180° 4
Complejo C -8+ 0i 180° 8

En el plano observaran:

Complejo A
2+ 0
B a=0

Luego responderan a la pregunta:

Medukod

1 Complejo B

‘ pas :‘. B= 4+

Al 1= 180
-1 MéduloB 4

Complejo C

1. ¢Qué caracteristica tienen
los angulos de B y C? Justifica
2. ¢Qué caracteristica tienen

los sentidos de los vectores By C?

En estas preguntas se espera que los alumnos respondan:

1. Los angulos son iguales, ya que uno de los factores tiene como angulo 0° por lo

tanto el angulo que determine el otro factor sera el del producto.
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2. Ambos vectores tienen el mismo sentido.

Finalmente en el ejercicio 3 abriran el archivo “ejercicio 3” en GeoGebra con el que

responderan en la guia de trabajo:

Forma: a + bi Angulo Médulo
Complejo A 0—2i 270° 2
Complejo B 2+2i 45° 2,83
Complejo C 4 — 4 315° 5,66
Graficamente observaran:
) Luego responderan a las preguntas:
5 Complejo A
) A . ¢ Coémo calculaste B? justifica
. 1. ¢C6 lculaste B? justifi
MaéduloA = 2
1 2. caracteristicas debe
45° )
TN 7 i Céoinzlisz cumplir B para ser un factor del

7 = 45°
MéduloB = 2.83

Complejo C
C=4—4

~ = 315
MéduloC = 5.66

Se espera que los alumnos respondan:

producto C? justifica

Buscando las condiciones geométricas que debe poseer B, como su angulo:

restando al angulo del producto el angulo del factor A, o su médulo: dividiendo el

modulo del producto en el médulo del factor A.

Los alumnos muestran sus respuestas y sus representaciones frente al curso,

explicando como fueron encontrando el factor B, guiados de preguntas por parte

del profesor como ¢ qué caracteristicas cumplieron los angulos y los moédulos?,

¢,como variaba la parte real con la imaginaria del producto con respecto a los

factores? Estas preguntas buscan que los alumnos argumenten y fundamente
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matematicamente las relaciones geométricas y algebraicas que involucran la

multiplicacion de complejos.

Analisis a priori de la clase 3

A continuacion se muestra el analisis a priori de las actividades propuestas en la

clase, con las posibles respuestas de los alumnos y las respectivas devoluciones.

En la primera actividad de la clase los alumnos deberan registrar los factores y
producto de la multiplicacion que muestra el software, lo cual puede generar
dificultades en el manejo errado del software o poco entendimiento en el area de
la computacién o confusion en las correspondencias de los factores y el producto,
por lo que si es posible Asignarle una pareja de trabajo que tenga mayor dominio
computacional, para que complementen los conocimientos, recordar y dejar
estipulado en pizarra que los factores corresponden a los complejos Ay B y el

producto al complejo C.

Los alumnos pueden intentar erroneamente “calzar” el factor B con el producto C,
buscar un valor para el complejo B de tal forma que se relacione la multiplicacién
con A de la forma: parte real multiplicado con parte real y parte imaginaria
multiplicado con parte imaginaria para obtener C o buscar un complejo B que los
modulos se sumen y se obtenga el médulo de C y no lo relacione con la
multiplicacion. Para estos errores se les puede preguntar ;qué caracteristicas
geomeétricas tiene que tener B para que al multiplicarlo por A obtengamos C?,
¢.como se multiplican algebraicamente los complejos?, motivarlos a revisar si con
el complejo B encontrado en la operaciéon de modulos, también se cumplen las

otras relaciones como las del angulo o la multiplicacion algebraica.

Finalmente se les pregunta ¢ qué caracteristica geométrica cumple B con respecto
al producto C?, con respecto a los datos obtenidos, pregunta que puede generar
confusiones de comprension de la pregunta y enfocarlo a la descripcién del

complejo B y no vinculandolo a la relacion directa del producto, necesitando
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motivacion a leer de nuevo la pregunta y preguntarles ¢qué rol cumple B con

respecto al valor de C?

Algunas posibles respuestas erradas pueden enfocarse en afirmar que el médulo
de uno de los factores tiene que ser igual al del producto sin asociarlo a la
multiplicacion de los modulos de los factores o considerar que los factores solo
difieren en una multiplicidad 2, por lo tanto, el producto sera un vector con el doble
de longitud que uno de los factores, por lo que se les puede preguntar j.crees que
siempre se cumplird esa relacién? Y ;si lo intentas con otros complejos para
revisarlo?, también invitarlos a realizar la operacion de forma algebraica para

revisar si efectivamente uno de los factores es el doble del otro.
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Plan de clase de la clase 3

CLASE 3- Objetivo de la clase: Identificar los elementos geométricos involucrados en la multiplicacién de complejos

Material complementario: Laboratorio de computacion, donde cada computador debe contener a un archivo

elaborado en el software GeoGebra.

Guia: Elementos geométricos de la multiplicacion de complejos (ver anexo 3).

Momentos de la clase

Marco teodrico

Gestion de aula

Inicio (15 minutos)

Se presenta el objetivo de la clase y se entregan las
instrucciones previas a ingresar al computador.

Instrucciones: alumnos formaran parejas e ingresaran a la
carpeta “clase 3", que se encuentra en el escritorio de los
computadores. Luego de abrirlo, las parejas encontraran 3
archivos los cuales utilizaran para realizar los 3 ejercicios que
desarrollaran en una guia, se les pide que primero los abran y
exploren las caracteristicas que tendran estas
representaciones.

En el inicio los alumnos
manipulan los complejos y

observan sus
caracteristicas
geométricas, efectuando

un tratamiento dentro del
registro geométrico.

Alumnos son
trasladados a
laboratorio de
computacion, en

donde se agrupan en
parejas de trabajo.

Desarrollo (60 minutos)

Se entrega guia en donde registran algunas multiplicaciones
con sus respectivos elementos geométricos. Luego con estos
datos responden a algunas preguntas respecto a lo observado
y a sus conversiones.

Los alumnos desarrollan
un trabajo de conversion
de registros, del
geomeétrico al algebraico,
en donde manipulan
elementos geométricos
para encontrar el
representante  algebraico
que cumpla con lo pedido.

Profesor entrega el
material para trabajar,
supervisa las parejas y

resuelve dudas de
forma personal con
cada grupo.
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Cierre (15 minutos)

Las parejas presentan frente al curso las respuestas de las
preguntas reflexivas, proyectando los ejercicios, para que ellos

puedan manipularlos y asi mostrar
producto frente a sus compaferos.

geométricamente el

Al cierre se espera que los
alumnos hayan logrado la
conceptualizacion del
objeto matematico a través
del transito de registros
geomeétrico al algebraico.

Profesor pide que
alumnos apaguen
monitores, pongan
atencion a las parejas
que se presentan vy
actua de moderador

buscando nuevas
respuestas 0]
explicadas de

diferentes maneras.
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ESTUDIO DE CLASE

Se llevé a cabo el disefo, analisis y reformulacion de un plan de clase, en donde
se consideraron todos los aspectos pedagdgicos y recursos necesarios para lograr

el objetivo de la clase, asi también destacar que este:

“Consta de tres aspectos bien definidos, que se realizan de manera
reiterada, de manera de mejorar progresivamente su disefio y
ejecucion: un grupo de profesores prepara una clase (o conjunto de
clases), luego uno de ellos la ensefia publicamente —asisten no sélo
quienes la prepararon— y finalmente se hace una sesion de revision y
critica.” (Mena, 2009, p.1).

El paradigma de la investigacion del estudio de clase se desarroll6é bajo un disefo
cualitativo enfocado en el transito de registros algebraico-geométrico. Se busca
en este estudio describir, comprender e interpretar las dificultades y errores que
presentan los alumnos al crear las representaciones semiéticas y los intercambios
de registros en el tratamiento de la multiplicacion de complejos. De caracter
descriptiva de corte principalmente cualitativo y orientado a identificar y describir

ciertas caracteristicas o fendmenos para generar o inducir el conocimiento.

En este plan el objetivo fue: analizar la multiplicacion de numeros complejos en el
plano de Argand. Para ello se llevaron a cabo tres etapas .La primera etapa fue
crear un plan de clase que abarcara el objeto matematico considerando llevar el
producto de complejos del registro algebraico al geométrico. La segunda parte fue
la aplicacion del plan de clase a un primer grupo de alumnos, donde se recogieron
evidencias escritas y audiovisuales. Posteriormente se analizaron estos registros
para el mejoramiento de las devoluciones y los tiempos de las diferentes
actividades. La tercera etapa fue la aplicacion de estas mejoras a un nuevo grupo
de alumnos, recogiendo evidencias escritas y audiovisuales para un posterior

analisis (ver anexo 1).
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La propuesta fue aplicada en alumnos de un colegio de situaciéon econdémica alta y
en donde se trabaja en gran parte la ejercitacion reiterativa en actividades
enfocadas en las pruebas estandarizadas, por lo que generd extrafieza a los
alumnos la libertad y aceptacion de sus respuestas, independiente de si estas
estuvieras erradas o correctas. El nivel trabajado fue tercero medio con alumnos
de edad promedio 16 afos. En una primera implementacion se aplicé a un curso
de 30 alumnos y en una segunda implementacién, que abarco las mejoras de la
primera, se aplico a 10 alumnos, los cuales ya habian aprendido la unidad; sin
embargo, se tomaron los de menor rendimiento, para asi llevarlos a mostrarles el

tratamiento y conversion de registros como refuerzo a los contenidos no logrados.

Tabla 1. Observaciones y justificaciones que se generaron entre la primera y

segunda aplicacion

Primera aplicaciéon

Segunda aplicacién

En el estudio de clase, donde se aplico el
plan de clase, const6 de una primera
aplicacion que consistia en una actividad
de 3 items, programando 90 minutos en
total. Comenzé con una activaciéon de

conocimientos previos, donde se les
pregunto:
e ;COmo se grafica un numero
complejo en el plano?
e ;Qué es el mdédulo de un numero
complejo?
e ;Como se calcula el médulo de un
numero complejo?
e ,Qué o como se representa el

argumento de un numero complejo

en el plano?

e /Cuales son las razones
trigonométricas que hemos
utilizado?

Por lo que en una segunda aplicacion se
eliminé esta activaciéon de conocimientos
previos y las dudas que surjan en los
alumnos serian reemplazadas por las

correspondientes devoluciones.
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e ;Como se multiplican numeros
complejos?

Esta seguidilla de preguntas buscaba que,

al comenzar la actividad, los alumnos

tuvieran mayor seguridad en sus
desarrollos, sin embargo, ocupd mas del
tiempo estimado y no permitié realizar el

ultimo item,

La primera actividad, consistia en que los
alumnos determinaran algunos elementos
dados dos numeros complejos:

los numeros

item I: Ubica siguientes

complejos en el plano de Argand,
representando el vector, determinando el
argumento y su médulo.
z1 = 21, Zy =2+ 21

En esta parte los alumnos desarrollaron lo
pedido y posteriormente en un item Il se
les pidi6 que multiplicaran los complejos,
obtenido su producto y se les pregunto:
¢ Qué pasara con el modulo y argumento
de esta multiplicacion con respecto a los
ya calculados en el item 1? Realiza el
grafico y justifica.

Los alumnos lograron desarrollar el item |
y Il completo, pero el tiempo que tardaron
en hacerlo fue 45 minutos, dejando 45

minutos para los 2 items que faltaban.

Se hizo un cambio el orden de lo pedido y
se junto estos 2 items en uno solo:

item I: Dados z; =i yz, =1+

a) Multiplica de manera algebraica los
complejos y a este producto llamalo w.
b) Representa en el plano cada numero
complejo y su producto.
c) ¢ Qué observas?

Con esta mejora del item | los alumnos
lograron realizarlo en 20 minutos, pues los
numeros complejos trabajados no tenian
mayor complejidad, ya que tanto la parte
real e imaginaria fue 1 o 0, simplificando
los calculos, para que no tardaran en la
parte algebraica y se enfocaran en la parte
geomeétrica. En cuanto a las preguntas de
observacion de los resultados, se dejo
mucho mas abierta, para no sesgar sus
opiniones y realmente dieran cuenta de
todos los aspectos geométricos que

puedan apreciar en la grafica.

El ultimo item de la primera aplicacion se
enuncio:
de

numeros complejos y valida tu justificacion

‘Realiza la multiplicacion estos

realizada anteriormente:z; = —2 + 2i, z, =

Al final

minutos de trabajo para el segundo item,

esta actividad, quedaron 70

los alumnos lo desarrollaron
correctamente y en el tiempo estimado,

dejando los espacios para realizar una
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1+i” puesta en comun. Este item al ser
Luego se les pedia que determinaran los | modificado se planted:

moédulos y los argumentos de los | item Il: Dados:z; =2iyz, =1+
complejos trabajados. En esto, los |a) Multiplica de manera algebraica los
alumnos tardaron el resto del tiempo, | complejos y a este producto lldmalo w.
dejando muy poco espacio para hacer la | b) Representa en el plano cada numero
puesta en comun. complejo y su producto.
c) ¢Qué observas en relacion con los
angulos?

d) Determina sus modulos ¢hay alguna
relacion que observes entre los modulos?
e) ¢Observa alguna relacion entre los
modulos de los complejos de este item
con los del item anterior?

Los alumnos lograron terminar este item
en el tiempo destinado y con ellos permitio
el espacio para realizar una puesta en

comun.

La forma de trabajo de todas las actividades fue en parejas y finalizando con una
puesta en comun. Aunque el trabajo de los alumnos fue de duplas, cada uno
constd con una guia de trabajo, para generar el espacio de producciones
personales que pudieron ser complementadas con el compafero. Estas
producciones ayudaron al analisis, ya que las producciones no eran idénticas,

aunque formaron un mismo grupo.

Categorias de analisis

La investigacién se enfoca en las representaciones semibticas que generan los
alumnos en las actividades propuestas, para esto se categorizd segun los
registros realizados como algebraicos, geométricos y de lenguaje natural, asi

también el transito de estos segun las unidades significantes.
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Lo mas significativo dentro de las producciones de los alumnos son los diferentes
registros que presentan, tanto algebraico, geométrico y/o lenguaje natural, dentro
de los cuales existen varios elementos que juegan papeles importantes dentro del

encapsulamiento del objeto.

En esta primera categoria se analizaran. En un registro algebraico la forma de
escribir los complejos, la operatoria que desarrolla al multiplicarlos, las
propiedades algebraicas como el producto de binomios o quizas algunos
desarrollen aplicando la formula, la aplicacion de i? = —1, intercambio de signos,

reduccion de términos, agrupacion de las unidades reales y las imaginarias.

En un registro geométrico estaran presentes la ubicacion del punto en el plano que
representa cada complejo, el vector asociado, su angulo, su moédulo, la ubicacion

espacial y variaciones dimensionales y cualitativas.

En un registro de lenguaje natural estaran todas las reflexiones y observaciones
que los alumnos escriban a las preguntas abiertas, las cuales podrian ser

complementadas también con registros algebraicos y geométricos.

Dentro de cada registro existen diferentes tratamientos para cada uno, en donde
se espera que en un registro algebraico generen los desarrollos correspondientes
a la multiplicacion de numeros complejos aplicando todo los conocimientos
algebraicos que estan en juego, en un registro geométrico, identificar y desarrollar
todos los elementos que se presentan en el plano al graficar un complejo y un
registro de lenguaje natural se espera que desarrollen sus ideas explicando y

fundamentando sus observaciones.

Para analizar si existe un transito entre los diferentes registros sera necesario
observar la congruencia de las unidades significantes entre registros, si hay una
relacion visiblemente establecida entre ellas, las cuales sean observables desde
las producciones, o las reflexiones expuestas por los alumnos en clases. En esta
categoria estaran presentes los registros que estén vinculados a otro registro y
exista una coordinacién entre ellos, asi si en un registro geométrico tiene unidades

significantes del registro algebraico que los vinculen uno con otro, podriamos
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asegurar la congruencia. A continuacion, se muestran las congruencias entre los

registros geométricos y algebraicos:

Registro geométrico

Registro algebraico

Congruencia entre registros

Registro geométrico

item I:

Del item 1:
A=1+1
B=i
C=-1+1i

Identifica la unidad imaginaria

y real en sus respectivos ejes.

Registro geométrico

item Il:

AB=QQ+Di=C

Grafica el producto en el

plano.
a+f =y Relaciona suma de angulos
de los factores como el angulo
del producto.
|A] - |B| = |C]| Relaciona la longitud de los

vectores con la longitud del
producto, luego compara
como esto cambia en el item
II, donde uno de los factores

aumenta con un escalar.

Tabla 2. Congruencia entre los registros geométricos y algebraicos

En sintesis, las categorias de analisis empleadas se ilustran a continuacion:

Categorias Descripcién

Categoria I: Uso de diferentes tipos de registros: algebraico, geométrico y/o lenguaje
natural

Categoria ll: | Transito entre registros y existencia de una coordinacion entre ellos

Tabla 3. Categorias de analisis
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ANALISIS

A partir de los analisis de las producciones de los alumnos en el cuestionario y de
cada elemento considerado dentro de las categorias, se encontré que todos los
alumnos registraron representaciones del objeto matematico de forma algebraica y
geométrica, pero no todos lograron argumentar las relaciones que se

establecieron entre los registros.

De los 10 alumnos a los que se les aplico el plan de clase todos lograron realizar

la multiplicacién de complejos de forma algebraica, como lo muestra la figura XXX.
Agregar un ejemplo de las producciones de los alumnos.

En el registro algebraico la mayoria lo hizo correctamente, sin embargo, hubo
algunos que representaron segmentos en vez de vectores o un punto solamente,

un ejemplo de ello se ilustra a continuacion:

Figura 11: representacién de nimeros complejos de un alumno

Al determinar los angulos y los moddulos todos lograron encontrarlos
correctamente, pero a la hora de justificar y relacionar las unidades significantes
de lo algebraico a lo geométrico se evidenciaron errores y confusiones, aunque

todos registraron registros en lenguaje natural.
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Tipos de respuestas que se presentaron en los registros por

actividad

item 1:

Dados zy =i yz, =1+1

a) Multiplica de manera algebraica los complejos y a este llamalo w.

Tipos de Registros

Descripcion

-y - BT E T

5= (u) ((‘A) - kA

iz '4';,%:"-0 ioa_ | Los 10 alumnos registraron este tipo de
.

w registro y obtuvieron correcta su respuesta

- 3 I 3 alumnos registraron este tipo igualdad
A= - .

— dentro del tratamiento
7 -1 1 alumno respondié el producto de esta

forma ademas de la forma —1 + i

Se evidencia que el registro algebraico es dominado por los alumnos, siendo el

fuerte de las representaciones de la operacion.

b) Representa en el plano cada numero complejo y su producto.

Tipos de registros

Descripciéon

R l S Yok 7 alumnos registraron este tipo de registros,
3 2 :
e P representando al complejo como un vector, de los
2N\ cuales 5 marcaron su angulo.
:—— -1 3 1 ?
2 2 alumnos registraron el complejo como un segmento.
pAl
1 ‘L‘b
1 ] 1 2
w 7, 1, 1 alumno presenté este tipo de representaciéon de
L i J L]

cada complejo como un punto.

Se evidencia que la mayoria de los alumnos tienen un aprendizaje de la

representacion geométrica de la multiplicacion de numeros complejos, sin
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embargo no de una manera acabada y se pone de relieve la importancia de

reforzar esta representaciéon como un conocimiento previo.
c) ¢ Qué observas?

Esta pregunta género diversas preguntas casi en su totalidad diferente, sin

embargo se muestran las que tienen elementos en comun:

Tipos de registros Descripciéon

s iodes vitsen 0 MmO gane imagiaafic 7 alumnos registraron respuestas enfocadas a

la parte imaginaria del numero complejo

Q= 9p° 8 alumnos mencionan los angulos en sus
. respuestas
5 TR Y

Esta actividad pesquis6 una respuesta no considerada previamente, referente a la
parte imaginaria de los complejos involucrados en la operacién, sin embargo si se
evidencio que los angulos fueron, en su mayoria, determinados por los alumnos,

pero sin relacién alguna entre ellos.
item 2:
Dados: zy =2iyz, =1+

a) Multiplica de manera algebraica los complejos y a este producto llamalo w

Tipos de registros Observaciones

-

= T (A = 2% v a2 ¢ 248 2--is2i2 9 alumnos hicieron este tipo de registro
algebraico, en donde se evidencia un
tratamiento en el desarrollo correcto de la

multiplicacion.

Ay

" 2 1 alumno aplicé un tratamiento incorrecto en
Lo (A44 )22y + A
2+ (A44) <2i + 4

la distributividad.

Se evidencia que el registro algebraico logra un tratamiento completo y correcto en

las producciones de los alumnos.

b) Representa en el plano cada numeros complejos y su producto
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Tipo de registros

Observaciones

5 alumnos registraron los complejos como
un vector de los cuales 3 marcaron su

argumento.

4 alumnos registraron los complejos como

un segmento.

1 alumno represento a través de un punto a

los complejos.

Se evidencia una baja en la representacion geométrica de los complejos, puede

que el hecho de que la representa

cion a través de un segmento, al no ser

pesquisado previamente y analizar su respectiva devolucién, sea una posible

respuesta que requiere de un analisis.

c) ¢, Qué observas en relacién con los angulos?

Tipos de registros

Observaciones

\ e >) z 1
A Suma De e :rud(u'c" Pe 2,422 ES !»/441'» vk

- pew| | 7 alumnos representaron en lenguaje
natural la propiedad de la suma de los

angulos de los factores.

(3-ze 90" _
R: 225 B%

2 alumnos solamente registraron el valor
de los angulos de los complejos, en un

registro algebraico.

Se evidencia que existe una coordinacion entre registro, evidenciando una

congruencia entre los angulos determ

algebraica.

inados geométricamente con una propiedad

d) Determina sus modulos ¢ hay alguna relacion que observes entre los modulos?

Tipos de registros

Observaciones

lz;1 = ‘JE:—"‘ = ﬂ
al= YAt = ! en un registro
W= Jasq =8

argumentativa

Los 10 alumnos registraron solamente el valor de los modulos

algebraico, pero ninguno respondio la pregunta

en lenguaje natural.
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Se evidencia una debilidad en el registro del lenguaje natural. En esta pregunta se
puede pesquisar que quizas los alumnos se quedan soélo con la primera indicacion

y no lo llevan a la pregunta.

e) ¢ Observa alguna relacion entre los modulos de los complejos de este item con

los del item anterior?

En esta pregunta en general las repuestas fueron bastante diferentes, pero se

muestran los tipos de respuestas que tienen elementos repetitivos en los registros

Tipos de registros Observaciones

.+ s s wowipice \# )y fz] vo WU 3 3iymnos registraron la propiedad de Ila
multiplicacion de los médulos de los factores con
respecto al producto, usando una representacion

en lenguaje natural y algebraico.

4 alumnos nombran de diferentes formas la
existencia de una multiplicidad 2 con respecto al
primer item, usando una representacion en

lenguaje natural y algebraico.

| (2) + 22| () 2 alumnos mencionaron la suma de los moédulos

1 (,gu/'?r\ De De /Z.

7

(=)
Da el Jwl=v de los factores como el resultado del mddulo del

producto, usando una representacion en lenguaje

natural y algebraico.

En esta pregunta se utilizdé un lenguaje natural y registro algebraico para formular
la propiedad encontrada. Destacar que esta pregunta, al igual que la anterior,
busca que de un registro algebraico exista coordinacidn con un registro en
lenguaje natural, sin embargo aqui se plantea desde un principio con la pregunta y

fue respondida con mas argumentos que la anterior.

61




Analisis desde las categorias de analisis

En los diferentes registros se evidencias en general segun las categorias de

analisis:

Categoria I: Uso de diferentes tipos de registros: algebraico, geométrico y/o

lenguaje natural

La totalidad de los alumnos lograron representar de forma algebraica la
multiplicacion de numeros complejos, este registro también se utilizé al determinar

los modulos, los tratamientos en estos registros fueron en su totalidad correctos.

En un registro geométrico, la totalidad fue capaz de ubicar las coordenadas de un
complejo, con uso de vector, segmento y sélo el punto de las coordenadas,

evidenciando que no existe una claridad con respecto a su representacion.

El uso del lenguaje natural estuvo presente en todas las producciones de los
alumnos, complementados con un registro algebraico, este registro fue mas

frecuente al momento de responder a las preguntas abiertas.
Categoria Il: Transito entre registros y existencia de una coordinacion entre ellos

El primer transito que enfrentaron fue del lenguaje natural de las indicaciones al
registro algebraico: “Multiplica de manera algebraica los complejos y a este llamalo
w.”, ahi se evidencid que los alumnos asignaron el “multiplicar” a una operacion

desarrollada en un registro algebraico.

Luego transitaron de los numeros complejos obtenidos en la multiplicacion a la
representacion geométrica, en donde ubicaron en el plano a cada componente de
los complejos con su unidad significante, asi distingiendo el eje real e imaginario
correctamente, pero el elemento geométrico que lo acompand fue discrepante

entre vector, segmento y punto.

Finalmente, cuando respondieron a las preguntas de argumentacion, hicieron un
transito entre lo geométrico, algebraico y lenguaje natural, registros que utilizaron

para expresar sus argumentos los cuales asignaban a las unidades significantes
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geométricas, como el angulo que marcaron en el grafico, a un registro algebraico y

lenguaje natural para explicar que la suma de los argumentos de los factores

correspondia al producto.

A partir de este analisis el plan de clases se reformuld, su version final ilustrada a

continuacion:

Tabla 4. Comparacion entre las actividades del plan de clase y su mejora

Primera version del plan de clase que fue

aplicada al primer grupo de alumnos.

Segunda version del

aplicada al segundo grupo de alumnos.

plan de clase

‘Conocimientos Previos:

&Cémo se grafica un nimero complejo en el plano?

s ¢Qué es el mddule de un nimero complejo? éCémo se calcula el médulo de un

ndmero complejo?

e Qué o cdmo se representa el argumento de un ndmero complejo en el plano?

&Cudles son las razones trigonomeétricas que hemos utilizado?

s ¢Como se multiplica nimeros complejos?

item 1

Ubica los siguientes nameros complejos en el plano de Argand,

representando el vector, determinando el argumento y su madulo.

n=2 =242

Mddul

Argumento:

=2

o0:

item 1

Dadosz =i yz=1+i
a) Multiplica de manera algebraica los complejos y a ests producto lamalo w

b) Representa en el plano cada nimero complejo y su producto.

) ;Qué observas?

item 2

Dados: =, = 2iyz, =1+

a) Multiplica de manera algebraica los lejos y a este ducto llamalo w
5 m=

b) Representa en el plano cada nimeros complejos v su producto

¢) ¢ Qué observas en relacién con los angulos?

d) Determina sus médulos jhay alguna relacion que observes entre los madulos?

Izl =

lwl

e} ;observar alguna relacion enire los médulos de los complejos de este item con
los del item anterior?
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5 =3+
Mdduloz
Argumento:
Item IT Resliza |a siguient= multiplicacion, considerando los nimercs del ejercicio
ankerior:

éQué pasard con el mddulo y argumento de esta mubtiplicecidn con respecto a los ya
caloulados en &l Ttem 17 Resliza & grafico v justifica,

Mddulo:

Argumento:

Justificacidn:

IT  Reslizs s multiplicacidn de estos mimeros complejos y valids t justificacidn
realizada anteriormente.

Médulo:

Argumanto:
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Analisis a priori, a posteriori y contraste

Actividad Analisis a priori Analisis a posteriori Contraste
item 1 e La totalidad de los alumnos | Se esperaba mayor dificultad en el
Dados z; =iy |e Dejarlo expresado con las desarrollaron: tratamiento de esta representacion y
Z, =141 unidades imaginarias i-(14+10) fue por esta percepcion que se
i-1+i)=i+i’=w =i+i? utilizaron numeros complejos con
a) Multiplica de | e Puede que no aplique =—14+i=w coeficientes 1 y 0, sin embargo, los
manera propiedad distributiva, al omitir alumnos demostraron un buen
algebraica los los  paréntesis de  z, | e Hubo 3 alumnos que registraron | dominio algebraico de la
complejos y a desarrollando: la igualdad: i2 = —1, dentro del | Multiplicacion.
este  producto i-1+i=i+i=2i tratamiento.
llamalo w e Asociar que un término al
cuadrado siempre es positivo, | ¢  Un alumno respondio a
Respuesta caso que pasa en los reales, continuacion  del  resultado
Experta: desarrollando: correcto, la igualdad:
i (1410 i1+ =i+i2=i+1 w=-1+i=v—_1-1
=i+’ e Aplicar  propiedades  de
=-1+i=w

potencias a la adicién:
i-1+i)=i+i*=i3
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b) Representa

en el
cada
complejo
producto.

Respuesta
experta:

plano

ndumero

y su

Se espera que los alumnos
grafiquen en el plano a través
de vectores y puede que
algunos solo representen el
punto en el plano.

22

Posiblemente algun alumno
confunda a w con el conjugado
de z, y grafique.

Z1 Z3

T

05 0.5 1

7 alumnos representaron al
complejo como un vector, de los
cuales 5 marcaron su angulo.

2 alumnos  registraron el
complejo como un segmento.

1 alumno registré los complejos
como un punto en el plano.

La mayoria de los alumnos
registraron de la forma mas completa
cada complejo, involucrado en la
multiplicacion, en el plano, sin
embargo, el registro de
representacion como un segmento
fue una respuesta que no fue
previsto, demostrando que existe una
debilidad que puede ser en la
representacion propia del complejo o
de los vectores en general.
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c) ¢ Qué
observas?

Respuesta
experta:

se observan 3
vectores con
sus respectivos
angulo

Observar que z, es simétrico
con w respecto al eje
imaginario.

Observar que z,es el opuesto
de w o0 viceversa.

Observar  que Z,€S el
conjugado de w o viceversa.
Observar que todos los
vectores tiene igual longitud o
modulo.

Observar que z, tiene igual
longitud o moédulo que w o
viceversa.

Observar que z,
mismo angulo que w.
Observar que 6, =90° 0,, =
45°,0,, = 135.

Observar que la suma de los
angulos de los factores es igual
al angulo del producto.

posee el

7 alumnos registraron respuestas
escritas en lenguaje natural
enfocadas sobre la parte
imaginaria, indicando que todos
los complejos, involucrados en la
multiplicacién, tienen la misma
parte imaginaria.

También 8 alumnos mencionaron
la medida de los angulos, pero
sin dar argumentos ni mostrar
relacion alguna.

Esta pregunta al ser abierta y dar
cabida a diferentes tipos de
respuestas, se esperaba una mayor
heterogeneidad de las respuestas,
sin embargo los alumnos
identificaron un elemento que no se
previd, que es la parte imaginaria de
los factores y el producto, esto puede
ser por el hecho que visualmente es
identificable.  Sin  embargo, la
mayoria menciond la medida de los
angulos, que puede relacionarse al
hecho de que es un elemento que
dominan de la representacion
geométrica del complejo, pero no
mostraron  relacion  entre  las
medidas.
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item 2
Dados: z; = 2iy
Zz = 1 + l

a) Multiplica de
manera
algebraica los
complejos y a
este  producto
lldmalo w.
Respuesta
experta:

20-(1+10) =
2i + 2i?
=-24+2i=w

Dejarlo expresado con las
unidades imaginarias

2i-(1+0)=2i+2i*?=w
Puede que no aplique
propiedad distributiva, al omitir
los paréntesis de Zy
desarrollando:

201 +i=2i+i=3i=w
Asociar que un término al
cuadrado siempre es positivo,
caso que pasa en los reales,
desarrollando:
20-(1+0)=2i+2i>=2i+2
Aplicar propiedades de
potencias a la  adicion:

20 (1+10) =20+ 2i% = 4i3

e 9 alumnos aplicaron el tratamiento
correcto de la multiplicacion de
complejos en el registro
algebraico.

e 1 alumno cometi6 un error
distributivo en el tratamiento
algebraico, al cual se le hicieron
las respectivas devoluciones.

Casi la totalidad de los alumnos
aplicaron el tratamiento correcto del
registro algebraico, mostrando un
dominio acabado de la multiplicacion
de complejos en este registro. Se
logré pesquisar el error presentado
en un alumno, por lo que se pudo
entregar una devoluciéon oportuna.

68




b) Representa
en el plano
cada numeros
complejos y su
producto.

Respuesta
experta:

Al representarlo
como vectores y
sus angulos
obtendremos:

Puede que realicen el grafico sin
destacar sus angulos:

Puede que grafiquen sélo los
puntos de cada complejo sin su
vectore asociado:

Representar a w en el cuarto
cuadrante por confundir los
ejes:

5 alumnos registraron los
complejos como un vector de los
cuales 3 marcaron su argumento.
4 alumnos registraron los
complejos como un segmento.

1 alumno represent6 a través de
un punto a los complejos.

En este item se evidencid una baja
con respecto a la representacion de
un complejo como un vector, asi
también aumentaron los alumnos
que registraron al complejo como un
segmento, posiblemente las
devoluciones de este error no fueron
completamente abarcadas en el
primer item, por lo que sera
importante destacar el uso del vector
como un representarte del complejos
en clases previas a esta.
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c) ¢ Qué
observas en
relacién con los
angulos?
Respuesta
experta:

Se observa que
0,, +6,, =06,.

relacionen los
los del item

Posiblemente
angulos con
anterior

0,, =90°,6,, = 45°6,, = 135.
Puede que relacionen el angulo
de z, con el de w y afirmen:

w =0, = 45°

Al observar que w se encuentra
en el segundo cuadrante, creer
que hay una pendiente
negativa y afirmen: 6,, = —45.

7 alumnos representaron en
lenguaje natural la propiedad de
la suma de los angulos de los
factores.

2 alumnos solamente registraron
el valor de los angulos de los
complejos, en un registro
algebraico.

La mayoria logro identificar el valor
de los angulos de los complejos y
encontrar una relacion entre ellos,
identificando la propiedad de los
angulos, logrando el objetivo de la
pregunta.
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d) Determina
sus moédulos
¢ Hay alguna
relacion que
observes entre
los médulos?

Respuesta
experta:

Al desarrollar
los maodulos
obtenemos:

|z1| = V4

|z, = V2

lw| =8

se observa que
|z1] - |2,] = |wl

Calcular las raices y obtener
resultados con los se puedan
confundir

|Z1| =\/Z=2
|z,] =V2 =1,41...
lw| =8 =282 ...

Tomar de la parte imaginaria
con la unidad imaginaria

|z, = 0 + 42 = V=4 = 2i

|z, =VI+i2=vI—1=0
wl=vV4+4i2=vVa—4=0

Observar que |z,| = |w]|

Los 10  alumnos  registraron
solamente el valor de los mdédulos en
un registro algebraico, pero ninguno
respondid la pregunta argumentativa
en lenguaje natural.

Esta pregunta fue de alto impacto
para identificar posibles
conclusiones:

Los alumnos no lograron comprender
el enunciado de la pregunta, se
presenta una distraccion del alumno
que sélo vio la primera indicacion
“determina sus médulos”, la pregunta
resultd6 ambigua o se debid plantar
de otra manera.

e) ¢observas
alguna relacién
entre los
modulos de los
complejos  de
este item con
los del item
anterior?
Respuesta
experta:
Respuesta

Relacionar con multiplicidad 2
a los modulos.

Relacionar el hecho que en
ambos item hay raices
inexactas.

Relacionar que la longitud de
los complejos del item 2 son
mayores o iguales que los del
item 1.

Esta pregunta obtuvo  mayor
diversificacion en las respuestas, por
lo que se enuncian aquellas que
agruparon un mismo concepto:

e 3 alumnos  registraron la
propiedad de la multiplicacion de
los modulos de los factores con
respecto al producto, usando una
representacion en lenguaje
natural y algebraico.

En esta pregunta esta
intrinsecamente ligada a la pregunta
anterior, tanto en las respuestas

como en el contraste de los analisis.

Los alumnos utilizaron la informacion
de la pregunta anterior para
responder, sin embargo la minoria
logréo observar la propiedad de los
modulos.
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experta:
Los mdédulos del
item 1 son:

|z4 | =1
|z, =2
lw| =2

Los moédulos del
item 2 son:

|21| :\/Z
|Zz| =\/§
lw| = V8

Se observa que
en el item 2 el
vector del
producto tiene
mayor longitud
yaquede z; =i
pasamos a z; =
2i, o sea, el
doble del primer
item obteniendo
que el producto
w sea también
el doble: 22 =

V8

4 alumnos nombran de diferentes
formas la existencia de una
multiplicidad 2 con respecto al
primer item, usando una
representacion en lenguaje
natural y algebraico.

2 alumnos mencionaron la suma
de los médulos de los factores
como el resultado del médulo del
producto, usando una
representacion en  lenguaje
natural y algebraico.

Algunos identificar la diferencia
numérica entre los complejos del
item 1 y el 2, relacionando Ia
multiplicidad de los factores con la
multiplicidad de los mddulos.

Se evidencié la presencia de una
idea de la propiedad con los alumnos
que indicaron la suma de los
modulos de los factores como el
resultado del moédulo del producto,
esto podria sugerir que los numeros
utilizados no son convenientes para
esta propiedad, porque existe un
falso positivo.
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CONCLUSIONES

Esta propuesta se enfocd en la busqueda de actividades que ayuden a la
conceptualizacién del objeto matematico “multiplicacion de numeros complejos”.
En la investigacion se hizo un plan de clase con el fin de mejorar la
conceptualizacién del objeto matematico. A través del analisis de las actividades
que se propusieron a los alumnos y sus respectivas reproducciones, se comprobd
que en el unico registro que lograron su tratamiento correcto es el registro
algebraico, mientras que el uso de las representaciones geométricas fue débil y
las representaciones en lenguaje natural carecia de fundamentos para responder
acabadamente las preguntas. Estas observaciones ayudaron a identificar los
elementos que se necesitarian en una clase previa, la clase 1, y asenté la base de
una clase que buscé reforzar las propiedades encontradas y dar las primeras

nociones de la division de complejos, en la clase 3.

La mayoria de los errores se manifestaron en el desarrollo matematico de la
multiplicacion de niumeros complejos desde la representacion geométrica y a en
encontrar regularidades con respecto a los modulos, ya que quizas no es tan
visible para los alumnos que la multiplicacion de la medida de la longitud de los
factores es la longitud del producto, como lo hizo el angulo que fue determinado
en su totalidad correctamente y sin uso de trigonometria ni instrumento de
medicion. Se evidencidé un gran déficit en el uso de registro en lenguaje natural en
la argumentacion, las cuales fueron en su mayoria demasiado escuetas y
orientadas al algebra, ya que la mayoria hizo uso de ella para explicar las

propiedades.

El trabajo matematico fue exploratorio de las propiedades encontradas que dan el
sentido geométrico de la multiplicacion de numeros complejo, por lo que es muy
importante que conciban la representacion de sélo un numero complejo en el

plano y sus elementos geométricos para luego hacerlo parte de una operacion.

Se destaca que el uso de un software geométrico favorece a la exactitud de las

representaciones y facilita el trabajo geométrico de los alumnos, logrando
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evidenciar sus registros de forma inmediata y evitando errores que se puedan
producir en el grafico manual, los que igual se pesquisaron en la clase 2. Los
alumnos enfrentan una realidad en donde la tecnologia los acompafna de forma
cotidiana, por lo que este tipo de herramientas favorece el acercamiento a las

habilidades que pueden desarrollar en la manipulaciéon de un software.

Se busca contribuir a la comunidad educativa, con una propuesta que abarque
diferentes registros de un objeto que reposa en la unidad de nameros, utilizando
las herramientas tecnolégicas que permitan facilitar la construccion de los registros
y la congruencia entre estos. Las clases se planificaron en funcion de las
necesidades de un profesor entregando los insumos necesarios, los registros en
GeoGebra, las descripciones de cada momento y las respectivas devoluciones a

las eventuales respuestas de los alumnos.

Se extiende la invitacién a hacer uso de esta secuencia como una herramienta de
alto impacto por innovacion al curriculum escolar, ya que se proponen actividades
completamente diferentes a las encontradas en los textos escolares, utilizando los
mismos aprendizajes esperados, pero desde el analisis y el cambio de registros
que permiten una visidbn mas global del concepto y a la vez mas intrinseca en el rol

de cada elemento que esta presente en la multiplicacion de complejos.
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ANEXOS

Anexo 1: Producciones de los alumnos

tem 1
Dadosz, =t yz; =1+

a) Mulliplica de manera algebraica los complejos y a este producto lldmalo w

0 X v
nope () (134) = & -2 = AF AT ASA

: LS
W
b) Representa en el plano cada nimero complejo y su producto.
',meq\nouo
g z4 +10.4 )
+ E T SO )
w= (-1, 1)
woo h_,"r’w
b real

¢) ¢ Qué obsarvas?
oot vitsen 10 MismMQ gare imaginafic
*81,7 qo°
*B1,: y3o

B 138°
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Item 1

Dadosz;, =i yz,=1+Ii
a) Multiplica de manera algebraica los complejos y a este producto llamalo w

Zy"Z; = ’\_ 3 .’.\.-— K x \

\:ll_’. "1 4 ".

b) Representa en el plano cada ndmef[o complejo y su producto.
1

s

W

¢) ;Qué observas?

@1»’1 = ‘olo"

QZQ‘ = “If.‘{

@“1\;): 1{50

F
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item 1
Dados zy =i yz;=1+4i

a) Multiplica de manera algebraica los complejos y a este producto lldmalo w

BRS b (4-1-/(,

7%

sz A
| +i =W

AL +A

b) Repu'es«waenelplamcadanumerownplepysuproducto

c) ¢ Qué observas?

dtZA Zz

wlivov
ys5, Qoyﬁf
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Item 1
Dadosz, =( yzz =1+
Igebraica los complejos y a este producto Kimalo W

a) Multipfica de manera a

s 00N G —ua/

1‘*'\ * ‘1

R

b) Represéiita an el plano cada nimero complejo y su preducto.

’

wi=tra < {1 4]
s A 0.1 “
ty i fras(1.1) )

‘{4;; (. .‘7"" 1

3‘:_\')“-;& .

o - » 0 . b 3 3 . 3 R
¢) ,Qué observas?

TuM} Titata cl M SMmo "Mﬁ;'.«n:.'q

o [”f.w ~ {35'

¢

gé[ a *
4

@!u = 4)



ftem 1

Dados z;, =t yz;=1+i
a) Multiplica de magera flgebraica % complejos y a este producto llamalo w

W B0 Al jelt A=A e
2z*= A =m =w | = -—4*&.

—————

b) Representa en el plano cada nimero complejo y su producto.

L]

Z‘CO““.3(O A)

) /zz: A*‘i_‘(‘ A\
% PRNCREY,

¢ Qué observas?

Tt o guol It imaggnain 40m 1
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Item 1

Dadosz, =(yz,=1+i
a) Multiplica de manera algebraica los compie]os y a este producto ldmalo w

R SREETEY e
AAZn Al m 4
b) Representa en el plano cada nimero complejo y su producto.
o)
| 2.- 0,
: W = )

c) . Qué abservas?

Cih Oy

l )
%m s
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Item 1

Dados z, =i yz; =1+ ) )
a) Muhip'lica de manera algabraica los complejos y a esié producto lamalo w

[2,:2= 4 Catal

~ 3

fu "'. }.

A
|

L

b) Representa en el plano cada nimero complejo y su producta.

|

|

N

4 ‘ B . il ' 1 : T ]

¢) ¢ Qué observas?
QU( ‘t—Ud&\ ban v ‘H}LA/Q\\ '\mu%;ww;g
loy QWQS ?w\m ey Sen

11740
i’*{:q)
Wz 43y



ftem 1
Dados z, =i yZ; =1+

a) Multiplica de manera algebraica los complejos y a este producto Bamalo w

nmm p (A A D
&ﬁ‘n A ’ W= h—A
- A - - - —
b) Representa en el plano cada numero complejo y U producio.
v G2 e
a - a ¥ |;- h.'l 2 5 1 o
P lys
¢) ;Qué observas?
F o ' o | e
~los vedores estan {pdos arerbo C'Lei gc
L

—Van e USenHdd se von sumond
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ftem 1

Dados z; =i yz; =141
a) Multiplica de manera algebraica los complejos y a este producto lldmaio w

5=\ (Ak\\ = \.i-\?' - (-4

Wz =4 +\

b) Representa en el plano cada numero complejo y su producto.

¢) ¢ Qué observas?
o&n £ I’\MMLVQ ron elimeelr  ( Linum e



item 1

Dadosz, =i yI; =141
Igebraica los complejos y a este producto Hamalo w

a) Mullplica de manera 8

—_—
T

FARE -_.__,_,-o—"' i .
A 1{’*]‘ -.h-*.h =_ 4t L

-l

b) Aeprescnta en el planc cada numero complejo y Su producta,

|

¢} Qg observas?

oo fiencn PATIE pdg ik

él'q;aﬂutﬁ pi &2 et Y&
21 &5 “JG'-.

L-"“u'{wﬂl_'_.
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Dados:z, =2i y z, = ) +i

a) Muitplca de manera algebraxca bos complejas y a oste producto lldmalo w

. = -ty - . P ") »‘—.“-- - e—
L'z - e + 4 5 N Al W A - 3 {
PorR v LA o = N
» L wuDiddd
| P é = b VE
)
B

b)Rms«ua- enelplawcadammm"“ 7 oomuqo. , “'”s_y-s.up'oduc!o-

-,
; . 2\
& (e~ =)
| 2 \‘\I
: sty k)
\)] b" \
-
r' J) = ”-2/5-)
21
-
- SRR, S D e ———— —
- - '] - 4 . .
= !
,‘?)‘-*'{1)
3 .g'i.l

¢) ¢ Qué obacrvaa ¢n relocion con loa anguica?

‘m curmp LE 0% J':u:,on",", Ve 2. vz &% (./yi-‘;’::_uk: De )
d) Determina sus mddulos ¢hay alguna relacén que observes entre los modulos?
l{ I = F\Z_f::‘ =Ja’ = 2
nd= TR -2 )
| =V - B
{

@) iobservar alguna relacion entre los médules de los compiojos de este flem con
los del item antenor?

el pesotave pe [24 (2) + 1R2] (@)
Da el Jwl=Ve=2i7




frmm 2
Dados: 2, = 20 y 5= 1+i

a) Mulliplica de manan algegralea ks camplajos y & aste producta lamala w

i_r.-x.{.ﬁji- TERy ' |
i :!-11'.},.—';-'__:'-}".:*':"--&' I
| i =2

bl Reprasanta an el plans cada nEmanms compeins ¥ su preducto

L& WL 3-151"
w =357

£} 400s oheervas en ralacian con los &ngulas?

di Determina sus midulos jhay alguna retacidn que abserves entre los madulos?

W= Npl+22 AW T L \
e
el TR 3 T AL |

fwl= _
MGz 5 au - VB '|

e ;obserar alguna relacién entre los médulos de los complejos de este item con
los dal item anteriar?

gue of nw (HPH Cor
[21] por €1 [22) ¢1 W
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ftem 2

Dados:z, =2i y = 1+i

a) Multiplica de manera algebraica los complejos y & este producto llamalo w

CETTE (TR
w= -2+ 24

b) Representa en el plano cada nimeros complejos y su producto
* 147 (0.3)
a a7 &'\ t«\

w= (-2,
w
24;1\
' =
)
- - -2 - 1 o 1 2 3 “ s
2
-3
c) ¢ Qué observas en relacién con los angulos? 8xe: A

1Que 0N Loy Mismos que @ Tc{qw amefior T g oyx®

Ch R tuman s & & \o loocores  da e Powa®  Qugz \3Y°
d) Determina sus médulos ¢hay alguna relacion que observes entre los médulos?

|zl|=61q' 9 ‘:r"-\ =
I22|=‘l‘°"’ v {2
wi=GF ras s a T s o

e) ¢ observar alguna relacién entre los médulos de los complejos de este item con
los del item anterior?

cqodoy  don  Multiglos & 2.
e S\ SR mMuURIpli(e \7.4\1 kz\ bo \UU\
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item 2

Dados zy = 2yz =1+

a) Multiplica de manera algebraica Jos complejos y a este producto llémalke w
o= 2L - (\t ’\.] = 2% z"z = 2L =2

W= -7 2

b) Representa en ¢ plano cada nimeros complejos y su producto

pi 3
s

R

“

A i 1 Lo s A gl &

d) Determina sus modulos (_haymanladbnquaoboorvammmmbﬂ

[i= Joc 20 = N4 =2
b= et = V2 .
Ty = B = 7= 20

= \Jizfx 2°
o)g,obuntabnammmcmoamaﬁmwnmmmMm
los del item anterior?

QL oumentar Jm\;o(ufb&lwvv\r%v 24
de@dﬂﬂa&w(d{.,mlo)'

-
-
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ftem 2
Dados: z, = 2iyz, =1+i
a) Multplica de manera algebrasxca los comple|os y @ este producto lamako w

20 F ENe)= 25 « 2R
= 22 2ol o DL = TG
b) Reprasenta en el plano cada nimeros complejos y su

) ”é.t\
J} t2

-

c)g,owobwmenubdénconmbw? , 7
 § T { A
Oy e do Lo AR

L wlo W
d) Determina sus ¢hay alguna relacion que cbserves enire los modulos? _{\J {':L

F:; Jo bt 7 = ?: 1 \
o= \Uf’/;_’l_._;'z,;: : \fg‘

o) Lobservar aiguna relacibn entre los moduios de los complejos de este ftem con
los del item anterior?

el poelily de cu @ L dole
WW‘ZT':“ A doftl.
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Item 2
Dados. z;, = 2iyz, = 1+i
a) Muttiplica de manera algebraica los complejos y a este producto ldmalko w

gy = 2! "'2\1’ ~=2 A 4 7=\ - TN -7 = W
b) Representa en el plano cada nimeros complejos y su producto
>3 i 5
' Tt
- - > 3 1] L ] . 3 » - .

-+
Rl

-

c)¢,ouéabutvasmmciénoonloem7
phrece que el AuJu\o dp. W es Ipe SumA de. ng M,Jky & za y 2
mMmmmméwm&mm:m”wmmmmuon
= Jord = N4
Izl = J-m = \f'z-'
Iwl = \‘m = \[?
e)(,observadwnardadénuMbsmwabsdelmwwsaemhmw\
los del item anterior?

Sor) kS 3rbw Ac:
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item 2
Dados: 2z, =2iyz; = 1+i
a) Multiplica de manera aigebraica los complejes y a este producto llémalo w

nemm 2 (A+A)= 2AY 24 5= 2L+ 2 N=2k ¥ 2,
= -2} 24=W

b) Representa en el plano cada meﬁmyNMdo

c) ¢ Qué observas en relacién con los angulos?
£, w=435 er (o, Awma, J& Q0 +45
d) Determ "%Sﬁhawaqumm“mmm»m
Il ={ 2 =\ JO o2 =\F
Iz| =m"\ﬁ M m,,Q'}:,’Pi'i[Om

w = J22x 2% =\

@) ¢ observar alguna relacién entre los médulos de los complejos de este item con
los del item anterior?

Er Lo s o for =
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item 2
Dados: 2, = 2iyz, =1+1i
8) Mutipiica de manera algebraica ks complejos y a @ste producto lamalo w

'

kg ’,4-‘1»-) 2Ai 423

b) Representa en el plano cada ndmeros complejos y su prod

’ )
c) ;Qué oburvu_mmbdénomlos tngubs? A
Se Voh 5! ) AC 15 oy W8 YO

d) Determina sus médulos ¢hay alguna relacion que observes entre los modulos?

=\ 0ot 22 =0+ U =VH =2

)

‘zll -\J'—’z:;-‘..i_ \j1
hwl =\ | ._ZL'T 52 - \ L,l;'z, Ry )
0)¢Maammmmmummm@m(m“n
los del item anterior?
_)C i\ W T COD \Jq o\|7 =\~
tf‘.u' 2\ ‘("‘ meE(o Y ' W YRS A } \-.‘u

Yorgue €S 2A IR % SELRTCR ) @S A SN p

-—

/
&




ftem 2
Dados: z; =21y z; = 1 +i
a)Munipl-ca:ra algetraica los complejos y a aste producto llBmaio w
7oz = 4= OX2A 3 F . r 2
> YR A
z,.uu}z ( )=Z4+* e
24 4 =W = -4 ¥24

b) Representa en el plano cada numeros complejos y su producto

22 Aal"‘; ‘)
W= -‘kli N

cnowomeryumnudgnoomosa;w?
590 2:H45 FW:

d) Determina sus médulos ,hay alguna relacién

= Jorq = ¥4
'I:I"m’ﬁ MWW
[w| = m: 3

@) ; observar alguna relacion
los del item anterior?

Aim

que observes entre tos moduios?

entrolosmédulosdeloscmnplejosdeesteitemom

Lat Oéz'k‘ (o) 2)

A)L)I
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Dados: gy =2i y =1+l

.)mm«mmnmmmmmpsyammmmmw

-

- (t:k}(ﬁih = Qi '_:{',_1 . Aia x

L s )
——D. AN ok

b)ﬂopmoonmandplamoadanameawlmysupmm

Ly

2
-3

-

c) ;Qué observas en relacién con los angulos?
@Aae: 907 B: 135"

L= L\s.
d)DeeionnhawsmOduoawayaIgmamhdénqueohsemmlosmomlon

2, = | 0'.: %3 Y-T'r‘i 2
= {4r, 2 = {4
W= {7 2:{F =
Sgrs O

e) ;observar alguna relacion entre los médulos de los complejos de este item con
los del item anterior?

Lo~ Liavei € 24 23 e MW

'
ti'l,
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Anexo 2: Guia de trabajo de la clase 1

Guia de trabajo

Objetivo: Relacionar elementos geométricos presentes en la multiplicacion de

numeros complejos en el plano.
Actividades:

1. Selecciona la flecha que se encuentra en la esquina superior izquierda del

procesador:

€7 Propuesta producto de complejos.ggb

Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[R] AL~ D GO £ N =2 )

Elige y Mueve
Arrastre o seleccion de objetos T
Q

Con esta herramienta selecciona el punto A o B para ir cambiando los complejos

gue seran los factores del producto C.

Luego, completa la siguiente tabla con la informacién pedida:

Complejo de Ila Moédulo Argumento
forma a+bi

Complejo A 1+

Complejo B 0+1i

Complejo C

Complejo A 1+

Complejo B -1+
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Complejo C

Complejo A 1+
Complejo B 1—1i
Complejo C

Complejo A 0+1i
Complejo B 1+0i
Complejo C

Complejo A —1+0i
Complejo B 0+1i
Complejo C

Complejo A 0—i
Complejo B 0+ 0i
Complejo C

Complejo A 2+0i
Complejo B 3+0i
Complejo C

Complejo A -3+ 0i
Complejo B 2+0i
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Complejo C

Complejo A

0+1i

Complejo B

0+2i

Complejo C

Complejo A

Complejo B

Complejo C

Complejo A

Complejo B

Complejo C

-3-1i

2. ¢ Encontraste alguna relacion entre los elementos algebraicos o geométricos de

los factores con respecto a su producto? Nombre minimo 3 relaciones que puedas

concluir con tu pareja.
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Anexo 3: Guia de trabajo de la clase 2

Taller de Matematica

Multiplicacién de Numeros Complejos

Nombre: Curso:

Objetivo:  Analizar la multiplicacién de complejos en el plano de Argand

Materiales: Calculadora, regla, lapiz y goma

item 1

Dados z; =i yz,=1+1i

a) Multiplica de manera algebraica los complejos y a este producto llamalo w

21'22:

b) Representa en el plano cada numero complejo y su producto.

5

c) ¢ Qué observas?
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item 2
Dados: zy =2iyz, =1+

a) Multiplica de manera algebraica los complejos y a este producto llamalo w

Zl'ZZ=

b) Representa en el plano cada numeros complejos y su producto

-4

c) ¢ Qué observas en relacion con los angulos?

d) Determina sus modulos ¢ hay alguna relacidén que observes entre los moédulos?

|Z3| =
|Z4| =

lw| =

e) ¢observar alguna relacion entre los modulos de los complejos de este item con
los del item anterior?
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Anexo 4: Guia de trabajo de la clase 3

Guia de trabajo clase 3

Objetivo: Identificar los elementos geométricos involucrados en la multiplicacion de

complejos
Actividades:

Ingresa a la carpeta “clase 3” que se encuentra en el escritorio del computador
para disponer de los ejercicios en los cuales selecciona la flecha que se encuentra

en la esquina superior izquierda del procesador:

€7 Propuesta preducto de complejos.ggb

A;gnyj Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
%' .Ax;' / ”:‘7; b @ @ 4 x iii ‘%.

Elige y Mueve
Arrastre o seleccion de objetos T
1

Con esta herramienta selecciona B para ir cambiando el valor del complejo B

para desarrollar los ejercicios.
Ejercicio 1:

Abre el archivo “ejercicio 1”7 en donde encontrardas 3 numeros complejos y sus
representaciones: A, B y C, donde A y B corresponden a los factores y C al

producto:
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€2 Ejercicio 1.g9b

Archive Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda
NGBS T

AlLAC Bl =

~ Vista Gréfica
=

<)

~ Vista Grafica 2
ACe
Complejo A

A 1+00
a = 180

MéduloA = 1

Complejo B

Entrada-

3 = 134.36

C

B = —059 4 0610
ModuloB = 0.85

Complejo C= AeB

MdduloC 283

o x

Abrir sesion

Descubriras que el unico complejo que puedes manipular es B, el cual tendra que

cumplir con ciertas caracteristicas para ser uno de los factores que compongan al

producto C, para esto completa la siguiente tabla:

Forma: a + bi

Angulo

Modulo

Complejo A

Complejo B

Complejo C

Con los datos obtenidos, responde:

¢ Qué caracteristica geométrica cumple B con respecto al producto C?

Ejercicio 2:

Abre el archivo “ejercicio 2” en donde encontraras 3 numeros complejos y sus

representaciones: A, B y C, donde A y B corresponden a los factores y C al

producto:
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2 jercicio 2996

Aschiva Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

Al

* Vista Grafica

B @IS N )

= |~ Vista Grafica 2

Entrada

=

Complejo A

A

2408

a=0

Madulof

Complejo B

0.6

7= 67.38

Médui

Complejo C

C

B

1.44(

56

- 0o x

ABAF SEEION

Descubriras que el unico complejo que puedes manipular es B, el cual tendra que

cumplir con ciertas caracteristicas para ser uno de los factores que compongan al

producto C, para esto completa la siguiente tabla:

Forma: a + bi

Angulo

Modulo

Complejo A

Complejo B

Complejo C

Con los datos obtenidos, responde:

¢, Qué caracteristica tienen los angulos de B y C? Justifica

¢ Qué caracteristica tienen los sentidos de los vectores B y C?
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Ejercicio 3:

Abre el archivo “ejercicio 3” en donde encontraras 3 numeros complejos y sus
representaciones: A, B y C, donde A y B corresponden a los factores y C al

producto:

€7 ejenccio 1ogb o x

Archivo Edita Vista Opciones Herramienlas Ventana Ayuda Abrir sesion

AlAREelo]als]=]+

* Vista Grafica * | = Vista Grifica 2 x
=

3 Complejo A
A=0-2
v = 270
MéduloA = 2

3 2 4 1 H 3 [ 5 [ 7 [] W e Complejo B
1.26 + 1.4

J = 48.01
Médula a
ne MéduloB — 1.88

Complejo C
4-4
315

MéduloC

Entrada

Descubriras que el unico complejo que puedes manipular es B, el cual tendra que
cumplir con ciertas caracteristicas para ser uno de los factores que compongan al

producto C, para esto completa la siguiente tabla:

Forma: a + bi Angulo Modulo

Complejo A

Complejo B

Complejo C

Con los datos obtenidos, responde:
¢, Coémo calculaste B?

¢, Qué caracteristicas debe cumplir B para ser un factor del producto C?
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