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Resumen

El presente estudio tiene por objetivo general
proponer una secuencia didactica para el
aprendizaje de la modelacion con el objeto
matematico funcién exponencial para estudiantes
de segundo afio medio (15 a 16 afios). Para ello,
se disefid una secuencia de tres clases con el
objeto declarado, estructuradas segun el modelo
did4ctico-cognitivo de Blomhgj y Hgjgaard-
Jensen para el proceso de modelizacién
matematica, con el cual, en conjunto con
elementos de la Teoria APOE, se analizaron los
resultados de tres intervenciones que se
implementaron del primer plan de clase de la
secuencia. Los resultados evidenciaron los
logros de los grupos de sujetos informantes con
respecto al proceso de modelizacion, y las
construcciones mentales en determinadas fases
del mismo, permitiendo proyectar el estudio para
futuras implementaciones y reformulaciones.
Ademas, este informe presenta la secuencia
didactica completa que se disefid, con sus
respectivos analisis aprioristicos.

Palabras clave: funcion exponencial, modelacion,
modelizacion matematica, secuencia didactica.

Abstract

The present study has the general objective of
proposing a didactical sequence for the learning
of the modelling strategy with the mathematical
object exponential functions for students of
second grade of secondary education (15 to 16
years old). For this, a sequence of three classes
with the mentioned object was designed,
structured according to the didactical-cognitive
Blomjgh and Hgjgaard-Jensen’s model for the
process of mathematical modelling, with which,
together with elements of the APOS Theory, were
analysed the results of three interventions that
were implemented from the first class plan of the
sequence. The results showed the achievements
of the groups off informant subjects according to
the modelling process, and the mental
constructions in certain phases of the same,
allowing to project the study for future
implementations and reformulations. In addition,
this report presents the complete didactical
sequence that was designed with its respective a
priori analysis.

function, didactical

Keywords: exponential

sequence, mathematical modelling, modelling
strategy.
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CAPITULO I;
INTRODUCCION

De acuerdo con Abrate, Pochulu y Vargas (2006), la importancia del concepto de
funcién en la matematica, entre otros, es su caracter de unificador, debido a su
presencia en todas las ramas, desde la relacion de variables de distinto tipo hasta la
modelacion de situaciones del mundo real. Si bien la nocién de funcién en la
matematica escolar aparece desde los primeros niveles educativos, como en el conteo,
en el trabajo con patrones numeéricos y geométricos, y en la proporcionalidad directa e
inversa, por mencionar algunos ejemplos, el curriculo chileno postula la iniciacion de
su estudio formal en el nivel octavo afio basico (13 a 14 afios), donde las Bases
Curriculares vigentes centran el foco del eje Algebra y Funciones en dicho contenido
(en sus formas lineal y afin), de la mano de la habilidad de modelar situaciones de la
vida diaria y de otras asignaturas (MINEDUC, 2016a).

Continuando en el curriculum, es que en el curso segundo afio medio se trabaja
en los contenidos de tres tipos de funciones: logaritmica, raiz cuadrada y exponencial,
con las que también se busca desarrollar la habilidad de modelar (MINEDUC, 2011).
Respecto a dicha habilidad, Guerrero-Ortiz y Mena-Lorca (2015) declaran que, en el
plano de la educacién matematica, modelar tiene por objetivo representar una realidad
utilizando un modelo matematico, la cual es llevada a cabo desde dos lineamientos:
por una parte, construyendo conceptos matematicos a través de la modelacion; y por
otra, utilizando los conceptos aprendidos para construir modelos matematicos.

El presente estudio considera el objeto matematico funcién exponencial y la
habilidad de modelar, para el curso segundo afio medio, enmarcado en la propuesta
de una secuencia didactica bajo la metodologia del Estudio de Clases japonés. En este
primer capitulo, se presentan la problematica del estudio, en conjunto con los
antecedentes que la sustentan; también los objetivos propuestos y las preguntas que
pretenden ser respondidas con esta investigacion; para finalizar con la justificacion y
antecedentes que respaldan el presente estudio.

Problematica y antecedentes

No es reciente que, en la enseflanza de la matematica, se aborde la relacion
entre esta disciplina y el mundo real a través de conceptos como ‘modelizacion’ y
‘aplicaciones’, que, de acuerdo a Blum et al. (2003), permiten denotar este tipo de
conexiones. Mientras que el término ‘modelizacién’ se enfoca en una direccion desde
lo real hacia lo matematico, enfatizando en el proceso involucrado, el concepto de
‘aplicacién’ lo hace en la direccidon contraria, desde lo matematico hacia lo real,
enfatizando en los objetos involucrados, sobre todo en aquellas partes del mundo real
gue son posibles de tratar de acuerdo a una correspondencia con los modelos
matematicos (Blum et al., 2003), existiendo, de este modo, una interrelacion entre
estos dos conceptos.

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
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Segun Blum y Borromeo-Ferri (2009), ‘modelar’ forma parte de una de las
competencias fundamentales a desarrollar en los estudiantes, del mismo modo que el
trabajo con la modelizacion matematica trae consigo una serie de beneficios, como por
ejemplo, se pueden mencionar que:

» ayuda a los estudiantes a mejorar el entendimiento del mundo,

» da soporte al aprendizaje de las matematicas como forma de motivacion, para la
formacion de conceptos, y la mejora de la comprensién y la retencion,

» contribuye a desarrollar varias competencias matematicas y actitudes
apropiadas, ademas de propiciar una imagen adecuada de esta disciplina.

Asi es como la modelizacion matematica puede ser considerada como una
herramienta significativa para el aprendizaje de la matematica, tanto por la relacion
gue permite establecer entre lo matematico y lo real, como por los beneficios que trae
a los estudiantes al momento de su implementacion como estrategia de aula, en donde
se le conoce como modelacion.

En las Bases Curriculares vigentes para la asignatura de matematica, se enfatiza
sobre la importancia de modelar como una habilidad de pensamiento matematico que
se desarrolla desde séptimo afio basico (MINEDUC, 2011), definiéndola como
“construir un modelo fisico o abstracto que captura parte de las caracteristicas de una
realidad para poder estudiarla, modificarla y/o evaluarla” (MINEDUC, 20164, p. 98). Lo
anterior, se relaciona con esta imperante necesidad de trabajar con problemas
contextualizados para vincular la matematica con el mundo real, convirtiendo a la
resolucion de problemas y la modelizacion como claves para el desarrollo de
competencias matematicas (Aparisi y Pochulu, 2013).

Sin embargo, Biembengut y Hein (2004) plantean que existen dificultades para
llevar a cabo estos procesos de modelizacion, los que tienen su origen en la formacion
de profesores y la consecuente falta de vivencias, por parte de los estudiantes, en
actividades de este tipo. De este modo, la busqueda y eleccidbn de problemas
adecuados, tanto a las tendencias actuales y lineamientos curriculares, como a un
determinado enfoque didactico, termina siendo un enorme desafio para los profesores
(Aparisi y Pochulu, 2013).

Si bien el curriculum nacional plantea la importancia de la modelizacion como
proceso y de la modelacién como estrategia didactica, de la mano de una evolucién
en el desarrollo de esta habilidad a través de los distintos niveles educativos, los textos
de estudio utilizados en el nivel segundo aflo medio (Blanco et al., 2009; Mufoz,
Jiménez y Rupin, 2013) evidencian una carencia de ejercicios de modelacion con el
objeto matematico funcion exponencial, por lo que la problemética aqui planteada es
que, la poca comprension de dicho contenido, puede radicar en esta falta de
actividades que involucren la habilidad de modelar por parte de los estudiantes.

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen
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Objetivos del estudio

A raiz de la problematica del presente estudio, es que se plantea como objetivo
general:

Proponer una secuencia didactica para el aprendizaje de la modelacion con el objeto
matematico funcidén exponencial para estudiantes de segundo afio medio (15 a 16
afnos).

Para lograrlo, se proponen los siguientes objetivos especificos:

» Disefiar una secuencia didactica de tres clases sobre la modelacion con el objeto
matematico funcion exponencial para estudiantes de segundo afio medio (15 a
16 afos) (OE 1).

» Implementar una clase de la secuencia didactica (OE 2).

» Analizar los resultados obtenidos de la implementacion (OE 3).

Una vez que se ha completado el disefio de la secuencia didactica (OE 1), se
lleva a cabo la implementacion de la primera de las tres clases disefiadas (OE 2), en
funcion de lo cual se procede al andlisis de los resultados obtenidos de la misma (OE
3). En la figura 1 se muestra la relacion entre los objetivos propuestos.

~ |
OE 1:
Disefiar una secuencia OE 3
didactica de tres clases OE 2:
sobre la modelacion con Analizar los resultados

. " Implementar una clase de .
el objeto matematico P s obtenidos de la
la secuencia didactica

funcién exponencial para implementacion
estudiantes de segundo
afio medio (15 a 16 afios)

~ <«

OG:

Proponer una secuencia didactica para el aprendizaje de la modelacion con el
objeto'matematico funcion exponencial para estudiantes de segundo afio medio
(15 a 16 afos)

Figura 1: Esquema del objetivo general y los objetivos especificos.
Fuente: elaboracion propia.
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Preguntas de investigacion

Para complementar los objetivos declarados, en este estudio se plantean dos
preguntas de investigacion:

» ¢ Qué caracteristicas didacticas debe tener una clase de modelacion para que los
estudiantes sean capaces de alcanzar las etapas del proceso de modelizacién
matematica? (Pl 1).

» ¢ Como aporta el proceso de modelizacion mateméatica al aprendizaje del objeto
funcién exponencial? (P1 2).

Debido a que las preguntas de investigacion deben guardar relacion con los
objetivos propuestos (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2014), en la figura 2 se
muestra esta conexién entre ambos elementos.

oG

OE1 OE 2 OE 3

s P2

Figura 2: Esquema de la relacion entre objetivos y preguntas de investigacion.
Fuente: elaboracion propia.

Justificacién y antecedentes del estudio

Los estudios acerca de la importancia de la modelizacion matematica y de la
modelacibn como estrategia de ensefianza han sido numerosos (Bassanezi y
Biembengut, 1997; Biembengut y Hein, 2004; Blomhgj, 2008; Blomhgj y Hgjgaard-
Jensen, 2003; Blomhgj y Kjeldsen, 2009; Blum et al., 2003; Blum y Borromeo-Ferri,
2009; Guerrero-Ortiz y Mena-Lorca, 2015; Villa, 2007; entre otros). Si bien el
entendimiento del proceso de modelizacion no es uno, debido a la existencia de
distintos ciclos de modelizacion generados desde la década de 1970 (véase Borromeo-
Ferri, 2006), todos convergen en la idea de que la utilidad de la modelacién como
estrategia de aula es un aporte significativo al proceso de aprendizaje de conceptos y
habilidades matematicas en todos los niveles educativos.

Por otra parte, estudios como el de Arrieta y Hernandez (2005), Garcia (2012),
Gonzalez, Garcia, Garcia, Travieso y Puldén (2015), y Ocampo (2012), son evidencias
de algunas propuestas de modelacion utilizando la funcién exponencial, o donde se
presenta un trabajo con esta. Sin embargo, y como muchos otros estudios aparte de

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen
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los mencionados, su enfoque es hacia el nivel universitario, para carreras relacionadas
al area de la ingenieria o las ciencias.

Una de las habilidades que propone el documento curricular vigente para la
asignatura de matematicas es la de modelar, que permite a los estudiantes “aprender
a usar variadas formas para representar datos, y [...] seleccionar y aplicar los métodos
matematicos apropiados y las herramientas adecuadas para resolver problemas”
(MINEDUC, 2016a, p. 98). Si a lo antes declarado, se adhieren las ventajas que las
investigaciones han planteado acerca de esta habilidad, y de la estrategia de
modelacién como préactica de aula, la propuesta presente en este estudio pretende
encontrarse en consonancia con el fortalecimiento de los aprendizajes de conceptos y
habilidades matematicas, tanto desde el plano de las directrices curriculares como
didacticas, a través del proceso de modelizacibn matematica.

Si bien se ha presentado en la problematica del estudio las complicaciones que
tiene el llevar a cabo los procesos de modelizacidon en el aula, en la propuesta didactica
de este estudio se considera la elaboracion de una secuencia que atienda a dicha
dificultad, representando una herramienta para los docentes que se desemperfien en
el nivel de segundo afio medio. Desde una mirada investigativa, la concatenacion entre
un modelo didactico-cognitivo con los elementos de una teoria de la didactica de las
matematicas, permite establecer un punto de vista innovador sobre como se
evidencian ciertas construcciones mentales dentro del ciclo de la modelizacion, que
permiten un analisis mas profundo de como se llevan a cabo las practicas en el aula,
y los resultados que se obtienen de las mismas.

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen
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CAPiTULO II:
LA FUNCION EXPONENCIAL

Este capitulo aborda el concepto de funciéon exponencial, considerado como el
objeto matematico para el estudio, desde distintos puntos de vista: se comienza con la
definicion matematica y escolar del objeto, para continuar con un esquema de los
prerrequisitos para su formacion conceptual; del mismo modo, se presenta un analisis
curricular y del tratamiento para la funcion exponencial en los textos de estudio del
nivel segundo afio medio; y para finalizar, se presentan los aspectos historico-
epistemoldgicos sobre el objeto matematico en cuestion.

Definicibn matematica y escolar

Chevallard (1998) plantea que los contenidos del saber son transformados en
forma adaptativa para que se vuelva un objeto de ensefianza, en un proceso que
denomind transposicion didactica. Este apartado presenta la definicion del concepto
de funcién exponencial, que incluye el saber matematico y el escolar del objeto de este
estudio.

Definicién matematica

Para iniciar este apartado, se presentara la nocion de cota superior e inferior de
un conjunto de numeros reales, de acuerdo a las definiciones de Bartle (1967, pp. 47-
49).

1.1. DEFINICION. Sea S un subconjunto de R. Un elemento u de R se dice que es una
cota superior de S si s < u para todo s en S. Del mismo modo, un elemento w de R se
dice que es una cota inferior de S siw < s paratodo s en S.

Pueda que un subconjunto S de R no tenga una cota superior, pero si tiene una,
entonces tiene infinitamente muchas.

EJEMPLO 1:

» Si el conjunto S; = {x € R|x > 0}, entonces S; no tiene cota superior.

» Sielconjunto S, = {1, 2,3, ...}, entonces S, tampoco tiene cota superior.

» Sielconjunto S5 = {x € R|0 < x < 1}, entonces 1 es una cota superior; de hecho,
cualquier numero real u > 1 es también una cota superior de S;.

» Si el conjunto S, = {x € R|0 < x < 1}, entonces S, tiene las mismas cotas
superiores que S5, aungque S, contiene una de sus cotas superiores.

Notese que todo numero real es la cota superior para un conjunto vacio.
TERMINOLOGIA:

» Siun conjunto S tiene una cota superior, se dice que esta superiormente acotado.
» Siun conjunto S tiene una cota superior e inferior, se dice que esta acotado.

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen
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» Siun conjunto S tiene una cota inferior, se dice que esta inferiormente acotado.
» Si un conjunto S carece de cotas superiores e inferiores, se dice que esta
desacotado.

1.2. DEFINICION. Sea S un subconjunto de R que esta superiormente acotado. Una cota
superior de S se dice que es un supremo (0 la menor cota superior) de S si esta es
menor que cualquier otra cota superior de S. Del mismo modo, si S esté inferiormente
acotado, entonces una cota inferior de S se dice que es el infimo (o la mayor cota
inferior) de S si esta es mayor que cualquier otra cota inferior de S.

& & i

cotas inferiores de S cotas superiores de S
Figura 3: Supremo e infimo de un conjunto.
Fuente: extraido desde Bartle (1967, p. 48).

Se dice que un numero real u es el supremo de un subconjunto S si satisface:

() VseS, s<u.
(i) VseS, sis<v,entoncesu < v.

La condicion (i) hace de u una cota superior de S; la condicion (ii) hace de u menor o
igual que cualquier cota superior de S.

Un conjunto S puede tener, a lo mas, un supremo y un infimo.
PRUEBA 1:

Sea u,; # u,, ambos supremos de S, por lo tanto, ambos son cotas superiores de S. Si
u; €s un supremo de S y u, una cota superior de S, entonces u; < u,, y en sentido
inverso, puede ser que u, sea un supremo de S y u; una cota superior de S, entonces
u, <u,;. Por lo tanto, si u; <u, y u, <uy, entonces u; =u,, lo cual es una
contradiccion?.

TERMINOLOGIA:

» El supremo de S se denota por sup S.
» El infimo de S se denota por infS.

1.3. LEMA. Un numero u es el supremo de un conjunto no vacio S de niumeros reales
si y solo si tiene las siguientes dos propiedades:

() No hay elementos s de S conu < s.

1 Un argumento similar se puede utilizar para probar que sélo se puede tener un infimo en un conjunto
S.

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen
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(i) Siv < u, entonces hay un elemento s en S tal que v < s.
PRUEBA 2:

Sea u que satisface (i) y (ii). La primera propiedad implica que u es una cota superior
de S. Si u no es el supremo de S, sea v una cota superior de S tal que v < u. La
segunda propiedad entonces contradice la posibilidad de que v sea una cota superior
de S. Por el contrario, sea u el supremo de S. Como u es una cota superior de S,
entonces (i) se mantiene. Si v < u, entonces v no es una cota superior de S. Por lo
tanto, existe al menos un elemento de S que excede a v, verificando (ii).

Como se mostré en el ejemplo 1, el nimero x = 1 es el supremo de S; y S,, donde un
conjunto contiene al supremo Yy el otro no. Asi, cuando se dice que un conjunto tiene
un supremo, no se declara que el conjunto contiene o no al supremo como elemento
del mismo.

TERMINOLOGIA:

» Como el supremo de un conjunto S es una cota superior especial, es evidente
gue solo los conjuntos acotados superiormente tienen un supremo.

» Un conjunto vacio esta acotado superiormente por cualquier nimero real, por lo
cual no tiene un supremo.

» Es una propiedad fundamental del sistema de los niameros reales que todo
conjunto no vacio subconjunto de R que esta acotado superiormente tiene un
supremo.

Para continuar, se definen los conceptos de supremo e infimo de un conjunto,
también utilizando las definiciones de Bartle (1967, pp. 49-50).

2.1. PRINCIPIO DEL SUPREMO. Todo conjunto no vacio de nimeros reales que tiene una
cota superior también tiene un supremo.

PRUEBA 3:

Sea a un numero real que no es la cota superior de un conjunto no vacio S,y sea b
una cota superior de S, entonces, a < b. Sea I, el intervalo cerrado [a, b], donde el
punto (a + b)/2 de I; es una cota superior de S, definiendo I, = [a,(a + b)/2] e I, =
[(a + b)/2,b]. En cualquier caso, se renombran los limites inferior y superior de I, de
la forma a, y b,, respectivamente. Si el punto medio (a, + b,)/2 de I, es una cota
superior de S, se definen I3 = [a,, (a, + by) /2] e I; = [(a, + by) /2, b,]. Sise renombran
los extremos, estos bisecan el intervalo, y asi sucesivamente. De esta manera, se
obtiene una secuencia anidada (I,) de intervalos cerrados no vacios tales que la
longitud de I,, es (b — a)/2™1, donde el limite inferior a,, de I,, nos es una cota superior
de S, pero el limite superior b,, de I,, si es una cota superior del conjunto S. De acuerdo
a la completitud de los numeros reales, hay un numero real x que pertenece a todos
los intervalos I,,. Usando el lema 1.3 se demuestra que x es el supremo de S.

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen
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Suponiendo que existe un elemento s en S tal que x < s, entonces s —x > 0 y ahi
existe un numero natural n tal que

b-a
2n—1

longitud (I,,) = b, — a, = <S—x

Como x pertenece a I,, se tiene que a,, < x < b, < s, lo que contradice el hecho de
gue b,, es una cota superior de S, por lo tanto, x es una cota superior de S.

Suponiendo que v < x, como x — v > 0, existe un nimero natural m tal que

b-a
zmrl

longitud (I,,,) = b, — a,, = <x-—v

Como x € I, entonces v < a,, < x < b,,. Por construccion, a,, N0 es una cota superior
de S, entonces existe un elemento s’ en S tal que v < a,, < s’. De acuerdo al lema 1.3,
el punto x es el supremo de S.

2.2. CorROLARIO. Todo conjunto no vacio de nameros reales que tiene una cota inferior,
también tiene un infimo.

PRUEBA 4:

Sea S acotado inferiormente. Para demostrar que S tiene un infimo, se puede proceder
de dos maneras: por un método que use la idea del teorema 2.1, reemplazando las
cotas superiores por las inferiores, > por <, etc.; o por un segundo método de prueba
para reemplazar al conjunto S con su ‘reflexion’.

S, ={-s|s €S}

Por lo tanto, un namero real pertenece a S, si y s6lo si su inverso aditivo esta en S.
Dado que S estad inferiormente acotado (por w), entonces S; estd acotado
superiormente (por - w). Invocando el teorema 2.1, se infiere que S, tiene un supremo
u y un infimo - u.

Habiéndose clarificado los conceptos de cota superior e inferior, supremo e
infimo de un conjunto, a continuacion, se presenta la definicion de a* para x € R, de
acuerdo a Miatello y Tirao (2005, pp. 33-36).

3.1. DEFINICION. Sea a > 0, x € R.

» Sia > 1, entonces a* = sup{al|q € Q,q < x}
» Sia <1, entonces a* = inf{a?|q € Q,q < x}
» Sia=1,entonces 1* =1,vx € R

Ambos casos, a pesar de ser distintos, resultan completamente analogos.

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
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3.2. LEMA. Sea x € R

(i) Sia>1,sup{allq € Qq<x}=infla?|q' € Qx <q'}
(i) Sio<a<1,infladq € Q q <x}=infla?|q' € Qx < q}

PRUEBA 5:

Es valida la desigualdad sup < inf en (i) y (ii). Si en (i) se tuviese sup < inf, existiria
e > 0 tal que

sup{a?|q € Q,q < x}+e<a?,vq =x (1)

Sea, para cadan € N, nUmeros racionales q,, g,, talesque q; < - < q, <x,q; > -+ >
qn = x, y sup{q,} = irellg{q;l} = x, entonces se tiene que g, —q, — 0, y por lo tanto,
neN n

qin=dn 1, por continuidad de g » a? en q = 0.
Ahora bien, por (1), vn € N se tiene que

adn adn €

> >1+ =1+¢€
al ~ sup{ain|n € N} sup{ain|n € N} €

. . . I _ .
Lo anterior es imposible, ya que a¥n™9n —» 1, sin - co.

3.3. TEOREMA. Sea a > 0. La funcion de variable real a*:R - R>® es continua,
estrictamente creciente si a > 1, idénticamente 1 si a = 1, y estrictamente decreciente
si a < 1, cuyos limites son:

lim a* =
X—+00

{+oo sia>1; y lim a* =

{O sia>1;
0 sia<1; X——00

400 sia < 1.

Si a > 0, entonces valen las siguientes propiedades (Vx)(Vy) € R:

(a¥)Y = a™ (eg)
a*-a¥ =a**y (pr)
(ab)* = a* - a” (dg)
G (ir)

PRUEBA 6:

Dado que a? > 0 para todo g € Q, se sigue de la definiciébn que a* > 0 para todo x €
R. Ademas, si x; < x,, existe q € Q tal que x; < q < x,. Por definicion y la densidad
de Q en R, se cumple que a** < a? < a*2.

Para explicar la continuidad de a*, se tiene que dado € > 0, existe g € Q tal que g < x
ya* — a9 < e porellema 3.2 existe ¢’ € Qtal que x < q'y a?’ — a* < €. De ello resulta
que si x’' € [q,q'], entonces |a* — a*| < €.

Pagina 10
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Sia=1+acona>0,setieneparan€eN, a" = (1 + a)" > 1+ na. Luego, si x > n,
se tiene que a* > a™ > 1 + na, que es arbitrariamente grande si n es suficientemente
grande. Asi, lim a* = 4oo0.

X—>+0o0

Ahora bien, lim a* = lim L = lim ix: 0. Sia<1, entonces 1/a> 1Yy, por lo

X——00 x—>—oco a~ x—+o00 A
tanto, a* = a"V® = (¢~1)7*; pero conforme al caso anterior, teniendo en cuenta que
cuando x - to, —x - +oo.
La definicién contindia con la funcion logaritmica como inversa de la exponencial.

Definicién escolar

En el texto escolar Matematica 2 Proyecto Bicentenario? (Blanco et al., 2009), se
aborda el objeto matematico funcidon exponencial en la unidad ‘Exponentes y
Logaritmos’, presentando la siguiente definicibn, con su respectiva representacion
grafica:

Se llama funcién exponencial a toda funcion tal que f(x))b*,
para todo b real positivo distinto de 1. Dom (f(x)) =R,
Rec (f(x)) = R*. f(x) tiene como asintota al eje X. Dependiendo
del valor de la base b, si b > 1, la funcion f(x) es creciente en

todo su dominio, si 0 < b < 1, la funcién f(x) es decreciente en
todo su dominio. (p. 179)

fx) =2%
fx) =3*
fx) =4~

Figura 4: Graficas de funciones exponenciales, segun definicion escolar del primer texto analizado.
Fuente: adaptado desde Blanco et al. (2013, pp. 178-179).

En el texto escolar Matematica 2° Medio Texto del Estudiante® (Mufioz et al.,
2013), se aborda el objeto matematico funcion exponencial en la unidad ‘Algebra’,
presentando la siguiente definicion, con su respectiva representacion grafica:

2 Texto de estudio utilizado en el sistema particular de ensefanza.
8 Texto de estudio distribuido por el Ministerio de Educacion de Chile, para establecimientos
subvencionados y municipalizados.

Estudio de la Modelacién con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
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Podemos observar que una funcion exponencial se puede
escribir de la forma

f(x) = ab*

a,b e R,conb>0yb+1setiene, Dom f(x) =Ry Rec f(x) =
R*. La gréfica interseca con el eje Y en el punto (0,a), y no se
interseca con el eje X, que actua como asintota de la grafica. La
grafica de una funcién exponencial de la forma f(x) = b*
depende del valor de b. Asi:

—si b > 1, la grafica de la funcion es creciente, , mientras que si
0 < b <1, la grafica es decreciente. Ademas, mientras mayor
es el valor de b, la funcion tiene un mayor crecimiento.

— si |la] < 1, la grafica de y = ab* es una dilatacion de y = b”*,
mientras que si |a| > 1, es una contraccion. (p. 207)

b>1 0<h <1

|
|
I
I
i

2 X

Figura 5: Graficas de funciones exponenciales, segun definicion escolar del segundo texto analizado.
Fuente: extraido desde Mufioz et al. (2013, p. 207).

Hacia las paginas finales del texto, se presenta un glosario que define a la funcién
exponencial como “aquella cuya variable independiente se encuentra en el exponente
de una potencia de la forma y = ab* + ¢” (Mufioz et al., 2013, p. 379).

Comparacion entre definiciones

Es evidente la diferencia entre la definicibn desde el saber matematico y el
escolar. Por una vertiente, la construccion axiomatica, basada en teoremas, lemas y
corolarios demostrados en los trabajos de Bartle (1967) y Miatello y Tirao (2005), que
evidencian la necesidad de formar la funciébn exponencial a partir del principio del
supremo y del infimo, y de la completitud del sistema de los nUmeros reales (R), con
un foco netamente desde el lenguaje algebraico y simbdélico, sin profundizar en el
tratamiento grafico de la funcion. Por otra vertiente, la presentacion de la funcion
exponencial desde la notacion algebraica, y sus respectivas representaciones tabular
y grafica evidenciadas en los textos escolares de Blanco et al. (2009) y Mufioz et al.
(2013), adosando a sus definiciones el analisis del comportamiento grafico
(traslaciones y reflexiones de la funcién en el plano) y ejercicios que implican el
tratamiento y conversion de registros para el objeto estudiado.

Estudio de la Modelacién con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen
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Sin embargo, también existen puntos en comun entre ambas definiciones, por
ejemplo, se aclara que el dominio de la funcién exponencial corresponde a los nimeros
reales y que su recorrido a los reales positivos.

Tabla 1: Comparacion respecto a las definiciones de dominio y recorrido de la funcién exponencial.
Notacion Autores

a*:R - R>° Miatello y Tirao (2005, p. 34)
Dom f = {R} Recf ={R*} Blanco et al. (2009, p. 179) y Mufioz et al. (2013, p.
207)

Otro punto en comun entre ambos tipos de definiciones, es para el
comportamiento en los casos en que la base de la funcion es mayor que uno, 0 mayor
que cero y menor que uno.

Tabla 2: Comparacion respecto a los comportamientos de la base de la funcion exponencial.
Notacion Autores
Sia>1,supf{al|a € Q,q < x} =inf{a?|q' € Q,x < q'} Miatello y Tirao
Si0<a<1,inf{a?lqg € Q q < x} =inf{a?|q' € Q,x < q'} (2005, p.34)

Si b > 1, la funcién f(x) es creciente en todo su dominio Blanco et al.
Si 0<b<1, la funcién f(x) es decreciente en todo su (2009, p. 179)
dominio

Si b > 1, la gréfica de la funcion es creciente Mufoz et al.
Si0 < b < 1, la gréfica es decreciente (2013, p. 207)

Mapa conceptual

Para sintetizar los contenidos previos para la formacion del objeto matematico
funcidén exponencial, el mapa conceptual la figura 6 los organiza para su visualizacion,
considerando los objetos trabajados en los ejes Numeros (en verde) y Algebra y
Funciones (en celeste) del curriculum nacional vigente.

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen
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algebraico (
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de los tipos f
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l Directa Lineal b
/ y=kx f(x)=ax /b=10;aeN
/ ~—————serelaciona con se extiende a la forma
Inversa Afin P
/ _k f/ f(x)=ax+b / a,l?eQ
g
|

f(x,y)=ax+by

Funcion
Exponencial
t(x)=p’
/ f(x): Ioga(x) < forman
orTan
/ f(x)=4/x

Figura 6: Mapa conceptual de la funcién exponencial.
Fuente: elaboracion propia.

Barrido curricular

En este apartado, se presentan tanto los contenidos tratados en los niveles
previos que son necesarios para formar el concepto de funcién exponencial en
segundo afio medio, como la continuidad curricular que se le da al mismo en los cursos
posteriores. Para este objeto, se consideran los contenidos de potencias (trabajadas
en el eje Numeros) y funciones (trabajadas en el eje Algebra y Funciones) en el
intervalo comprendido entre séptimo afio basico y cuarto afio medio, como se muestra
en la figura 7.

Estudio de la Modelacién con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
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Figura 7: Esquema del barrido curricular para los conceptos de potencia y funcion.
Fuente: adaptado desde MINEDUC (2002, 2011, 2016a, 2016b, 2016c, 2016d)

Los esquemas presentados corresponden a las Bases Curriculares y programas
de estudio vigentes al 2017 para los cursos mencionados, sin embargo, la adaptacién
curricular para el afio 2018 en segundo afio medio, incluird el trabajo con funcién
exponencial dentro de sus objetivos de aprendizaje a través del cambio porcentual y
su identificacion con el interés compuesto (OA n° 6), ademas de incluir la funcion
cuadratica (OA n° 3) y la inversa de una funcion lineal y cuadratica (OA n° 5), otrora

trabajados en los niveles tercero y cuarto afio medio (MINEDUC, 2016a).

Andlisis de textos escolares

Para analizar los textos escolares, se comparoé el tratamiento que cada uno le da
al concepto de funcién exponencial en lo que respecta a la habilidad de modelar. Como
se menciond anteriormente, se consideraron dos textos de estudio: Matematica 2
Proyecto Bicentenario (Blanco et al., 2009) y Matematica 2° Medio Texto del Estudiante
(Muioz et al., 2013), ambos utilizados en distintos establecimientos educacionales (de
dependencia privada y subvencionada/municipal, respectivamente) para el nivel

segundo afio medio.

o g profundin en ka
relaciin entre polencias

fraccionano v s raes

~ - e . medio

S ankr I'\ICII.IG.'\L' Iil Fumciin
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Matematica 2 Proyecto Bicentenario (Blanco et al., 2013)

El primer texto de estudio* analizado (Blanco et al., 2013) comienza el contenido
definiendo a la funcién exponencial “al establecer la relacion entre el exponente de una
potencia y el valor de la misma mediante la funcion f, con la siguiente expresion:
f(x) = b*" (p. 178), para continuar con el analisis, en los registros gréfico, algebraico
y tabular, paralos casosenquelabaseb > 1,0 < b < 1. Posterior a ello, se presentan
los contenidos de las funciones logaritmica y raiz cuadrada; para continuar con las
traslaciones y reflexiones de las gréaficas de las tres funciones ya abordadas. Luego,
se prosigue con una presentacién de aplicaciones de funciones exponenciales, para
los casos de crecimiento exponencial e interés compuesto.

Con respecto a un modelo exponencial, el texto define lo siguiente:

Las caracteristicas estudiadas de la funcién exponencial permiten modelar numerosas
situaciones pertenecientes a distintas dreas del conocimiento, como geologla, fisica,
biologia, economfa, musica, sociologfa y otras mds,

Los modelos materndticos que tienen las propiedades de la funcién exponencial se
conocen con el nombre de modelos de crecimiento o decrecimiento exponencial.
Estos modelos se pueden generalizar a través de la siguiente funcién:

+
N(t) = Ny A¥ con Dom N = Ry Rec N = R
Donde No es la cantidad inicial de elementos en el instante cero, A es la razén de

crecimiento y A es un ndmero real distinto de cero. Ademds, si A > 0, la funcién es
un modelo de crecimiento; mientras que si A < 0, es un modelo de decrecimiento

exponencial.

Figura 8: Definicion y descripcion de los modelos exponenciales en el primer texto analizado.
Fuente: extraido desde Blanco et al. (2009, p. 190).

La figura 8 evidencia que la obtencién de un modelo matematico comienza con
la identificacion de los elementos que lo constituyen para definir una funcion que
modele una situacion. Posterior a ello, en la figura 9, se ejemplifica dicho procedimiento
en un caso de crecimiento exponencial (ademas del interés compuesto), y en otro de
decrecimiento.

4 Para ver en extenso el tratamiento de la funcién exponencial en este texto, véase Anexo 1: Tratamiento
de la Funcion Exponencial en Blanco et al. (2009).
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Crecimiento exponencial (A > 0)

Determina la funcién exponencial que modela una poblacidn de bacterias que se
duplica cada un minuto considerando que, al inicio, el cultivo tiene 1.000 bacterias. ;En
cudnto tiempo el cultivo tendrd 100.000 bacterias!

La siguierte tabla muestra la cantidad de bacterias hasta el minuto 5.

Cantidad de bacterias | 1.000 | 2.000 | 4.000 | 8,000 |16.000 | 32000
Minutos 0 ] ) 3 4 5

En este caso:
A=2,A=1 yN0=1.000

Por lo tanto, la funcién que modela la situacién es la siguiente:
N(t) = 1.000 - 2 con Dom N =Ry Rec N = R"
Habrd 100.000 bacterias luego de 6,645 minutos, aproximadamente, ya que:

N(t) = 100,000 = 1.000 - 2"

100 = 2" / log
log 100 =t - log 2
L logi00 2
log 2 0,301
t= 6,645

Decrecimiento exponencial (A < 0)

La concentracion de un medicamento en el organismo en el instante t (horas), responde
al siguiente modelo exponencial:

N = 10 - (1,25) mg/em’

; ‘ 3 ; .
Donde N(t) es la cantidad de medicamento en mglem™ en un instante t. Calcula la
concentracién del medicamento luego de 3 horas.

Luego de 3 horas, la concentracién del medicamento serd de 5,12 mg/cma, ya que:

N(3) =10 - (1,25)73 =10-0512=5,12

Figura 9: Ejemplificacion de situaciones de crecimiento y decrecimiento exponencial.
Fuente: extraido desde Blanco et al. (2009, p. 190-191).

De acuerdo a la estructura del texto de estudio, en general, se presentan
ejercicios resueltos de los contenidos abordados, los que son replicables para el
desarrollo de las actividades posteriores que, con respecto a la modelizacion, incluyen
la presentacion de un modelo prestablecido y la evaluacion de sus variables,
aplicaciones de interés compuesto y la generacion de una funcion que modele una
determinada situacion. Dichos ejercicios, soOlo consideran la representacion y
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tratamiento en los registros algebraico y aritmético para dar respuesta a las situaciones
planteadas.

Matematica 2° Medio Texto del Estudiante (Mufioz et al., 2013)

El segundo texto de estudio® analizado (Mufioz et al., 2013) comienza el
contenido presentando una situacion comparativa de crecimiento y decrecimiento
exponencial, basado en la cantidad de bacterias de una colonia, la cual es modelizada
utilizando este tipo de funcién. Con respecto a ello es que el texto define:

En el primer cultivo, la cantidad de bacterias crece a cada
minuto, triplicandose. Esto se conoce con el nombre de
crecimiento exponencial.

En el segundo cultivo, la cantidad de bacterias disminuye a cada
minuto, dividiéndose por 3. Esto se conoce como decrecimiento
exponencial. (Mufioz et al., 2013, p. 206)

Posterior a ello, el texto sugiere una actividad con GeoGebra para analizar el
comportamiento grafico-analitico de las funciones exponenciales, variando sus valores
de base (b) y constante (a), para finalizar con una definicibn sobre el objeto
matematico en cuestion. Luego, en la seccion de practica, se presentan ejercicios de
repaso con potencias, conversion desde el lenguaje natural al algebraico, y operatoria
con términos algebraicos; de analisis grafico (grafica en el plano, traslacion) y
algebraico (dominio y recorrido) de funciones exponenciales; para finalizar con un
ejercicio que implica evaluar un modelo matematico prestablecido (ver la figura 10,
izquierda). En una seccion de sintesis de la sub-unidad de funciones, se presenta un
ejercicio que implica generar una funcién-modelo para una situacion (ver la figura 10,
derecha) en conjunto con su gréfica en el plano. En la seccion de sintesis de la unidad
‘Algebra’, se presenta un ejercicio que implica evaluar un modelo matematico
prestablecido (ver la figura 10, abajo).

5 Para ver en extenso el tratamiento de la funcién exponencial en este texto, véase Anexo 3: Tratamiento
de la Funcion Exponencial en Mufioz et al. (2013).
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10.Conexiones. En epidemiolagia se utilizan diversos | | Fl La cantidad de ciertas bacterias presentes en un
modelos matematicos para representar el nimero cuerpo se reproduce exponencialmente, dupli-
de personas contagiadas por una enfermedad. Por cando su poblacién cada 2 minutos.
ejemplo, el nimero de personas contagiadas por
un virus esta dado por la funcién

a. Completa la siguiente tabla

()= 10000- (2,72)' )
(2,72 )'- 19000 Tiempo (minutos) 3 1 M
donde t es la cantidad de dias. L 50
b. jQue funcion fela la situacion segun el

a) ;Cudntos contagiados se espera gue habrd luego
o - P-4 h tiempo de re
de 1,4y 10 dias?

e . e e c. jCudl es el dominioy el recorrido de f(x)?
b) Grafica la funcién. ;Oué ocurre al cabo de mucho ’

liempo? Discute con s companeros. d. Fsboza un gréfico de fix)

Una colonia de microorganismos presente en

el ecosistema crece exponencialmente segln

la férmula: P(t) = 4+ 22+ 102, Si t representa el
tiempo en horas, ;al cabo de cuantas horas habra
64000 microorganismos?

Al C. 2 E. 8
B. 15 D. 4
Figura 10: Ejercicios que implican el uso de modelos mateméticos en el segundo texto de estudio
analizado.

Fuente: extraido desde Mufioz et al. (2013, pp. 209, 217, 255)

De acuerdo a la estructura del texto de estudio, en general, se introduce el
contenido a partir de una situacion problema que se va resolviendo, para luego
desarrollar actividades. Los ejercicios presentados en la figura 10 son los Unicos que
implican un trabajo con modelos matematicos, en donde sélo uno permite que los
estudiantes generen uno propio, con base en los valores de una tabla, mientras que
los dos restantes soélo requieren la evaluacion de sus variables para dar respuesta a
una determinada situacion.

Aspectos historico-epistemoldgicos

En este apartado, se presentan los aspectos historico-epistemologicos, de forma
descriptiva-secuencial, sobre el objeto matematico funcion exponencial, en el que se
abordan los conceptos de potencias, logaritmos y funcion, los cuales se consideran
basales para la formacién del objeto estudiado.

La nocion de potencia

O’Connor y Robertson (2017) desarrollaron un estudio histérico sobre la
etimologia del término potencia y su evolucion en el transcurso del tiempo, abarcando
el periodo comprendido entre la Antigiledad y mediados del siglo XVI, por lo que el
trabajo de dichos autores® serd el maximo referente considerado en este punto,
complementado con algunos ejemplos presentes en Ribnikov (1987).

El primer uso dado a este término fue para el cuadrado, donde el matematico
griego Euclides (325-265 a.C.) uso la frase ‘en potencia’ para referirse a que las

6 Si bien el trabajo de O’Connor y Robertson (2017) se encuentra en inglés, se presentan las principales
ideas segun traduccién propia.
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magnitudes son conmensurables en potencia cuando sus cuadrados son
conmensurables. Como la nocion era netamente geométrica, en la definicidn incluida
en su segundo libro, precisé que “la potencia de una recta es el cuadrado de la misma
recta” (O’Connor y Robertson, 2017, parr. 2). En la obra ‘El Arenario’ de Arquimedes
(287 212 a.C.) se encontraron registros de sucesiones de potencias de igual base “a®,
al, a?, a3, ..., con motivo de lo que se expreso la afirmacién equivalente: a™ - a™ =
a™*™” (Ribnikov, 1987, p. 141), lo cual también fue tratado por Diofanto (201/15-285/99
d.C.). Una definicion muy similar a la de Euclides es la propuesta por Thomas Digges
(1546-1595) en su libro ‘Pantometria’ de 1571, en donde “se dice que una recta en
potencia es igual con dos o mas rectas cuando su cuadrado es igual al de todas las
otras” (O’Connor y Robertson, 2017, parr. 4).

Nicole Oresme (1328-1382) fue quien logré generalizar el concepto de potencia,
introduciendo también los exponentes fraccionarios, las reglas de operatoria con estos
y una notacion para aquello, como lo muestra el siguiente ejemplo en Ribnikov (1987):

1-

(U
=
N =
=
W=
[\

=
wiN

— =27

Il
w
Il
o0

N
N
~
w
w
w
(ee}

(p. 122)

Nicolas Chuquet (1445-1488), en su obra ‘Triparty en la science des nombres’
(Tres partes en la ciencia de los nUmeros), escrita a finales del siglo XC, pero publicada
en 1880 (O’Connor y Robertson, 2017), introdujo:

los exponentes negativos y el cero, los nimeros negativos y
perfecciond el simbolismo algebraico [en donde] no hay adn un
simbolo especial para la incognita y la mayoria de los simbolos
estdn formados mediante las abreviaturas de las palabras
(4lgebra simbdlica sincopada) [de este modo] 53m designa 5x~3
(m es la abreviatura de la palabra minus), y en general a®*m
designa ax~*. (Ribnikov, 1987, p. 123)

Por su parte, Heinrich Schreybet (1492/6-1525/6), en su obra ‘Ayn new Kunstlich
Buech’ (Un nuevo libro de habilidades) de 1521, escribio:

Cuando ahora un nimero sea escrito después de otro de acuerdo
a una proporcion, escriba entonces cada cantidad con el nimero
de su orden, de modo que, en el caso de la proporcion doble, el
namero 1 se coloque sobre 2, 2 sobre 4, ...

1 2 3 4 5 6 7 .. 16
2 4 8 16 32 64 128 .. 65536

(O’Connor y Robertson, 2017, parr. 11-12)

En el mismo libro, Schreyber incluye una tabla para la divisién de potencias, en
la cual escribe 2a para representar a?, 3a para a3, etc. Por ejemplo, para dividir 8a
(a®) por 5a (a®), es resultado es 3a (a®), aunque 5a (a®) dividido por 8a (a®), segun
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su notacion, daria como resultado 8a/5a, lo que se interpretaria en la actualidad como
5a/8a. Su notacion fue cuestionada al colocar el operador a la izquierda, quizas por
ser considerado como analista en vez de algebrista (O’Connor y Robertson, 2017). Sin
embargo, fue Michael Stifel (1487-1567), en su obra ‘Arithmetica integra’ (1544), quien
extendio las potencias de 2 presentes en la tabla de Schreyber hacia la izquierda, para
los casos en que tenian exponentes negativos, por lo que escribié —1 sobre Y2, —2
sobre ¥, etc. (O’Connor y Robertson, 2017). Una de las aportaciones de Descartes
también fue la de estandarizar la notacién de exponentes utilizadas en las potencias
(Cantoral y Farfan, 2004).

La nocion de logaritmo

Entre las razones que justifican el descubrimiento de los logaritmos, a comienzos
del siglo XVII, se encuentra la necesidad de simplificar los célculos trigonométricos
utilizados con fines astrondémicos y de navegacion, ademas del célculo de las riquezas
de acuerdo a las reglas de interés compuesto (Velasquez, 2014). Sin embargo, sus
cimientos tedricos se encuentran en los trabajos de Arquimedes sobre potencias
(siglos lll y Il a.C.), las que llevaron a Oresme al establecimiento de comparaciones
entre progresiones geomeétricas y aritméticas (siglo XIV), y a Stifel a sistematizarlas
(siglo XVI), lo que desembocé en la elaboracion de tablas por Simon Stevin (1548-
1620), que a comienzos del siglo XCIl ya eran muy utilizadas (Ribnikov, 1987). Estas
tablas, buscaban calcular porcentajes complejos, de la forma (1 + )™, con valores de
r (raz6n) cada vez mas pequefios para ser aplicados en las tasas de porciento
(Ribnikov, 1987).

Fue el suizo Jost Burgi (1552-1632) quien, en su trabajo con Kepler entre 1603 y
1611, elaboré una tabla basada en la de Stevin, con un valor de r = 10™*, y para evitar
el trabajo con fracciones, introdujo el factor a = 108, obteniendo una férmula de
progresion geométrica de la siguiente forma:

1 k
=108 (1 —) k=0,1,2,3,..
Birgi los puso en correspondencia con los términos de la

progresion geométrica: 0, 10, 20, 30, ... obtuvo dos series de
valores:

108, 108(1+ 107%), 108(10 + 10%)2, 108(1 + 10~4)3,
0, 10, 20, 30

(Ribnikov, 1987, p. 141)

Esta se considera, en esencia, como la primera tabla de antilogaritmos, la cual
no fue publicada hasta 1620, seis afios mas tarde que John Napier (1550-1617)
irrumpiera con ‘Coninis mirifici logarithmorum descriptio’ (Descripcion de las
extraordinarias tablas de logaritmos), un compendio de tablas de logaritmos de
funciones trigonométricas, que incluian 8 cifras para los argumentos desde 0° a 90°
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(Ribnikov, 1987). Napier comenzé a trabajar en este meétodo alrededor de 1594,
tomandole veinte afios el teorizar sus ideas (Stewart, 2008).

Si bien el método de Napier facilitaba la idea, entonces ya conocida, de que la
adiciébn de exponentes de potencias de igual base era igual a multiplicarlas, aun
guedaban espacios que llenar, y que su método no abarcaba. Fue asi como aparecio
la figura de James Craig, quien le transmitié el método de ‘postaferesis’, que podia
convertir productos en sumas, una idea que Napier tomo6 y mejoro (Stewart, 2008). La
idea era, ahora, formar una serie geométrica cuya razon fuese muy cercana a 1, en
este caso, 0,9999999, creando una serie decreciente, de la siguiente forma:

El empezaba por 10.000.000 y luego lo multiplicaba por
potencias sucesivas de 0,9999999. Si escribimos Naplog x para
el logaritmo neperiano de x, este tiene la curiosa caracteristica
de que

Naplog 10.000.000 = 0
Naplog 9.999.999 = 1

y asi, sucesivamente. El logaritmo neperiano, Naplog x, satisface
la ecuacion

Naplog(107xy) = Naplog(x) + Naplog(y)
(Stewart, 2008, p. 86)

La siguiente mejora de los logaritmos vino de la mano del inglés Henry Briggs
(1561-1630), quien entabld una colaboracion con Napier y sugirié simplificar su idea,
en este caso, utilizando el logaritmo en base 10, de la forma “L = log;, x, que satisface
la condicién x = 10%. Ahora log;, xy = log,o x + log,oy [...]. Para encontrar xy se
suman sus logaritmos y luego se encuentra el antilogaritmo del resultado” (Stewart,
2008, p. 86). Tras la muerte de Napier, el trabajo quedd en manos de Briggs, quien en
1617 publicé ‘Logarithmorum Chilias Prima’ (Un millar de logaritmos), incluyendo los
logaritmos enteros de 1 a 1.000, con 14 cifras decimales; y en 1624 public6 ‘Arithmetic
Logarithmica’, con logaritmos comunes de 1 a 20.000 y de 90.000 a 100.000, con igual
cantidad de cifras decimales (Stewart, 2008).

Esta etapa finalizé cuando en 1620, John Speidell calculd las tablas de logaritmos
de base 10, y Edmond Gunter elaboré una escala logaritmica, para que, en 1628, Vlacq
completase las tablas de Briggs en decimales con 10 cifras desde 1 a 100.000
(Ribnikov, 1987).

La nocion de funcion

Segun Kleiner (2009), la evolucién del concepto de funcidn se remonta hacia
4000 afos atras, de los cuales, 3700 consisten en sélo aproximaciones. Desde los
tiempos de los egipcios y babilonios es que se cuenta con vestigios de papiros con
relaciones, representando de este modo una génesis de la nocién de funcion, sin tener
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idea de lo que era una variable, pues no era objeto de estudio de la época (Lopez,
2011). Esta carencia abstractiva sobre el concepto de variable, hacia que las
cantidades fueran descritas en forma verbal o a través de representaciones graficas,
y donde el conteo, al implicar una correspondencia entre i) un conjunto de objetos, ii)
una secuencia de numeros para contar, iii) las cuatro operaciones aritméticas
elementales, representase una funcion de dos variables, tal como las tablas
babilonicas (Sastre, Boubée, Rey, Maldonado y Villacampa, 2006), apareciendo la
nocion de funcién, en forma implicita, como relaciones numéricas que dependian de
las operaciones aritméticas (Lopez, 2011).

El estudio de la geometria por las antiguas civilizaciones, en donde se realizaban
ecuaciones para el calculo de areas y volimenes, y —por parte de los griegos— el
trabajo en una forma implicita de la idea del limite, representaron importantes
aportaciones, pero no lograron una intencion explicita de estudiar a la funcion como
tal, pues la matematica de la época se centraba mayormente en lo concreto y medible
por los instrumentos con los que se contaba (Lépez, 2011). Entre los factores que
produjeron este extenso letargo durante la Antigiedad destacan la falta de
prerrequisitos algebraicos, como las estructuras numeéricas de los nimeros reales y el
desarrollo de la notacion simbdlica, a lo que se adosa una desmotivacién por
profundizar en una nocion tan abstracta (Kleiner, 2009).

La Edad Media trajo consigo un pequefio avance, pues al estudiar fenbmenos
naturales, las ideas fueron desarrolladas en torno a “cantidades variables
independientes y dependientes sin definirlas especificamente” (Sastre et al., 2006, p.
24). Hacia el segundo cuarto del siglo XIV, un grupo de filosofos del Colegio de Merton,
en Oxford, abordaron el problema de la cuantificacion, derivado de una carencia del
concepto de variacion continua de cantidades en la matematica de los griegos, quienes
s6lo “manejaban cantidades numéricas y discretas 0 geométricas y estaticas,
ocupandose [...] del estudio del movimiento uniforme (linear o circular)” (L6épez, 2011,
p. 17), provocando que los conceptos de aceleracion y velocidad instantdnea cobrasen
un sentido.

En el curso de los afios 1450-1650, es que se sucedieron una serie de avances
que fueron fundamentales para el concepto de funcion, como, por nombrar algunos, la
extension de los niumeros hacia los reales (e incluso los complejos), la creacién de un
algebra simbodlica, el estudio del movimiento como un problema medular en la ciencia,
y la union del &lgebra con la geometria (Kleiner, 2009). Los trabajos de René Descartes
(1596-1650) y Pierre de Fermat (1601-1665) lograron la emancipacion de la aritmética
y el algebra de su subordinacién ante la geometria, logrando la representacion de
curvas en sistemas de coordenadas, situacion otrora limitada por los procedimientos
griegos (Sastre et al., 2006).

Todo lo anterior permitié que, entre la segunda mitad del siglo XVIl y la primera
del XVIII, se sucediera una sintesis de varias aportaciones previamente realizadas por
filésofos y matematicos como Cavalieri, Barrow, Descartes, Fermat y Wallis, ademas
de “la asimilacion consciente del hecho de que el trazado de tangentes y la cuadratura
de curvas eran procesos inversos e interrelacionados” (Cantoral y Farfan, 2004, p. 78),
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propiciando la construccion de una estructura algoritmica, de la mano de Isaac Newton
(1642/3-1726/7) y Gottfried Leibniz (1646-1716), que en forma independiente el uno
del otro, se les atribuye el titulo de descubridores del célculo infinitesimal (Cantoral y
Farfan, 2004). Sin embargo, el introductor formal de la palabra ‘funcion’ en 1692 fue
Leibniz, para designar un objeto matematico asociado con una curva (Kleiner, 2009),
es decir, “cualquier cantidad que varia de un punto a otro de una curva, como la
longitud de la tangente, la normal, sub-tangente y de la ordenada” (Sastre et al., 2006,
p. 24), ademas de introducir los conceptos de constante, variable, coordenadas y
parametro, aunque sin utilizar la definicion de funcién conocida hoy en dia (Sastre et
al., 2006).

Desde el siglo XVIII, la funcion cobra protagonismo en el estudio de la matematica
de la época, destacando la figura de Leonhard Euler (1707-1783), quien, al no aceptar
los argumentos geomeétricos de ese entonces para el trabajo infinitesimal, desarrolld
Su propia teoria sobre las funciones, y en su obra ‘Introductorio in analysin infinitorum’
(Introduccion en analisis infinito) (1748), define que “una funcidon de una cantidad
variable es una expresion analitica formada arbitrariamente con esta variable y con
nameros o cantidades constantes” (Cantoral y Farfan, 2004, p. 102). Euler se referia
a gue dichas operaciones podrian ser aritméticas, trascendentales o hasta nimeros
complejos, ademas de clasificarlas segun sus tipos e, incluso, considerar a las
cantidades trigonométricas como funciones, las que otrora solo se relacionaban con la
circunferencia (Lopez, 2011). A él también se le debe la notacidon de funcion conocida
en la actualidad como f(x) (Leithold, 1998).

El trabajo de matematicos posteriores fue complementando el concepto de
funcion, y por destacar algunas aportaciones relevantes, basta con mencionar a
Cauchy, que centrd su idea en la dependencia entre variables; a Fourier, que le dio
una utilidad préctica basado en la teoria del calor, posterior a la invencién de la
maquina de vapor; y a Dirichlet, que enfatizé en la correspondencia univoca entre
variables, la cual es muy similar a la actual definicion, pues posteriormente se
complementdé con la Teoria de Numeros de Cantor (Lopez, 2011).

La funcién exponencial

La inconformidad de Euler ante los procedimientos de demostracion geométrica
de lo infinitesimal, le llevaron a crear su propia teoria, realizando también una amplia
clasificacion de las funciones, ademas de una separacidn entre continuas y
discontinuas. El, a su vez, estudié el comportamiento de la funcién exponencial
(y = a?), clasificAndola de la siguiente manera:

z>0 y>0
Sia>0y{z<0,entoncesy>0
z=0 y=1
z>0 y>0 y<0 ye¢
Sia<Oy{z<0,entoncesy>00y<00ye¢
z=0 y>1
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z>0 y=0
Sia=0yi{z <0, entoncesy >
z=0 y=1

(Cantoral y Farfan, 2004, p. 103)

Euler, ademas de formalizar la notacién de la exponencial como se conoce en la
actualidad (Velasquez, 2014), también definié que “el logaritmo en base a de x es y,
siy solo six = a¥” (Cantoral y Farfan, 2004, p. 103), lo cual representa una previa para
la formacion del concepto de funcion inversa entre la exponencial y logaritmica, las
que desarrollé en series, utilizando el teorema del binomio de Newton (Cantoral y
Farfan, 2004).

Fue Jacob Bernoulli (1654-1705) quien, al plantearse el problema del interés
compuesto, logré obtener un valor muy cercano a lo que, afios mas tarde, Euler
formalizaria como el numero e (Velasquez, 2014), el cual obtuvo del trabajo con series

de funciones exponenciales, de la formae =1+ 1% + % + % + .- (Cantoral y Farfan,

2004), en una aproximacion de 18 decimales que demostraba que es un nuamero
irracional (Velasquez, 2014).

Los trabajos de matematicos posteriores, como Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857), establecieron que la funcidn exponencial satisfacia determinadas propiedades,
como “sea f una funcion con dominio en los reales no nula, continua en el punto cero
que verifica que: f(x +y) = f(x)f(y) para todos los reales x, y. Entonces existe un
real a tal que f(x) = e**, para todo real x” (Morales, 2011, en Velasquez, 2014, p. 26),
por lo que se ha deducido que propiedades como esta son las que causan el
surgimiento de la funcidon exponencial (Velasquez, 2014).
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CAPITULO II:
ESTuUDIO DE CLASES CON FUNCION EXPONENCIAL

Como parte de los objetivos especificos de este trabajo, en este capitulo se
presentan el disefio de un estudio de clases llevado a cabo con el objeto matematico
funcion exponencial, en conjunto con el analisis de los resultados obtenidos de su
implementacion. Para comenzar, se presenta una breve resefia sobre la metodologia
del Estudio de Clases japonés, para continuar con la presentacion y analisis a priori
del primer plan disefiado como parte de una secuencia didactica de tres clases. El
capitulo prosigue mencionando los elementos del marco conceptual que guiaron el
estudio y el disefio de las clases, ademas de los elementos metodoldgicos
considerados para el analisis de los resultados obtenidos de su implementacion.

El Estudio de Clases japonés

En Isoda y Olfos (2009), se define el Estudio de Clases “una actividad que
favorece el mejoramiento de las capacidades de enseiar de los profesores
participantes” (p. 35), cuya genesis se encuentra en Japon hacia finales del siglo XIX.
En la actualidad, es entendido como una modalidad de desarrollo profesional docente
que tiene entre sus objetivos mejorar la ensefianza, del mismo modo que representa
tanto una forma de investigacion-accién (Benavides y Calvache, 2013) como de
investigacion sobre la practica (Isoda y Olfos, 2009). El Estudio de Clase se estructura
como un proceso ciclico que consta de tres etapas: a) preparacion de la clase; b)
momento de implementacion; c) discusion evaluativa inmediata; y al término de estas,
se da vuelve nuevamente a reiniciar el ciclo (Isoda y Olfos, 2009).

Plan de clase 1: «El Caso del Buzo»

En este apartado, se presenta la primera clase’ de la secuencia didactica
disefiada, y que fue implementada para este estudio, cuyo objetivo es modelar una
situacion de decrecimiento exponencial. Se comienza describiendo los tres
momentos de la misma, para continuar con los respectivos andlisis aprioristicos. La
clase (y la secuencia didactica en general) se estructura de acuerdo a las fases del
proceso de modelizacion matematica® de acuerdo al referente teérico considerado
para su disefio (Blomhgj y Hgjgaard-Jensen, 2003; Blomhgj, 2008). Estas son:

» Formulacién del problema (en adelante, FP).

» Sistematizacion (en adelante, SM).

» Matematizacion (en adelante, MT).

» Analisis del sistema matematico (realizada en paralelo con MT; en adelante,
ASM).

» Interpretacion/Evaluacion (en adelante, IE).

» Validacion (en adelante, VL).

7 Para ver la planificacion de la clase, véase Anexo 3: Plan de Clase N° 1 — «El Caso del Buzo».
8 Para conocer en detalle las fases del proceso de modelizaciébn matematica consideradas, véase el
apartado ‘El proceso de modelizacion matematica’ en este capitulo (pag. 35).
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Momento de inicio

Se comienza la clase presentando el objetivo declarado a los estudiantes:
modelar una situacion del mundo real. Si previamente se ha trabajado la estrategia
de modelacion con los estudiantes, pregunta al curso qué es (o qué recuerdan sobre)
un modelo matematico, de lo contrario, les define un modelo como una expresion que
representa una situacion para asi estudiarla. Luego, el docente proyecta un video
introductorio sobre la profundidad del mar, como motivacién de la clase, pidiendo a los
estudiantes que tomen atencion sobre la informacion que aporta el mismo, realizando
una breve puesta en comun acerca de los elementos que les hayan llamado la atencion
a los alumnos.

Los estudiantes se deben organizar en grupos de tres a cinco integrantes cada
uno, a los cuales se les entrega la actividad «El Caso del Buzo» en forma escrita,
ademas de proyectarla en la pizarra frente al curso. Se realiza una lectura en conjunto
de la mismay se les pide que escriban dos ideas (como grupo) de lo que observan de
la tabla. Lo anterior, se encuentra estructurado dentro de la fase FP. El momento de
inicio tiene una duracién aproximada no mayor a 15 minutos.

Momento de desarrollo

Con las observaciones de los estudiantes, el profesor realiza una puesta en
comun para formular una conjetura al respecto, determinando que, con cada metro de
profundidad, el flujo luminoso disminuye a la mitad de su valor anterior. Los alumnos
continlan organizados en sus respectivos grupos, a cada uno de los cuales se les
entregas hojas en blanco donde deberan responder dos preguntas: ¢cuanto sera el
flujo luminoso a los 6 metros de profundidad?, ¢y a los 20 metros?, las que también
estaran proyectadas en la pizarra. Se les pide a los estudiantes, ademas, que registren
sus procedimientos en las hojas entregadas, aunque se les esta permitido utilizar la
calculadora. Lo anterior, se encuentra estructurado dentro de la fase SM.

A continuacion, se formulan dos preguntas (también proyectadas ante el curso):
¢y a los n metros de profundidad?, ¢como modelarias matematicamente esta
situacion?, las que permiten, ahora, dar paso a las fases MT y ASM, que implican la
traduccion de las relaciones matematizables de la situacién hacia el lenguaje
algebraico. Es importante que el profesor supervise en todo momento los
procedimientos de esta etapa en los distintos grupos, y haga las respectivas
devoluciones a los estudiantes, sin guiarlos directamente hacia la respuesta esperada.

Al ser esta intervencion una primera experiencia formal de modelacién con
funcidén exponencial en el aula, se sugiere que la ocurrencia reiterada de dificultades y
errores en los grupos sea una instancia que propicie la detencion de la clase para
realizar una puesta en comun, en la que se puede efectuar parte de la descomposicion
de la tabla de valores, como una estrategia para lograr la obtencion del modelo
matematico (véase el apartado ‘Posibles estrategias’).

Una vez que los estudiantes hayan obtenido la expresion de flujo luminoso a los
n metros (20-(1/2)"Im) y la funcibn que modela la situacion (f(n) = 20 -
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(1/2)" o f(n) = 20/2™), se procede a realizar una nueva puesta en comun, esta vez,
para exponer las respuestas a las preguntas realizadas con anterioridad. De este
modo, un representante de cada grupo escribe sus respuestas en la pizarra en el
espacio designado para su grupo, y explican brevemente frente al curso cémo
obtuvieron sus modelos (de ser necesario, se contrastan las respuestas en el caso de
ser dispares). Ahora comienza la fase IE, en la que los estudiantes interpretan el
modelo generado y lo evalian con los valores de la tabla que contiene la situacion-
problema, comparando los resultados. Continuando, se procede a la restriccion del
dominio de la funcion-modelo que, de acuerdo a la informacién aportada por el video
introductorio, se define como Dom f:{n € R|0 < n < 1000}. Se sugiere que el docente
haga preguntas para instar a la reflexion de los estudiantes sobre la validez del modelo
sobre el nivel del mar, o bajo los 1000 metros. EI momento de desarrollo tiene una
duracion aproximada no mayor a 60 minutos.

Momento de cierre

Para finalizar, se sucede la fase VL, en la que se pide a los estudiantes que
grafiqguen el modelo en la aplicacién Desmos® de sus teléfonos (si no cuentan con
ello, lo pueden hacer de igual forma en sus cuadernos), ademas de presentarlo
proyectado en la pizarra. Una vez graficado, el profesor explica y ejemplifica la relaciéon

de invariante de la funcion exponencial de la forma % = b*27*1 la cual permite obtener

1
el valor de la base de la potencia, y que es considerada como una estrategia
susceptible de evidenciarse por parte de los estudiantes durante las fases MT/ASM?®.
El momento de cierre tiene una duracion aproximada no mayor a 15 minutos.

Matematica en juego

Para el desarrollo de esta clase, se ponen en juego los siguientes elementos
matematicos:

» Potencia de base racional con exponente variable.
» Potenciacion como una multiplicacion iterada.
» Dominio y recorrido de una funcién exponencial.

> Invariante de la funcion exponencial (& = bxz—xl).

Y1

Descripcion de la actividad

Se diseii6 una actividad contextualizada en la pérdida del flujo luminoso bajo el
mar, en la que se busca desarrollar la modelizacion matematica a partir de la
interpretacion de los valores de una tabla. El disefio de la actividad presentada en la
figura 11, es el resultado de la adaptacién y modificacion de una propuesta realizada
por MINEDUC (2012).

9 Para justificar la invariante de la funcién exponencial como construccién mental, véase el apartado
‘Descomposicion genética de la funcion exponencial’ en este capitulo (pag. 39).
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El Caso del Buzo

Un problema importante en oceanografia es
establecer la cantidad de luz que puede
atravesar en distintas profundidades del mar.
Segin la Ley de Beer-Lambert, existe un
modelo para este fendmeno, en el que estan
presentes la cantidad de luz que llega a una
cierta profundidad en metros y el flujo
luminoso emitido desde un foco de luz en la
superficie.

En un experimento llevado a cabo en la costa
vifiamarina, un buzo registré el flujo luminoso
conforme se sumergia a ciertos metros de
profundidad del nivel del mar, utilizando un
sensor que arrojo los siguientes resultados:

Profundidad en m | Flujo luminoso en Im | ;Qué observas de la tabla?

0 20 Escribe dos ideas:
1 10
2 5
3 2,5
4 1,25
5 0,625

Im = limenes

Figura 11: Actividad de clase «El Caso del Buzo».
Fuente: elaboracion propia con adaptaciones y modificaciones de MINEDUC (2012, p. 100).

Durante el desarrollo de la clase, se plantean cinco preguntas desprendidas de
esta actividad a los estudiantes, las que permiten ir desarrollando las dos etapas del
proceso de modelizacion matematica siguientes a la de FP, tal como seran explicadas
en el andlisis de la respuesta experta. Es asi como, en las primeras tres fases, se
formulan preguntas para lograr que los estudiantes generen un modelo matematico
valido para la situacién-problema propuesta como actividad central. Una vez obtenido
el modelo por parte de los estudiantes, se procedera a las fases IE y VL, en cada una
de las cuales hay determinadas acciones durante la puesta en comudn realizada en
ambas etapas.

La invariante de la funcion exponencial, de la forma i’,—z = b*27*1, proviene de una

1
construccion mental esperada de ser evidenciada por parte de los estudiantes, y su
formulacion es considerada en esta secuencia didactica como una estrategia para
obtener el valor de la base de la funcion durante las fases MT y ASM. Sin embargo, de
no manifestarse, al cierre de esta clase, durante la fase VL, se realizard una instancia
de presentacién y reflexion sobre la misma.
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Esta clase tiene la particularidad de que el docente va orientando, a través de
preguntas, los momentos de la misma, con el fin de que se sucedan las etapas del
proceso de modelizaciéon matematica, instando a los estudiantes a que logren generar,
interpretar, evaluar y validar los modelos que propongan.

Respuesta experta

La tabla 3 muestra la respuesta experta de las preguntas y acciones de la primera
clase, de acuerdo a las distintas etapas del proceso de modelizacion matematica.

Tabla 3: Respuesta experta de la primera clase.

Fases Respuesta experta de las preguntas

MT/ASM ¢ Cbomo modelarias matematicamente esta situacion?
R: Utilizando la funcién f(n) =20 - (1/2)" o f(n) = 20/2".

IE Determinar para qué valores de n en metros se hace valido el modelo.
R: El modelo so6lo es valido desde los 0 a los 1000 metros de profundidad,
y no para valores sobre el nivel del mar (valores negativos).
Restringir el dominio del modelo matematico.
R: Dom f:{n € R|0 < n < 1000}.

Posibles estrategias

Para el analisis de la clase, se han considerado las posibles estrategias a seguir,

por parte de los estudiantes, para la obtencion del modelo matematico que da
respuesta a la misma, durante el desarrollo de las fases MT/ASM. La tabla 4 muestra

las posibles estrategias de la primera clase de la secuencia didactica.

Tabla 4: Posibles estrategias de la primera clase.

Estrategias

Ejemplificacion

Division sucesiva por 2; formacion de
una tabla de divisiones por
2/multiplicaciones por Y%:

Utilizando la nocion de potencia como
una multiplicacion iterada, se puede
formar una tabla de valores que
represente las variaciones de flujo
luminoso con respecto a los valores en
metros (a,) conocidos.

Ao

a

a,

20
20
2

= NN Ul |»—\
N|‘NN|‘m Nlo
Ul

Q
7
[

N

1
2 (ao)

1

1
2 (a) 2 (ao)

1 1

E (az) § (ap)
1 1

E (az) E (ap)

1 1
?(azx) ﬁ (ao)

%(an—l) (%)n (ao)
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Representacion grafica:

Representar como puntos en el plano
cartesiano los valores de ambas
variables y buscar una expresion del
tipo exponencial, debido a la curva
decreciente que genera la ubicacion de
los puntos.

Esta estrategia puede ayudar a llevar a
cabo las tres restantes.

Hallar una relacion entre las variables,
de la forma

& = h*27*%1

V1
para obtener el valor de la base de la
potencia en la funcion exponencial.

Hallar el patrén implicito en la tabla de
valores para obtener una expresion para
el flujo luminoso a los n metros de
profundidad.

Esta descomposicion permite_ obtener el
valor del flujo luminoso a los n metros de
la forma 20 - (1/2)".

intensidad de luz

"

S M o s oo m N w o
L

L] profundidad en metros

Siy2=10,y1=20,x2=2,x1=1,

entonces:
10 (1)2_1 (1)
—_ == = |-
20 2 2

Si)/3=5,y1=20,X3=3,X1=1,
entonces:

=0 =6
— == = (-
20 4 2 2

A los n metros, el flujo luminoso es de
20 - (1/2)™ Im.

Las estrategias presentadas son las que permitirian a los estudiantes la
obtencion del modelo matematico correcto para la situacién-problema planteada,
mientras que las que no son consideradas en este punto, son abordadas en el
siguiente apartado, pues son conducentes a errores o inconclusion en la resolucion de

la actividad.

Dificultades y errores

Para esta clase de la secuencia didactica, se consideran las dificultades y errores
durante las fases FP, MT/ASM e IE, con sus respectivas devoluciones por parte del
docente, presentadas en la tabla 5. No se consideran dificultades y/o errores en la fase
SM, porque s6lo implica un célculo algoritmico, ni en la fase VL, pues es realizada en
forma de una puesta en comun con el grupo curso.
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Tabla 5: Dificultades y errores de la primera clase.

Fases Dificultades Errores Devoluciones
FP Para comprender Declarar que la ¢,Cual seria, entonces,
magnitudes situacion es el valor de la constante
inversamente inversamente de proporcionalidad
proporcionales. proporcional ‘porque para todos los valores
una magnitud aumenta de la tabla?
y la otra disminuye’.
MT/ Para traducir del Representar los De acuerdo a la
ASM lenguaje natural valores de la variable conjetura establecida,

(conjetura) al lenguaje
algebraico (flujo
luminoso a los n
metros) 0.

En la comprension
conceptual y/u
operacional del objeto
matematico potencia.

Para hallar el valor del
flujo luminoso a los n
metros.

dependiente sélo como
cocientes, sin incluir la
variable n (20, 20/2,
20/4, 20/8, etc.; 20;
20/2, 10/2, 5/2, etc.).

a) Declarar que, al
aumentar el valor del
exponente de toda
potencia, el resultado
aumenta su valor.

b) Inferir que la base
de una potencia, al
elevarse a cero, es
igual aceroo ala
misma base!’.

Igualar a n la expresion
1\ 20
20-(3) oz,

¢,COMo representarias
la nocion de ‘la mitad
del anterior?, ¢y ‘la
mitad de la mitad del
anterior’?

¢,Qué sucede en el
caso de que sea una
potencia de base 0 <
b<1?

Recordar las
propiedades de las
potencias.

Evalla la expresion
asignando un valor real
an, ¢qué resultado
obtienes?, ¢es lo
mismo el valor de n
metros al valor del flujo
luminoso alos n
metros?

10 Abrate, Pochulu y Vargas (2006) relacionan esta dificultad con la algoritmizacién en la traduccién
desde el lenguaje natural al algebraico, la cual “requiere [...] la identificacion de los datos y de aquello
que debe ser averiguado, asi como las relaciones entre ellos; la comprension del problema; la
movilizacion de los conceptos y procedimientos matematicos [...] que puedan estar en juego, etc.”

11 Abrate et al (2006) documentan en su estudio la existencia de errores asociados a las potencias,
como que “a® = 0 en tanto se ‘multiplica cero veces la base’[...], y que a® = a puesto que ‘si se multiplica
cero veces la base, queda la misma base™ (p. 61).
12 En Abrate et al (2006) se refieren a un tipo de error similar asociado a las ecuaciones, donde “simbolos
seguidos del signo ‘=" quedan asociados a un ‘pedido de resultado’ [...] los signos operatorios indican
algo que se debe hacer y por lo tanto estan solicitando que se halle un resultado” (p. 117).
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Para determinar una Construye De acuerdo a la
relacion de funcién errbneamente una conjetura establecida,
entre las variables?!s. relacion (invierte el ¢cudles son las
orden de las variables  variables en la
0 no establece una situacién-problema?,
relacion entre estas). ¢existe alguna relacion

entre estas?, ¢como es
dicha relacién?

IE Para restringir el Considerar un dominio ¢ Para qué valores de n
dominio de la funcién-  de la funcion de la metros se hace valido
modelo. forma Dom f: R, sin este modelo?, ¢es

restriccion en los valido para valores
valores. sobre el nivel del mar?

Elementos del marco conceptual

Para este estudio, se ha construido un marco conceptual basado en dos
referentes: por una parte, en un modelo cognitivo que permite explicar las etapas del
proceso de modelizacion matematica, segun los estudios de Blomhgj y Hgjgaard-
Jensen (Blomhgj y Hgjgaard-Jensen, 2003; Blomhgj, 2008); y por otra, se considera
la adaptacion y modificacion de un fragmento de la descomposicion genética para la
funcion exponencial propuesta por Vargas, Gonzalez y Llinares (2011). La eleccion de
estos dos referentes, de corte didactico-cognitivo, se justifica en que la articulacion
entre ambos permite una mirada en la construccién de procesos, desde la Teoria
APOE (Dubinsky, 1991), sobre las fases de matematizacion y analisis del sistema
matematico dentro del ciclo de modelizacion matematica, a su vez que dicha
complementariedad posibilita dar cumplimiento al tercer objetivo especifico propuesto
para el estudio, en lo concerniente al andlisis de los resultados obtenidos de la
implementacion efectuada.

Esta complementariedad a la que se hace mencion, se sustenta en tres
caracteristicas: en primer lugar, por la claridad con que, en el modelo antes
mencionado, son detalladas las etapas para generar y validar un modelo matematico,
a partir de una situaciéon del mundo real; lo anterior permite una flexibilidad con que
este modelo se puede adaptar desde y hacia una implementacién de aula; y, desde la
didactica, el aporte de una descomposicion genética que permite vislumbrar las
construcciones y mecanismos mentales que pueden evidenciar los estudiantes con el
objeto matematico considerado para este estudio.

13 Esta dificultad se relaciona a un obstaculo ligado al concepto de funcién, que alude a la “ocultacién
de la nocién de funcién subyacente” (Neira, 2009, p. 4); ademas, en concordancia con Peralta-Garcia
(2002, en Abrate et al, 2006), los estudiantes suelen considerar “al registro algebraico como una
herramienta intermedia que permite localizar puntos en un plano, a partir de una representacién
algebraica, y no como una representacion por si misma” (p. 118).
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En una primera parte de este apartado, se presentan los conceptos
fundamentales de la modelacion como estrategia de ensefianza, para continuar con el
proceso asociado a la misma bajo el modelo antes declarado, y finalizar con la
descripcion de los principales elementos de la Teoria APOE a considerar, con el
respectivo fragmento de descomposicion genética seleccionado para este estudio.

La modelacién como estrategia de ensefianza

Los tres conceptos claves en los que se sustenta esta propuesta son: modelo
matematico, modelizacion matematica y modelaciéon. Segun Blomhgj (2008), un
modelo matematico es “una relacion entre ciertos objetos matematicos y sus
conexiones, por un lado, y por el otro, una situacién o fenbmeno de naturaleza no
matematica” (p. 21). Por su parte, para Villa (2007), la modelizacion matematica se
entiende como “el proceso de obtencion de un modelo mateméatico a partir de un
fendmeno real [y] puede ser considerada como herramienta de representacion de
situaciones o fenomenos del ‘mundo real’, el cual se convierte en el sistema objeto de
estudio” (p. 67). Y finalmente, en Bassanezi y Biembengut (1997), la modelacién'* se
entiende como “el método de ensefianza-aprendizaje que utiliza el proceso de
modelizacion en cursos regulares” (p. 14).

Durante los ultimos 30 afios, se ha venido desarrollando una comprension tedrica
sobre el proceso de aprendizaje presente en la modelizacidn matematica, razon por la
cual es implementada en la actualidad como un elemento importante dentro del
curriculum de ensefianza de la matematica (Blum et al., 2003). Derivado de ello, es
importante destacar la postura de Blomhgj (2008), quien plantea que en la
construccion de un modelo matematico existen significativas implicaciones didacticas,
como que al aplicar la matemética a una situacion externa, ya existe —explicita o
implicitamente— un modelo matematico involucrado, y que para posibilitar en el
estudiante la experimentacién con un modelo matematico y sea capaz de reflexionar
sobre las relaciones en el mismo, la precondicién epistemoldgica es que él sea capaz
de percibir tanto el contexto modelado como la matematica involucrada por separado,
pero al mismo tiempo, de manera interrelacionada.

El proceso de modelizacién matematica

En los estudios de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen (Blomhgj y Hgjgaard-Jensen,
2003; Blomhgj, 2008), se presentd un proceso que busca describir la creacion y uso
de un modelo matematico, en el que se desarrollan seis sub-procesos para la
modelizacion matematica, tal como lo muestra el esquema en la figura 12.

4 “la palabra Modelacion es una ‘contraccion’ de los términos Modelizacion y Educacion.
Modelacion = Modelizacion + Educaciéon” (Bassanezi y Biembengut, 1997, p. 14).

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen

Pagina 34



Carlos Andrés Ledezma Araya

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD
CATOLICA pE
VALPARAISO

IMA
INSTITUTO DE
MATEMATICAS \F

Magister en Didéactica de la Matematica

Evaluacion de la validez I
Formulacion de una tarea
del modelo por

s e o (f) Validacién M U \ DO REAL (a) Formulacién (mas 0 menos e?q_)ll‘cit_a’)
del problema

Accion/Insight Dominio de Investigacion

@ Seleccion de los objetos

relevantes, relaciones,
etc., del dominio de

Interpretacion de los . R
p . investigacion resultante e

(e) Interpretacion/
Evaluacion

(b) Sistematizacion

<>

Modelo - Resultados

Us? Qe métodos : Traduccion de esos

(d) Andlisis del sistema
matemético Sistema

(c) Matematizacion

matematico

Figura 12: Esquema del proceso de modelizacién matematica segun Blomhgj y Hgjgaard-Jensen
(2003).
Fuente: adaptado desde Blomhgj (2008, p. 24).

A lo largo de todo este proceso se encuentran siempre presentes dos elementos
basales: el conocimiento tedrico y los datos empiricos. La ‘teoria’ hace directa alusion
al conocimiento que se tiene sobre el dominio de investigacion, ya sea del tipo formal
(de una determinada ciencia o disciplina) o del basado en experiencias personales,
compartidas, y suposiciones sobre el tema, siendo este elemento un importante
determinante al momento de validar el modelo generado (Blomhgj, 2008). Los ‘datos’,
por su parte, pueden estar presentes en forma explicita en el proceso previo a la
modelizacién matematica, lo cual permitiria su

Blomhgj y Hgjgaard-Jensen (2003) enfatizan que este proceso no debe ser
entendido en forma lineal, pues siempre adquiere un caracter de ciclico, lo que puede
provocar una redefinicion del modelo si es que las reflexiones e intenciones sobre su
uso lo ameritan, convirtiendo este proceso en uno de caracteristicas dinamicas, en el
que se pueden cumplir o no todas las etapas para todas las situaciones. En torno a
todo este ciclo se encuentra presente la ‘competencia en modelizacién matematica’, la
cual es entendida como el “ser capaz de, autbnoma y conscientemente, llevar a cabo
todos los aspectos de un proceso de modelizacion matematica en un determinado
contexto” (Blomhgj y Hgjgaard-Jensen, 2003, p. 126).

Si bien la modelizacién tiende a considerarse como una actividad cientifica, los
estudiantes pueden desarrollar un trabajo muy similar al del matematico para construir
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un modelo (Villa, 2007). Tanto para la ensefianza del pre-calculo como de las
matematicas basicas, es importante aprovechar los modelos conocidos y el proceso
de modelizacion para lograr un desarrollo de las competencias matematicas, a traves
de una constante vinculacién de la modelizacidon dentro del proceso de ensefianza-
aprendizaje (Garcia, 2012).

La Teoria APOE

Uno de los pensamientos mas relevantes de Piaget, y que sirvid de base para la
Teoria APOE de Dubinsky (1991), fue el de abstraccion reflexiva, el cual consta de dos
partes fundamentales:

» Por una parte, la reflexion, entendida “en el sentido de conciencia y pensamiento
contemplativo, sobre [los] contenidos y operaciones sobre ese contenido, y en el
sentido de reflejar contenidos y operaciones desde un nivel o estadio cognitivo
inferior a uno superior” (Piaget, 1973, en Arnon et al., 2014, p. 6).

» Por otra, la abstraccién, que consiste en “la reconstruccion y reorganizacion de
los contenidos y operaciones en este estadio superior que da lugar a que las
operaciones mismas se conviertan en contenido al cual se pueden aplicar nuevas
operaciones” (Piaget, 1973, en Arnon et al., 2014, p. 6).

Como los estudios piagetianos se enfocaron, mayormente, en el pensamiento
l6gico de los nifios, Dubinsky (1991) considero la idea de abstraccion reflexiva desde
la perspectiva del pensamiento matematico avanzado, definiéndola como “la
construccion de objetos mentales y de acciones mentales sobre estos objetos” (p.
101). De este modo, elaboré su teoria y la relacioné a conceptos matematicos
especificos (Dubinsky, 1991), bajo la idea de que “el conocimiento matematico
consiste en la tendencia de un individuo de lidiar con situaciones percibidas como
problemas matematicos, construyendo acciones mentales, procesos y objetos, vy
organizandolos en esquemas para dar sentido a las situaciones y resolver problemas”
(Dubinsky y McDonald, 2001, p. 2).

La Teoria APOE es, fundamentalmente, un modelo para describir como pueden
ser aprendidos los conceptos matematicos, en un marco utilizado para explicar las
construcciones mentales involucradas en el entendimiento de tales conceptos (Arnon
et al., 2014). Son cuatro las construcciones (o estructuras) mentales que dan nombre
a esta teoria: accion, proceso, objeto y esquema (APOE, por sus iniciales en
espafol/APOS en inglés), las que son definidas y ejemplificadas en la tabla 6,
considerando como ejemplos explicativos para estas el calculo del area bajo la curva
de una funcién.
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Tabla 6: Definiciones y ejemplificacion de las construcciones mentales de la Teoria APOE.

Accion Proceso Objeto Esquema
Es una Eselproductodela Se construye, por Es una colecciéon
transformacion de repeticion y parte del sujeto, a de acciones,
objetos que un reflexion de un partir de latomade procesos, objetosy
sujeto percibe sujeto sobre una conciencia del otros esquemas del
como estimulo accién, donde el proceso en su sujeto, que se

externo, qgue individuo puede totalidad, notando encuentran
requieren —de pensar que esta que las vinculados por
forma explicita o realizando la transformaciones ciertos  principios

memoristica— misma accion, pero pueden actuar generales,
instrucciones paso sin estimulos sobre este. formando un marco
a paso sobre como externos, por o en la mente del
realizar la tanto, puede individuo que le
operacion. pensar en invertirlo permite su
y componerlo con evocacion en un
otros procesos. contexto que
involucra dicho

concepto.

Ejemplos de las respectivas construcciones mentales

Las acciones
pueden ser dividir
un intervalo en sub-
intervalos
especificos de un
tamanfo dado,
construir un
rectangulo bajo la
curva para cada
sub-intervalo,
calcular el area de
cada rectangulo, y
sumar las areas de
los rectangulos.

La accibn de
determinar la suma
de Riemann en una
particion particular,
se interioriza en
proceso cuando el
individuo puede
describir como se
determina  dicha
suma para otra
particion, e
imaginar que este
proceso continla
con wuna malla
decreciente.

El area bajo la
curva para una
funcion en un
intervalo  cerrado
es el limite de las
sumas de Riemann
(acciébn  aplicada
sobre el proceso).
La encapsulacion
del proceso en un
objeto se realiza
para determinar la
existencia del limite
y/o determinar la
existencia del limite
y/o determinar su
valor.

La coherencia de
este esquema
depende de Ila
capacidad del
individuo para
determinar Si
puede usarse para
tratar una situacion
particular en
matematica.

Fuente: adaptado desde las definiciones de Dubinsky y McDonald (2001, pp. 2-3), y los ejemplos de
Arnon et al. (2014, pp. 20-25).

Si bien las cuatro construcciones mentales fueron presentadas en forma
jerarquica, en la realidad no siempre se suceden de manera lineal cuando un individuo
se encuentra desarrollando el entendimiento de un concepto, aunque lo ideal es que

cada una sea construida antes del siguiente paso (Dubinsky y McDonald, 2001).
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Las construcciones o estructuras mentales que conforman la teoria son guiadas

por las siguientes formas de abstraccién mental, 0 mecanismos mentales, segun Arnon
et al. (2014):

> Interiorizacion: la repeticion de las acciones produce la interiorizacion en el
sujeto que las efectia, como un cambio mental que le permite ser consciente de
la accion, reflexionar sobre ella y combinarla con otras, para asi formar un
proceso.

» Encapsulacion: ocurre cuando un sujeto es capaz de aplicar una acciéon a un
proceso, para transformarlo desde una estructura dinamica a una estética, es
decir, en un objeto al cual se pueden aplicar acciones.

» Des-encapsulacion: cuando la situacion lo amerita, un objeto puede ser des-
encapsulado de vuelta al proceso desde el cual emergié. La des-encapsulaciéon
necesita del mecanismo de coordinacién, pues dos objetos se pueden des-
encapsular, coordinar sus procesos y ser re-encapsulados en un nuevo objeto.

» Tematizacion: mecanismo que permite al sujeto aplicar transformaciones a la
estructura de un esquema, para construirlo en un objeto mental.

> Reversion'®: mecanismo que caracteriza al proceso APOE como “un sistema de
retroalimentacion circular” (Dubinsky, 1991, p. 106).

La figura 13 muestra una vision general de la interaccion y articulacion entre las

construcciones y los mecanismos mentales involucrados en la Teoria APOE en lo que
respecta a la construccion del conocimiento matematico.

ESQUEMA

iNnteriorizacion

Acciones

Procesos

Objetos encapsulacion
des-encapsulacion

coordinacion
reversion

Figura 13: Construcciones y mecanismos mentales para la construccién del conocimiento matematico.
Fuente: traducido desde Arnon et al. (2014, p. 18).

En términos generales, la interaccion de los elementos presentados en la figura
13 puede ser descrita de la siguiente forma:

15 Por motivos de traduccion, el término ‘reversién’ también puede aparecer en la literatura como
‘inversion’.
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El entendimiento de un concepto matematico comienza con la
manipulacion de objetos fisicos o0 mentales previamente
construidos en forma de acciones; las acciones, son luego
interiorizadas para formar procesos que después se encapsulan
para formar objetos. Los objetos pueden ser des-encapsulados
de vuelta a los procesos desde los que fueron formados.
Finalmente, las acciones, los procesos y los objetos pueden ser
organizados en esquemas. (Asiala et al., 1996, p. 9)

La Teoria APOE se puede utilizar para el andlisis de los datos por parte del
investigador, comparando el éxito o fracaso de los estudiantes en ciertas tareas
matematicas, de acuerdo a las construcciones mentales especificas que estos puedan
o no haber tenido, formulando, de este modo, probables predicciones sobre la forma
en que son construidas, a través de una descomposicion genética (Dubinsky y
McDonald, 2001).

Descomposicidén genética de la funcion exponencial

En esta teoria, la descomposicién genética (en adelante, DG) es entendida como
“un modelo hipotético que describe las estructuras y mecanismos mentales que un
estudiante podria necesitar construir para aprender un concepto matematico
especifico” (Arnon et al., 2014, p. 27). Este modelo, comienza siendo una hipotesis
para el investigador que la disefia, basado en sus experiencias de aprendizaje y
ensefianza del concepto, el conocimiento de la teoria, el saber matematico, los
antecedentes de investigaciones sobre el tema y el desarrollo epistemologico del
concepto en cuestion; y, a menos que sea probada experimentalmente, la DG
mantendra un caracter de preliminar en su validez (Arnon et al., 2014).

Para el presente estudio, se considera la DG*® propuesta por Vargas, Gonzalez
y Llinares (2011) para la funcién exponencial, en la que se establecen ciertos
prerrequisitos, y se describen los mecanismos de construccion involucrados en el
concepto de acuerdo a dos registros de representacion: analitico-tabular y gréafico-
analitico, los que también son abordados en esta secuencia didactica. Sin embargo,
para su presentacion y utilizacion en este estudio, se realiza una adaptacion y
modificacion de un fragmento de la DG mencionada, pues se consideran solo los
elementos y descripciones que se adecluan a los contenidos y habilidades que se
trabajan en el nivel segundo afio medio, con un foco en la construccion de procesos
durante las fases de matematizacion y andlisis del sistema matematico que propone
el modelo de modelizacion matematica de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen (Blomhgj y
Hgjgaard-Jensen, 2003; Blomhgj, 2008), dentro el registro analitico-tabular.

En la tabla 7 se presentan y describen los prerrequisitos a considerar de acuerdo
a la DG antes mencionada, tanto en las fases de modelizacion como en el registro de
representacion considerado.

16 Para la presentacion de la DG completa, véase Anexo 4: Descomposicion Genética de la Funcién
Exponencial.

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen

Pagina 39



PONTIEICIA
UNIVERSIDAD

5/ CATOLICA pE
VALPARAISO

Carlos Andrés Ledezma Araya -
INSTITUTO DE Tf
MATEMATICAS '}

Magister en Didactica de la Matematica

Tabla 7: Descripcion de los prerrequisitos de la DG.
Prerrequisitos Descripcion
La funcion como objeto matematico.

Comprension de la potenciacion a) El concepto de exponente natural mayor
generalizada para cualquier niumero que uno. La existencia de la potencia que
real. surge de la interaccion entre base vy
exponente, como una accion de multiplicar
de manera reiterada una misma cantidad
atendiendo a los requerimientos de
economia en la escritura y en la sintaxis
aritmética y algebraica.
b) la nocién de exponente no natural como
convencion matematica para uniformizar las
operaciones entre monomios.
c) Propiedades de los exponentes.
Fuente: adaptado desde Vargas, Gonzalez y Llinares (2011, p. 7).

La figura 14 muestra la adaptacion realizada al fragmento de la DG escogida para
este estudio, con las respectivas construcciones (acciones y procesos) y mecanismos
mentales (interiorizacion y coordinacion) involucrados.
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Adaptacion de la Descomposicion Genética para la Funcion Exponencial
(Vargas, Gonzélez y Llinares, 2011)

Accion (Ap): Accion (Ac):
Diferencia de dos Cociente de dos
variables variables

X.
) ) o . o . —L:vxeDom

AX:x; =X Vx e Dom Interiorizacién Interiorizacién X

Ay:y;-Y;;VvyeCod (uso de cuantificador) (uso de cuantificador) ﬁ;vy eCod

Proceso (Pv):
Variacion de
variables:

Proceso (PRr):
Razon de
variables:

Coordinacién
(compara la base de
célculo con PVy PR)

Proceso (Pi):
Invariante de la
Procesos fu ncién
exponencial:

Acciones

Figura 14: Adaptacion de un fragmento de la DG de la funcion exponencial.
Fuente: adaptado y modificado desde Vargas, Gonzélez y Llinares (2011).

Elementos del marco metodolégico

En este apartado, se abordan las especificaciones metodologicas del estudio,
para lo cual se describen las caracteristicas del estudio, las etapas para su disefio, el
contexto en que fue desarrollada la fase de implementacion y los sujetos participantes,
para finalizar con las categorias propuestas y las técnicas utilizadas para analizar los
resultados obtenidos.

Descripcion del estudio

Este estudio, de corte cualitativo y paradigma interpretativo, se enmarco en el
Estudio de Clases japonés en la forma de una investigacién-accion del tipo practica.
Para el disefio de la misma, se consider6 como referente a Hernandez et al. (2014), y
para dar cumplimiento al primer objetivo especifico propuesto, sobre disefiar una
secuencia didactica, se planificaron tres clases utilizando la estrategia de modelacién
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con el objeto matematico funcidn exponencial, disefiando una situacion-problema que
guiase cada una de estas. En consonancia con el segundo objetivo especifico, sobre
implementar una de estas clases, se siguieron las fases documentadas en Isoda y

Olfos (2009).

Etapas de disefio del estudio

Para el disefio del presente estudio, se siguieron las cuatro etapas de la
investigacion-accion!’ descritas en Hernandez et al. (2014), como se presenta en la
tabla 8, con las respectivas acciones llevadas a cabo en cada una.

Tabla 8: Etapas de disefio del estudio.

Etapas

Acciones

Primera etapa:
problematica y
diagndstico.

Segunda etapa:
formulacion de
un plan.

Tercera etapa:
implementacion

Cuarta etapa:
reflexiones y
replanteamientos

Se realiz6 la identificacion y planteamiento de una problematica
en lo que respecta a la falta de ejercicios de modelacion
utilizando la funcion exponencial en los textos de estudio del
curso segundo afio medio, lo que implico una revision curricular
y de los textos del nivel, ademas de la definicion del objeto
matematico en cuestion.

Se disefid una secuencia didactica de tres clases para tratar la
problemética planteada, basado en la metodologia del Estudio
de Clases japonés, y en torno a una actividad utilizando la
estrategia de modelacién con los estudiantes, titulada ‘El Caso
del Buzo’, la que considero las respectivas retroalimentaciones
de las profesoras a cargo del modulo para su formulacion. Los
planes de clase fueron disefiados siguiendo el modelo de
modelizacion matematica considerado como referente tedrico
para este estudio.

Se llevaron a cabo tres implementaciones del primer plan de
clase disefiado para la secuencia con estudiantes de segundo
afio medio (15 a 16 afios) pertenecientes a dos colegios de las
comunas de Vifia del Mar y Quilpué. Para el ingreso a cada
establecimiento educacional, se contactaron a sus respectivas
autoridades, para luego enviar una carta explicativa a los
apoderados, adjuntada con la autorizacion para la grabacion en
video de las intervenciones de los estudiantes.

Posterior a cada implementacion, se realizé una reflexion sobre
la misma, lo que desembocd, por una parte, en una
reestructuracion del plan de clase originalmente disefiado para
efectuar la segunda intervencién; y por otra, en la aplicacién de
las pertinentes mejoras y adecuaciones para llevar a cabo la
tercera intervencion.

17 El ciclo estd compuesto por: a) deteccion del problema de investigacion, clarificacion y diagnéstico;
b) formulacién de un plan para resolver el problema; c) implementacién del plan y evaluaciéon de
resultados; d) retroalimentacion, reflexiones y replanteamientos (Hernandez et al., 2014).
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Contexto y sujetos

Para la implementacion del primer plan de clase de la secuencia didactica
disefiada, se llevaron a cabo tres intervenciones. La tabla 9, muestra el contexto en
que se desarroll6 cada una y los sujetos informantes que participaron en estas.

Tabla 9: Descripcion del contexto y sujetos informantes de las intervenciones.

Intervenciones

Descripcion del contexto y sujetos

Primera
intervenciéon

Segunda
intervenciéon

Tercera
intervenciéon

Realizada en un colegio particular subvencionado de la comuna
de Quilpué; los sujetos informantes fueron 23 estudiantes del
curso segundo afio medio A, quienes participaron de la clase
durante la asignatura de Matematicas; la duracion de la
intervencién fue de 90 minutos.

Realizada en un colegio particular subvencionado de la comuna
de Vifa del Mar; los sujetos informantes fueron 24 estudiantes
del curso segundo afio medio B, quienes participaron de la
clase durante la asignatura de Taller de Matematicas; la
duracion de la intervencion fue de 45 minutos.

Realizada en el mismo establecimiento educacional que en la
segunda intervencion; los sujetos informantes fueron 30
estudiantes del curso segundo afilo medio A, quienes
participaron de la clase durante la asignatura de Matematicas;
la duracion de la intervencion fue de 90 minutos.

Los sujetos informantes se organizaron en grupos de tres a cinco integrantes
cada uno para desarrollar la actividad de clase implementada, sin embargo, sélo se
consideraron para este estudio aquellas producciones que los estudiantes entregaron
en forma ordenada y legible al término de las intervenciones, dejando fuera aquellas
gue no demostraron un trabajo serio y comprometido con la actividad de clase. La tabla
10 muestra la clasificacion de los grupos con respecto al orden de la intervencion en
aula en que estos participaron.

Tabla 10: Clasificacién de los grupos de sujetos informantes de acuerdo a la intervencién en que

participaron.

Intervencion Grupos

Primera intervencion (a) Gla, G2a, G3a
Segunda intervencion (b) G1lb, G2b, G3b, G4b
Tercera intervencion (c) Glc, G2c, G3c, G4c

Técnicas de recogida de datos

Para este estudio, se utilizaron tres técnicas de recoleccion de datos durante las
intervenciones antes mencionadas. La tabla 11, muestra las técnicas utilizadas con
Sus respectivas descripciones.
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Tabla 11: Descripcion de las técnicas de recogida de datos para el estudio.
Técnicas Descripcion
Registro escrito Actividad ‘El Caso del Buzo’, en torno a la cual se baso el plan
de clase implementado y que fue desarrollada por los sujetos
informantes, quienes registraron sSus respuestas Yy
procedimientos en la hoja entregada a cada grupo de
estudiantes.

Registro Grabacion en video de la primera y segunda intervencién en los

audiovisual establecimientos educativos, las que posteriormente fueron
editadas para destacar los momentos mas relevantes de cada
clase.

Entrevista Con los jefes de UTP de cada establecimiento, para conocer las

(informal) conductas de entrada de los estudiantes en sus respectivos
colegios.

Categorias de andlisis

Para el levantamiento de categorias de analisis, se consideraron de manera
articulada el modelo de modelizacion matematica propuesto por Blomhgj y Hgjgaard-
Jensen (Blomhgj y Hgjgaard-Jensen, 2003; Blomhgj, 2008), con elementos de la
Teoria APOE (Dubinsky, 1991), a fin de evidenciar cuéles son las construcciones
(fundamentalmente acciones y procesos) y mecanismos mentales que se
desarrollaron a través de las fases de matematizacion y andlisis del sistema
matematico, dentro del proceso de modelizacidon matemaética. Es por ello que, con base
en la DG de la funcién exponencial® propuesta por Vargas, Gonzalez y Llinares
(2011), se efectuaron algunas modificaciones, adaptando una parte de esta a las fases
mencionadas.

En la tabla 12, se muestran las categorias de analisis, entendidas como las
etapas del proceso de modelizacion matematica; y las sub-categorias, que
consideraron las construcciones mentales que se pudieron evidenciar en las
producciones escritas de los sujetos informantes, con sus respectivos codigos para
identificarlos.

18 En el apartado ‘Descomposicion genética de la funcién exponencial’ de este capitulo, se presenta la
DG mencionada (pag. 40).
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Tabla 12: Detalle de las categorias y sub-categorias de analisis propuestas para el estudlo.

Categorias

Descriptores

Sub-categorias

Formulacién del problema
(Cod. FP)

Sistematizacion
(Cod. SM)

Matematizacion
(Cod. MT)

Analisis del sistema
matematico
(Céd. ASM)

Interpretacion/Evaluacion
(Céd. IE)

Validacion
(Céd. VL)

— Formular observaciones
sobre la situacion-problema
planteada.

— Formular una conjetura
para la situacion-problema.
— Calcular el flujo luminoso
alos6my20 mde
profundidad.

— Identificar relaciones
matematizables a partir de
la situacién problema.

— ldentificar las variables
involucradas en la situacién-
problema y la naturaleza de
la relacion entre estas.

— Interpretar el modelo
generado.

— Evaluarlo con valores
conocidos de profundidad
en metros.

— Restringir su dominio.

— Graficar el modelo.

— Proyectarlo para otros
valores de profundidad en
metros.

— Accién Diferencia de
dos variables (cod. Ap).
— Accion Cociente de
dos variables (cod. Ac).
— Proceso Variacion de
variables (cod. Pv).

— Proceso Razén de
variables (cod. PR).

— Proceso Invariante de
la funcidén exponencial
(cod. Py).

Técnicas de analisis

Para el analisis de los resultados, se consideraron los registros escritos recogidos
de las implementaciones, clasificandolos de acuerdo a las etapas que lograron
alcanzar los distintos grupos de estudiantes respecto del proceso de modelizacién
matematica, e indicando si evidenciaron construcciones mentales durante las fases
MT y ASM, de la forma mostrada en la tabla 13.
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Tabla 13: Sintesis de las categorias y sub-categorias de andlisis propuestas para el estudio.
Categorias/Sub-categorias
Grupos FP SMM MT ASM IE VL
G1
G2

Tanto las categorias de analisis como el disefio del plan de clase implementado,
como se ha declarado con anterioridad, fueron elaborados en consonancia con fueron
elaborados en consonancia con el proceso de modelizacion matematica, esto permite
gue no se puede lograr una etapa sin haber transitado por las anteriores. Por su parte,
las construcciones mentales consideradas como subcategorias, que corresponden a
acciones y procesos dentro de las fases MT y ASM, son evidenciables a la luz del
fragmento de DG considerado para el estudio, en funcién de la matematica en juego
de la actividad planteada durante la clase y de la habilidad en el trabajo con patrones
por parte de los estudiantes.

Analisis de resultados

Este apartado se encuentra dividido en dos partes: en la primera, se presentan
los resultados obtenidos de las tres intervenciones implementadas para el estudio, y
gue evidenciaron las categorias y sub-categorias de analisis propuestas; en el
segundo, se detalla el andlisis y la discusion de los resultados obtenidos.

Evidencias de las categorias de andlisis

La tabla 14 muestra evidencias del desarrollo de las fases del proceso de
modelizacion matematica (consideradas como categorias de analisis para este
estudio) de acuerdo a extractos de las producciones escritas de los sujetos
participantes, incluyendo una descripcion de la evidencia de cada una de las etapas
declaradas.

Tabla 14: Evidencias de las categorias de analisis propuestas para el estudio.

Registro escrito Descripcién
_rQueobservasdelatabla" La produccion escrita del G1c evidencia
1‘?““"“' i s la categoria FP.
8 enoaes m)llf‘ﬂw,u\{z .
1 nds 1, - En ella, los estudiantes formularon
1 ,f,{q‘ b (pmingse . . o
| 1 observaciones sobre la situacion-
j’ .o L Aeop U problema planteada, con respecto al
;”i'"‘ ol dendlDd) o\ vy o comportamiento de los datos de una

tabla de valores.

La produccion escrita del G2a evidencia
la categoria SM.

En esta, los estudiantes calcularon el
flujo luminoso a los 6 m y 20 m de
profundidad, que se obtiene a partir de la
conjetura formulada con respecto a las

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen

Pagina 46



Carlos Andrés Ledezma Araya

Magister en Didactica de la Matematica

yi;
Fo

/.\_ ”‘R

P 2 PONTIFICIA

IMA '§@ UNIVERSIDAD

INSTITUTO DE {@ g -
O

% = protunciosd Cenh
1S -
L

0N =T —P

18 =
11&. £
LLO LS \G{'F e = T

e

a oy

—p O

Fluge

G mekos.

Lorawncst: (Lm)

gy 20 rmetod

20 48)

MATEMATICAS </ 52::;”{{\’:;5
observaciones realizadas en la fase
anterior.

La produccion escrita del G1c evidencia
las categorias MT/ASM.

Como estas fases se suceden en forma
simultanea, se observa que, a través de
la descomposicién de los valores de la
tabla incluida en la situacion, logran
identificar relaciones matematizables y
las variables involucradas, utilizando la
nocién de potencia como multiplicacion
iterada y generalizando el
comportamiento de los valores a través
de una expresibn matematica que,
posteriormente, se representa como una
funcion.

La produccion escrita del G1b evidencia
la categoria IE.

Una vez que los estudiantes generaron la
funcibn que modela la situacién,
proceden a interpretarla y evaluarla con
los valores conocidos de profundidad en
metros para obtener el flujo luminoso. Lo
anterior, se desarrolla en el marco de una
puesta en comun con el curso, la cual
continda con la restriccién del dominio de
dicha funcién-modelo en la pizarra.

La produccion escrita del G3c evidencia
la categoria VL.

En esta fase los estudiantes proceden a
validar el modelo, a través de su
representacion grafica en el plano
cartesiano y la proyeccién del mismo
para otros valores de profundidad en
metros segun la restriccion del dominio
de la funcion que modela la situacion.
Esta ultima fase, también en forma de
una puesta en comun con el curso,
involucra la utilizacion de una aplicacién
de teléfono para realizar la
representacion grafica.
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Evidencias de las sub-categorias de analisis

Con respecto a las construcciones mentales durante las fases MT y ASM del
proceso de modelizacion matematica (consideradas como sub-categorias de analisis
para este estudio), s6lo un grupo de sujetos informantes (G4b) las evidencidé de

manera parcial, como se muestra en la figura 15.

Evidencias de
la sub-categoria

6 O)?)tla" Ap

0 ©000l20 ¥35

Evidencias de
la sub-catezoria

By 2

l-w\r\ - -
Foe | —
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N

Evidenicias de
la sub-categoria
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Figura 15: Evidencias de las sub-categorias de analisis.

Bajo la pregunta sobre como es la relacion del comportamiento entre las variables
de la situacion-problema, los sujetos informantes del G4b realizaron las acciones
‘diferencia de variables’ (sub-categoria Ap) y ‘cociente de variables’ (sub-categoria
Ac), logrando el mecanismo de interiorizacion de la accion Ap en el proceso ‘variacion
de variables’ (sub-categoria Pv), mas no logrando la interiorizacion de la accion Ac en
el proceso ‘razén de variables’ (sub-categoria Pr). No obstante, el tiempo que invirtié

el grupo en ello le imposibilitd concretar la fase VL.
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Sintesis global de resultados

Para sintetizar los resultados obtenidos de las tres intervenciones realizadas
durante la fase de implementacion del estudio, la tabla 15 muestra una clasificacion de
los grupos de sujetos informantes de acuerdo a las categorias y sub-categorias en las
gue se evidencian sus logros dentro de la actividad desarrollada por los mismos, en lo
gue respecta a las fases del proceso de modelizacion matematica y si evidenciaron
construcciones mentales durante las fases MT y ASM.

Tabla 15: Sintesis global de los resultados del estudio.
Categorias/Sub-categorias

Grupos FP SM MT ASM IE VL
Gla X X

G2a X X

G3a X X X X X X
Gilb X X X X X X
G2b X X X X X X
G3b X X X X

G4b X X Ap, Ac, Pv X

Glc X X X X X

G2c X X X X X

G3c X X X X X X
G4c X X X X

Sobre la primera intervencién

Esta intervencion tuvo lugar en un establecimiento particular subvencionado de
la comuna de Quilpué, con tres grupos de sujetos informantes considerados para su
analisis, pertenecientes al curso segundo medio A. De acuerdo a los resultados que
obtuvieron, se evidencié en dos de ellos (Gla y G2a) la presencia de dificultades y
errores, durante las fases MT y ASM, en lo que respecta a la pregunta sobre el flujo
luminoso a los n metros de profundidad. La principal causa que se atribuye a dicha
situacion es en la dificultad para traducir la conjetura planteada en el lenguaje natural,
hacia la expresion algebraica de los n metros, respecto a lo cual, Abrate et al. (2006)
relacionan esta dificultad con la algoritmizacibn en la traduccion entre ambos
lenguajes, pues esta requiere “de la identificacion de los datos y de aquello que debe
ser averiguado, asi como las relaciones entre ellos; la comprension del problema; la
movilizacion de los conceptos y procedimientos matematicos [...] que puedan estar en
juego, etc.” (p. 117).

Fue esta dificultad la que llevo a los grupos mencionados a errores como, por
mencionar algunos, representar los valores de la variable dependiente s6lo como
cocientes, sin incluir la variable n (20, 20/2, 20/4, 20/8, etc.; 20, 20/2, 10/2, 5/2, etc.) o
igualar a n tales resultados. Sobre dichas igualdades, en Abrate et al. (2006) se
refieren a un tipo de error similar asociado a las ecuaciones, donde “simbolos seguidos
del signo ‘=" quedan asociados a un ‘pedido de resultado’ [implicando que] los signos
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operatorios indican algo que se debe hacer y por lo tanto estan solicitando que se halle
un resultado” (p. 117).

Ambas dificultades y errores llevaron a que los grupos Gla y G2a no lograran
completar el desarrollo de la actividad, ni siquiera generando una expresion valida que
representase tanto el decrecimiento exponencial, como la inclusién de la variable n
como parte de la misma, pues se limitaron sdélo a buscar un valor real para n, en vez
del flujo luminoso a una profundidad n.

Sin embargo, el grupo G3a si logr6 completar la actividad, aunque su
procedimiento no estuvo exento de dificultades y errores. Si bien no manifestaron
errores en la traduccion desde el lenguaje natural hacia el algebraico, si demostraron
tener dificultades en la comprension conceptual y/u operacional del objeto matematico
potencia, evidenciado en inferir que, el aumento de los valores de la variable
dependiente, se debia a la presencia de una potencia, y que, al disminuirlos, se debia
a una raiz. Por otra parte, manifestaron dificultades para determinar una relacién de
funcién entre las variables, lo cual esta relacionado con el obstaculo que alude a la
“ocultacion de la nocion de funcion subyacente” (Neira, 2009, p. 4), pues, en
consonancia con Peralta-Garcia (2002, en Abrate et al., 2006), los estudiantes suelen
considerar “al registro algebraico como una herramienta intermedia que permite
localizar puntos en un plano, a partir de una representacion algebraica, y no como una
representacion por si misma” (p. 118), situacién que se evidencié en este grupo al no
evidenciar con prontitud que los valores de la tabla presentada se relacionaban a
través de una funcion. Hacia el final de la intervencién, se solicité al grupo Glc que
expusiera su trabajo frente al curso, con el fin de explicitar su procedimiento y
resultados.

En conclusion, las dificultades y errores evidenciadas en esta intervencion,
también se encontraban relacionadas con las conductas de entrada de los sujetos
informantes, evidenciada en la imposibilidad, en determinados casos, para traducir,
desde el lenguaje natural hacia el algebraico, una nocion tan elemental como ‘la mitad’
de un valor, considerando que la introduccién formal del sistema de los numeros
racionales se sucede en el nivel séptimo afio basico (OA n° 2 en MINEDUC, 20164, p.
107). Del mismo modo, tampoco se evidenciaron construcciones mentales por parte
de los sujetos informantes.

Por otra parte, en entrevista informal con el jefe de UTP del establecimiento, este
reconocio que, los constantes cambios de profesores, provocaron irregularidades en
las clases y retrasos sustanciales en el avance curricular de la asignatura en el nivel
de segundo afio medio, razén que justificaria que no poseian como conducta de
entrada este tipo de funcion, ademas de declarar que la modelacidbn no es una
estrategia de clase utilizada en la praxis regular, siendo esta su primera experiencia
formal. Esto ultimo, permitié reafirmar lo planteado por Biembengut y Hein (2004),
acerca de que la falta de vivencias en actividades de este tipo, por parte de los
estudiantes, posibilitan la existencia de dificultades para llevar a cabo los procesos de
modelizacion.

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
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A raiz de los resultados obtenidos de esta sesion, se realiz0 la respectiva
reflexion y mejora del plan de clase, antes de llevar a cabo la segunda intervencion.

Sobre la segunda intervencién

Esta intervencion tuvo lugar en un establecimiento particular subvencionado de
la comuna de Vifia del mar, con cuatro grupos de sujetos informantes considerados
para su andlisis, pertenecientes al curso segundo medio B. De acuerdo a los
resultados que obtuvieron, se evidencid en todas las producciones escritas la
obtencion del modelo mateméatico adecuado para la situacién, no asi el logro del
proceso completo de modelizacion. De acuerdo a los resultados que obtuvieron, el
grupo G3b, evidencio una dificultad no prevista en este estudio, relacionada con no
considerar otras funciones que no sean lineales, es decir, si bien lograron identificar
una relacion de funcion entre las variables presentes en la tabla, intentaron modelar la
situacién utilizando una funcion del tipo afin (f(x) = ax + b) durante las fases MT y
ASM. Ello les demandoé bastante tipo, pues al no lograr relacionar los valores obtenidos
de la evaluacion del modelo que propusieron con los presentes en la tabla, escogieron
un modelo del tipo exponencial, en un espacio de tiempo cercano al término de la
clase.

En esta intervencion, el grupo G4b evidencié el desarrollo de construcciones
mentales durante las fases MT y ASM, como lo demostraron sus producciones escritas
(véase figura 21 en Anexo 4). En términos de la Teoria APOE (Dubinsky, 1991), las
acciones requieren de ciertos estimulos externos para poder realizar una determinada
operacion (Dubinsky y McDonald, 2001), razén por la cual se plante6 una pregunta
(¢.como es la relacion del comportamiento entre las variables?), de caracter voluntario,
para los sujetos informantes del curso una vez que hayan generado el modelo
matematico para la situacion, esto con el fin de activar las acciones explicitadas en el
fragmento de DG considerado para el estudio. El grupo G4b se dedicd, entonces, a
buscar dichas relaciones entre variables, evidenciando el logro de dos acciones y un
proceso. Ello sugiere que es posible que las construcciones mentales estudiadas
permitan a los estudiantes comprender que la relacion de las variables de una funcion
exponencial incide directamente en su comportamiento, primero en el registro
algebraico, pues el proceso ‘invariante de la funcién exponencial’ permite obtener el
valor de la base de la potencia; y segundo, permitiendo entender que la razén de
cambio de la funcidn exponencial es proporcional a la funcion. Si bien el grupo G4b no
evidencié una construccion completa de dicho proceso, la importancia de su
produccion contribuye, en parte, a validar el fragmento de DG considerado. Sin
embargo, el tiempo invertido en responder a la pregunta planteada, les impidié
concretar la fase VL.

Con respecto a los grupos G1b y G2b, estos lograron todas las fases del proceso
de modelizacion matematica, sin evidenciar tampoco dificultades o errores en su
procedimiento. Ello respalda lo que, en entrevista informal, el jefe de departamento de
matematicas del establecimiento declard, acerca de que la modelacidon es una practica
habitual dentro de la asignatura, sobre todo al término de las unidades de algebra que
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implican el aprendizaje de funciones, del mismo modo que suele superwsar las clases
de la asignatura periddicamente.

Al igual que al término de la intervencidn anterior, se llevd a cabo la respectiva
reflexion y mejora del plan de clase, antes de llevar a cabo la tercera implementacion.

Sobre la tercera intervencion

Esta intervencion tuvo lugar en el mismo establecimiento que en la segunda, con
cuatro grupos de sujetos informantes considerados para su analisis, pertenecientes al
curso segundo medio A. de acuerdo a los resultados que obtuvieron, nuevamente se
evidencio en todas las producciones escritas la obtencién del modelo matematico
adecuado para la situacién, no asi el logro del proceso completo de modelizacion. De
acuerdo a los resultados que obtuvieron, los grupos G1lc y G2c, debido a ciertas
dificultades en la traduccién desde el lenguaje natural hacia el algebraico, tardaron
mas tiempo en concretar las fases MT y ASM, sin embargo, no se detectaron errores
en sus producciones escritas. Fue esta demora la Unica causa del no logro de la fase
VL. Igual situacién se sucedio con el grupo G3c, con la diferencia de que si logro
completar el proceso completo de modelizacion durante la clase.

Con respecto al grupo G4c, la no concrecion de las fases IE y VL se debié a una
situaciéon muy similar a la del grupo G4b de la intervencién anterior, pues decidieron
dar respuesta a la pregunta relacionada con las acciones de la DG, pero lo lograron
evidenciar construcciones mentales en sus producciones escritas.

A diferencia de las dos intervenciones anteriores, y producto de las adecuaciones
gue se hicieron al plan de clase, es que, al término de la sesion, se present6 a los
estudiantes el proceso ‘invariante de la funcion exponencial’, con las respectivas
construcciones mentales previas (acciones y procesos) que llevaban al mismo. Ello
permitid que, tal como se tenia propuesto durante el disefio del plan, este proceso
fuese entendido como una estrategia para obtener el valor de la base de una funcion
exponencial.

Comparacion de analisis a priori/a posteriori

La evidencia recogida de las tres intervenciones implementadas, en la mayoria
de los casos, guardo estrecha relacion con los analisis a priori realizados por este
estudio. Como se ha declarado con anterioridad, las adecuaciones hechas al plan de
clase fueron con base en las dificultades y errores experimentados por los estudiantes,
lo que permitié ir mejorando la pertinencia de las devoluciones del docente ante cada
situacion de complejidad que se sucediese durante el desarrollo de las clases. Sin
embargo, como la calidad de esta propuesta es su constante perfectibilidad, el
espectro de analisis aprioristicos se puede ir ampliando conforme aumenten las
implementaciones llevadas a cabo de este plan de clase.
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CAPITULO IV

SECUENCIA DIDACTICA

Como parte de los objetivos propuestos para el presente estudio, se disefié una
secuencia didactica de tres clases, considerando el objeto matematico funcién
exponencial, en conjunto con la habilidad de modelar, para el curso segundo afio
medio, teniendo como objetivo general de la propuesta: resolver problemas a travées
de la modelacion con funcidon exponencial. En este capitulo, se presentan la
segunda y tercera clase de la secuencia didactica disefiada, ademas de la articulacion
global entre las tres disefiadas, con sus respectivos analisis a priori.

Aspectos generales de la secuencia didactica

Las clases que componen la secuencia poseen objetivos especificos que se
encuentran articulados, y cuyos aspectos generales son presentados en la tabla 16.

Tabla 16: Aspectos generales del disefio de la secuencia didactica.

Clases  Objetivos Actividades Caracteristicas

Clase 1 Modelar una ‘El Caso del Buzo’ — Decrecimiento exponencial.
situacion de (situacion basada - Se interpretan los datos de
decrecimiento en la pérdida del una tabla para desarrollar la
exponencial flujo luminoso bajo modelizacion.

el mar) — Se presentan las etapas del
proceso de modelizacion.

Clase 2 Evaluar la ‘El Furgén de Don  — Decrecimiento exponencial.
pertinencia de un  Carlos’ — Se desarrolla la
modelo lineal en (situacion basada  modelizacion a partir de la
una situacion de en la devaluacién interpretacion de un
decrecimiento en la tasacion porcentaje.
exponencial fiscal de un — Se diferencia el

vehiculo) comportamiento entre
modelos lineales y
exponenciales.

Clase 3 Resolver un ‘El Dispositivo — Crecimiento exponencial.
problema Artistico de Nora’  — Se utiliza la modelizacion
geometrico a (problema basado como herramienta para
través de la en la construccién resolver un problema.
modelacion de un fractal) — Se construye el objeto a

modelizar.

— Se diferencia el
comportamiento entre
modelos de crecimiento y
decrecimiento exponencial.
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En cada plan de clase, se hace una diferencia entre la declaracion y presentacion
de cada uno de los objetivos, la cual radica en que no se considera pertinente explicitar
gue el modelo que deben generar los estudiantes sea utilizando la funcion exponencial,
para que sean ellos quieren lo descubran conforme desarrollan las etapas del proceso
de modelizacion matematica.

Tabla 17: Objetivos especificos de la secuencia didactica.
Clase Objetivo de la clase Objetivo presentado a los estudiantes
Primera Modelar una situacibn de Modelar una situacion del mundo real
decrecimiento exponencial

Segunda Evaluar la pertinencia de un Evaluar la pertinencia de un modelo
modelo lineal en una matematico
situacion de decrecimiento
exponencial

Tercera Resolver un problema Resolver un problema de -caracter
geométrico a través de la geométrico
modelacion

Atendiendo a la necesidad de desarrollar una competencia tan importante como
lo es la de modelar (Blum y Borromeo-Ferri, 2009), es que se disefia esta secuencia
didactica, contribuyendo a que la modelacién, como estrategia de ensefianza, sea una
practica habitual en el aula, tanto desde el punto de vista didactico como desde el
curricular.

Desde el plano didactico, las clases que forman la propuesta se articulan de
manera tal que permiten a los estudiantes transitar por las etapas del proceso de
modelizacion matematica segun el modelo didactico-cognitivo definido para el estudio
(Blomhgj y Hgjgaard-Jensen, 2003; Blomhgj, 2008), a fin de generar y validar un
modelo para una determinada situacion que se les presenta a los estudiantes como un
desafio. Del mismo modo, el nivel de complejidad de las sesiones es ascendente,
permitiendo a los alumnos, basado en sus experiencias y conocimientos previos, idear
estrategias para dar respuesta a la actividad central de cada una.

Desde el plano curricular, para el nivel segundo afio medio, el séptimo
aprendizaje esperado de la unidad de Algebra corresponde a “modelar y aplicar la
funcion exponencial [...] en la resolucion de problemas” (MINEDUC, 2011, p. 29), en
consonancia a lo cual es disefiada esta secuencia didactica, para ser implementada al
término de dicha unidad, una vez abordado el objeto matemético funcién exponencial.
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Plan de clase 2: «El Furgén de Don Carlos»

En este apartado, se presenta la segunda clase!® de la secuencia didactica
disefiada, comenzando por la descripcién de sus tres momentos, para continuar con
los respectivos analisis aprioristicos.

Momento de inicio

Se comienza la clase presentando el objetivo declarado a los estudiantes:
evaluar la pertinencia de un modelo matemético. Como previamente se ha
trabajado la estrategia de modelacion con los estudiantes, se recuerdan los momentos
principales de la clase anterior. Los estudiantes se deben organizar en grupos de tres
a cinco integrantes cada uno, a los cuales se les entrega la actividad «El Furgén de
Don Carlos» en forma escrita, ademas de proyectarla en la pizarra frente al curso. Se
realiza una lectura en conjunto de la mismay se les pide que respondan a la pregunta:
¢por qué Carlitos tiene razén en afirmar que ese no es el modelo correcto? Explica.

Con las observaciones de los estudiantes, el profesor realiza una puesta en
comun, anotando las observaciones en la pizarra, lo que invalida el modelo propuesto
en la situacion, ya que transcurridos 10 afios desde su compra, el furgon tendria un
valor comercial de $0, lo cual no es posible en la realidad. Se espera que esta clase
de modelacion sea menos guiada que la anterior, en cuanto a la sucesion de las etapas
del proceso de modelizacion mateméatica. Lo anterior, se encuentra estructurado
dentro de la fase FP. El momento de inicio tiene una duracidén aproximada no mayor a
15 minutos.

Momento de desarrollo

Los alumnos continlan organizados en sus respectivos grupos, a cada uno de
los cuales se les entregan hojas en blanco donde deberan responder la pregunta: ¢,en
cuanto estaba tasado el furgon los afios 2015, 2016 y 2017?, la que también estara
proyectada en la pizarra. Se les pide a los estudiantes, ademas, que registren sus
procedimientos en las hojas entregadas, aunque se les esta permitido utilizar la
calculadora. Lo anterior, se encuentra estructurado dentro de la fase SM.

Luego de la pregunta anterior, se formula otra: ¢cual es el modelo que debe
considerar don Carlos?, la que permite, ahora, dar paso a las fases MT y ASM, que
implican la traduccién de las relaciones matematizables de la situacién hacia el
lenguaje algebraico. Es importante que el profesor supervise en todo momento los
procedimientos de esta etapa en los distintos grupos, y haga las respectivas
devoluciones a los estudiantes, sin guiarlos directamente hacia la respuesta esperada.

Al ser esta intervencion una segunda experiencia formal de modelacion con
funcidén exponencial en el aula, se sugiere que la ocurrencia reiterada de dificultades y
errores en los grupos de estudiantes sea una instancia que propicie la detencion de la
clase para realizar una puesta en comun, en la que se pida a algunos estudiantes que

19 Para ver la planificacion de la clase, véase Anexo 4: Plan de Clase N° 2 — «El Furgén de Don Carlos».
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expliquen ante el curso una posible estrategia para lograr la obtencién del modelo
matematico (véase el apartado ‘Posibles estrategias’).

Una vez que los estudiantes hayan obtenido la funcidon que modela la situacion
(T(n) = 20.000.000 - (9/10)™), se procede a realizar una nueva puesta en comun, esta
vez, para exponer las respuestas a las preguntas realizadas con anterioridad. De este
modo, un representante de cada grupo escribe sus respuestas en la pizarra en el
espacio designado para su grupo, y explican brevemente frente al curso como
obtuvieron sus modelos (de ser necesario, se contrastan las respuestas en el caso de
ser dispares). Ahora comienza la fase IE, en la que los estudiantes interpretan el
modelo generado y lo evalian con los valores de tasacion que obtuvieron para los
afios 2015, 2016 y 2017, comparando los resultados. Continuando, se procede a la
restriccion del dominio de la funcion-modelo, para el intervalo de diez afios que se
mencionan en el enunciado de la actividad, de la forma Dom T: {n € N|0 < n < 10}. Del
mismo modo, se comparan los valores obtenidos de la evaluacion de ambos modelos
(el generado por los estudiantes y el propuesto en la situacion) respecto del dominio
ya restringido. EI momento de desarrollo de la clase tiene una duracion aproximada no
mayor a 60 minutos.

Momento de cierre

Para finalizar, se sucede la fase VL, en la que se pide a los estudiantes que
grafiqguen ambos modelos en la aplicacion Desmos® de sus teléfonos (si no cuentan
con ello, lo pueden hacer de igual forma en sus cuadernos), ademas de presentarlos
proyectados en la pizarra. Una vez graficados, se hace una ultima puesta en comun
con respecto al comportamiento de un modelo lineal y uno exponencial, formulando
preguntas como ¢ llegara a $0 el algin momento el valor del vehiculo con el modelo
generado?, esto con el fin de analizar el decrecimiento exponencial cuando los valores
del dominio son muy grandes. EIl momento de cierre tiene una duracion aproximada
no mayor a 15 minutos.

Matematica en juego

Para el desarrollo de esta clase, se ponen en juego los siguientes elementos
matematicos:

» Potencia de base racional con exponente variable.
» Representacion fraccionaria de un porcentaje.

» Potenciacion como una multiplicacion iterada.

» Dominio y recorrido de una funcién exponencial.

> Invariante de la funcion exponencial (& = bxz—xl).

41

» Comportamiento de modelos lineales y de decrecimiento exponencial cuando
X — 400,
Descripcion de la actividad

Se disefo una actividad basada en la depreciacion en el valor de la tasacion fiscal
de un vehiculo motorizado, en el que se busca desarrollar la modelizacibn matematica,
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evaluando la pertinencia de un modelo lineal presentado, contrastandolo con la
informacion que aporta la situacion propuesta, para asi generar un modelo exponencial
valido.

El Furgdn de Don Carlos

Don Carlos es un contratista y duefio de
Transportes CACH, una empresa dedicada
al traslado de los trabajadores de una
compafiia minera, para lo cual dispone de
furgones de pasajeros. Su ultima
adquisicion fue un furgon para 12 pasajeros,
comprado en 2014, con un valor comercial
de $20.000.000.

En marzo de 2015, don Carlos reviso la base de datos del Servicio de Impuestos Internos,
y fue entonces que notd que la tasa de devaluacion para la tasacion fiscal de vehiculos
livianos era de un 10% del valor de cada afio.

Tras una serie de procedimientos, determiné que se podia conocer el valor de la tasacion
fiscal del vehiculo (T) al enésimo afio transcurrido desde la compra (n) segun el siguiente
modelo:

T(n) =20.000.000 —2.000.000n
Para ello, se basd en la conjetura de que el 10% del precio inicial son los $2.000.000, valor
con el que se va devaluando el furgon cada afio. Sin embargo, su hijo Carlitos, le planteo
gue ese modelo no podia ser correcto, pues la devaluacion no es constante todos los afios.

¢Por qué Carlitos tiene razon en afirmar que ese no es el modelo correcto? Explica

Figura 16: Actividad de clase «El Furgén de Don Carlos».
Fuente: elaboracion propia.

Durante el desarrollo de la clase, se plantean dos preguntas desprendidas de
esta actividad a los estudiantes, las que permiten ir desarrollando las dos etapas del
proceso de modelizacion matematica siguientes a la de FP, tal como seran explicadas
en el analisis de la respuesta experta. Una vez generada la funcion-modelo por parte
de los estudiantes, se hara una puesta en comun para concretar las fases IE y VL, en
esta Ultima, también se realizara una reflexion para comparar los comportamientos de
los modelos lineales y exponenciales.

A diferencia de la actividad anterior, en que se les presentaba a los estudiantes
una tabla con los datos de la situacion a modelizar, en esta ocasion son ellos quienes
los deben obtener durante la fase SM, a través del célculo de los valores de la tasacion
fiscal para un determinado nimero de afios, de acuerdo a la informacion que se
encuentra en la situacion (devaluacién anual de un 10%). Del mismo modo, las
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preguntas planteadas por el docente son orientadoras, pero no tan dlrlgldas como en
la clase anterior, pues si bien permite que se sucedan las etapas del proceso de
modelizacion matematica, igualmente al inicio se recuerdan los principales momentos
de la experiencia anterior, para que sean los estudiantes quienes las desarrollen de
manera mas independiente.

Respuesta experta

La tabla 18 muestra la respuesta experta de las preguntas y acciones de la
segunda clase, de acuerdo a las distintas etapas del proceso de modelizacién
matematica.

Tabla 18: Respuesta experta de la segunda clase.
Fases Respuesta experta
FP ¢Por qué Carlitos tiene razén en afirmar que ese no es el modelo
correcto? Explica.
— Porque cada afio el valor del 10% es diferente, pues depende del que
tenga el afio anterior, y segun el modelo propuesto en la situacion,
transcurridos diez afos el furgdn valdria $0, lo cual es imposible.

SM ¢ En cuanto estaba tasado el furgdn los afios 2015, 2016 y 20177
R: En 2015, estaba tasado en $18.000.000; en 2016, en $16.200.000; y
en 2017, en $14.580.000.

MT/ASM ¢ Cual es el modelo que debe considerar don Carlos?
R: La tasacion fiscal del vehiculo (T) al enésimo afio transcurrido desde
la compra (n) se modela segun la funcion T (n) = 20.000.000 - (9/10)™.

IE Comparar los valores obtenidos de evaluar el modelo presentado en la
situacion con el generado en la clase, durante un periodo de diez afios
desde la compra del furgon.

(valores del modelo

de la situacion):

Afios Valor
V] $20.000.000
1 $18.000.000
2 $16.000.000 (valores del modelo
3 [ $14.000.000 | generado):
4 $12.000.000 4 $13.122.000
5 $10.000.000 5 $11.809.800
6 $8.000.000 6 $10.628.820

$6.000.000 7 $0.565.938

8 $4.000.000 8 $£8.609 344
9 $2.000.000 9 $7.748.410
10 S0 10 $6.973.569

Determinar para qué valores de n en afios se hace vélido el modelo.

R: El modelo es vélido desde los 0 a los 10 afios, de acuerdo a la
situacion.

Restringir el dominio del modelo matemaético.

R: DomT:{n € N|0 <n < 10}.
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Posibles estrategias

Al igual que en el andlisis de posibles estrategias de la clase anterior, son
consideradas las fases MT/ASM, por ser las conducentes a la obtencién del modelo
matematico por parte de los estudiantes. La tabla 19, muestra las posibles estrategias
de la segunda clase de la secuencia didactica.

Tabla 19: Posibles estrategias de la segunda clase.

Estrategias Ejemplificacion
Descomposicién de la tabla de ap 20.000.000
valores, calculando diferencias a; 20.000.000 — 2.000.000
con respecto al valor del afio a, 18.000.000 — 1.800.000
anterior. a; 16.200.000 — 1.620.000

Esta estrategia no permite obtener
una respuesta, pero es
conducente a la siguiente.

Descomposicion de la tabla de a, 20.000.000
valores aplicando la devaluacion 1 9
del 10% con respeto al valor del @i 77, (ao) 10 (ao)
afo anterior. 1 9 92

& a-5@ @) (5) @
Dicha descomposicion permite 110 190 190 5
obtener la expresion algebraica G s — —(a  (a (_) a
del modelo, de la forma oo 10 (@) 10( 2) \10 (o)
20.000.000 - (9/10)™. 9\"

1 9
an tns— 5@ T5land) (35) (@)
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Utilizacion de la invariante de la
funcion exponencial para hallar el
valor de la base.

x; = 1, entonces:

Siy, = 18.000.000, y, = 20.000.000, x, = 2,

18.000.000 ( 9 )2‘1 ( 9 )
- = — = (—

Y2 _ pro-m 20.000.000 ~ \10 10

1 Si y; = 16.200.000, y; = 20.000.000, x5 = 3,

x; = 1, entonces:

16.200.000 81

20.000.000 100

- ()~ (%)

3—-1 2

Dificultades y errores

Para esta clase de la secuencia didactica, se consideran las dificultades y errores
durante las fases FP, MT/ASM, IE y VL, con sus respectivas devoluciones por parte
del docente, presentadas en la tabla 20. No se consideran dificultades y/o errores en
la fase SM, pues sélo implica un céalculo algoritmico.

Tabla 20: Dificultades y errores de la segunda clase,

Fases Dificultades

Errores

Devoluciones

FP

MT/
ASM

Considerar el modelo
lineal presentado en la
situacién como el
valido para la actividad

Para considerar otras
funciones que no sean
lineales

Representar la
depreciacion sdlo como
un porcentaje y no
como una fraccion.

Para representar un
porcentaje como
fraccion?.

Incluir en el modelo el
10% de depreciacion
anual como base de la

otencia (£ 0 i) no
P 100 10"’ y

el 90% (2 0 i) en que
100 10

gueda tasado el

vehiculo.

Para comprender la
utilidad del porcentaje
de depreciacion anual.

¢ Es la depreciaciéon de
$2.000.000 que plantea
el modelo una
constante valida para
todos los afos?, de
acuerdo al modelo
¢,qué sucederia a los
diez afios de comprado
el vehiculo?

Si el porcentaje es una
razon, ¢entre qué
valores se forma dicha
razon?

De acuerdo a la
situacion, ¢ qué
representa el 10%? Si
se descuenta el 10%,
¢,Ccon qué porcentaje
gueda tasado el
vehiculo al afio
siguiente?

20 En Abrate et al (2006) se plantea la dificultad para reconocer que, en este caso, 0,9, 90/100, 9/10,
90%, etc., “son distintas representaciones de un mismo namero y que ninguna de ellas es mejor que las
otras en términos genéricos” (p. 110).
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Para identificar los
valores que
representan datos en la
situacion.

IE Para restringir el
dominio de la funcién-
modelo.

VL Para comprender la
restriccion del dominio
en la gréfica.

Considerar los afios en
forma de fechas (2014,
2015, 2016...) como

variable independiente.

Considerar un dominio
de la funcion de la
forma Dom f: R, sin
restriccion en los
valores.

Graficar la funcién-
modelo como una
curva decreciente
continua?!.

De acuerdo a la
situacion, ¢ cuales son
las variables
involucradas? ¢son las
fechas una variable
valida?

Si el valor de la
tasacion fiscal cambia
cada un afo, ¢como es
posible el
decrecimiento durante
el afio?, ¢ estamos ante
una situacion de
caracter continuo en el
sistema de los
numeros reales?

Respecto al dominio
gue se ha restringido,
¢,como se relaciona
este con la grafica?

Plan de clase 3: «El Dispositivo Artistico de Nora»

En este apartado, se presenta la tercera clase?? y final de la secuencia didactica
disefiada, comenzando por la descripcion de sus tres momentos, para continuar con
los respectivos andlisis aprioristicos.

Momento de inicio

Se comienza la clase presentando el objetivo declarado a los estudiantes:
resolver un problema de caracter geométrico. Como esta es la tercera clase de
modelacién con los estudiantes, se recuerdan los momentos principales de las
sesiones anteriores. Los estudiantes se deben organizar en grupos de tres a cinco
integrantes cada uno, a los cuales se les entrega la actividad «El Dispositivo Artistico
de Nora» en forma escrita, ademas de proyectarla en la pizarra frente al curso. Se
realiza una lectura en conjunto de la misma y se presenta la pregunta: ¢cual es la
funcién que modela la cantidad de lados que tendra el copo de nieve?

Se explica a los estudiantes que, en el proceso de modelizacion matematica, no
siempre se cuenta con los datos, y que, en tal caso, el matematico debe obtenerlos de

21 Al respecto, Bagni (2004) sefiala que las funciones se suelen expresar a menudo en la gréfica
cartesiana continua, lo que puede llevar erroneamente a los estudiantes a considerar la continuidad
como una caracteristica inherente y comudn a todos los tipos de funciones.

22 Para ver la planificacion de la clase, véase Anexo 5: Plan de Clase N° 3 — «EI Dispositivo Artistico de
Nora».
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acuerdo a la informacién con la que cuente sobre la situacion a modelizar. Es por ello
gue, para realizar esta clase, se les entregan cartulinas a los grupos de estudiantes,
con la finalidad de que construyan el modelo fisico (copo de nieve) utilizando regla,
compas y lapices. Como esta clase de modelacion es totalmente independiente para
los estudiantes, ellos deberan ser capaces de obtener los datos necesarios para
resolver el problema planteado, y asi poder generar y validar un modelo matematico
acorde. La fase de inicio es netamente instruccional, y tiene una duracién aproximada
no mayor a 10 minutos.

Momento de desarrollo

Los alumnos continlan organizados en sus respectivos grupos, construyendo la
figura del problema para obtener los datos necesarios para continuar con el proceso
de modelizacion. El profesor supervisa que todos los grupos se encuentren trabajando,
y realiza las respectivas devoluciones cuando los estudiantes manifiesten
determinadas dificultades o errores durante el proceso (véase el apartado ‘Dificultades
y errores’).

Una vez que los estudiantes hayan obtenido la funcion que modela el problema
(f(n) = 3-4™), se procede a realizar una puesta en comun para exponer los modelos
fisicos (copos de nieve) construidos, donde un representante de cada grupo debe
explicar brevemente frente al curso cdmo obtuvieron sus modelos (de ser necesario,
se contrastan las respuestas en el caso de ser dispares). En esta fase (IE) se restringe
el dominio de la funcion-modelo de acuerdo a un determinado nimero de iteraciones,
ademas de ya haber interpretado y evaluado los modelos generados. EIl momento de
desarrollo tiene una duracion aproximada no mayor a 60 minutos.

Momento de cierre

Para finalizar, se sucede la fase VL, en la que se pide a los estudiantes que
grafiqguen el modelo en la aplicacién Desmos® de sus teléfonos (si no cuentan con
ello, lo pueden hacer de igual forma en sus cuadernos), ademas de presentarlo
proyectado en la pizarra. Una vez graficado, se hace una ultima puesta en comdn con
respecto al comportamiento de los modelos exponenciales cuando el valor de la
variable es muy grande o muy pequeiio, tanto en los casos de crecimiento como de
decrecimiento. Ademas, se abordara el tema de la utilidad de este tipo de modelos en
determinadas situaciones, como el crecimiento de poblaciones o células, interés
compuesto, desintegracion radiactiva, devaluaciones, entre otros casos. La clase
concluye con la presentacién de algunas imagenes de la curva de Koch y de fractales
en la naturaleza. El momento de cierre tiene una duracion aproximada no mayor a 20
minutos.

Matematica en juego
Para el desarrollo de esta clase, se ponen en juego los siguientes elementos
matematicos:

» Potencia de base natural con exponente variable.
» Potenciacion como una multiplicacion iterada.
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» Dominio y recorrido de una funcién exponencial.
» Construccion de tridngulos (fractales).

> Invariante de la funcion exponencial (% = bxz—xl).
1

» Comportamiento de modelos exponenciales cuando x — +o0, x — 0, tanto para
casos de crecimiento como de decrecimiento.

Descripcion de la actividad

Se disefid un problema basado en la construccion de un fractal, en el que se
busca desarrollar la modelizacibn matematica como una herramienta para la
resolucion de problemas, elaborando el objeto a modelizar y obteniendo datos de este.

El Dispositivo Artistico de Nora
{a)

Nora es una artista visual a quien se le ha
encargado que decore, con motivos naviderios,
el muro de un museo. Ella ha pensado en un
copo de nieve gigante, el cual dibujara
comenzando por un triangulo invertido, y
levantando un pequefio tridngulo en cada punto | b
medio de los lados de esta figura con cada
iteracion, como se muestra en la imagen de uno
de sus bocetos:

¢Cual es la funcion que modela la cantidad
de lados que tendréa el copo de nieve? {c)

Figura 17: Actividad de clase «EI Dispositivo Artistico de Norax».
Fuente: elaboracion propia.

A diferencia de las clases anteriores, los estudiantes deben construir tanto un
modelo fisico como matematico que permita la resolucién del problema, es decir,
deben dibujar la figura a fin de obtener datos de esta y asi proceder a la fase MT de la
situacion que se les plantea. La pregunta planteada en la actividad es la que permite
el desarrollo de las tres primeras fases del proceso de modelizacion matematica, y
también da respuesta a la situacion-problema en su totalidad. Del mismo modo, la
clase es totalmente independiente para los estudiantes, quienes ya debiesen haber
comprendido las etapas del proceso de modelizacion matematica, derivadas de las
dos experiencias anteriores, y desarrollarlas en forma independiente, aunque
entendiendo que, en esta ocasion, sirve como una herramienta para resolver el
problema propuesto.

Respuesta experta

La tabla 21 muestra la respuesta experta de las preguntas y acciones de la
tercera clase, de acuerdo a las distintas etapas del proceso de modelizacion
matematica.
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Tabla 21: Respuesta experta de la tercera clase.
Fases Respuesta experta
FP ¢, Cual es la funcién que modela la cantidad de lados que tendra el copo
SM de nieve?
MT/ASM R: La funcién que modela la situacion es f(n) = 3 - 4™,

IE Determinar para qué valores de n iteraciones se hace valido el modelo.
R: El modelo sélo es valido desde las 0 a las iteraciones que se estimen
convenientes.

Restringir el dominio del modelo matematico.
R: Dom f:{n e N|0 < n < (n+...)}.

VL Grafica del modelo generado.

Namero de lados

;
|
|
|
|
|
|
\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
4

- Numero de iteraciones

af’

Posibles estrategias

Como en los analisis de las clases anteriores, se presentan a continuacion las
posibles estrategias a seguir por los estudiantes para desarrollar el problema
planteado, en las fases MT/ASM. Cabe destacar que, estas estrategias son llevadas a
cabo una vez que los alumnos ya construyeron el objeto a modelar y extrajeron los
datos del mismo en la fase anterior (SM).
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Tabla 22: Posibles estrategias de la tercera clase.

Estrategias

Ejemplificacion

Formacion de una tabla de valores que
represente las variaciones de numero
de lados con respecto al nimero de
iteraciones de la figura(a, ) realizadas.

Representacion grafica:

Representar como puntos en el plano
cartesiano los valores de ambas
variables y buscar una expresion del
tipo exponencial, debido a la curva
creciente que genera la ubicacién de los
puntos.

Esta estrategia puede ayudar a llevar a
cabo las tres restantes.

Utilizacion de la invariante de la funcién
exponencial para hallar el valor de la
base.
Y2
Y1

— be—xl

Hallar el patrén implicito en la tabla de
valores para obtener una expresion para
el nimero de lados a la enésima
iteracion.

a, 3

a; 12 4(ay)

a, 48 4(ay) 16(ay)
as; 192 4(a,) 64(a,)
a, 768 4(a3) 256(ay,)
an 4(an-1) 4"(ao)

Esta descomposicion permite obtener la
expresion algebraica del modelo, de la
forma 3 - 4™.

Nimero da lados.

e —

- Nirmero de iteracionas
v

Siy2=12,y1=3,x2 :2,x1:1,
entonces:

12
?= (4)2_1 =4
Siy3:48,y1:3,x3 :3,x1:1,

entonces:
48
? =16 > (4)3_1 = 42

A la enésima iteracion habran 3 - 4™
lados.

Dificultades y errores

Para esta clase de la secuencia didactica, se consideran las dificultades y errores
durante las fases SM y MT/ASM, que son desarrolladas de forma independiente por
parte de los grupos de estudiantes; y en las fases IE y VL, realizadas como parte de
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una puesta en comun con el grupo curso. No se consideran dificultades y/o errores en
la fase FP, pues es un paso que soélo implica la comprension del problema planteado.

Fases Dificultades Errores Devoluciones
SM Para construir el objeto  Construir los triangulos  Releer el enunciado de
a modelar. en so6lo un lado de la la situacion-problema,
figura inicial con cada  ¢desde donde
iteracion. emergen los triangulos

en cada iteracion?

Para obtener datos del a) Considerar la ¢Los lados de la
objeto modelado medida de los lados de iteracion anterior
(contar el nimero de la iteracion anterior forman parte del
lados). como parte del perimetro?, ¢, cuantos
perimetro. lados de la figura
5/ \ g forman parte sélo del
14 2 perimetro?

N total de lados: 15

b) Considerar que en Releer el enunciado de
cada iteracion emergen la situacion-problema,
los triangulos desde un ¢ desde donde

solo lado de la figura,y emergen los triangulos
no desde todos en cada iteracion?,
simultaneamente. Jcuantos lados de la
figura forman parte
sé6lo del perimetro?
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MT/
ASM

VL

Para identificar las
variables involucradas
en la situacion.

Para restringir el
dominio de la funcién-
modelo.

Para comprender la
restriccion del dominio
en la gréfica.

Construye
errbneamente una
relacion (invierte el
orden de las variables
0 no establece una
relacion entre estas).

Considerar un dominio
de la funcion de la
forma Dom f: R, sin
restriccion en los
valores.

Graficar la funcién-
modelo como una
curva creciente
continua.

De acuerdo ala
construccion del
modelo fisico, ¢ cuales
son los elementos que
variaron?, ¢ existe
alguna relacion entre
estos?, ¢,como es
dicha relacion?

¢Es vélido este modelo
para valores negativos
de iteraciones?, ¢y
para valores no-
enteros?, ¢ estamos
ante una situacion de
caracter continuo en el
sistema de los
nameros reales?

Respecto al dominio
gue se ha restringido,
¢,cOmo se relaciona
este con la gréfica?
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CAPITULO V:
CONCLUSIONES

En este capitulo se presentan las conclusiones del estudio, comenzando por la
revision de los objetivos y preguntas de investigacion; luego, se abordaran las
limitaciones del trabajo realizado; para finalizar con las proyecciones y aportaciones
del estudio.

Sobre los objetivos y preguntas de investigacion

El objetivo general propuesto para este estudio era el de proponer una
secuencia didactica para el aprendizaje de la modelacion con el objeto
matematico funcidon exponencial para estudiantes de segundo afio medio (15 a
16 afos). Para su concrecién, se formularon tres objetivos especificos, abordando las
conclusiones con base en estos, y dando respuesta a las preguntas de investigacion
con los que se encuentran asociados.

Sobre el objetivo especifico 1

El OE 1 era diseflar una secuencia didactica de tres clases sobre la
modelacion con el objeto mateméatico funcidon exponencial para estudiantes de
segundo afio medio (15 a 16 afios). Durante el trabajo con la metodologia del Estudio
de Clases japonés, en la fase formulacion de esta investigacion, se disefid una
secuencia didactica compuesta por tres planes de clase, cada uno en torno a una
situacién-problema, la cual debia ser modelizada utilizando la funcién exponencial. La
importancia de esta metodologia, de acuerdo a Isoda y Olfos (2009), es que permite a
los docentes la mejora en sus capacidades de ensefianza, para poder generar un
impacto positivo en el aprendizaje de los estudiantes, en la praxis profesional docente
y la calidad de ensefanza.

Para concatenar la metodologia del Estudio de Clases con el disefio de la
secuencia didactica, es que cada sesion debia ser desafiante y atractiva para los
estudiantes, con una situacion contextualizada, que tampoco fuese ajena a la realidad
de los sujetos a los que iba dirigida la propuesta, sin cometer complicaciones en los
efectos del contrato didactico (Brousseau, 2007) que provocasen de cada actividad un
simple ejercicio. Sin embargo, como dicho trabajo demandd bastante tiempo, tanto
durante el analisis sobre el trabajo como en la constante mejora de los planes de clase
disefiados, es que se demostrd, coincidiendo con Aparisi y Pochulu (2013), en que la
busqueda y elecciéon de problemas adecuados, tanto a las tendencias actuales y
directrices del curriculo, como a un determinado enfoque didactico, termina siendo un
gran desafio para los profesores.

El disefio de las clases que conforman la secuencia, también estuvo en directa
relacion con el modelo didactico-cognitivo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen (Blomhgj y
Hgjgaard-Jensen, 2003; Blomhgj, 2008), pues su estructura, como se ha declarado
anteriormente, se encuentra ligada a las fases del proceso de modelizacién
matematica.
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El logro de este objetivo se manifesto en el disefio de la secuencia didactica con
sus respectivas clases, y el cual se materializ6é en la posterior implementacién de una
de estas.

Sobre el objetivo especifico 2

El OE 2 eraimplementar una clase de la secuencia didactica. La tercera fase
de este estudio, concerniente a la implementacion, se materializ6 en tres
intervenciones de la primera clase de la secuencia disefiada, las que a su vez
permitieron la constante mejora del plan propuesto inicialmente. Como se declar6 con
anterioridad, al término de cada intervencion se realiz6 una reflexion sobre los
resultados, analizando el registro audiovisual y realizando adecuaciones y mejoras
para la siguiente implementacion, en consonancia con el ciclo de la metodologia del
Estudio de Clase japonés (Isoda y Olfos, 2009).

Las dificultades y errores que evidenciaron los estudiantes durante las distintas
intervenciones, fueron causal de atencidon a ciertos momentos de la clase, por lo que
representaron significativos aportes para la mejora en las devoluciones del docente, la
reestructuracion de los tiempos, y ayudaron a la prediccion de las complicaciones que
se podian suceder en cada sesion. Es por ello que, con cada intervencion realizada,
el plan de clase se iba perfeccionando con respecto al de la anterior implementacion,
ademas de posibilitar la recoleccion de informacion sobre los resultados obtenidos de
cada una.

Los dos primeros objetivos permitieron dar respuesta a la primera pregunta de
investigacion planteada: ¢qué caracteristicas didacticas debe tener una clase de
modelacion para que los estudiantes sean capaces de alcanzar las etapas del
proceso de modelizacion matematica? Al respecto, el estudio permite vislumbrar
gue una de las caracteristicas es que la clase permita el balance entre una minima
intervencidon directa del profesor y una maxima independencia por parte de los
estudiantes para desarrollar el ciclo de modelizacion matematica, ello sustentado por
Blum y Borromeo-Ferri (2009). También, el problema planteado debe ser desafiante
para los estudiantes, pero no imposible de resolver, donde las preguntas del profesor
permitan el transito de los alumnos a través de las fases propuestas, pero sin guiarlos
en las respuestas (Blum y Borromeo-Ferri, 2009).

Sobre el objetivo especifico 3

El OE 3 era analizar los resultados obtenidos de la implementacion. Una vez
implementado el plan de la primera clase de la secuencia didactica, los resultados
fueron analizados con base en los referentes tedricos escogidos para el estudio. Dicho
analisis permitié clasificar a los grupos de estudiantes en funcién de los logros del
proceso de modelizacion matematica, y de la evidencia de construcciones mentales
en sus producciones escritas.

Cabe destacar que, en este estudio, no se consideré como ‘clase ideal’ a aquella
en la que se lograron desarrollar todas las fases del proceso de modelizacién sin
dificultades o errores, o en el menor tiempo posible, sino que es la que, incluso
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presentando dificultades y errores por parte de los estudiantes, estas son subsanadas
con las devoluciones del profesor y las reflexiones propias del alumnado, para asi
poder lograr completamente las fases de la modelizacion. Bajo este principio es que
se afirma que la tercera clase fue la mas cercana a una ‘clase ideal’ durante la fase de
implementacion, pues en la primera, las dificultades experimentadas fueron mayores
gue las previstas e impidieron al grueso de los grupos desarrollar la actividad, a
excepcion de uno solo que logré superarlas y la completd; por otra parte, en la segunda
implementacion, las dificultades experimentadas fueron minimas, sin necesitar de gran
intervencion por parte del profesor en lo que respecta a devoluciones, desarrollandose
por la mayoria de los grupos en un tiempo mucho menor que el estipulado en el plan
de clase, dejando en evidencia que no representd un mayor desafio para los
estudiantes. La tercera implementacion, sin embargo, evidencio un equilibrio entre el
logro de las fases y la superacion de las dificultades y errores.

Desde el plano de la Teoria APOE (Dubinsky, 1991), sélo un grupo de sujetos
informantes logro evidenciar construcciones mentales en sus producciones escritas.
Si bien el proceso ‘invariante de la funcién exponencial’ fue considerado para este
estudio como una herramienta que facilita la obtencion de la funcion que modela la
situacién-problema planteada, el logro de la actividad estuvo exenta de la necesidad
de su hallazgo para dar respuesta a la misma. Esto sugiere que, a fin de proyectar este
estudio, se debe enfatizar aiun méas en la articulacion de los referentes tedricos
considerados para que sean mas evidentes las construcciones mentales durante el
desarrollo del proceso de modelizacion matemaética.

Este objetivo permitié dar respuesta a la segunda pregunta de investigacion
planteada: ¢como aporta el proceso de modelizacién matematica al aprendizaje
del objeto funcion exponencial? La evidencia recopilada de las intervenciones
implementadas, sugiere que, en una clase de modelacion se articulan una serie de
objetos matematicos y habilidades con las que cuentan los estudiantes, por lo que
dicha mixtura de elementos evidencid, en parte, sélo la reafirmacién de aprendizajes
en los alumnos, mas que el logro de nuevos conocimientos. Es por ello que seria
necesario un estudio de mayor envergadura para responder a cabalidad esta pregunta.

Reflexion sobre los objetivos

Este estudio provocO reflexiones y cuestionamientos sobre el tema de la
modelacidon como estrategia y la modelizacion matematica como proceso. Por una
parte, tanto la implementacibn como el analisis de los resultados obtenidos de la
misma, sugirid una mirada de la modelizacibn no como un objeto matematico, sino
mas bien, como un proceso que requiere de la articulacién de distintos elementos,
tanto en lo que respecta a las habilidades y contenidos matematicos previos, como en
el factor empirico en los sujetos que la desarrollan. Por otra parte, con base en la
informacion recopilada en los establecimientos, surgio el cuestionamiento de porqué
parece existir alin una reticencia a implementar la estrategia de modelacion en el aula
como practica regular por parte de algunos docentes, incluso cuando el curriculo
nacional vigente lo promueve en sus directrices, ademas de existir estudios desde
hace mas de 30 afos en esta materia, como se documenta en Blum et al. (2003).
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A la luz de ello, este estudio sugirid una cierta discordancia entre lo que plantea
el curriculo y los tiempos disponibles para desarrollar la modelacion como estrategia,
pues se evidencio, durante la fase de disefio del Estudio de Clases, que es bastante
el tiempo que demanda este trabajo. Pueda que ello sea una de las causales de que
dicha préactica no sea habitual para todos los establecimientos. Del mismo modo, en
los textos de estudio analizados, se evidencio la carencia del desarrollo de la habilidad
de modelar, limitandose, en determinados casos, a evaluar numeéricamente un modelo
prestablecido, o a representar una situacion en el lenguaje algebraico, sin evidenciar
la presencia de un proceso formal, desde la generacion hasta la validacion de un
modelo. Si bien el curriculo define la habilidad de modelar, parece contraproducente
lo que presentaron los textos de estudio analizados con respecto a ello, incluso en el
distribuido por el mismo Ministerio de Educacién. ¢ Sera necesaria, por lo tanto, una
reformulacion del tratamiento de la modelacion como estrategia de ensefianza en los
textos de estudio? ¢COmo se puede entregar a los profesores las herramientas
necesarias para que hagan de la estrategia de modelacion una praxis habitual en sus
clases? Si bien las actividades disefladas para esta propuesta pueda que no se
encuentren netamente enmarcados dentro de la modelacién como estrategia, pero si
utilizan la modelizacién como proceso, las interrogantes recién planteadas son parte
de las que se pretenden abordar en estudios de mayor envergadura que emerjan de
este.

Limitaciones del estudio

Una de las mayores limitantes de este estudio es que la modelacion como
estrategia de ensefianza demanda mas tiempo que el habitual, evidenciado desde el
disefio de la secuencia didactica hasta la misma implementacion y analisis de los
resultados. En consonancia con Blum y Borromeo-Ferri (2009), la modelacion requiere
de una preparacion, por parte de los profesores, en lo que respecta al manejo de esta
estrategia en el aula, pues es una competencia que “tiene que ser construida en
procesos de aprendizaje a largo plazo (a través de los afos)” (p. 56). Por otra parte, el
disefio de la clase implementada, contemplaba como conducta de entrada el objeto
funcién exponencial, situacién que coloco en desventaja a los estudiantes de la
primera intervencion, que fueron quienes mas dificultades y errores evidenciaron;
contrario a lo sucedido con las otras dos sesiones donde si se habia ensefiado dicho
contenido.

Con respecto al disefio de los planes de clase, una limitante observada durante
la reflexion de este estudio, es que la fase de matematizacion y analisis del sistema
matematico evidencio tender a la algebrizacion de la respuesta esperada, que, si bien
estaba en consonancia con el objetivo que se esperaba desarrollar, sugiere que fue
una limitante con respecto a la importancia del desarrollo de las representaciones
semidticas en el aula que plantea Duval (2004), o con la riqgueza de la modelacion, que
favorece la multiplicidad de respuestas validas para una misma situacion, de acuerdo
a lo planteado por Blum y Borromeo-Ferri (2009). Sin embargo, como una
reformulacion de esta propuesta, se pondra foco en dichas etapas del proceso de
modelizacion matematica, y en los analisis de las respuestas esperadas de los
estudiantes.
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Otra limitante fue que, para evidenciar construcciones mentales, los estudiantes
necesitaban de mayor tiempo para lograrlo, lo que les imposibilitd, en los dos casos
mencionados (G4b y G4c), el poder completar el proceso de modelizacion matematica
a la par del resto de grupos que lo lograron, ya sea parcial o totalmente. Ello sugiere
que, en una proxima reformulacion del plan de clase, los estimulos previstos para
activar las acciones, deban adecuarse para que no provoquen pérdidas de tiempo o
desfases notorios en su consecucion, a fin de no afectar el desarrollo de la clase y del
proceso de modelizacién matematica.

Proyecciones y aportaciones del estudio

Durante el desarrollo del presente estudio, se ha ampliado la mirada de la
ensefianza del objeto matematico funcién exponencial, lo que ha provocado, a su vez,
proyectarlo en dos lineas, principalmente. Por una parte, la corriente investigativa,
orientada desde los marcos teoricos de la didactica de la matematica, pues en este
estudio se ha logrado articular el modelo didactico-cognitivo propuesto por Blomhgj y
Hgjgaard-Jensen (Blomhgj y Hgjgaard-Jensen, 2003; Blomhgj, 2008), con la
adaptacion de un fragmento de la DG de la funcién exponencial, propuesta por Vargas,
Gonzélez y Llinares (2011), a fin de fortalecer la comprension y andlisis de las fases
de matematizacion y analisis del sistema matematico, desde la mirada de la Teoria
APOE (Dubinsky, 1991) y que, en futuras investigaciones, se centre el foco en la
construccion de objetos 0 esquemas, y no solo en la de procesos, como evidencio este
estudio. Sin embargo, la primera tarea sera reforzar aun mas la articulacion entre
ambos referentes.

La propuesta didactica generada se considera una innovacion ya que, a la luz de
lo evidenciado en los textos de estudio analizados, sugiere que la modelacion como
estrategia no presenta un proceso detallado que se le asocie a su puesta en practica
en el aula, y es en ese aspecto en el que busca aportar esta secuencia didactica,
sirviendo de herramienta para los docentes que se interesen en implementarla como
forma de reforzar aprendizajes, en este caso, con respecto a la funcion exponencial.

Por otra parte, se tiene una proyeccion desde la practica, dirigida hacia el disefio
e implementacion de propuestas didacticas que articulen a la funcion exponencial con
la logaritmica, y de otras experiencias de aula que involucren distintos tipos de
funciones, y en lo posible, con otros objetos matematicos. Ello espera ir en directa
relacion con respecto a las aportaciones de este estudio, pues se espera que
contribuya en parte a que la estrategia de modelacion y el proceso de modelizacion
matematica, sean elementos que formen parte de la praxis habitual en la ensefianza
de la asignatura, representando —esta propuesta— una herramienta para los profesores
gue deseen desarrollar esta habilidad de modelar situaciones en sus estudiantes.
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Exponencial en Blanco et al.
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Figura 18: Introduccién al concepto de funcién exponencial en el primer texto de estudio analizado.

Fuente: extraido desde Blanco et al. (2009, pp. 178-179).
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Figura 20: Introduccién al concepto de funcién exponencial en el segundo texto de estudio analizado.

Fuente: extraido desde Mufioz et al. (2013, pp. 206-207).
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Figura 21: Ejercicios con funcién exponencial en el segundo texto de estudio analizado.

Fuente: extraido desde Mufioz et al. (2013, pp. 216-217).
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Anexo 3: Plan de Clase N° 1 — «E| Caso del Buzo»

PLANIFICACION DE CLASE 1

—AE 7: Modelar y aplicar la
funcion exponencial [...] en
la resoluciéon de problemas

[...].

Asignatura: Matem’éticas | Nivel: Segundo Afio Medio | Semestre: Il
Unidad didactica: Algebra — Funcidon Exponencial Horas: 2 (pedagdgicas)
Objetivo(s) de aprendizaje: | Habilidad(es): Actitud(es):

— Modelar situaciones
diversas a traves de la
funcion exponencial.

— Representar graficamente
la funcién exponencial.

— La perseverancia, el rigor,
la flexibilidad y la
originalidad al resolver
problemas matematicos

Conocimientos previos:

— Funcion.

— Dominio y recorrido.

— Expresiones algebraicas.

Objetivo de la clase:
— Modelar una situacion de
decrecimiento exponencial.

Contenido(s):
— Funcién exponencial y

Recursos de aprendizaje:
— Actividad escrita “El
Caso del Buzo™.

— Proyector.

— Teléfono con aplicacion
Desmos® instalada.

representacion gréafica.

El Caso del Buzo

Un problema importante en oceanografia es
establecer la cantidad de luz que puede
atravesar en distintas profundidades del mar.
Segln la Ley de Beer-Lambert, existe un
modelo para este fendmeno, en el que estan
presentes la cantidad de luz que llega a una
cierta profundidad en metros y el flujo
luminoso emitido desde un foco de luz en la
superficie.

En un experimento llevado a cabo en la costa
vifiamarina, un buzo registré el flujo luminoso
conforme se sumergia a ciertos metros de
profundidad del nivel del mar, utilizando un
sensor que arrojo los siguientes resultados:

Profundidad en m | Flujo luminoso en Im | ;Qué observas de la tabla?

0 20 Escribe dos ideas:
1 10
2 5
3 2,5
4 1,25
5 0,625

Im = limenes

Estudio de la Modelacién con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen
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Actividad

Profesor

Estudiantes

INICIO (15 MINUTOS)

Presentar el siguiente objetivo de clase
a los estudiantes:

Modelar una situacion del mundo
real

Pregunta a los
estudiantes: ¢qué es (0
qué entienden) por un
modelo matematico?

Explican qué es (o
entienden por) un
modelo matematico.

Se puede definir un
modelo matemético
€OMO una expresion que
representa una situacion
para asi estudiarla.

*puede que hayan
olvidado (o no sepan) lo
que es un modelo

:5atemético*
@ucié

Proyectar en la pizarra un video
introductorio sobre la profundidad del
mar, como motivacion de la clase

Pide que tomen atencion
alvideoyala
informacion que aporta.

Pregunta al curso sobre
los elementos del video
que les hayan llamado
mas la atencion.

Comentan sobre el
video y los elementos
que llamaron su
atencion.

Fase 1: FORMULACION DEL PROBLEMA

Presentar la situacion de la clase:
El Caso del Buzo

(Los estudiantes se organizan en grupos de 3a 5
integrantes cada uno, a los cuales se les entrega
esta situacion en forma escrita, ademas, de
proyectarse en la pizarra frente al curso)

Un problema importante en oceanografia es
establecer la cantidad de luz que puede atravesar
en distintas profundidades del mar. Segun la Ley
de Beer-Lambert, existe un modelo para este
fendmeno, en el que estan presentes la cantidad
de luz que llega a una cierta profundidad en
metros y el flujo luminoso emitido desde un foco
de luz en la superficie.

En un experimento llevado a cabo en la costa
vifiamarina, un buzo registrd el flujo luminoso
conforme se sumergia a ciertos metros de
profundidad del nivel del mar, utilizando un
sensor que arrojo los siguientes resultados:

Profundidad en m | Flujo luminoso en Im
20
10
5
2,5
1,25
0,625

Ol B (WNFO

Im=lumen

¢ Qué observas de la tabla? Escribe dos ideas

Dirige la pregunta al
curso, y pide a los
estudiantes que anoten
las respuestas en la hoja
entregada.

¢Por qué es inversamentefl
proporcional? Devolucié/
*Aprovechar la instancia
para aclarar que no
siempre que una variable
aumente y la otra
disminuya se hablara de
proporcionalidad inversa,
pues debe existir una
constante de
proporcionalidad entre el
producto de las variables.

Se realiza una puesta en
comun con las
respuestas de los
estudiantes, anotando
las observaciones en la
pizarra.

Posibles respuestas:

— A medida que la
profundidad aumenta, el
flujo luminoso
disminuye.

»— Son inversamente
proporcionales.
— Con cada metro, el
flujo luminoso
disminuye a la mitad.
— Es/existe una (relacién
de) funcion.

segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen
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DESARROLLO (60 MINUTOS)

Fase 2: SISTEMATIZACION

Formular una conjetura al respecto

De las ideas presentadas
por los grupos, se
elabora en conjunto una
conjetura con respecto a
la situacion.

Respuesta experta
(conjetura):

“Con cada metro de
profundidad, el flujo
luminoso disminuye a la
mitad de su valor
anterior”

(Los estudiantes contindan organizados en sus
respectivos grupos, a cada uno de los cuales se
les entrega una hoja en blanco donde deberan
responder las siguientes preguntas, que también
estardn proyectadas en la pizarra, y deberan
registrar sus procedimientos, aunque les esta
permitido utilizar la calculadora)

Presentar la segunda
parte de la clase, en la
que se generard el
modelo matemaético para
esta situacion.

Responder las siguientes preguntas:

— ¢,Cuanto sera el flujo luminoso a los
6 metros de profundidad?
- ¢Y alos 20 metros?

Supervisa que todos los
grupos se encuentren
trabajando en la
situacion, y que
respondan las preguntas.

Respuesta experta
(preguntas 1y 2):

— A los 6 metros el flujo
luminoso sera de 0,3125
Im.

— Alos 20 metros el
flujo luminoso sera
(aprox.) de
0,000019073486 Im.

Fase 3: MATEMATIZACION

Continuar con las siguientes preguntas:

- ¢Y alos n metros de profundidad?
— ¢Cbmo modelarias
matematicamente esta situacion?

Supervisa que todos los
grupos se encuentren
trabajando en la
situacion, y que
respondan las preguntas.

Las fases 3y 4 se
desarrollan
simultaneamente por
parte de los estudiantes,

Respuesta experta
(preguntas 3y 4)
— A los n metros el flujo
luminoso sera de 20 -
(i)n Im, 0 22 Im

2 TTogn T
— El modelo matematico
para esta situacion es

F(n) =20- (%)n 0

de acuerdo a los fn) =2
, modelos que generen. | 2"
Fase 4: ANALISIS DEL SISTEMA MATEMATICO

Descomponer la tabla con los valores
conocidos:

a, 20
20 1

a, > 2 (ao)
10 1

a - 5 (@)
5 1

as 2 2 (az)
2,5 1

a —  (as)
- L

an nZ E (an—l)

(pregunta voluntaria a
los estudiantes: ;cémo
es la relacion del
comportamiento entre
las variables?)

En el caso que los
estudiantes presenten
dificultades o no logren
la fase de
matematizacion, se debe
analizar el sistema
matematico a través de
la descomposicion de
los valores (a,,) de la
tabla para vislumbrar la

regularidad

Pueda que un estudiante
aplique la relacion:

& = p¥2=*1

N
para hallar la
regularidad y generar un
modelo matematico.

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen
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Fase 5: INTERPRETACION/EVALUACION

Realizar una puesta en comun con las
respuestas de los estudiantes.

Interpretar los modelos matematicos
generados y evaluarlos con los valores
conocidos de profundidad en metros y
flujo luminoso.

Felicita a los estudiantes
por haber desarrollado
este proceso,
destacandolos por haber
hecho un trabajo muy
similar al de los
matematicos

Se contrastan las
respuestas en el caso de
ser muy dispares.

Un representante de
cada grupo responde las
preguntas en el pizarron,
en el espacio designado
para su grupo.

Explican cémo
obtuvieron sus modelos
matematicos frente a los
demas estudiantes.

Restringir el dominio del modelo
generado

Formula preguntas que
guien a los estudiantes a
restringir el dominio del
modelo:

¢Para qué valores de n
metros se hace valido el
modelo?

¢Sirve para valores no
enteros? (reflexionar
sobre la continuidad)
¢Hasta cuantos metros
bajo el nivel del mar
tiene sentido este
modelo?

¢ Servira este modelo
sobre el nivel del mar, o
para valores negativos
de n?

Respuesta experta
(dominio del modelo):
— El modelo s6lo es
valido hasta los 1000
metros de profundidad,
y no para valores
negativos o sobre el
nivel del mar.

—Dom f:{x € R|0 <
n < 1000}.

Fase 6: VALIDACION

Graficar el modelo generado:

3

Elje-iJrmimoso &n lumenes

CIERRE (15 MINUTOS)

-1 Profurhdidad en metrbs

BT F 6 7 10 17 12 13 14 15 16 7 18 19 20 21 22 23 2425

Pide a los estudiantes
que grafiquen el modelo
generado y validado con
la aplicacion de sus
teléfonos, para luego,

presentarlo en la pizarra.

Ejemplifica la relacion
& = bxz—x1
N1
utilizando los valores
conocidos de la tabla o
grafica.

Grafican el modelo
generado con la
aplicacion Desmos.
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Anexo 4: Descomposicion Genética de la Funcién Exponencial

Descomposicion Genética de la Funcion Exponencial

Acciones

Al:

Calcular diferencias
entre dos valores de la
variable independiente y
los valores
correspondientes de la
variable dependiente

P3:
Coordinar los P1y P2 en
el proceso invariante de
la funcién exponencial:

Procesos

e 4 directamente proporcional al valor

(Vargas, Gonzalezy Llinares, 2011)

A2:
Comparar los cocientes
de dos valores de la
variable dependiente e
independiente
respectivamente

A3:

Evaluar numéricamente
la expresion de funcion
exponencial con una
base dada

P4:
Interiorizar A3 cuando se
realizan iteraciones
correspondientes a
elevar una base fija
cuando varia el
exponente, para

P5:
Coordinacion entre el P3y el P4,
en que la invariante es

Objetos

de la funcion en ese punto, y que
es decreciente para con
corte en (0,1) y asintota al eje x

0:
Encapsular el P5 en el objeto funcion
exponencial y su representacion
con y , Dom y Cod

A4:
Ubicar en el plano
cartesiano puntos
correspondientes a
parejas de coordenadas

P6:
Interiorizar A4 sin
recurrir a realizar

acciones de A3

P7:
Coordinar entre el P4 y
el P5, en el proceso
funcién exponencial

que tiene como asintota al eje x, es una
funcion creciente para y decreciente
para , CON una raiz para y
directamente proporcional con la invariante.

Generalizacion del O por diversas transformaciones, relacionando los diferentes parametros de
la representacion analitica con sus efectos en la representacion grafica; utilizacion de la funcion
exponencial en diferentes contextos.

Figura 22: Descomposicion genética de la funcién exponencial.
Fuente: adaptado y modificado desde Vargas, Gonzéalez y Llinares (2011).
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Anexo 5: Plan de Clase N° 2 — «El Furgén de Don Carlos»

PLANIFICACION DE CLASE 2

Asignatura: Matematicas | Nivel: Segundo Afio Medio | Semestre: I

Unidad didactica: Algebra — Funcion Exponencial Horas: 2 (pedagogicas)

Objetivo(s) de aprendizaje: | Habilidad(es): Actitud(es):

—AE 7: Modelar y aplicar la | — Modelar situaciones — La perseverancia, el rigor,

funcion exponencial [...] en | diversas a través de la la flexibilidad y la

la resolucion de problemas | funcidn exponencial. originalidad al resolver

[...] — Representar graficamente | problemas matematicos
la funcion exponencial.

Conocimientos previos: Objetivo de la clase: Recursos de aprendizaje:

— Funcion. — Evaluar la pertinencia de | — Actividad escrita “El

— Dominio. un modelo lineal en una Furgdn de Don Carlos”.

— Recorrido. situacion de decrecimiento | — Proyector.

— Expresiones algebraicas. | exponencial. — Teléfono con aplicacion

Contenido(s): Desmos® instalada.

— Funcién exponencial y

representacion grafica.

El Furgdn de Don Carlos

Don Carlos es un contratista y duefio de
Transportes CACH, una empresa dedicada
al traslado de los trabajadores de una
compafiia minera, para lo cual dispone de
furgones de pasajeros. Su ultima
adquisicion fue un furgon para 12 pasajeros,
comprado en 2014, con un valor comercial
de $20.000.000.

En marzo de 2015, don Carlos revisé la base de datos del Servicio de Impuestos Internos,
y fue entonces que notd que la tasa de devaluacion para la tasacion fiscal de vehiculos
livianos era de un 10% del valor de cada afio.

Tras una serie de procedimientos, determin6 que se podia conocer el valor de la tasacion
fiscal del vehiculo (T) al enésimo afio transcurrido desde la compra (n) segun el siguiente
modelo:

T(n) = 20.000.000 — 2.000.000n

Para ello, se basé en la conjetura de que el 10% del precio inicial son los $2.000.000, valor
con el que se va devaluando el furgén cada afio. Sin embargo, su hijo Carlitos, le plante6
que ese modelo no podia ser correcto, pues la devaluacion no es constante todos los afios.

¢Por qué Carlitos tiene razén en afirmar que ese no es el modelo correcto? Explica
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Actividad

MATEMATICAS
Profesor Estudiantes

INICIO (15 MINUTOS)

Presentar el siguiente objetivo de clase a
los estudiantes:

Evaluar la pertinencia de un modelo
matematico

Recordar los
momentos principales
de la anterior clase de
modelacién.

Fase 1: FORMULACI

ON DEL PROBLEMA

Presentar la situacion de la clase:
El Furgon de Don Carlos

(Los estudiantes se organizan en grupos de 3a 5
integrantes cada uno, a los cuales se les entrega
esta situacion en forma escrita, ademas, de
proyectarse en la pizarra frente al curso)

Don Carlos es un contratista y duefio de
Transportes CACH, una empresa dedicada al
traslado de los trabajadores de una compafiia
minera, para lo cual dispone de furgones de
pasajeros. Su Ultima adquisicion fue un furgén
para 12 pasajeros, comprado en 2014, con un
valor comercial de $20.000.000.

En marzo de 2015, don Carlos revisé la base de
datos del Servicio de Impuestos Internos, y fue
entonces que notd que la tasa de devaluacion para
la tasacion fiscal de vehiculos livianos era de un
10% del valor de cada afio.

Tras una serie de procedimientos, determin6 que
se podia conocer el valor de la tasacidn fiscal del
vehiculo (t) al enésimo afio transcurrido desde la
compra (n) segun el siguiente modelo:

T(n) = 20.000.000 — 2.000.000n

Para ello, se basé en la conjetura de que el 10%
del precio inicial son los $2.000.000, valor con el
que se va devaluando el furgon cada afio. Sin
embargo, su hijo Carlitos, le planted que ese
modelo no podia ser correcto, pues la
devaluacién no es constante todos los afios.

¢Por qué Carlitos tiene razon en afirmar que
ese no es el modelo correcto? Explica

Dirige la pregunta al
curso, y pide a los
estudiantes que anoten
las respuestas en la
hoja entregada.

Posibles respuestas:
— Porque todos los
afios el vehiculo
cambia su valor.

— Porque a los 10 afios
el furgén valdria $0, y
€s0 Nno es posible.

— Porque cada afio el
valor del 10% es
diferente.

Se realiza una puesta
en comun con las
respuestas de los
estudiantes, anotando
las observaciones en la
pizarra.

Se espera que esta
clase de modelacion
sea menos guiada que
la anterior, en cuanto a
la sucesién de las
etapas del proceso de
modelizacién
matematica. Para ello,
las tres preguntas
planteadas como parte
de la actividad seran
las que guien a los
estudiantes en el
proceso para generar y
validar un modelo
matematico.
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DESARROLLO (60 MINUTOS)

Fase 2: SISTEMATIZACION

(Los estudiantes contintan organizados en sus
respectivos grupos, a cada uno de los cuales se
les entregan hojas en blanco donde deberan
responder las siguientes preguntas, que también
estardn proyectadas en la pizarra, y deberan
registrar sus procedimientos, aunque les esta
permitido utilizar la calculadora)

Presentar la segunda
parte de la clase, en la
que se generara el
modelo matematico
para esta situacion.

Responder las preguntas:

¢En cuanto estaba tasado el furgon los
afios 2015, 2016 y 201772

Supervisa que todos
los grupos se
encuentren trabajando
en la situacién, y que
respondan las
preguntas.

Se espera que formen
una tabla con las
variables de afios y
valor del vehiculo.

Respuesta experta

(pregunta 2):
Afios Valor
2014 | $20.000.000
2015 | $18.000.000
2016 | $16.200.000
2017 | $14.580.000

Fase 3: MATEMATIZACION

¢ Cual es el modelo que debe
considerar don Carlos?

Supervisa que todos
los grupos se
encuentren trabajando
en la situacién, y que
respondan las
preguntas.

Las fases 3y 4 se
desarrollan
simultaneamente por
parte de los estudiantes
de acuerdo a los
modelos que generen.

Respuesta experta

(pregunta 3):

— El modelo que debe

considerar para esta

situacion es T(n) =
n

20.000.000 - (=)

9
10

Fase 4: ANALISIS DEL S

ISTEMA MATEMATICO

La descomposicion de la tabla deberia
ser de las siguientes formas:

ap 20.000.000

a; 20.000.000 — 2.000.000
a, 18.000.000— 1.800.000
az; 16.200.000 — 1.620.000

ap 20.000.000

9

a; ag—2.000.000 E(ao)
9

a, a;— 1.800.000 E(al)
9

as; a, —1.620.000 E(az)

En el caso que los
estudiantes presenten
dificultades o no
logren la fase de
matematizacion, se
debe sugerir que
analicen el sistema
matematico
descomponiendo la
tabla.

De ser necesario, se
solicita a un estudiante
que haga la
descomposicion en la
pizarra frente al curso.

Pueda que un
estudiante aplique la
relacion:

& = p*2=*1
V1
para hallar la

regularidad y generar
un modelo
matematico.
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Fase 5: INTERPRETACION/EVALUACION

Realizar una puesta en comun con las
respuestas de los estudiantes.

Interpretar los modelos matematicos
generados y evaluarlos con los valores
conocidos de afios transcurridos y valor
de la tasacion fiscal.

Se contrastan las
respuestas en el caso
de ser muy dispares.

Un representante de
cada grupo responde
las preguntas en el
pizarrén, en el espacio
designado para su
grupo.

Explican como
obtuvieron sus
modelos matematicos
frente a los demas
estudiantes.

Proyectar los valores de la tabla para los
diez afios siguientes.

Comparar los valores de ambos
modelos: el de la situacion y el
generado en la clase.

Restringir el dominio del modelo
generado para un tiempo de diez anos.

¢Como seran los
valores de la tasacion
fiscal para los
siguientes diez afos,
segln ambos modelos?

Respuesta experta
(valores del modelo
de la situacién):

Afios Valor
0 $20.000.000
1 $18.000.000
2 $16.000.000
3 $14.000.000
4 $12.000.000
5 $10.000.000
6 $8.000.000
7 $6.000.000
8 $4.000.000
9 $2.000.000
10 $0

(valores del modelo

generado):
4 $13.122.000
5 $11.809.800
6 $10.628.820
7 $9.565.938
8 $8.609.344
9 $7.748.410
10 $6.973.569

CIERRE (15 MINUTOS)

Fase 6: VA

LIDACION

Graficar el modelo generado y
compararlo con el propuesto en la
situacion:

Pide a los estudiantes
que grafiquen ambos
modelos.

Hacer una puesta en
comun con respecto al
comportamiento de un
modelo lineal y uno
exponencial.

¢ Servira este modelo
para valores no
enteros?

¢Llegaré a $0 en algln
momento el valor del
vehiculo con este
modelo?

Grafican ambos
modelos con la
aplicacion Desmos.

Posibles respuestas:
— S6lo para valores
enteros.

— Enun valor muy
grande/en el infinito
llegara a $0.

— Nunca llegara a $0.

Estudio de la Modelacion con Funcién Exponencial para Estudiantes de Segundo Afio Medio,
segun el Modelo de Blomhgj y Hgjgaard-Jensen

Pagina 89



Carlos Andrés Ledezma Araya

Magister en Didactica de la Matematica

il
;JR PONTIFICIA
e

| UNIVERSIDAD

IMA /5
INSTITUTO DE [7

MATEMATICAS %
‘zll

50 -
ﬁ:-_z,. CATOLICA pE
VALPARAISQ

Anexo 6: Plan de Clase N° 3 — «El Dispositivo Artistico de Nora»

PLANIFICACION DE CLASE 3

Asignatura: Matem’éticas | Nivel: Segundo Afio Medio | Semestre: Il
Unidad didactica: Algebra — Funcion Exponencial Horas: 2 (pedagogicas)
Objetivo(s) de aprendizaje: | Habilidad(es): Actitud(es):

—AE 7: Modelar y aplicar la | — Modelar situaciones
funcion exponencial [...] en | diversas a través de la
la resolucion de problemas | funcidn exponencial.
[...] — Representar graficamente
la funcion exponencial.

— La perseverancia, el rigor,
la flexibilidad y la
originalidad al resolver
problemas matemaéticos

Conocimientos previos:

— Expresiones algebraicas.
Contenido(s):

— Funcién exponencial y
representacion grafica.

Objetivo de la clase:

— Funcion. — Resolver un problema
— Dominio. geométrico a través de la
— Recorrido. modelacion.

Recursos de aprendizaje:
— Actividad escrita “El
Dispositivo Artistico de
Nora”

— Proyector.

— Cartulinas, regla, lapices
y tijeras.

— Teléfono con aplicacion
Desmos® instalada.

El Dispositivo Artistico de Nora

Nora es una artista visual a quien se le ha
encargado que decore, con motivos navidefios,
el muro de un museo. Ella ha pensado en un
copo de nieve gigante, el cual dibujara
comenzando por un tridngulo invertido, y
levantando un pequefio triangulo en cada punto
medio de los lados de esta figura con cada
iteracién, como se muestra en la imagen de uno
de sus bocetos:

¢ Cual es la funcion que modela la cantidad
de lados que tendra el copo de nieve?

fa)

b}

(ch
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Actividad

Profesor

Estudiantes

Presentar el siguiente objetivo de clase
a los estudiantes:

Modelar una situacién de caracter
geomeétrico

Recordar los
momentos principales
de las anteriores clases
de modelacion.

Fase 1: FORMULACI

ON DEL PROBLEMA

INICIO (10 MINUTOS)

Presentar la situacion de la clase:
El Dispositivo Artistico de Nora

(Los estudiantes se organizan en grupos de 3a 5
integrantes cada uno, a los cuales se les entrega
esta situacion en forma escrita, ademas, de
proyectarse en la pizarra frente al curso; y una
cartulina con plumones)

Nora es una artista visual a quien se le ha
encargado que decore, con motivos navidefios, el
muro de un museo. Ella ha pensado en un copo
de nieve gigante, el cual dibujard comenzando
por un triangulo invertido, y levantando un
pequefio triangulo en cada punto medio de los
lados de esta figura, como se muestra en la
imagen de uno de sus bocetos:

ia)

(b}

(e

¢ Cudl es la funcién que modela la cantidad de

lados que tendra el copo de nieve?.

Dirige la instruccion al
curso.

Plantea que, en el
proceso de
modelizacién
matematica, no
siempre se cuenta con
los datos, y que, en tal
caso, el matematico
debe obtenerlos de
acuerdo a la
informacién con la que
cuente.

Esta clase de
modelacién es
totalmente
independiente para los
estudiantes, pues ellos
deberan ser capaces de
obtener los datos
necesarios para la
situacion, y asi, poder
determinar y validar el
modelo matemaético.
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DESARROLLO (60 MINUTOS)

Fase 2: SISTEMATIZACION

(Los estudiantes contintian organizados en sus
respectivos grupos, construyendo la figura de la
situacion para obtener los datos necesarios para

Supervisa que todos los
grupos se encuentren
trabajando en la

Construyen la figura,
en la cartulina, de la
siguiente forma (ellos
deciden el nimero de
iteraciones):

Luego, construyen una

continuar con el proceso de modelizacion) situacion. tabla para organizar los

datos recopilados.
Respuesta experta
(datos de la
situacién):
Iteraciones | Lados

0 3

1 12

2 48

3 192

4 768

Fase 3: MATEMATIZACION

(Los estudiantes contintian organizados en sus
respectivos grupos, matematizando la situacion,
basados en los datos con los que cuentan)

Supervisa que todos los
grupos se encuentren
trabajando en la
situacion.

Las fases 3y 4 se
desarrollan
simultaneamente por
parte de los estudiantes
de acuerdo a los
modelos que generan.

Respuesta experta:
— A la enésima
iteracion hay 3 - 4™
lados.
— El modelo
matematico para la
situacion es

L(n) =3-4"

Fase 4: ANALISIS DEL SISTEMA MATEMATICO

La descomposicion de la tabla deberia
ser de la siguiente forma:

a, 3

a; 12-3-4 4(ag)
a, 48-12-4 4(ay)
a; 192 -48-4 4(ay)
a, 768—->192-4 4(a3)
a, ap-1-4 4(ap-1)

Se espera que los
estudiantes
descompongan los
valores de la tabla para
hallar la regularidad, o

apliquen la relacion:
V2

IZ = pX2~%1

1
para generar el modelo
matematico.
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Fase 5: INTERPRETACION/EVALUACION

Realizar una puesta en comun con las
respuestas de los estudiantes.

Interpretar los modelos matematicos
generados y evaluarlos con los valores
obtenidos con la construccion de la
figura.

Restringir el dominio del modelo para
un numero determinado de iteraciones.

Se contrastan las
respuestas en el caso
de ser muy dispares.

Dos representantes de
cada grupo presentan la
figura construida y el
modelo matematico
generado.

CIERRE (20 MINUTOS)

Fase 6: VALIDACION

Graficar el modelo generado:

Ndmero de iteraciones
B 7 s

Presentar algunas imagenes de la curva
de Koch y de fractales en la naturaleza:

Pide a los estudiantes
que grafiquen el
modelo generado y
validado.

Hacer una puesta en
comun con respecto al
comportamiento de un
modelo de crecimiento
con los de
decrecimiento
exponencial trabajados

¢Qué sucede en los
casos de decrecimiento
exponencial con los
valores en el infinito?

Mostrar ejemplos de
fractales, comenzando
por la curva de Koch.

¢ Qué otros ejemplos de
situaciones implican el
crecimiento o
decrecimiento
exponencial?

Grafican el modelo con
la aplicacion Desmos.

e en las clases anteriores.

oo : ¢Cuél es el mayor Posible respuesta:
numero de lados que — Infinitos lados.
l puede tener la figura? | — Un valor muy

i cercano a 0.
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