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INTRODUCCION

En el curriculo de matematica en Chile, durante el primer afio de ensefianza
media, en la unidad de Algebra se deben ensefiar los sistemas de ecuaciones
lineales (en adelante SEL) y sus métodos de resolucion. El objetivo de aprendizaje 4
declara: resolver sistemas de ecuaciones lineales (2x2) relacionados con problemas
de la vida diaria y de otras asignaturas, mediante representaciones graficas y
simbdlicas, de manera manual y/o con software educativo (MINEDUC, 2016, p. 60).

Este contenido tiene multiples aplicaciones tanto en ambitos escolares como
universitarios y profesionales. Por ejemplo, podemos destacar el balanceo de
ecuaciones quimicas mediante SEL y computacion (Regalado, Delgado, Martinez y
Peralta, 2014), el analisis y diferenciacién de sefales en ingenieria (Vasquez, Romo
y Trigueros, 2016) o el procesamiento digital de imagenes (Jacome, Torres y Araujo,
2017).

El uso de los SEL en el ambito profesional ha generado un mayor interés en el
estudio de su ensefanza y aprendizaje. Entre otros estudios podemos mencionar
algunos que evidencian y describen ciertas dificultades de los estudiantes en el
aprendizaje de este objeto matematico. Por ejemplo, Ochoviet (2009) sostiene que
los estudiantes que requieren transitar de la representacion grafica de un SEL a la
algebraica presentan mayores dificultades que pasar de la representacion algebraica
a la grafica. Esta misma autora explica esta dificultad basandose en la teoria de
registros de representaciéon semiética de Duval, particularmente en la no conversion
de las diferentes representaciones de SEL de parte del estudiante.

Por otra parte, asi como hay autores que se han dedicado a estudiar las
problematicas de ensefianza-aprendizaje asociadas al estudio de los SEL, también
existen autores que ofrecen secuencias didacticas y propuestas de clases para
abordar la ensefanza de este tema.

Por ejemplo, Segura (2004) propone una secuencia didactica donde las
actividades conjugan diferentes registros de representacion semidtica. Otra
investigacion es la propuesta por Figueroa (2013). Ella propone una secuencia de
clases enfocada a estudiantes de cuarto afio de ensefianza secundaria bajo la teoria
de las situaciones didacticas. Su propuesta se caracteriza por pedirle a los
estudiantes la creacion de nuevos problemas asociados a los SEL y que los analicen
mediante Geogebra. Por otro lado, Bozalla y Garcia (2014) proponen una secuencia
didactica donde comienzan con el analisis grafico hasta llegar a los sistemas de
ecuaciones lineales de 2x2.

Como se puede apreciar, los SEL han sido objeto de muchos estudios en los
ultimos afios. No obstante lo anterior, los SEL no tienen una prosecuciéon directa en
el curriculo escolar. Por ejemplo, en los planes diferenciados de matematica para la
ensefianza media cientifico-humanista en 1l medio nos encontramos con una
profundizacién del lenguaje algebraico, lugares geométricos y programacion lineal
(MINEDUC, 2001). A su vez, en IV medio se propone el estudio de procesos infinitos,
funciones polinomiales y funciones trigonométricas (MINEDUC, 2002). Constatamos
gue, salvo el contenido de programacion lineal, ninguno de los otros contenidos
propuestos para esta profundizacion desarrollan los SEL para estudiar nuevos
objetos matematicos. Esta carencia, sumada a la priorizaciébn del andlisis de
funciones en el plan diferenciado matematico de IV medio, dio origen a la siguiente
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secuencia didactica. El objetivo de esta propuesta es complementar esta formacién
diferenciada en los estudiantes que hayan escogido el diferenciado matematico en Il
y IV medio. En especifico, queremos desarrollar en los alumnos de Il y IV las
nociones basicas del Algebra Lineal a partir del estudio de los SEL.



LOS SEL DESDE EL SABER ESCOLAR Y ERUDITO

Distancia entre el saber escolar y erudito®

Los textos del saber sabio (o erudito) que se consultaron fueron Algebra Lineal
de Juan De Burgos (1993) y Algebra Lineal de Kenneth Hoffman (1973). Por otro
lado, desde el saber escolar se analizaron los textos ministeriales de 1° y 2° medio. A
continuacion, se muestra un cuadro comparativo donde se evidencian las distancias
gque se presentan entre el saber sabio y el saber escolar del mismo objeto
matematico (Tabla 1).

Tabla 1:
Diferencia entre el saber sabio y saber escolar
Caracteristica Saber sabio Saber escolar
Apxy + Awty + -+ + Ainta = ax + by =c
Tamano del Aaz + Aspts + -+ + ApZa = Y dx +ey = f}
sistema : : : :
Amti + Amas + ++ + ApaZa = Yn 2 filasy 2 columnas
m filas y n columnas
Sistema : R .
numérico de los Cuerpo K (reales o complejos) Racionales (01 me_dlo) y
e reales (2° medio)
coeficientes
Conjunto
solucion n-tupla (x4, x3, x3, ... x,) Par ordenado (p, q)
AX =Y
¥,
o
An - dya V
A=]|: :
Registros de | Amt o Apa ” - /l -
representacion = / X
5 "N W
X=\: and Y =| :
Za_ Ym

: o Registro grafico
Registro matricial

Nota: Informacién del saber sabio es recuperada de los textos de Algebra Lineal de Hoffman, Kunze y
Finsterbusch (1973) y De Burgos (1993)

En la Tabla 2 podemos ver las distancias entre el saber sabio y el saber
escolar para algunas caracteristicas de este objeto matematico, caracteristicas que
denominamos como criterios en esta tabla. Los criterios analizados van desde la

! Tanto la Tabla 1 como la Tabla 2 de este capitulo son producto del andlisis a priori del
Estudio de Clases desarrollado en conjunto por los profesores Luis Mufioz, Valeria Pastén, Nicolas
Pifia, Ricardo Romero y el autor de esta investigacion.



extension, o tamafio de los sistemas hasta el analisis del conjunto solucién o sus

posibles clasificaciones.

Tabla 2:

Comparacion entre textos de Algebra Lineal y textos escolares

Criterio Textos de Algebra Lineal
Extensién En Hoffman (1973), se
presenta el sistema cuyo

namero de filas y numero de
columnas puede ser igual o
distinto

Textos escolares
En los textos del saber escolar se
considera un caso particular
(sistema de 2x2).

Los coeficientes se encuentran
en un cuerpo K. Sin embargo,
en Burgos se particulariza este
cuerpo K a los cuerpos de los
nameros reales y los nameros
complejos.

Coeficientes

En primero medio, se especifica
gue para el sistema

ax+by=c

dx +ey= f}
los coeficientes a,b,c,d,e y f se
encuentran en los numeros
racionales, mientras que en
segundo medio se amplia el
sistema al cuerpo de los numeros
reales.

Conjunto solucién ElI conjunto  solucién  del
sistema de ecuaciones lineales
se presenta como n-tuplas,
donde los valores de las
incégnitas son los elementos
de estas secuencias.

En el texto de primer afio medio
los valores de las incognitas son
presentados como los valores de
x e y que satisfacen ambas
ecuaciones a la vez, en cambio en
segundo medio se establece que
el conjunto solucién de un SEL
de 2x2 (salvo algunos ejemplos
escasos de sistemas de 3x3)
corresponde a un par ordenado
(2-tupla) de la forma (p,q) ,
relacionando esta representacion
con los puntos sobre el plano
cartesiano. De este modo, se
prioriza el caso donde el sistema
tiene solucién Unica, por sobre los
otros dos casos, solucién vacia o
soluciones infinitas.

de En los libros del saber sabio se
usa el registro matricial, donde

Registros
representacion

los elementos del conjunto
solucion son n-tuplas o
matrices.

Los registros de representacion en
los textos del saber escolar son el
gréfico, donde cada ecuacién
corresponde a una recta en el
plano XY y el conjunto solucion es
representado por los puntos de
interseccién de las dos rectas que
componen el sistema, y el
algebraico, por medio de
ecuaciones.




Resolucién Se propone trabajar los En los textos de educacion media
sistemas utilizando la técnica se propone revolver los sistemas
de eliminacién. En su forma utilizando los métodos de
matricial, el método de resolucion, grafico, sustitucion,
resolucion que se propone es reduccion e igualacion.
el método de Gauss-Jordan
usando pivotes y eliminacién
usando operaciones filas o
columnas.

Clasificacién Se presentan casos Esta clasificacion no se encuentra
particulares de sistemas. Si las registrada en alguno de los libros
ecuaciones estan todas de textos del saber escolar. La
igualadas a cero, se menciona Unica clasificacion es la que se
que el sistema se denomina hace en funcién de la cantidad de
homogéneo. soluciones (compatible

determinado, compatible
indeterminado e incompatible). Sin
embargo esta clasificacion es
tratado en 3° medio.

En sintesis, la distancia entre el saber sabio y el saber escolar radica en el
tamafio del sistema de ecuaciones lineales asociado y el sistema numérico en el que
se trabajan los coeficientes del sistema. Esta diferencia influye en el tipo de
representaciones que se utilizan, ya que hasta un sistema de 3x3 su representacion
grafica puede ser visualizada en R3. Sin embargo los SEL con mas variables no
tienen una representacion grafica natural y la forma de expresarlos es, en general,
como matrices. Entender esta limitacion es fundamental, ya que proponer estudiar
los SEL a partir de la representacién grafica (modo sintético-geométrico) solo porque
si no tiene sentido debido a la limitante de la representacion visual en 3 dimensiones.
La propuesta se fundamenta en desarrollar una mayor comprensién de la aritmética y
del algebra de los SEL a partir de su representacion gréafica, o dicho en términos de
los modos de pensamiento, desarrollar una mejor comprension del modo analitico-
aritmético a partir del sintético-geométrico y llegar a estudiar aspectos basicos del
modo analitico-estructural.

Analisis curricular

Como ya hemos mencionado, los SEL son estudiados en dos niveles de
ensefianza: en 1° y en 2° medio. De modo que, los estudiantes que este afio cursen
primero medio, estudiaran los SEL debido al ajuste curricular implementado a partir
del 2017. Sin embargo, el antiguo programa establecia que en segundo afio medio
los estudiantes desarrollarian el estudio de los SEL. Para este nivel, el afio de
implementacion de la nuevas bases curriculares es 2018.

Para comprender la forma en que se construye y articulan los conceptos
previos necesarios para desarrollar los SEL expondremos en la Tabla 3 el transito de
este objeto matematico y sus conceptos previos mas cercanos desde 3° basico hasta
2° medio.



Tabla 3:
Transito del objeto matematico en el curriculo escolar chileno

Nivel Objetivo de aprendizaje

Tercero Basico Resolver ecuaciones de un paso que involucren adiciones y
sustracciones y un simbolo geométrico que represente un nimero
desconocido, en forma pictérica y simbdlica del 0 al 100.

Cuarto Béasico Resolver ecuaciones e inecuaciones de un paso que involucren
adiciones y sustracciones, comprobando los resultados en forma
pictorica y simbdlica del 0 al 100 y aplicando las relaciones inversas
entre la adicién y la sustraccion.

Quinto Basico Resolver problemas, usando ecuaciones e inecuaciones de un paso,
gue involucren adiciones y sustracciones, en forma pictérica y
simbolica.

Sexto Basico Resolver ecuaciones de primer grado con una incégnita, utilizando

estrategias como: > usar una balanza > usar la descomposicién y la
correspondencia 1 a 1 entre los términos en cada lado de la
ecuacion y aplicando procedimientos formales de resolucion.

Septimo Basico Modelar y resolver problemas diversos de la vida diaria y de otras
asignaturas, que involucran ecuaciones e inecuaciones lineales de la
forma:

ax = b
X

— =)
a

ax < b
ax > b (a,byc€eN;a # 0)
X
—<b
a

X

- >b
a

Como se puede apreciar de la Tabla 3, el curriculo comienza en 3° basico a
estudiar la idea de ecuacion. Desde aqui se inicia la construccién de los conceptos
de ecuacion y de inecuacion (4° basico) complejizando las tareas al ir ampliando el
conjunto numérico con el que trabaja el estudiante. En 5° béasico se relacionan las
ecuaciones e inecuaciones con la resolucion de problemas. De este modo podemos
concluir que, en estos 3 primeros afios, el enfoque es aritmético. En 6° basico
comienzan a estudiarse las ecuaciones pero con la incorporacion de expresiones
algebraicas sencillas (letras como incégnitas) y las analogias con la balanza. Esta
analogia se concreta en 7° bésico, donde los estudiantes deben ser capaces de
plantear y resolver ecuaciones e inecuaciones de primer grado con una incégnita,
utilizando lenguaje algebraico. Podemos ver que a partir de 6° el curriculo comienza
a incorporar el enfoque algebraico como una extension o generalizacion del enfoque
aritmético. Cuando el estudiante llega a 8° basico deberia ser capaz de plantear y
resolver diversos problemas asociados a ecuaciones e inecuaciones lineales,
trabajando con los sistemas N, Z y Q. Al terminar el 8° basico, los objetivos de
aprendizaje que son requeridos para estudiar los SEL en el siguiente nivel (1° medio)
estan explicitados en la Tabla 4.



Tabla 4:
Objetivos de aprendizaje de conceptos previos (8° Basico) necesarios para el
aprendizaje de sistemas de ecuaciones lineales de 2x2

Concepto Objetivo de aprendizaje

Funcion Mostrar que comprenden la nocién de funcién por medio de un cambio
lineal:
» Utilizando tablas.
* Usando metaforas de maquinas.
* Estableciendo reglas entre x e y.
* Representando de manera grafica (plano cartesiano, diagramas de
Venn), de manera manual y/o con software educativo

Ecuaciones Modelar situaciones de la vida diaria y de otras asignaturas, usando
lineales ecuaciones lineales de la forma:
ax = b
X
—=b,a#0
a
ax + b = c
X
_+b = c (alblcldlee(@)
a
ax = b + cx
a(x +b)=c
ax + b =cx +d
Inecuaciones Resolver inecuaciones lineales con coeficientes racionales en el contexto
lineales de la resolucion de problemas, por medio de representaciones graficas,
simbélicas, de manera manual y/o con software educativo
Funcion afin Mostrar que comprenden la funcién afin:
e Generalizandola como la suma de una constante con una funcién
lineal.

* Trasladando funciones lineales en el plano cartesiano.

e Determinando el cambio constante de un intervalo a otro, de
manera grafica y simbdlica, de manera manual y/o con software
educativo.

* Relacionandola con el interés simple.

* Utilizdndola para resolver problemas de la vida diaria y de otras
asignaturas.

Nota: La informacidn corresponde al programa vigente desde el 2016.

Se puede apreciar una variedad de registros que se le presentan al estudiante
para comprender el concepto de funcion, como por ejemplo, tablas, graficos,
expresiones algebraicas o representaciones en el plano cartesiano. No obstante, se
debe aclarar que el uso de un determinado registro no garantiza que el estudiante
esté en un modo de pensamiento especifico, ya que puede estar usando un tipo de
representacion pero aun pensando la tarea con estrategias de otro modo de
pensamiento. Por tanto, no basta con usar un determinado registro para evidenciar
un modo de pensamiento, sino que son las estrategias o las formas en que se
entienden los objetos matematicos las que permiten evidenciar si estamos en uno o
en otro modo de pensamiento. Por otro lado, los objetivos de aprendizaje asociados
a los SEL en 1° medio estan expresados en la Tabla 5.
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Tabla 5:

Objetivos de aprendizaje e indicadores para el aprendizaje de los sistemas de

ecuaciones lineales de 2x2 en 1° Medio

Objetivo de aprendizaje Indicadores

Resolver sistemas de ecuaciones lineales
(2x2) relacionados con problemas de la
vida diaria y de otras asignaturas, mediante
representaciones graficas y simbdlicas, de
manera manual y/o con software educativo.

Graficar relaciones lineales en dos
variables de la forma f (x,y) = ax + by;
por ejemplo: un haz de rectas paralelas en
el plano cartesiano, lineas de nivel en
planos inclinados (techo), propagacion de

olas en el mar y la formacién de algunas
capas de rocas:

* Creando tablas de valores cona,b
fijo y x, y variable.

* Representando una ecuacion lineal
dada por medio de un gréfico, de
manera manual y/o con software
educativo.

* Escribiendo la relacion entre las
variables de un gréafico dado; por
ejemplo, variando ¢ en la ecuacién
ax + by =c; a,b,c € Q (decimales
hasta la décima).

Nota: La informacion corresponde al programa vigente desde el 2017.

Por otro lado, en el curriculo vigente (segun los ajustes curriculares del 2011),
en 2° medio el objetivo que se presenta es: Resolver sistemas de ecuaciones
lineales con dos incAgnitas, gréafica y algebraicamente (MINEDUC, 2011, p. 63). Mas
delante veremos que, a pesar de que tanto en primero medio (del curriculo actual) y
segundo medio (del curriculo antiguo) hacen referencia a desarrollar los SEL de
forma algebraica como de forma grafica, el énfasis que le da cada texto es diferente.
Esto lo desarrollaremos mas adelante, en el estudio de los textos escolares.

Por otra parte, después de 1° medio (o 2° medio en el curriculo antiguo) los

estudiantes siguen estudiando SEL pero analizando nuevas clasificaciones o
generalizandolo a sistemas de inecuaciones lineales (o programacion lineal). Luego,
a nivel de educacion superior, la resolucion de los SEL son la base para desarrollar
la dependencia lineal, concepto basico del Algebra Lineal que a su vez es base para
desarrollar vectores generadores y espacios vectoriales. Usando esta informacién
podemos construir el siguiente mapa conceptual de los SEL (Figura 1).
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Sistemas de Ecuaciones

Lineales

Clasificacién por cantidad de
- pueden genera"za'

Solucién tinica B Sistem

Métodos de
resolucién

Métodos
algebraicos

Sistemas de 2x2

Rectas paralelas Soluciones infinitas

Igualacién

000 e

Gauss-lordan

Figura 1: Mapa conceptual de los sistemas de ecuaciones lineales

Analisis de los textos escolares

Si solo analizamos la extensién o la cantidad de preguntas asociadas a un
determinado método de resolucién de los SEL, podemos afirmar que los libros
ministeriales, a saber, los libros de matematica que entrega el MINEDUC
gratuitamente a todos los estudiantes de establecimientos municipales y particulares
subvencionados, apuntan a los métodos de resolucién, es decir a desarrollar la
estrategia o el algoritmo de resolucibn mas que al desarrollo grafico de estos
sistemas (a pesar de estar declarado como objetivo en las bases curriculares). En
este sentido, el texto de 2° medio (Mufioz, Rupin y Jiménez, 2016) da solo 4 paginas
a abordar los graficos de los SEL (de las 36 paginas totales de la temética). Incluso,
en estas paginas solo desarrolla la representacion grafica pero define como métodos
de resolucién los algebraicos (reduccion, sustitucion e igualacion) y dejan de lado la
representacion grafica, es decir, no la consideran un método. Esto se ve evidenciado
en la Ultima actividad de la sub-unidad donde se le pide construir un mapa
conceptual con los conceptos basicos de la temética (Figura 2).

Sistemas de ecuaciones lineales
Representacion gréfica
Sistema compatible determinado
Sistema compatible indeterminado
Sistema incompatible
Método de sustitucidn
Método de igualacion

Método de reduccion
Pertinencia de las soluciones

Figura 2: Actividad sobre construccién de un mapa conceptual
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Como se puede apreciar en la Figura 2, la representacion grafica no se

considera como un método de resolucion.

Por otro lado, el analisis de la cantidad de

soluciones se desarrolla de forma algebraica y no se hace relacién con un analisis

gréfico. Esto lo podemos ver en la Figura 3.

ax+by=e
ex+dy=f
- el sistema es compatible indeterminado si es posible obtener la segunda ecua-

cién a partir de la primera (o la primera a partir de la primera) multiplicando o
dividiendo por un numero k # 0. Es decir, se cumple la relacién:

Se tiene que:

c=ka— =k d=kb—3—k foke—f—k
a b e
Entonces, € _9_F
a b e

- el sisterna es incompatible si es posible obtener los coeficientes de x e y de la
segunda ecuacion a partir de los de la primera (o los de la primera a partir de los
de la segunda) multiplicando o dividiendo por un mismeo ndmera k # 0, pero no
el térming libre. Es decir, se cumple |a relacion:

c=ka—S=k
a

Entonces, € _ 9 = f

a b e

d:khag:k f::ke—>£zk
b e

- el sistema es compatible determinado si no es posible obtener los coeficientes
de la segunda a partir de los de la primera (o los de la primera a partir de los de la
segunda) multiplicando o dividiendo por un mismo ndmero k= 0. Es decir, para
todo ndmero k = 0 se tiene que:

C
i
a

Figura 3: Explicacion sobre la cantidad de soluciones de un SEL de 2x2 (Mufoz et al,

2016, p. 233)

Finalmente, el texto también propone algunos problemas sobre SEL de 3x3 0
de 2x2 pero trabajando en Ry no solo en Z o Q. Esto se puede apreciar en la Figura

4.

11. Aplica la férmula de la pregunta anterior par:
resolver los siguientes sistemas de ecuacione:

a) 2x+5y=1 f) V3x+v2y=0
X+3y =1 Vx4 3y =1

b) 29 + 4y =12 g) 5x-y=6
X++5y=-2

5x
Ix+y=1 +
h) (w@—l)x y

o 2x+3y=-7
6Xx+9y =5

I

x—[»ﬁﬂ)y:
@ xsy=01 D e ay=y
=2 \Ex+\/t§y=l—

e) x+4y=2 j) X—\/ﬁyzg
3x+13y=9 x+~f§y=10

14. Analiza |a siguiente estrategia para resolver el
sistema de tres ecuaciones lineales y tres incognitas:

X+3y+2z=2
2%-2y+2=06
xX+y-z=0

« Se utiliza el método de eliminacién entre la prime-
ray la segunda ecuacion, y luego entre la primera
y la tercera, para eliminar la variable x.

X+3y+2z=2| 2x+6y+4z=4
X-2y+z=6|— B8y+3z=-2|—
3x+y-z=0 x+y-z=0
X+3y+2z=2 2x+6y+4z=4
8y+3z=-2|— 8y+3z=-2
3x+y-z=0 By+7z=6

- La segunda y la tercera ecuacién forman un sis-
tema de dos ecuaciones y dos incognitas, que se
resuelve. Se obtiene asi el valordey y de z.

«+ Se remplazan los valores obtenidos en la primera
ecuacion, para obtener el valor de x.

Figura 4: Algunas actividades sobre SEL en el libro de 2° medio (Mufioz et al, 2016, p.

231)
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Por otra parte, en los textos de 1° medio de las nuevas bases curriculares
podemos evidenciar que el analisis gréafico de los SEL si son considerados como un
método de resolucion, esto se evidencia en la Figura 5.

Método de resolucién: gréfico

Para resolver gréficamente un sistema de ecuaciones lineales, se representan
en el plano cartesiano las rectas correspondientes a cada ecuacion. La solu-
cion del sistema, cuando existe y es dnicz, seré al punto de interseccion de

ambas rectas.

I graficar el sistema d jones: 5+ 2 <
Agfa icar el sistema echaCloneS.dx+ey=f

Con a, b, ¢, d, ey fnimeros racionales distintos de cero, se tienen 3 posibles casos:

Caso 1. El sistema es compatible, es dedir, tiene
una Unica solucién y es cuando las dos rectas son
secantes. Ademads, se cumple que:

a b
die

Caso 2. El sistema es compatible indeterminado,
es decir, tiene infinitas soluciones y es cuando las
dos rectas son coincidentes. Ademds, se cumple que:

Caso 3. El sistema es incompatible, es decir, no

tiene solucién, y es cuando las dos rectas son

paralelas no coincidentes. Ademds, se cumple que:
a_b,c

dieif

2016, p. 108)

'S

'S

,
. ‘
/
/

A =

L

Q4N

"

e

Sﬁiuabn .
| L

<
Oy

Figura 5: El método grafico en el libro de 1° medio (Galasso, Maldonado y Marambio,

Por otro lado se puede apreciar que la representacion grafica no solo es usada
para desarrollar el método grafico sino que también la usan para explicar los otros
métodos de resolucién o para determinar cuantas soluciones tiene un SEL sin

resolverlo explicitamente.

Un dltimo aspecto a destacar es el sistema numérico empleado para los

coeficientes de los SEL (Figura 6).

» Una ecuacién lineal de dos incégnitas (x e y) tiene la forma ax + by = ¢, donde a, by ¢ son nimeros racionales
{a # 0, b = 0). Estas ecuaciones se pueden escribir como: y = —

corresponde a la pendiente de la recta y % es el coeficiente de posicion de Iz recta.

» Estas ecuaciones tienen infinitas soluciones.

» Es posible representarla utilizando una funcién afin (f: A — B), 2l que fix) =

Figura 6: Resumen de conceptos sobre ecuaciones lineales en libro de 1° medio

(Galasso et al, 2016, p. 102)

[} [
Tx+3.a
b

cartesiano |2 grafica interseca al eje X en el punto (f 0) y al eje Y en el punto (0,

b:

b

| representarlz en el plano

-8y L

b
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Al respecto podemos mencionar dos aspectos a considerar:

1. En la ecuacion ax + by = c se hace la restriccion (a # 0,b # 0). Esto no deja
claridad si la restriccibn es que ambos coeficientes no pueden ser cero a la
vez o por separado. Si fuera lo ultimo, estariamos descartando ecuaciones
gue si bien no son de dos incégnitas igual pueden ser representadas como
rectas en la plano. Estas ecuaciones son del tipo ax = ¢ 0 bien by = 0, rectas
verticales u horizontales en el plano cartesiano.

2. Otro aspecto interesante es la segunda afirmacién de la imagen: “Estas
ecuaciones tienen infinitas soluciones”. Esta afirmacion debe ser sucedida de
la aclaracion que, si bien es cierto que tiene infinitas soluciones, también es
cierto que hay infinitas parejas de valores que no lo son. Esta aclaracion es
necesaria para el estudiante, ya que algunos al leer que son infinitas las
soluciones podria pensar que cualquier pareja de valores es solucion, lo cual
es incorrecto. Por otro lado, el objetivo de resolver un SEL es encontrar las
soluciones del sistema y no solo mencionar la cantidad de soluciones que
tiene. En este sentido, mencionar que el sistema tiene infinitas soluciones, si
bien es cierto, no responde a la pregunta sobre cuales son estas soluciones.

3. Por otro lado, si los coeficientes a, b y ¢ son racionales y el sistema numérico
méas amplio que han visto es Q, entonces las rectas que son representadas en
el plano no son “completas” ya que le faltarian infinitos puntos, los puntos de
coordenadas numeros irracionales. De hecho, basados en la numerabilidad de
Qvy Q*, podemos afirmar que a la recta le faltan casi todos sus puntos si
trabajamos solo en Q. Esta no es una complicacibn que visualicen los
estudiantes pero debe ser al menos una consideracion que el docente debe
conocer al utilizar estas representaciones.

A pesar de estas dos consideraciones, se evidencia la constante relacion entre
la representacion algebraica y la gréfica, al relacionar los coeficientes de la ecuacion
algebraica con elementos graficos del plano, como por ejemplo cortes con los ejes X
o0 Y, o la pendiente de la recta asociada a la ecuacion estudiada. Esta constante
interaccién es la que permite una mejor comprension del objeto matematico. Es
como lo han hecho a lo largo de la historia diferentes matematicos y lo que propone
Sierpinska en su Teoria de los Modos de Pensamiento. Esta teoria y las
interacciones entre los diferentes modos de pensamiento es lo que vamos a estudiar
en el siguiente capitulo orientado a desarrollar el marco tedérico del trabajo.

Analisis de los textos eruditos

Analizaremos los textos de Algebra Lineal de Hoffman, Kunze y Finsterbusch
(1973) y De Burgos (1993) para observar la manera en que estos textos presentan
los conceptos basicos del Algebra Lineal que vamos a desarrollar en la secuencia, a
saber la dependencia e independencia lineal, la combinacién lineal y los conjuntos
generadores.

La Figura 7 muestra como el texto De Burgos define el concepto de
combinacion lineal a partir de una explicacion intuitiva de la dependencia lineal.
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Se dice que un vector 0 es una combinacién lineal de los vectores 4,, 4,
«n @y 0 que 0 depende linealmente de ellos si, para algunos escalares x,,
X« Xy, 8¢ verifica:

0=xd, +x0, + - + x4,

La dependencia lineal es transitiva: si 0 depende linealmente de unos
vectores y cada uno de éstos depende linealmente de otros, entonces o

+ depende lincalmente de ‘los ltimos.

Se dice que un mtema (o conjunto) de vectores S = (9,, 0, ..., 0,) esun
sistema l'lg.ado o linealmente dependiente si se verifica uma de las siguien-
tes condiciones (T) o (1), que son equivalentes entre sf:

(I) Alguno de los vectores de § depende linealmente de los demss.
@) Pannlgunos esahres Ais Ay .y A, Que 10 son todos nulos es:

. Alﬂ, +:A!g= + e A,o' =3

Figura 7: Definicion de combinacién lineal en De Burgos (1993, p. 26)

Como se puede apreciar el énfasis es algebraico en la definicién sin alguna

relacion con intuiciones geométricas previas. Lo mismo ocurre mas adelante cuando
definen un conjunto linealmente independiente. Esta definicion aparece en la Figura

8.

Figura 8: Definicion de laindependencia lineal de un conjunto de vectores en De

Se dice que un sistema (o conjunto) de vectores S = {0,, 0, ..., #,) €s un
sistema libre o linealmente independiente si se verifica una de las siguicn-
tes condiciones (A) o (B). que son equivalentes entre sf:

(A) El sistema $ no es lincalmente dependicnte, es decir, ninguno de
los vectores de S depende lincalmente de los demés.

{B) La tnica combinacién lincal de vectores de § que es nula es la que

tiene todos sus coeficientes nulos; csto es:
A|U|+A1”+"°+A'o'=6 = Al-Az-'"-A'=o
(All A)o L] A' m);

Burgos (1993, p. 29)

La definicion entregada por el texto vuelve a tener un fuerte énfasis algebraico

sin dar luces de posibles conexiones con intuiciones geométricas. A partir de los
primeros capitulos de este libro de Algebra Lineal podemos observar que el énfasis
es fundamentalmente algebraico. De hecho el libro comienza con el estudio de los
sistemas de ecuaciones lineales, no obstante rapidamente lo lleva a su expresion
matricial para abordar estos conceptos mediante matrices y vectores. Un ejemplo de
esta enfoque lo muestra la Figura 9 donde se explica la matriz escalonada para
resolver un SEL por el método de eliminacion de Gauss.
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MATRIZ

ESCALONADA™
[1 o ok ok o o o % o | 0 = elementos nulos
o ' EEE K ] |1 = clementos unidad
0 0 0|1 s 3 sk ok 1 » = elementos cualesquicra
(todos los que estan sobre cada
0000 Ol %» uno de los clementos | pueden
00 00 OOl ik hacerse nulos)
00 0O0O0OUOOO O
[0 0 00 00 0O O]

Figura 9: Representacion de una matriz escalonada en De Burgos (1993, p.13)

Por otra parte en el libro de Algebra Lineal de Hoffman, Kunze y Finsterbusch
(1973) comienzan definiendo una combinacion lineal. A pesar de dar una mayor
explicacion de donde surge esta idea, aun estos fundamentos estan anclados en un
punto de vista puramente algebraico (Figura 10).

Para el sistema general (1-1), supdngase que seleccionamos m escalares
€15 - -+ C, que se multiplica la j-€sima ecuacién por ¢; y que luego se suma.
Sc obtiene la ecuacion
(clAll + > %22 + an-n\l)xl + i v (clAlu + e + c-rAm.n)xn
=ay+  + e
A tal ecuacién se la llama combinacién lineal de las ecuaciones (1-1). Evidente-
nente, cualquier solucién de todo el sistema de ecuaciones (1-1) serd también
iolucién de esta nueva ecuacién. Esta es la idea fundamental del proceso de
:liminacidn. Si se tiene otro sistema de ecuaciones lineales
Figura 10: Definicion de combinacion lineal en Hoffman, Kunze y Finsterbusch (1973,
p.4)

La definicion de combinacién lineal también es presentada a partir del punto
de vista algebraico, tal como aparece en la Figura 11.

Definicién. Un vector f de V se dice combinacién lineal de los vectores
Oy - ., O et V, si existen escalares ¢y, . .., ¢, de F tales que

B=cog+ - 4 Cacta = ‘f)‘cm.

Figura 11: Definicion de combinacion lineal de Hoffman, Kunze y Finsterbusch (1973,
p.31)

No obstante lo anterior, en este ultimo texto si se desarrolla una conexion
entre estos conceptos y la nocidbn geométrica de los mismos. El texto comienza
haciendo explicita esta conexién entre los conceptos algebraicos y su intuicion
geomeétrica (Figura 12).

Ciertas partes del dlgebra lineal estdn intimamente relacionadas con la
geometria. La misma palabra «espacio» sugiere algo geométrico, como lo hace
¢l vocablo «vector» para muchos. Cuando se avance en el estudio dg los es-
pacios vectoriales, ¢l lector observard que mucha de la terminologia ticne una
connotacién geométrica. Para concluir esta seccién introductoria sobre espacios
vectoriales, se considerard la relacion de los espacios vectoriales con la geo-
metria, hasta un grado que indicar4 al menos el origen del nombre «espacio
vectorial», Este serd un breve andlisis intuitivo. Fm

Figura 12: Conexion entre el punto de vista algebraico y geométrico en Hoffman,
Kunze y Finsterbusch (1973, p. 32)
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El texto no solo brinda esta conexién entre el algebra y la geometria sino que
también plantea las limitaciones de pensar los problemas en este ultimo punto de
vista (Figura %3)" e )

! DL' vez en cuandorcl lector encontrard probablemente provechoso «pensar
peométricamente» en espacios vectoriales, €so ¢s, trazar gn'lﬁ'cos que lo za:yudcn
a ilustrar y motivar alguna de las ideas. Ciertamente, deberd hacerlo. Sin em-
bargo, al hacer tales ilustraciones, debe tenerse presente que, por }ratar los
espacios vectoriales como sistemas algebraicos, todas las demostraciones que

se hagan deben ser de naturaleza algebraica.

Figura 13: Limitaciones del punto de vista geométrico segun Hoffman, Kunze y
Finsterbusch (1973, p. 33)

Como se puede apreciar a partir de estos pocos ejemplos, el punto de vista
priorizado en estos textos del saber erudito es el algebraico. No obstante, uno de
ellos brinda una conexién explicita entre estos conceptos algebraicos y las nociones
geomeétricas intuitivas. Veremos a continuacién que estas conexiones se produjeron
en el devenir histérico de los problemas del Algebra. Por tanto, a un nivel
epistemologico, este tipo de conexiones fueron necesarias para el desarrollo del
Algebra en general.

Breve andlisis histérico-epistemoldgico?

El desarrollo de los SEL esta muy ligado al desarrollo de las ecuaciones y del
Algebra en general. De este modo, de una forma muy breve podemos evidenciar la
evolucion de este objeto en la historia y sus concepciones epistemoldgicas en cuatro
grandes estadios.

La primera es una etapa retérica. En este periodo se resolvieron ecuaciones
pero con énfasis en el lenguaje natural. Los babilonios (2000 a.C.) analizaron
problemas mateméaticos estrechamente relacionados con problemas cotidianos
(agricolas, reparticion de terrenos, herencias, etc). Las soluciones eran dadas en
lenguaje natural, al igual que sus procedimientos. Tenian simbolos para denotar
cantidades pero no usaban estos simbolos para desarrollar operaciones.

Los egipcios (1700 a.C.) desarrollaron un sistema numérico no posicional, lo
cual no permitia un facil manejo de las cantidades y sus operaciones. Emplearon los
métodos de falsa posicion o doble falsa posiciébn para resolver problemas sobre
ecuaciones. No obstante, al igual que los babilonios, sus procedimientos eran
fundamentalmente orales ya que carecian de un lenguaje simbdlico matematico.

Los chinos (1200 a.C.) denotaban con simbolos las cantidades pero carecian
de un simbolo para el cero. Su contribucion mas notable fue la resolucion de
sistemas de ecuaciones mediante tablas (lo que hoy llamariamos matrices).
Trabajaron con los nimeros negativos pero no los consideraban soluciones validas
debido a la fuerte influencia del contexto del problema lo cual dificulté la
generalizacion del estudio de las ecuaciones.

2 El anélisis epistemolégico desarrollado en esta seccién esta tomado de un
trabajo previo titulado Andlisis epistemoldgico del objeto matematico ecuaciones, con
sus respectivas referencias. No obstante, podemos destacar los aportes de Malisani
(1999), Bell (2016), Perero (1994), Kline (1992) y Casalderrey (2000).
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Los griegos (600 a.C — 600 d.C), debido al complejo sistema numérico que
usaban, prefirieron desarrollar sus procedimientos mediante geometria, ya que les
parecian mas claros o evidentes. Los procedimientos eran fundamentalmente
geométricos, no obstante hubo algunos griegos que comenzaron a usar un tipo de
simbologia rudimentaria, tales como Herdn o Diofanto.

Luego vino una etapa sincopada. En este periodo se resolvieron ecuaciones
pero variando entre los desarrollos orales antiguos y el nuevo simbolismo incipiente.
Los indios (200 a.C. — 1200 d.C.) usaron un sistema numérico posicional y en base
10, muy similar al usado actualmente. A pesar de que los problemas seguian
emergiendo de problemas cotidianos concretos, desarrollaron un simbolismo para
resolver algunas ecuaciones, la regla de tres o la regla de los signos. A pesar de este
avance, mantuvieron muchos procedimientos de forma oral y no sacaron provecho a
los avances en su notacion simbolica, mas sencilla que los sistemas numéricos no
posiciones antiguos y mas adecuada para construir algoritmos y férmulas para las
operaciones basicas.

Los é&rabes (800 — 1300) lograron un mayor desarrollo del algebra de
ecuaciones. Establecieron reglas de reduccién y cancelaciébn de ecuaciones de
primer grado. Por lo demas, la notoria influencia de los trabajos egipcios y griegos les
permiti6 desarrollar relaciones entre los procedimientos geométricos griegos, los
procedimientos orales egipcios y el nuevo simbolismo y sistema de numeracion
arabe.

A continuacion vino una etapa simbdlica. En este periodo se resolvieron las
ecuaciones mediante simbolos y signos para todos sus desarrollos. En el
renacimiento europeo (s. XVI — s. XVIIl) se comienza a desarrollar una nueva forma
de resolver problemas asociados a ecuaciones. No obstante, Fibonacci en el s. Xll
da luces del nuevo simbolismo matematico empleado para resolver ecuaciones. De
todos modos, es en este periodo donde se desarrollan fundamentalmente las ideas
de incégnita (usando letras para estas), signos que denoten operaciones entre
cantidades numeéricas y diferentes tipos de resolucion para ecuaciones de distinto
grado (primer, segundo, tercer y cuarto grado). Las ecuaciones comenzaron a ser el
objeto de estudio sin que, necesariamente, tengan una conexion con algun problema
cotidiano. En el proceso de resolucibn de ecuaciones de grado superior se
encontraron con raices cuadradas cuya cantidad sub-radical era negativa aunque no
le dieron mucha importancia. Desarrollaron el estudio de las matrices de diversos
ordenes. Euler fue uno de los primeros en mencionar que un sistema de nxn no
tiene necesariamente n ecuaciones ya que depende de las caracteristicas de las
ecuaciones (indicios de la dependencia lineal).

Finalmente llegé una etapa abstracta. En este periodo las ecuaciones son
estudiadas desde una teoria mas general y abstracta en donde ya no se buscan las
soluciones particulares de una ecuacién sino que se estudia el comportamiento de
las soluciones de una familia de ecuaciones. Esta etapa se inicia en Europa durante
el s. XIX y llega hasta nuestros dias. Este cambio de enfoque nace producto de los
escritos de Galois antes de morir. Liouville, luego de meses de analizar estos
escritos, publico los resultados de Galois en el Journal de mathématiques pures et
appligées. A partir de estos trabajos algunos matematicos pudieron desarrollar la
teoria implicita en ellos, la teoria de grupos y anillos, destacando Lagrange, Jordan y
principalmente Cauchy. Ante la imposibilidad de encontrar las soluciones de la
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ecuacion de quinto grado (demostrado por Abel) Galois tomd un rumbo distinto de
investigacion. Ya no se centr6 en cdmo resolver ecuaciones de mayor orden sino
como se comportaban las soluciones de determinadas ecuaciones. Estas ideas las
adoptan Cayley y Hamilton y desarrollan el algebra de matrices y los cuaterniones,
respectivamente. Estas nuevas estructuras tenian divisores no nulos del O lo cual era
una estructura matematica nueva jamas analizada antes. El estudio de estas nuevas
estructuras no euclidianas y no conmutativas dio lugar a la definicion de cuerpo. Sin
embargo, no fue hasta principios del s. XX que se desarrollaria una teoria abstracta
de cuerpos.

A modo de sintesis podemos resumir las principales concepciones
epistemoldgicas relativas al estudio de ecuaciones con la Figura 14.

4 N 4 N 4 N ( N
Resolucién de Resolucion de
probl_emas problemas Resolucién de y )
mediante mediante ecuaciones (no Resolucién de Estudio de
ecuaciones y ecuaciones y necesariamente ecuaciones estructuras
métodos . métodos cuasi . ligada a un . polinémicas. . algebraicas.
empiricos o simbdlicos. contexto). (5. XVI -s. (s. XIX en
’ (200 a.C. - (s.XVI-s. XVIII) adelante)
(ZOOOda(.:C). -600 1300) XVIII)
- J \ J \ J \ J \ y

Figura 14: Sintesis de la evolucién histérica del Algebra.

Para finalizar este breve barrido histérico-epistemoldgico, cabe destacar la
necesaria interaccion entre los diferentes modos de pensamiento que se tuvieron que
desarrollar a lo largo de la historia. Fue necesario volver al analisis geométrico o
gréfico para dar el salto desde el estudio de las soluciones (o raices) de una
ecuacion al estudio del comportamiento de estas soluciones. Visualizar las
soluciones de un polinomio como vectores en el plano complejo al cual se le hacen
determinadas isometrias, o entender las raices de la unidad como el poligono regular
con centro en el origen del plano complejo, son solo muestras de la necesaria
interaccién entre las distintas formas de pensar la matematica para una mayor
comprension y abstraccion de los objetos matematicos. Es en esta interaccion donde
comienza a enriguecerse la comprension del objeto matematico estudiado.
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MARCO TEORICO

La secuencia didactica se centra en la teoria de los modos de pensamiento de
Anna Sierpinska. De una forma breve podemos decir que los modos de pensamiento
nacieron bajo el estudio del Algebra Lineal, en particular con el estudio de elementos
de R? y R3. Entre estos elementos se encontraban los SEL, tanto en sistemas de
2x2 como 3x3. La investigadora propone, a grandes lineas, que el desarrollo del
Algebra Lineal esta marcado por dos hitos matematicos, el primero fue pasar de una
geometria sintética, como la clasica geometria griega, a la geometria analitica, donde
cada punto del plano (o de R™ en general) esta completamente identificado por las
coordenadas de su n-tupla. De este modo se lograron conectar la geometria sintética
con la analitica. ElI segundo hito matematico que menciona es el paso de la
geometria analitica a una estructura mas abstracta o axiomatica. Esto se llevé a cabo
mediante el estudio de espacios vectoriales, en donde los vectores (0 las matrices)
ya no son entendidos solamente como una n-tupla de numeros sino que son
estudiados como elementos que cumplen propiedades y axiomas dentro de un
cuerpo definido (Sierpinska, 2000). En este desarrollo del Algebra Sierpinska
propuso, de forma natural, 3 modos de pensamiento:

* Modo sintético-geométrico (SG).
* Modo analitico-aritmético (AA).
* Modo analitico-estructural (AE).

A pesar de estos diferentes modos de pensamiento y la forma en que se
fueron gestando, ninguno de estos es mejor que otro, sino que cada uno tiene
propiedades que son mas evidentes en uno que en otro, por lo que, segun el
contexto de la tarea matematica presentada, sera mas conveniente usar uno u otro
modo de pensamiento. En palabras de Dorier y Sierpinska (2001), “...cada uno de
estos modos de pensamiento puede presentar dificultades especificas para los
estudiantes, lo que sugiere que, con mucho, lo mas dificil es que los alumnos los
usen en una manera consciente cuando sea apropiado y se muevan con flexibilidad
entre ellos...> (p. 264).

Siguiendo la idea de Sierpinska de fortalecer la relacion entre estos distintos
modos de pensamiento, se ha disefiado la presente secuencia didactica comenzando
con los SEL hasta llegar la independencia lineal y vectores generadores de R?. Las 6
clases presentaran una fuerte prioridad por la representacién grafica y su evidente
relacion con el modo SG. Sera este el modo de pensamiento que servira como base
para llegar al modo AA, al que esta habituado el estudiante, y el modo AE. Con el fin
de apoyar el modo SG vy la representacién grafica de las diferentes actividades se
usard como herramienta un software de geometria dinamica (Geogebra) que le
permitird a los estudiantes manipular y/o modificar algunos valores numéricos de los
objetos matematicos estudiados (modo AA) vy visualizar como interactian
dinAmicamente en su representacion grafica, que no es equivalente al modo SG pero
si permite estudiar algunos elementos de ese modo, para llegar a extrapolar

3« _each of these modes of thinking can present its specific difficulties for the students,

suggesting that by far the hardest thing is for the students to use each of them in a conscious manner
where appropriate and move flexibly between them...” (traduccién del autor).
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conjeturas sobre relaciones mas generales (o estructurales) de estos objetos
estudiados (modo AE).

La Tabla 6 expone las principales diferencias entre los modos de pensamiento
en el estudio de los SEL.

Tabla 6:

Descripcion de cada modo de pensamiento en el estudio de los SEL

Modo de

Descripcion

Registro usado

pensamiento

En este modo de

pensamiento aun no se habla

de ecuaciones. Los objetos
analizados son rectas y

puntos de interseccion en el
plano (sin coordenadas, ya

Sggﬂ;ﬂ;:o que aun no se aritmetiza la
?SG) geometria en este modo).
Mas tarde estas rectas seran
entendidas como la
representacion grafica de una
ecuacion y el punto de
interseccion como la solucién
del sistema.
Los SEL son representados
: algebraicamente mediante dos (0
Los SEL son entendidos mas) ecuaciones:
COmo ecuaciones entre
vana_lb_les (o mcog,n!tas) y ax + by = ¢
coeficientes numéricos dx+ey = f
dados. La solucion sera los Y
valores de las incognitas que .
. ) m r ejemplo:
Analitico- satisfacen todas las Como por ejemplo
aritmético ecuaciones del sistema a la 2x -3y = -1
(AA) vez. Sx+2y =7
En este modo de
Eggfgglﬂlét?ogigeélelugar los Cuya solucibnesx =1,y =1ya
” ue
resolucion de los SEL 9
i(ri(;llj;;g)r?)’ sustitucion e 2.(1)—3-(1) = _1}
9 5-:(D+2- (D=7
Los SEL son entendidos Las rectas asociadas al SEL se
Analitico- como lugar (geométrico) pueden representar como:
estructural comun a un conjunto de =040, +D;
(AE) rectas cuya construccion se T, = AU, + D3

basa en un vector director y
un vector posicion.

Un ejemplo de las propiedades de
esta nueva estructura es que si
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En este caso los vectores ya  los vectores son L.I. el SEL
no son analizados en funcion  siempre tendra solucién. Esto se
de sus coordenadas sino que basa, bajo este modo de

como objetos abstractos pensamiento, en el hecho que si
pertenecientes a una los vectores son L.I. entonces
estructura mayor (con sus generan una base de R?, es decir
propias propiedades). < v;,v, >= R?. Por ende todo

vector del plano (en este caso
nuestra solucion) se podra
expresar como combinacion lineal
de los vectores generadores del
plano.

Un aspecto relevante de la eleccién de este marco tedrico es que responde a
la interaccién entre la geometria sintética (modo SG), la geometria analitica (modo
AA) hasta llegar estructuras algebraicas mas abstractas (modo AE). Es esta la linea
que proponemos seguir para estudiar los SEL y los conceptos del Algebra Lineal que
se desprenden de ellos. Por tanto, el objetivo no es llegar a un modo de pensamiento
puramente estructural sino lograr una correcta y profunda interaccion entre los
diferentes modos de pensamiento, reconociendo el mas util para determinado
contextos o probleméticas a resolver. Un correcto diagrama entre estos modos de
pensamiento no deberia ser algo secuencial sino que interactivo, tal como lo muestra
la Figura 15.

Modo
Analitico-
Estructural

Modo
Sintético-
Geométrico

Modo
Analitico-
Aritmético

Figura 15: Interaccién entre los modos de pensamiento al estudiar los SEL
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Esta interaccion entre los diferentes modos de pensamiento se hace necesaria
ya que cada modo de pensamiento presenta dificultades especificas para los
estudiantes, por tanto se hace necesario que el estudiante sepa reconocer cual modo
de pensamiento le es mas conveniente para resolver diferentes tareas. En palabras
de Dorier y Sierpinska (2001):

“...cada uno de estos modos de pensamiento puede presentar
dificultades especificas para los estudiantes, lo que sugiere que,
con mucho, lo mas dificil es que los alumnos los usen en una
manera consciente cuando sea apropiado y se muevan con
flexibilidad entre ellos...*" (p. 264).

Propiciando esta idea de Sierpinska es que se disefid la presente secuencia
didactica. Su objetivo principal es que el estudiante se puede mover desde el modo
SG hacia los modos analiticos, el aritmético o bien el estructural.

4« _each of these modes of thinking can present its specific difficulties for the students,

suggesting that by far the hardest thing is for the students to use each of them in a conscious manner
where appropriate and move flexibly between them...” (traduccién del autor).
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LA CLASE DEL ESTUDIO DE CLASES

El Plan de Clases

La primera clase del estudio fue disefiada colaborativamente por un grupo de
profesores y revisada por un grupo de didactas luego de cada implementaciéon. Las
principales modificaciones se enfocaron en la reformulacion de las tareas para una
mayor claridad del objetivo de las tareas para el estudiante. Esto buscaba favorecer
la relacion entre los diferentes modos de pensamiento. Este proceso de evaluacion y
reformulacion de las tareas le dio mayor consistencia al instrumento lo cual favorecié
la claridad de las tareas a desarrollar.

Por otra parte, el plan de clases original se encuentra en los anexos. No
obstante, a continuacion desarrollaremos el plan de clases, pero destacando
aguellos aspectos relevantes del marco teérico. Estos elementos se encuentran
desarrollados en la Tabla 7, donde se explicita la forma en que se analizar4 cada
actividad propuesta del plan de clases desde la teoria de los modos de pensamiento.

Tabla 7:
Plan de Clase y su relacion con los modos de pensamiento

Relacion con el marco
tedrico o con el disefio
metodoldgico

Posibles respuestas o

e estrategias de los estudiantes

Actividad 1: Posibles respuestas: Relacionan el modo
Decide si la Si, porque la ecuacion es lineal. analitico-aritmético (AA)
siguiente afirmacion Si, porque si se dan valores a con el sintético-
es cierta 0 no: la variable y se grafica, geométrico (SG).

representa un linea en el plano.

Una ecuacion de No, porque la solucion de una Los argumentos que
primer grado con ecuacidn es un numero. utilicen los estudiantes
dos incognitas No, porque una ecuacion no se para fundamentar esta

representa siempre
una recta.

puede graficar.

Estrategias:

respuesta develaran la
relacion que hacen entre
la ecuacion (AA) y su

Asignar valores a las constantes representacion  grafica
m y n de una ecuacion lineal de (SG).
la formay = mx +ny graficar
en el plano cartesiano con el
uso de una "tabla de valores".
Actividad 2: Posibles respuestas: Nuevamente la tarea
¢,Qué representa EIl sistema representara lo que busca relacionar el
graficamente un determine su conjunto solucion. modo AA con el modo
sistema de EI sistema representa dos SG de los SEL de 2x2.
ecuaciones de 2x2, rectas en el plano.
es decir, dos La representacion grafica
ecuaciones y dos depender4d de como sean las
incégnitas? ecuaciones del sistema.
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Estrategias:

Los estudiantes crean un
sistema de ecuaciones lineales
y asignan valores a las
constantes m y n de cada
ecuacion de la formay = mx +
n y grafican en el plano
cartesiano con el uso de una
"tabla de valores".

Infieren de la actividad 1. Una
ecuacion lineal se representa
gréficamente a través de una
recta, entonces dos ecuaciones
se representardn como dos
rectas.

Actividad 3:
Representa
graficamente de
todas las formas

posibles dos rectas

Posibles respuestas:

Graficar las tres formas posibles
(rectas coincidentes, paralelas y
secantes)

Considerar solo las formas 1y

En esta tarea queda de
lado el modo AA y se
enfoca completamente a
desarrollar el modo SG
de los SEL de 2x2.

en el plano 3, pues en estas aparecen las
cartesiano. dos rectas visibles.

Estrategias:

Trazar distintas rectas ( de a

pares) en el plano al azar.

Trazar las rectas considerando

sus posiciones relativas:

paralelas o secantes.
Actividad 4: Posibles respuestas: Relacionan las
Describe el Describir una  solucién representaciones de los
conjunto  solucion particular para cada una de las SEL de 2x2 (modo SG)
de los sistemas formas. con el conjunto solucién,
graficados en la Mencionar la cantidad de ya sea en términos de
actividad 3 y soluciones que tiene cada -cantidad de las
asécialo a una forma. soluciones (0, 1 o
representacion El sistema de la forma 3 tiene infinitas) o en términos
geométrica, segun solucion vacia. geométricos (un punto al

la posicion de las
rectas.

Estrategias:

Analizar los puntos comunes de
ambas rectas como objetos
geométricos (puntos, rectas,
segmentos, lineas, etc.)

tener rectas secantes,
infinitos puntos al tener
rectas coincidentes, o el
conjunto vacio al tener
rectas paralelas)
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Actividad 5:
Escribe un sistema
de ecuaciones para

Posibles respuestas:
Los sistemas de ecuaciones de
2 X 2 que representan los casos

Relacionan el modo SG
de los SEL de 2x2 con
el modo AA. Esto es

cada uno de los de la actividad 4. Los sistema diferente al analsis
casos dibujados en pueden estar representados de usual, donde se
la actividad 3. las siguientes formas: relacionan estos dos
modos de pensamiento
1) Ax + By + C=0 pero a partir del AA se
Dx + Ey + F =0 llega al SG. En este
caso, la tarea busca
2)Ax + By = C esta relacién pero en el
Dx + Ey = F sentido contrario, es
decir, desde el modo SG
3) y =A4x + B llegar al modo AA.
y =Dx + F
Estrategias:
Escribir un sistema en particular
y encontrar el conjunto solucion
y asignar ese sistema a una de
las formas posibles.
Escribir una solucion e idear un
sistema donde tal solucion
satisfaga las dos ecuaciones.
Es muy probable que algunos
estudiantes no usen la forma
general de la ecuacion de la
recta (Ax + By = C) y usen por
comodidad la ecuacion
particular de la recta (y = mx +
n)
Graficar las rectas y de ahi
sacar las ecuaciones que
representan esas rectas.
Usar la ecuacion particular de la
recta modificando los valores de
m y n para cada ecuacion lineal
de cada caso.
Ensayo y error.
Actividad 6: Posibles respuestas: Analizan desde el modo
Representa Dibujar tres rectas que se SG los SEL de 3x2, es
graficamente un interceptan en un punto. decir, como se pueden
sistema de Dibujar dos rectas secantes y la posicionar tres rectas en
ecuaciones de 3x tercera coincidente a cualquier el plano.
2, es decir, tres de las otras dos.
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ecuaciones y dos
incégnitas.

Dibujar tres rectas secantes sin
un punto de interseccion en
comun
Dibujar  tres
coincidentes.
Dibujar dos rectas coincidentes
y una transversal a estas.

paralelas no

Estrategias:
Dibujar tres rectas cualesquiera
en el plano.

Actividad 7:
Representa
graficamente de
todas las formas

posibles tres rectas

Posibles respuestas:
Dibujar tres rectas en el plano y
sus 7 posibilidades.

Estrategias:

Analizan a partir del
modo SG todas las
posibles

representaciones de tres
rectas sobre el plano.

en el plano Fijar una recta e ir modificando
cartesiano. las otras dos para obtener las

distintas formas.
Actividad 8: Posibles respuestas: Analizan los puntos de
En la figura, el Describir cada sistema segun la interseccibn en las
punto de cantidad de intersecciones que representaciones

interseccion
satisface a cada

una de las
ecuaciones del
sistema,
Y oA L, L
, ;
e |}

.,Qué ocurre en
cada una de las
distintas formas
graficadas en la
actividad 7?

presenten las rectas.

Describir cada sistema segun la
posicion relativa de las rectas.
Mencionar que solamente en la
forma 7 el conjunto solucion es
anico y no vacio.

Mencionar que en la forma 6 el
sistema tiene infinitas
soluciones.

Estrategias:

Categorizar los sistemas segun
la cantidad de soluciones que
presente el sistema.

graficas (modo SG) vy
deciden cuando estos
puntos son soluciones o
no del SEL asociado.

La tarea busca que los
estudiantes analicen que
significa ser solucion de
un SEL a partir tanto de
su representacion
geométrica (modo SG)
como también desde su
representacion
algebraica (modo AA).
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Analisis de las respuestas de los estudiantes

Comenzaremos entregando una panoramica general de los resultados de los
estudiantes para luego dar paso a un analisis mas particular de algunas
producciones de interés de algunos alumnos. Para referirnos a los estudiantes
usaremos la simbologia E1 para referirnos al estudiante 1, E2 para el estudiante 2 y
asi sucesivamente.

Sobre los modos de pensamiento que evidenciaron los estudiantes para
explicar el conjunto solucién de un SEL podemos sintetizarlos en la Tabla 8 que
muestra la cantidad de alumnos que evidenciaron un modo de pensamiento en la
tarea 4 y en la tarea 8. Consideramos pertinente el andlisis de estas tareas porque
en ellas se le pide al estudiante que explique el conjunto solucion del SEL asociado.
Por tanto, dependiendo del modo en que presenta el conjunto solucion se podra
clasificar en el modo AA o SG.

Tabla 8:
Modos de pensamiento evidenciados en las tareas 4y 8

Modo SG
Modo AA

Modo AAy SG
No responde

La evidente inclinacién por el modo SG se debe fundamentalmente a los
enunciados de la tareas analizadas ya que buscaban desarrollar la reflexion de los
SEL a partir del modo SG. No obstante, veremos mas adelante que algunos alumnos
seguian pensando en un modo AA a pesar de que la pregunta estuviera inclinada
hacia el modo SG. Por otro lado, también veremos que esta inclinacion por el modo
SG no basta para responder correctamente las diferentes tareas que proponia el
instrumento. Daremos algunos ejemplos de producciones donde se evidencia el
modo SG para responder a la tarea 4 y 8.

Las respuestas de los estudiantes E1 (Figura 16) y E2 (Figura 17) se basan en
conceptos geométricos, como por ejemplo rectas, puntos, paralelismo o interseccion.
Un aspecto interesante a destacar es la aclaracién que afiade el estudiante E2 a su
respuesta en el caso que las rectas sean coincidentes: “Tiene infinitas soluciones.
(Todos los puntos que construyen la recta)”. En este caso podemos evidenciar que el
estudiante entrega mas que solo la cantidad de soluciones sino que identifica cuales
son ellas, una comprension mas profunda de los SEL bajo el modo SG.
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Figura 16: Produccién del estudiante E1 en la tarea 4
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Figura 17: Produccion del estudiante E2 en la tarea 4

Por otro lado, los estudiantes E3 (Figura 18) y E4 (Figura 19) también basan
sus respuestas en la tarea 8 en conceptos geométricos. No obstante, el manejo
geométrico de la situacion planteada no aseguraba una respuesta correcta. Esto se
puede ver en la respuesta del estudiante E3 donde concluye que algunos casos
tienen 2 o 3 puntos solucion, justamente los errores previstos en el analisis a priori de
la clase. En contraposicion a esto, el estudiante E4 también evidencia un manejo
geométrico de la tarea 8 pero llegando a conclusiones correctas. Esto nos permite
entrever que debe existir un conocimiento adicional al manejo geométrico de la
situacion planteada para responder correctamente la tarea 8. Este conocimiento
adicional se evidencia en las respuestas del estudiante E4 en todas las demas tareas
del instrumento, donde responde correctamente las tareas que implicaban ir desde el
modo SG al modo AA como las tareas que implicaban ir desde el modo AA al modo
SG.
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Figura 18: Producciones del estudiante E3 en la tarea 8
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Por otro lado, las tareas 2, 4, 5 y 8 son las que analizaremos ya que
consideramos que en ellas debe existir una relacion entre mas de un modo de
pensamiento para ser respondidas correctamente. El panorama global de las
respuestas de los estudiantes lo observamos en la Tabla 9.

Tabla 9:
Modos de pensamiento evidenciados en las tareas 2,4,5y 8

Tarea 2 Tarea 4
Modo SG 19 15

Modo AA 6 3 20 0
Modo AAy 0 6 4 1

Tarea 8

Tarea 5

SG

No responde 0 1 1 1

Como se puede apreciar de la Tabla 9, en la tarea 5 el modo méas usado por
los estudiantes es el modo AA. Esto se debe al objetivo de la tarea, ya que esta le
pedia construir las ecuaciones de un SEL para cada uno de los casos graficos de la
tarea anterior. Por otro lado, en la tarea 2 la prioridad por el modo SG también se
debe al sentido de la tarea. En esta se le preguntaba a los estudiantes qué
representaba graficamente un sistema de ecuaciones de 2x2. Claramente la tarea
estaba enfocada en desarrollar el analisis grafico por sobre el algebraico, no obstante
hubo estudiantes que de igual manera lo justificaron bajo el modo AA. Daremos
algunos ejemplos de las producciones de los estudiantes que evidencian estos
modos de pensamiento.

Consideramos relevante destacar nuevamente las respuestas del estudiante
El en la tarea 2 (Figura 20). Por un lado, en esta tarea se desarrolla un claro manejo
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de los conceptos graficos asociados a un SEL de 2x2. No obstante, en la tarea 5
(Figura 21) queda en evidencia que, a pesar de que esta tarea buscaba desarrollar el
analisis AA, existe un recurso geométrico empleado por el estudiante E1 para
responder correctamente a la situacién planteada. Este recurso es la ecuacion
particular de la recta y el manejo de la pendiente y el coeficiente de posicion. Estos
conceptos pueden ser analizados como valores numéricos en las relaciones
aritméticas entre las variables, pero no cabe duda que tiene una fuerte influencia
geométrica en su analisis, tal como lo muestra la respuesta del estudiante E1 en la
tarea 5.

%Qué representa graficamente un sistema de ecuaciones de 2x 2, es decir, dos ecuaciones y dos incognitas?
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Figura 20: Produccién del estudiante E1 en la tarea 2
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Figura 21: Produccioén del estudiante E1 en latarea 5

Esta estrategia, también empleada por el estudiante E5, fue descrita en el
analisis a priori de la clase y se pudo constatar su uso en las evidencias escritas de
la tarea. Por otro lado, a pesar de que la tarea 2 se enfocaba en desarrollar un
analisis geométrico de la situacion hubo estudiantes que la respondieron desde el
modo AA. Un ejemplo de esto lo muestra la respuesta del estudiante E5 donde
relaciona la forma de la grafica con el grado de la ecuacion (Figura 22).
Concretamente expone que “2 rectas que se intersectan o no, es de 2x2 porque son
ecuaciones de primer grado, de lo contrario, al presentarse una curva es de segundo
grado”. Esto muestra la relaciéon que hace el estudiante entre la forma de la gréafica
con los valores numéricos que definen su ecuacion algebraica.

e

2. ;Qué representa graficamente un sistema de ecuaciones de 2x 2, es decir, dos ecuaciones y dos incognitas?
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Figura 22: Produccién del estudiante E5 en la tarea 2

Por otro lado, pudimos evidenciar otro error previsto en el analisis a priori de la
clase. El estudiante E6 sostiene que si los coeficientes numéricos de un SEL son
distintos, el SEL tendra solucion Unica (Figura 23). Esto no es correcto, ya que, por
ejemplo, si tomamos la ecuacion x + 2y =3 y la amplificamos por 4 obtenemos
4x + 8y = 12. Si hacemos el SEL entre estas dos ecuaciones, al ser las dos
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ecuaciones iguales, el conjunto solucion, analizado graficamente, sera aquel formado
por todos los puntos pertenecientes a la recta, lo cual es un conjunto infinito. No
obstante se cumple que los coeficientes numéricos son todos diferentes. Por lo tanto,
la respuesta del estudiante E6 muestra una dificultad al transitar desde el modo SG
al modo AA.

5. Escribe un sistema de ecuaciones para cada uno de los casos dibujados en la actividad 3.

YMyy 4 =90 2) Uy ¥ 2y =10 3)\&-}3:\7:\5'
Lt . & %
fopraled dashnto ;

fodiss dushnto e

Figura 23: Produccién del estudiante E6 en latarea 5

Si analizamos las respuestas de los estudiantes en las tareas 5 y 8 resulta
algo se mucho interés. Los resultados de este andlisis comparativo estan en la Tabla
10.

Tabla 10:
Comparacion entre las respuestas de latarea 5y 8.

Respuestas Tarea 8

Incorrectas Correctas No responde
Respuestas Incorrectas 5 0 1
Tarea 5 Correctas 10 5 3
No responde 0 0 1

Como se puede apreciar de la Tabla 10, hay una estrecha relacion entre las
tareas 5 y 8 la cual se puede expresar de la siguiente manera: Todos los estudiantes
gue respondieron incorrectamente la tarea 5, respondieron incorrectamente la tarea 8
0 no la respondieron. Por otro lado, todos los estudiantes que respondieron
correctamente la tarea 8, respondieron correctamente la tarea 5. La caracteristica
fundamental entre la tarea 5 y la tarea 8 es que la primera le pide al estudiante
construir su analisis a partir del modo SG pero debe llegar al modo AA. Por otro lado,
en la tarea 8 se le pide al estudiante explicar el conjunto solucion de los diferentes
casos en que se grafican 3 rectas en el plano. Para responder correctamente esta
Ultima tarea se hacia necesario una relacion entre el modo SG y el modo AA.

La respuesta del estudiante E7 (Figura 24) muestra una alusion a la
interaccién entre el modo SG y el modo AA. Esto lo podemos pensar basandonos en
la respuesta que entrega en el caso de 3 rectas todas ellas con diferente pendiente
entre si y no confluyentes a un punto comun.
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Figura 24: Produccién del estudiante E7 en Ié tarea 8

La justificacion del estudiante E7 es que la solucion es vacia “porque no
satisface las 3 rectas”. Uno puede intuir que se esta refiriendo a las ecuaciones. No
obstante se hace necesaria mayor evidencia para afirmar esto. Una posibilidad a
futuro podria ser el uso de una entrevista personal para indagar en mayor
profundidad las conexiones entre estos modos de pensamiento.

Del mismo modo, el estudiante E8 pudo responder correctamente la tarea 8.
No obstante ni el registro de su guia ni la videograbacién permiten asegurar que el
estudiante E8 desarrollé una conexion entre dos modos de pensamiento (Figura 25).
Su respuesta escrita se limita al modo SG. Lo que dice explicitamente es que la
solucién es vacia “porque las 3 rectas no intersectan en ningun punto las 3 juntas”.
Esto solo evidencia elementos geométricos en su analisis. Para poder afirmar con
mayor seguridad si el estudiante E8 hizo conexiones entre un modo de pensamiento
y otro se haria necesario una entrevista personal donde se evidencie en mayor
profundidad estas posibles conexiones.
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Figura 25: Producciones del estudiante E8 en la tarea 8

A pesar de estas respuestas correctas de la tarea 8, hubo muchos que
cometieron el error previsto en el analisis a priori, este era considerar que si tenemos
un SEL con 3 ecuaciones y dos incognitas, puede existir un caso en el que este
sistema tenga 2 o 3 soluciones.
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A partir de las producciones de los estudiantes y de la Tabla 10 podemos
afirmar que responder correctamente la tarea 5 es una condicidon necesaria (pero no
suficiente) para responder correctamente la tarea 8. Si relacionamos esta hecho con
los modos de pensamiento podemos concluir que es necesario que el estudiante
desarrolle correctamente una conexion entre el modo SG y AA para responder
correctamente la tarea 8. Esta conexion debe desarrollarse en ambos sentidos, es
decir, desde el modo AA hacia el modo SG pero también desde el modo SG hacia el
modo AA. Esto se puede concluir del hecho que en la tarea 2, donde debian analizar
la tarea desde el modo AA hacia el modo SG, la mayoria de los alumnos lograron
una respuesta convincente. No obstante, no todos lograron desarrollar correctamente
la tarea 5, donde debian analizar la tarea desde el modo SG hacia el modo AA. Y
como se pudo apreciar en la Tabla 10, responder correctamente la tarea 5 se
convirti6 en una condicibn necesaria (pero no suficiente) para responder
correctamente la tarea 8.

Por otro lado, el andlisis de las respuestas de los estudiantes en cada tarea
del instrumento nos permite concluir que mas alla de las propias caracteristicas de
cada tarea, es el conjunto de estas tareas la que va construyendo estas conexiones
entre los diferentes modos de pensamiento. Por tanto, més all4 de caracterizar una
tarea en particular debemos caracterizar a un conjunto de tareas donde cada una de
ellas favorezca la conexién no solo entre dos modos de pensamiento sino que desde
un modo de pensamiento hacia otro. Esto es lo relevante para construir conexiones
entre los diferentes modos de pensamiento. A partir del andlisis de los errores de las
tareas 5 y 8 pudimos constatar que los estudiantes que no desarrollaron
correctamente una conexion desde el modo SG hacia el modo AA en un SEL de 2x2
(tarea 5) no pudieron responder correctamente cual es el conjunto solucion de un
SEL de 3x2 de forma grafica (tarea 8). Del mismo modo, todos los estudiantes que
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respondieron correctamente a la tarea 8, respondieron correctamente a la tarea 5. No
obstante lo anterior, la mayoria de ellos respondieron correctamente las primeras
tareas donde se le pedia relacionar una ecuacion lineal de dos variables o un SEL de
2x2 desde el modo AA hacia el modo SG. Este contraste nos permite concluir que la
conexiéon entre los modos de pensamiento involucrados tienen una direccién. Con
esto nos referimos a que, por ejemplo, un estudiante puede evidenciar una correcta
relacion desde el modo AA hacia el modo SG pero no a la inversa, es decir, desde el
modo SG hacia el modo AA.

Finalmente, no hubo evidencia de un uso o alusion al modo AE en las
respuestas de los estudiantes. Esto se puede deber a la prioridad geométrica de las
tareas propuestas. Sin embargo, también puede ser un signo de la carencia del
analisis o reflexion de este modo de pensamiento en los alumnos.

La secuencia de clases que expondremos a continuacion responde a esta
necesidad, a saber, desarrollar en los estudiantes el modo AE a partir del estudio de
los SEL. En particular, el modo AE de los SEL est& estrechamente relacionado con
los conceptos basicos del Algebra Lineal. Este hecho permite dar un valor adicional a
esta secuencia ya que no solo permitira fortalecer la interaccion entre los diferentes
modos de pensamiento en el estudio de los SEL, sino también conectar
explicitamente el aprendizaje escolar con el aprendizaje universitario.
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SECUENCIA DIDACTICA
Analisis preliminar

La clase inicial, descrita en el apartado anterior, fue disefiada para el estudio
del analisis grafico del conjunto solucion de SEL. A partir de esta implementacion se
disefiaron las siguientes 6 clases con un objetivo especifico del Algebra Lineal. En
particular, los conceptos basicos del Algebra Lineal que deseamos desarrollar en los
estudiantes son la dependencia e independencia lineal, la combinacion lineal y
vectores generadores del plano R?. Como un esquema general, la secuencia
didactica se compone de las clases y objetivos explicitados en la Figura 30.

7
Clase 0: Clases 1y 2 Clases 3y 4 Clases 5y 6:

« Conjunto solucién
de SEL a partir de
Su representacion

» Dependencia e
independencia
lineal de vectores

de vectores a partir
de la modelizacion

» Combinacion lineal « Integrar los
conceptos de
dependencia lineal

grafica. mediante el andlisis y del analisis y combinacion
grafico de las grafico de las lineal para estudiar
tareas. tareas. los vectores
generadores del
L ) plano.

Figura 30: Objetivos de cada clase de la secuencia didactica.

Cabe destacar algunos aspectos importantes de la secuencia didactica. La
secuencia fue disefiada para ser aplicada en el nivel de Ill medio matematico una vez
finalizada la unidad sobre matrices. En esta unidad desarrollan la definiciéon de
matriz, adicion y producto de matrices, determinante de matrices, matriz adjunta e
inversa. No obstante lo anterior, para el buen desarrollo de la secuencia, solo es
necesario que el estudiante comprenda la definicibn de matrices, su adiciéon y su
producto, tanto por escalar como el producto entre dos matrices.

Por otro lado las clases seran analizadas de a pares, es decir las clases 1y 2,
3y 4,5y 6. Esto se debe a la carga horaria semanal del curso en el que esta
disefiada la secuencia: dos clases por semana, la primera de una duracion de 1 hora
y 30 minutos y la segunda de 45 minutos. Por este motivo la primera clase
corresponde a una sesion de exploracion tedrica, en cambio la segunda tiene por
objetivo aplicar lo aprendido en la sesion tedrica. De este modo las sesiones tedricas
seran 1, 3y 5, y las sesiones practicas seran 2, 4y 6.

Por ultimo, en cada clase se puede evidenciar la articulaciéon de los modos de
pensamiento al constatar que cada tarea esta desarrollada desde el modo SG pero
su resolucién requiere conectar con algun modo analitico, ya sea el AA o el AE. Para
propiciar este analisis grafico, est4 planificado que cada sesion se apoye en un
applet de geometria dinamica. En nuestro caso usaremos Geogebra. De este modo
los estudiantes tendran la posibilidad de analizar las tareas modificando sus
componentes basicos (puntos o vectores en el plano) lo cual favorecera su andlisis al
estudiar mas de un tipo de situacion.
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CLASES 1Y 2

Descripcion de la secuenciade las clases 1y 2

La sesion 1 estd compuesta por 8 tareas y una actividad de sintesis. Entre las tareas propuestas esta la resolucion
de diferentes SEL, con solucién Unica, solucion vacia e infinitas soluciones. A partir de la notacidbn matricial de estos
sistemas se estudiaran las relaciones entre los vectores columna de la matriz asociada al SEL con la cantidad de
soluciones del mismo sistema.

En estas sesiones se espera que los estudiantes:

* Transformen la representacién algebraica de un SEL a su representacién matricial.

* Identifiguen las columnas de la matriz como vectores y la solucién del SEL como los ponderadores de estos
vectores para llegar al vector solucién (todo esto mediante el applet de Geogebra).

* Analicen el caso en que los vectores columna son uno ponderado del otro y definan cuando tienen solucién este

SEL y cuando no mediante al applet de Geogebra.

* Describan con sus palabras lo que sucede con el SEL cuando los vectores columna son uno ponderado del otro

(linealmente dependientes), iniciando el concepto de dependencia lineal.

* Establezcan relaciones entre los vectores asociados a la matriz del SEL y la cantidad de soluciones del sistema.

Respuesta experta de las tareas planteadas en la clase 1

Tarea Matemética Respuesta Experta
1. Resuelva el siguiente Aplicando el método de sustitucion se obtiene lo siguiente:
sistema de ecuaciones: Despejamos x de la primera ecuacion 3y—5=x
—x+3y=5
2x+y =4 } Reemplazamos x=3y—-5 en la segunda 2By —-5)+y=4
ecuacion
Resolvemos la ecuacion para y 6y—10+y =4
7y =4+410
y=2
Reemplazamos el valor de y en otra ecuacion y x=3-2-5
obtenemos el valor de x x=6-5
x=1
Por lo tanto la solucién del sistemaesx =1,y =2
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2. Determine los
coeficientes a, b, c,d € R
de la matriz para que la
siguiente expresion sea
igual al sistema de
ecuaciones anterior.

¢ d6)=C)

Los coeficientes de la matriz seran:

Z D6)=G

(iy)=0)

De esta forma se consigue:

Que es otra representacion del sistema de ecuaciones estudiado.

)

3. Mediante el applet de
Geogebra determine la
relacion entre los

ay (b
vectores (C) (d) y los
valores solucion de x e y.

Los valores solucién son los ponderadores de los vectores

columna de la matriz, a saber (_21) y (i) Esto se puede

apreciar visualmente mediante el applet de Geogebra. La
imagen del lado derecho muestra esta relacion visualizada por
el applet.

P i} ‘\

4. Solo usando el applety
la relacion encontrada en
la pregunta anterior
determine los valores
solucién de x e y del
siguiente sistema:

—x+2y=28

3x +4y = 6}

Usando el applet se llega a la representaciéon visual del lado
derecho. Usando el applet se puede concluir que la solucién del
sistema de ecuaciones lineales asociadoes x = -2,y =3
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5. Usando el applet
determina valores de a y
b tales que el sistema de
ecuaciones

—x+2y=a

3x +4y = b}
tenga como solucion
ndmeros enteros.

Usando la estrategia del applet podemos tener la siguiente
visualizacién (lado derecho). Por lo tanto los posibles valores de a
y b (para que el sistema tenga solucidn entera) es tomar las
coordenadas de los puntos de interseccibn de las lineas
punteadas. En nuestro caso los posibles valores de a y b
(expresados como coordenadas de puntos (a,b) ) seran
(2,4),(3,1),(1,7), (5,5), entre otros muchos puntos.

6. Use la misma
estrategia con el applet
para resolver el siguiente
sistema de ecuaciones:
2x -3y =2
—4x + 6y = 1}

Como se puede apreciar por la visualizacion del applet (lado
derecho), el sistema de ecuaciones lineales asociado tiene
solucion vacia.

7. Si usamos la notacién
matricial del sistema

anterior, (_24 _63) (;) =

(i) , determine una
relaciéon entre los
vectores (_24) (_63) para

gue suceda la situacion
anterior.

Los vectores columna de la matriz asociada tienen igual direccién o en otras palabras, uno es el ponderado del otro.
Esta situacién sumada a que el vector solucion tiene otra direccién distinta a los vectores anteriores determina la

insolubilidad del sistema asociado.

8. Usando la relacién
anterior, construya un
sistema de ecuaciones
en el que suceda lo
mismo que en el caso
anterior.

Para construir este sistema de ecuaciones lineales bastard que los vectores columna de la matriz asociada tengan
igual direccion, pero el vector solucién tenga direccion distinta a la anterior. Evidentemente, cada estudiante puede

construir un SEL diferente.
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Plan de laclase 1

Objetivo de la clase: Relacionar los SEL con los vectores y matrices.

Momento
de la clase
(tiempo

Tareas matematicas

Estrategias de resolucion de los
estudiantes y Posibles dificultades y
errores.

Intervenciones del profesor y
Devoluciones ante las posibles

dificultades y errores de los
estudiantes

0. Explicar el sentido de esta nueva sub-
unidad, los tiempos y la forma de
evaluacion. Escribir el objetivo y compartir
primeras impresiones de los estudiantes
(¢ Qué entienden del objetivo? ¢ Qué
creen que vamos a aprender?)

Devolucion ante la posible dificultad
0 error:

Ante esta situacion el profesor muestra
(usando otro ejemplo) cémo se

multiplica una matriz por un vector
columna. Como por ejemplo:

(6 DG =Gais)

asignhado)
Inicio 0. Inicio de la clase y presentacién del
objetivo de la clase.
(15 min.) “Entendiendo los SEL a partir de los
vectores y matrices.”
1. Puesta en juego de conocimientos 1.1. Los estudiantes resuelven el SEL
previos. mediante cualquiera de los métodos
1.1. Resuelva el siguiente sistema de conocidos (sustitucion, igualacion,
ecuaciones: reduccidn, gréafico, regla de Cramer).
—x+3y=5
2x+y =4 }
1.2. Determine los coeficientes 1.2. Los estudiantes relacionan los SEL
a,b,c,d € R de la matriz para que la con la escritura matricial aprendida en la
siguiente expresién sea igual al sistema | unidad anterior.
de ecuaciones anterior.
(a b) (x) _ (5) Posible dificultad o error:

c ad/\y 4 Es posible que algunos estudiantes no
recuerden la forma de multiplicar
matrices.

Desarrollo 2. Planteamiento de los problemas 2.1. Los alumnos pueden visualizar que la
principales de la clase. solucion son las veces que se usa un

(60 min. 2.1. Mediante el applet de Geogebra determinado vector para llegar al vector

Aprox. 10 determine la relacion entre los vectores | solucion.

g'rgae)n cada (Ccl) (Z) y los valores solucion de x e y.

2.1. Sino queda claro el sentido de la
tarea, unas posibles preguntas serian la
siguientes: ¢Podemos llegar al punto (o
vector) solucion solo usando los vectores
columna de la matriz? ¢ Cuantas veces
tenemos que usar cada vector? ¢ Esta
cantidad de veces estara relacionada con
la solucién del SEL?
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2.2. Solo usando el applet y la relacion
encontrada en la pregunta anterior
determine los valores solucion de x e y
del siguiente sistema:

—-x+2y=8

3x+4y = 6}

2.3. Usando el applet determina valores
de a y b tales que el sistema de
ecuaciones

-x+2y=a

3x +4y = b}
tenga como solucién nimeros enteros.

2.4. Use la misma estrategia con el
applet para resolver el siguiente sistema
de ecuaciones:

2.2. Los estudiantes deben visualizar en
la proyeccion una ruta desde el origen
hasta el punto solucion usando los
vectores columna de la matriz, igual que
en la tarea anterior.

Posible dificultad o error:

Es posible que algunos estudiantes no
visualicen la “ruta” desde el origen hasta
el punto solucién usando los vectores

columna.

Por otro lado, otra dificultad es que no
consideren como (—1) vez el vector
cuando lo usamos en el sentido
contrario.

2.3. Se espera que los estudiantes elijan
un nuevo punto entre aquellos donde el
applet representa una nueva interseccién
de los nuevos “ejes” formados por los
vectores (lineas punteadas).
Posible dificultad o error:
Es posible que algunos estudiantes no
comprendan que los puntos que se

deben escoger son las intersecciones
de las rectas representadas en el
applet.

2.4. Se espera que los estudiantes se den
cuenta de la imposibilidad de la situacion
y la justifiquen mediante la representacién

Devolucion ante la posible dificultad
0 error:

Una forma de abordar esta dificultad es
pedirle a algun alumno voluntario que
dibuje en la pizarra la ruta que él esta
considerando. A partir de esta ayuda,
lo restante es contar las veces que
usamos cada vector columna.

Por otro lado, mostrar que (—1) por el
vector hace que avance en la misma
direccion del vector pero en sentido
contrario (como retrocediendo). Si aun
no queda claro, se puede explicar con
un vector concreto, por ejemplo

v = (1,2) y luego ver que (—1) - v =
(—1,-2), justamente retroceder en la
direccion del vector v.

Devolucion ante la posible dificultad
0 error:

Si a uno o varios alumnos le dificulta
escoger los valoresde ay b
apropiados, se le puede preguntar a
algun alumno que haya visualizado
esta estrategia con el applet y pedirle
gue explique su estrategia de
resolucién. De este modo los
estudiantes tienen un ejemplo guia
para resolver la tarea planteada.

Si no hay un alumno que explique su
procedimiento, el profesor puede
entregar un ejemplo para explicar el
objetivo de la tarea.

2.4. Dar énfasis a la estrategia del applet
y de la “ruta” desde el origen al punto
solucion usando los vectores columna de
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2x—3y=2}
—4x+6y=1

2.5. Si usamos la notacion matricial del
sistema anterior, ( 2 _3) (x) = (2)

-4 6/\Y 1
determine una relacion entre los
vectores ( 2 ) (_3) para que suceda la

—4/"\ 6

situacion anterior.

2.6. Usando la relacién anterior,
construya un sistema de ecuaciones en
el que suceda lo mismo que en el caso
anterior.

gréfica, en donde no es posible llegar al
punto (2,1) usando como “ruta” los
vectores (2,—4) y (-3,6).

Otra posible estrategia es que resuelvan
algebraicamente el SEL y expongan que
tiene solucidn vacia.

2.5. Una posible estrategia es graficar
estos vectores y que noten que estos
vectores tienen la misma direccion (no
necesariamente el mismo sentido).
Otra posible estrategia es que los
alumnos noten que ambos vectores son

solo ponderaciones del vector ( 12)
2.6. Basta que el estudiante determine
dos vectores linealmente dependientes
(uno el ponderado del otro) y construya el
SEL asociado usando estos valores en la
matriz.

Posible dificultad o error:
Es posible que algunos estudiantes no
comprendan que adicionalmente a que

los vectores columna de la matriz
tengan igual direccion, el vector
solucién tiene que tener direccion
distinta a la anterior.

la matriz asociada al SEL.

Si algun alumno desarroll6 el SEL de
forma algebraica se puede volver la
atencion a la representacion grafica con
preguntas del tipo: ¢ Cémo se refleja esta
situacion de los vectores columna en la
gréfica? ¢Puedo saber que va a pasar
esta situacion en el SEL solo observando
la gréfica de los vectores columna de la
matriz? ¢ Qué debe pasar en la gréfica?
Notar que esta Ultima pregunta conecta
esta tarea con la siguiente.

2.5. Si no surge la estrategia de graficar
estos vectores se le puede sugerir a los
estudiantes el por qué se le adjunt6 un
plano cartesiano en la parte del desarrollo
de la tarea. Luego se le pide a los
alumnos que describan con sus palabras
lo que ven en la grafica anotando las
estrategias relevantes en pizarra.

2.6. Se le piden ejemplos a los alumnos y
su posterior justificacion. A partir de estas
justificaciones se van incorporando en
pizarra las estrategias mas relevantes de
los alumnos al resolver esta tarea.

Cierre

(15 minutos)

3. Sintetizar ideas
Explique con sus propias palabras o con
algun esquema lo que aprendi6 en esta
sesidn sobre los siguientes conceptos:

. Sistemas de ecuaciones

3. Los estudiantes desarrollan una
sintesis de lo aprendido en la sesién. Esta
sintesis es libre, por lo que pueden
emplear esquemas, dibujos, péarrafos, etc.

3. El docente dara plena libertad a los
estudiantes para que desarrollen su
sintesis y evitara dar juicios de valor
sobre las relaciones o la forma de
representar este conocimiento por parte
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lineales.

o Matrices.

. Vectores en el plano.
o Existencia de
soluciones.

del alumno. Si algdn alumno insiste en

conversaremos de estas sintesis.

conseguir alguna validacién el profesor se
limitara a responder: En la proxima sesién

Pizarra de la clase

Fecha:
(Area proyector)
Y ) s
Objetivo:

z . LT
) e

i Al =
* S L el D [ R
e e
L e : e
1,2) N “‘ -

Jo

Comentarios o estrategias
relevantes:

Conclusiones finales:

El esquema de la pizarra de la imagen anterior serqd usado en todas las sesiones. Por esta razon solo lo
expondremos explicitamente en esta ocasion.

Material complementario: Applet de Geogebra (documento adjunto) y guia de trabajo para el alumno (Sesion 1, en

anexos)
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CLASES3Y 4

Descripcion de la secuencia de las clases 3y 4

La sesién 3 estd compuesta por 8 tareas y una actividad de sintesis. Entre las tareas propuestas esta la resolucion
de un problema de modelizacion. A partir de estas tareas se buscara conectar estas estrategias con las de las sesiones
anteriores. A partir de las respuestas de los estudiantes en la Ultima tarea de sintesis, se procedera a definir lo que es
una combinacion lineal de vectores en el plano.

En estas sesiones se espera que los estudiantes:

* Construyan rutas que comiencen en el origen del plano cartesiano y lleguen a algun punto particular. Luego
cuenten las veces en que avanzaron en una determinada direccion. De este modo, la cantidad de veces que
avanzaron en una direccion estara relacionada con el coeficiente numérico que ponderara al vector para llegar al
punto de destino (desarrollo intuitivo de la nocidon de combinacion lineal).

* A partir de estas “rutas” construyan una ruta desde el origen hasta el vector solucién en funcién de los vectores en
los que avanza (combinacion lineal).

* Conjeturen caracteristicas que deben cumplir los vectores con los que avanzan para que siempre se pueda llegar
a cualquier punto del plano. Esta caracteristica la pueden desarrollar usando la idea grafica de la direccion de los
vectores, aunque implicitamente se esta desarrollando la idea de independencia lineal y de vectores generadores
del plano.

* Relacionen la direccion de los vectores con la posibilidad de expresar cualquier otro vector del plano como
combinacion lineal de los vectores iniciales.

* Relacionen las direcciones de los vectores con el valor numérico del determinante de la matriz construida a partir
de estos vectores. De manera que concluyan que si los vectores tienen distinta direccion, el determinante debe ser
no nulo, y por otro lado, si los vectores tienen igual direccion, el determinante es cero.

Observacidon: Resulta particularmente importante destacar que en las tareas desarrolladas en la clase 3 se le da un
mayor énfasis a los escalares que conforman la combinacién lineal y su unicidad, dejando en un segundo plano el estudio
de los vectores. En términos algebraicos, si consideramos la combinacién lineal como a - v; + B - v, = V3, las tareas de
esta clase se enfocan en que el estudiante logre descubrir que los escalares a y f son Unicos para determinados
vectores (0 caminos) fijos. Por esta misma razén es que se analizan los caminos, o vectores, mas simples en el plano,
como por ejemplo v; = (0,1) y v, = (1,0) o bienv; = (1,1) y v, = (—1,1), para darle una mayor prioridad al analisis de la
unicidad de los escalares que acomparfan a cada vector independiente de la ruta que haya construido cada estudiante.
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Respuesta experta de las tareas planteadas en la clase 3

| Tarea Matemaética

1. Imagine que tiene que
ir desde su casa a la
escuela. La ubicacién de
estos lugares se
encuentra representada
en la imagen del lado
derecho. Construya
graficamente dos rutas
diferentes para ir desde
la casa a la escuela
avanzando por las calles
representadas.

Respuesta Experta

Se debe construir una ruta que siga las direcciones
de las cuadras de la imagen. Un ejemplo de estas
posibles rutas es la del lado derecho.

2. Cuente las cuadras
gue avanzoé a la derecha
(=) y las que avanz6
hacia arriba (7). Si en
algiin momento avanzé a
la izquierda considere
que se movi6 (—1)
cuadras a la derecha (o
retrocedid). Del mismo
modo, si avanzé hacia
abajo considere que se
movié (—1) cuadra hacia
arriba (o retrocedio).
Ejemplo: Si se movid dos
cuadras hacia arriba 'y
una hacia abajo, en total
se movié 2 + (—1) =1,
es decir una cuadra hacia
arriba.

El estudiante debe contar las cuadras que avanzé en
cada direccion. En el ejemplo del lado derecho estos
valores serian:

3+1=4veces (1)
2 veces (=)
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3. Compare los
resultados de las rutas de
la tarea anterior. ¢ Los
resultados son
diferentes?

Compare los resultados
de su tarea 2 con los de
sus compairieros.

¢ Hicieron la misma ruta?
¢ Estos resultados (de la
tarea 2) son diferentes?

Proponga una respuesta
justificada de esta
situacion.

Los resultados de la tarea anterior debiesen ser iguales, es decir 4 veces (1) y 2 veces (—). Por otro lado, estos
valores debiesen ser iguales para todos los estudiantes.

Una explicacion a este hecho es dividir el movimiento en la direccién vertical (J) y en la direccién horizontal («). De
este modo sea cual sea la ruta construida, se debe avanzar en total 4 unidades hacia arriba y 2 unidades hacia la
derecha. Otra forma de verlo es entender estos valores numéricos como los ponderadores de una combinacion lineal
del tipo
a-v+p-v; =v3

Donde v; y v, son los vectores que indican las direcciones en las que puedo avanzar y v, indica el vector al cual
quiero llegar. En este sentido como trabajamos en R? y los vectores v, y v, son linealmente independientes,
entonces los ponderadores a y § seran Unicos. Esto se puede entender como expresar el vector v; (expresado en la
base canonica) en la nueva base {v;,v, }

4. Imagine que ahora
tiene que ir nuevamente
desde la casa a la
escuela pero puede
moverse solo por las
diagonales de las
manzanas (y no por las
calles). Construya
graficamente dos rutas
diferentes para ir desde
la casa a la escuela
avanzando por estas
diagonales.
Observacién: No puede
cambiar de direccién en
el centro de la
manzana. Debe
completar cada
diagonal, es decir, no
se puede hacer esto:

Se debe construir una ruta que siga las direcciones de
las diagonales de las manzanas de la imagen. Un
ejemplo de estas posibles rutas es la del lado derecho.
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5. Aligual que en la tarea
2, cuente las veces que
avanzé en cada diagonal
(7#0N) para cada ruta
gue construyé en la tarea
4.

Nuevamente, si tuvo que
avanzar en la direccién
(\) considérelo como
(—1) vez la diagonal (N).
Del mismo modo, si tuvo
gue avanzar en la
direcciéon (¢) considérelo
como (—1) vez la
diagonal ()

El estudiante debe contar las diagonales que avanzd en
cada direccion. En el ejemplo del lado derecho estos
valores serian:

2+1=3veces (/)
1 vez (N)

6. Compare los
resultados de las rutas de
la tarea anterior. ¢Los
resultados son
diferentes?

Compare los resultados
de su tarea 5 con los de
sus compairieros.
¢ Hicieron la misma ruta?
¢Estos resultados (de la
tarea 5) son diferentes
con los de su
comparfero?

Proponga una respuesta
justificada de esta
situacion.

Los resultados de la tarea anterior debiesen ser iguales, es decir 3 veces () y 1 vez (N). Por otro lado, estos
valores debiesen ser iguales para todos los estudiantes.

Una explicacion a este hecho es dividir el movimiento en la direccién de la primera diagonal () y en la direccion de
la segunda diagonal (\). De este modo sea cual sea la ruta construida, se debe avanzar en total 3 unidades en
direccion () y 1 unidad en direccién (\). Otra forma de verlo (similar a la tarea 3) es entender estos valores
numéricos como los ponderadores de una combinacidn lineal del tipo
a-v+p-v; =73

Donde v; y v, son los vectores que indican las direcciones en las que puedo avanzar y v, indica el vector al cual
quiero llegar. En este sentido como trabajamos en R? y los vectores v, y v, son linealmente independientes,
entonces los ponderadores a y § seran Unicos. Esto se puede entender como expresar el vector v; (expresado en la
base canonica) en la nueva base {v;,v, }
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7. Resuelva el siguiente
sistema de ecuaciones | El SEL asociado se puede resolver por el método que el estudiante desee, ya sea grafico o algebraico. De cualquier
expresado en forma | modo, la solucién del sistemaes x =3,y = 1.
matricial:
(1 6=
1 1/ \4

8. Los vectores columna
de la matriz de la tarea | La solucion del SEL asociado es igual a los valores 2 ‘\l,’ o7
anterior son (1) y (—1)_ enco_n,trados_ er}_la tarea 5y 6, es decir_?i y 1. Esta . ;1 N .

1 1 relacion se justifica por la nueva comprension del SEL . ’ N ’ .
Compare estos vectores | egcrito de forma matricial como  busqueda de los 4 N s S
con las indicaciones para | ponderadores de los vectores columna de la matriz e 3 ¥
avanzar de la tarea 4. A | agociada para llegar al vector solucion. La visualizacion ’ \ ’ \ ’
su vez compare 0S| {e este hecho se puede hacer mediante el applet ‘ \2\,’ o7
resultados de la tarea 5 | (imagen del lado derecho) 7N 7N
con la solucion del o LT N e N
sistema de ecuaciones 14
de la tarea 7. _ /’ V2 \\ P
¢Qué conclusion puede ’ vi N~ 7
obtener? Justifique su : - : iy
respuesta. N T A AN

Y r hY s Y

Plan de laclase 3
Objetivo de la clase: Construir “rutas” en el plano usando vectores.

Momento Intervenciones del profesor y
de la clase

Estrategias de resolucion de los
Tareas matematicas estudiantes y Posibles dificultades y
errores.

Devoluciones ante las posibles

(tiempo dificultades y errores de los

asighado) estudiantes
Inicio 0. Inicio de la clase y presentacion del 0. Explicar el sentido de esta nueva sub-
objetivo de la clase. unidad, los tiempos y la forma de
(15 min.) “Construyendo “rutas” en el plano evaluacion. Escribir el objetivo y compartir
usando vectores” primeras impresiones de los estudiantes

(¢ Qué entienden del objetivo? ¢ Qué
creen que vamos a aprender?)

1. Puesta en juego de conocimientos | 1.1. Los estudiantes proponen al menos
previos. dos rutas diferentes para ir desde la casa
1.1. Imagine que tiene que ir desde su a la escuela.
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casa a la escuela. La ubicacién de estos
lugares se encuentra representada en la
imagen del lado derecho. Construya
graficamente dos rutas diferentes para
ir desde la casa a la escuela avanzando
por las calles representadas.

1.2. Cuente las cuadras que avanzé a la
derecha (-) y las que avanz6 hacia
arriba (7). Si en algiin momento avanz6
a la izquierda considere que se movio
(—1) cuadras a la derecha (o
retrocedid). Del mismo modo, si avanzé
hacia abajo considere que se movi6
(—1) cuadra hacia arriba (o retrocedio).
Ejemplo: Si se movi6 dos cuadras hacia
arriba y una hacia abajo, en total se
movié 2 + (—1) = 1, es decir una cuadra
hacia arriba.

1.3. Compare los resultados de las rutas
de la tarea anterior. ¢ Los resultados son
diferentes?

Compare los resultados de su tarea 2
con los de sus comparieros. ¢ Hicieron la
misma ruta? ¢ Estos resultados (de la
tarea 2) son diferentes?

Proponga una respuesta justificada de
esta situacion.

1.2. Los estudiantes cuentan las veces
gue avanzaron hacia “arriba” y que
avanzaron a la “derecha”.

Posible dificultad o error:
Es posible que algunos estudiantes no
entiendan que bajar es avanzar (-1)

hacia arriba. Del mismo modo avanzar a
la izquierda es avanzar (-1) a la
derecha.

1.3. Los estudiantes comparan los
resultados y concluye que todos son
iguales. Un posible explicaciéon de esto es
analizar cada ruta en funcion de lo que
sube o baja separadamente de los que
avanza a la derecha o izquierda. De este
modo se puede observar la regularidad.
Posible dificultad o error:

Es posible que algun estudiante llegue a

un resultado diferente.

Devolucion ante la posible dificultad
0 error:

Ante esta situacion una posibilidad es
construir una ruta concreta en la
pizarra (una que tenga estos
movimientos, es decir, avanzar hacia
abajo y hacia la izquierda) y completar
la tarea de contar de forma grupal
dando hincapié al hecho de considerar
(-1) si se retrocede en el sentido del
vector usado.

Devolucion ante la posible dificultad
0 error:

Ante esta situacion una posibilidad es
que el profesor le pide que comparta
en pizarra la ruta que construyo6 de la
casa al colegio y luego de forma grupal
se calculan los valores de la tarea 3.

Desarrollo

(60 min.
Aprox. 12
min en cada
tarea)

2. Planteamiento de los problemas
principales de la clase.

2.1. Imagine que ahora tiene que ir
nuevamente desde la casa a la escuela
pero puede moverse solo por las
diagonales de las manzanas (y no por

2.1. Los estudiantes proponen al menos
dos rutas diferentes para ir desde la casa
a la escuela.

2.1. El profesor verifica que los
estudiantes siguen las instrucciones
correctamente, es decir no cometen el
error descrito en la imagen
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las calles). Construya graficamente dos
rutas diferentes para ir desde la casa a
la escuela avanzando por estas
diagonales.

Observacién: No puede cambiar de
direccién en el centro de la manzana.
Debe completar cada diagonal, es
decir, no se p\uede hacer esto:

e Y

i BN P B
2.2. Aligual que en la tarea 2, cuente las
veces que avanz0 en cada diagonal
(7 0 \) para cada ruta que construy6 en
la tarea 4.
Nuevamente, si tuvo que avanzar en la
direccion (\) considérelo como (—1) vez
la diagonal (X). Del mismo modo, si tuvo
que avanzar en la direccion ()
considérelo como (—1) vez la diagonal

)

2.3. Compare los resultados de las rutas
de la tarea anterior. ¢ Los resultados son
diferentes?

Compare los resultados de su tarea 5
con los de sus compafieros. ¢ Hicieron la
misma ruta? ¢Estos resultados (de la
tarea 5) son diferentes con los de su
compafiero?

Proponga una respuesta justificada de
esta situacion.

2.2. Los estudiantes cuentan las veces
gue avanzaron en una diagonal () o en
la otra (\).

Posible dificultad o error:

Es posible que algunos estudiantes no
entiendan cuando retroceden en la

direccién del vector dado, es decir
cuando usan (—1) vez el vector
empleado.

2.3. Los estudiantes comparan los
resultados y concluye que todos son
iguales. Un posible explicacion de esto es
analizar cada ruta en funcion cada
diagonal por separado. De este modo se
puede observar la regularidad.
Posible dificultad o error:
Es posible que algun estudiante llegue a

un resultado diferente.

Devolucion ante la posible dificultad
o error:

Ante esta situacién una posibilidad es
construir una ruta concreta en la
pizarra (una que tenga estos
movimientos, es decir, avanzar hacia
(\) y hacia (v)) y completar la tarea de
contar de forma grupal dando hincapié
al hecho de considerar (-1) si se
retrocede en el sentido del vector
usado.

Devolucion ante la posible dificultad
o error:

Ante esta situacién una posibilidad es
que el profesor le pide que comparta
en pizarra la ruta que construy6 de la
casa al colegio y luego de forma grupal
se calculan los valores de la tarea 6.
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2.4. Resuelva el siguiente sistema de
ecuaciones expresado en forma
matricial:

G 6)-=0)

2.5. Los vectores columna de la matriz

de la tarea anterior son (1) y (_11)

Compare estos vectores con las
indicaciones para avanzar de la tarea4.
A su vez compare los resultados de la
tarea 5 con la solucion del sistema de
ecuaciones de la tarea 7.
¢Qué conclusion  puede
Justifique su respuesta.

obtener?

2.4. Se espera que los estudiantes
resuelvan el sistema de ecuaciones
lineales, transformando esta expresién a
las ecuaciones y tradicionales y
resolviendo el sistema por cualquiera de
los métodos que ya conocen.

2.5. Se espera que los estudiantes
observen que todos estos resultados son
iguales. Esto permitira la solucién del SEL
con los ponderadores de los vectores en
gue avanzamos (o las veces que usamos
cada vector).

2.4. El profesor verifica que transforman
correctamente el sistema expresado en
forma algebraica a su expresion en
ecuaciones lineales.

2.5. El profesor sugiere la relacion de
estas cantidades y su explicacion con la
representacion gréfica. Por ejemplo:
Estos nimeros (la solucién del SEL),
¢qué representan en el dibujo?

Cierre

(15 minutos)

3. Sintetizar ideas

Explique con sus propias palabras o con
algun esquema qué relacion existe entre
la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales (ya sea en su escritura
tradicional o matricial) y las rutas en las
direcciones de los vectores que
analizamos en esta sesion.

3. Los estudiantes desarrollan una
sintesis de lo aprendido en la sesién. Esta
sintesis es libre, por lo que pueden
emplear esquemas, dibujos, péarrafos, etc.
La idea es que los alumnos hagan la
relacién entre la resolucion de los SEL y
la ruta que deben hacer desde el origen al
punto solucién usando los vectores
columna de la matriz asociada.

3. El docente dara plena libertad a los
estudiantes para que desarrollen su
sintesis y evitara dar juicios de valor
sobre las relaciones o la forma de
representar este conocimiento por parte
del alumno. Si algdn alumno insiste en
conseguir alguna validacién el profesor se
limitara a responder: En la proxima sesién
conversaremos de estas sintesis.

A partir de los ejemplos vistos y de la
sintesis entregada por cada alumno en la
sesidn se procede a institucionalizar el
concepto de combinacion lineal entre
vectores, tanto en su forma algebraica,
como en su representacion gréfica.

Material complementario: Applet de Geogebra (documento adjunto) y guia de trabajo para el alumno (Sesioén 3, en

anexos)
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CLASES5Y6

Descripcion de la secuencia de las clases 5y 6

La sesidon 5 esta compuesta por 7 tareas y una actividad de sintesis. Entre las tareas propuestas esta la
construccion de combinaciones lineales entre diferentes vectores. Se estudiaran casos en los que es posible hacer la
combinacion pedida y casos en los que no es posible. A partir de estas dos situaciones se estudiaran las matrices
asociadas a cada uno de estos casos y su relacion con el valor del determinante de cada una de estas matrices.
Finalmente, a partir de las respuestas en la actividad de sintesis se procedera a definir el conjunto generador del plano.

En estas sesiones se espera que los estudiantes:

* Construyan combinaciones lineales de vectores dados. A partir de estas combinaciones analicen las
caracteristicas de los vectores para poder construir o no la combinacién lineal.

* A partir de estas combinaciones relacionen las direcciones de estos vectores con el resultado del determinante de
la matriz asociada al SEL.

* Construyan el concepto de dependencia lineal, en base a la proporcionalidad de vectores o como las rutas entre
dos vectores. Del mismo modo, definan la independencia como la imposibilidad de construir esta ruta entre el
origen y cualquier otro vector del plano.

* Conjeturen relaciones entre la cantidad de vectores en el plano y las caracteristicas que tienen que cumplir para
llegar a cualquier punto del mismo plano (desarrollo intuitivo del concepto de conjunto generador del plano).

* Concluyan que bastan 2 vectores con diferente direccién para construir una ruta desde el origen a ese punto del
plano.

Respuesta experta de las tareas planteadas en la clase 5

| Tarea Matemaética ' Respuesta Experta
1. El vector (4,3) puede ser
considerado como combinacion lineal | Se buscan los valores de a y g tales que a(1,1) + 8(1,0) = (4,3) lo cual se puede relacionar con el
de la base candénica como 4 - (1,0) + siguiente sistema de ecuaciones lineales:

3-(0,1). El mismo punto, ¢,se podra a+p= 4}

expresar como combinacion lineal de ) ) ) a=3

los vectores (1,1) y (1,0)? La solucion de este sistema es igual aa =3y B = 1. Por lo tanto el vector (4,3) se puede expresar
como:

3-(1,1) +1(1,0) = (43)
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2. Determine dos vectores con los
cuales se pueda construir (mediante
combinacion lineal) cualquier otro
vector del plano. Represente esta
combinacion tanto de forma
algebraica como de forma grafica.

Bastara con tomar dos vectores con diferente direccion. Por ejemplo:

r4 -3

_.
>
w
<
3

3. Determine dos vectores con los
cuales NO SE PUEDA construir
(mediante combinacion lineal)
cualquier otro vector del plano.
Represente esta situacion tanto de
forma algebraica como de forma
gréfica.

Bastard con tomar dos vectores con igual direccién. Por ejemplo:

G 96)=6)

vl

o
yi

4, Establezca una relacién entre los
vectores de la Tarea 2, los vectores
de la Tarea 3 y el uso del
determinante de la matriz (la matriz
construida con los vectores
determinados en latarea 2 y 3).

El determinante de la matriz de la tarea 2 debe ser no nulo (ya que los vectores son independientes).
Por otro lado el determinante de la matriz de la tarea 3 debe ser nulo (ya que los vectores son

dependientes).

5. ¢,Como se representa graficamente
la dependencia o independencia lineal
de los vectores que propuso en la
tarea anterior?

La dependencia lineal de dos vectores en R? se ve graficamente como la ponderacién de un vector para
conseguir el otro. Dicho de otro modo, cuando los vectores tienen igual direccién serdn dependientes,

en caso contrario la pareja de vectores sera independiente.

6. Dibuje dos vectores sobre el plano
y un tercero que sea combinacién
lineal de los dos primeros.

Si algebraicamente la combinacion
lineal de vectores es

Un ejemplo de lo pedido lo podemos representar como en la siguiente imagen:
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a-vi+p-v; =73
¢ qué representan los escalaresay f | Los escalares @ y B serian las veces que es
en la representacion en el plano | usados cada vector (si lo consideramos en Z) o
cartesiano? como el factor por el cual ponderamos cada
vector (si lo consideramos en R).

7. ¢Qué caracteristica deben tener
estos vectores para poder construir un | Los vectores deben ser independientes, es decir, al menos en R? deben tener diferente direccién. Con
camino hacia cualquier otro punto del | dos vectores, que cumplan esta caracteristica, se consigue llegar con una ruta (o con una combinacion
plano? ¢Cuantos vectores con esta | lineal) a cualquier otro punto del plano. Ahora bien, dependiendo de los vectores columna de la matriz
caracteristica son necesarios para | asociada y el vector solucidn, los ponderadores de estos vectores pueden ser valores reales no enteros.
llegar a cualquier punto del plano?

Plan de la clase 5

Objetivo de la clase: Analizar la posibilidad de llegar a cualquier punto del plano usando vectores para avanzar.

Momento . . Intervenciones del profesor y
Estrategias de resolucién de los ] :
e [0 Elese Tareas matematicas estudiantes y Posibles dificultades DEVOIIEIENES EME (68 pes]alEs
(tiempo y y dificultades y errores de los
3 errores. .
asignado) estudiantes
Inicio 0. Inicio de la clase y presentacion del 0. Explicar el sentido de esta nueva sub-
objetivo de la clase. unidad, los tiempos y la forma de
(15 min.) “Analizar la posibilidad de llegar a evaluacion. Escribir el objetivo y compartir
cualquier punto del plano usando primeras impresiones de los estudiantes
vectores para avanzar.” (¢ Qué entienden del objetivo? ¢Qué
creen que vamos a aprender?)
1. Puesta en juego de conocimientos 1.1. Los estudiantes construyen la 1.1. El profesor sugiere el uso de la
previos. combinacion lineal pedida, ya sea de representacién gréfica proponiendo
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1.1. El vector (4,3) puede ser
considerado como combinacioén lineal de
la base candénica como 4-(1,0) +3-
(0,1) . El mismo punto, ¢se podra
expresar como combinacion lineal de los
vectores (1,1) y (1,0)?

modo algebraico o geométrico (grafico).
Posible dificultad o error:
Es posible que algunos estudiantes no

relacione el problema con la solucién de
un sistema de ecuaciones lineales.

representar los vectores dados en el
plano.
Devolucion ante la posible dificultad
0 error:
Ante esta situacion una posibilidad es
recordar que una combinacion lineal es
del tipo a - v; + B - v, luego pedir que

reemplacen los valores de los vectores
y que desarrollen la multiplicacién por
el ponderador y a suma de vectores.
Esto permitira evidenciar el sistema de
ecuaciones lineales asociado.

Desarrollo

(60 min.
Aprox. 10
min en cada
tarea)

2. Planteamiento de los problemas
principales de la clase.

2.1. Determine dos vectores con los
cuales se pueda construir (mediante
combinacion lineal) cualquier otro vector
del plano. Represente esta combinacion
tanto de forma algebraica como de
forma grafica.

2.2. Determine dos vectores con los
cuales NO SE PUEDA construir
(mediante combinacion lineal) cualquier
otro vector del plano. Represente esta
situacién tanto de forma algebraica
como de forma gréfica.

2.3. Establezca una relacion entre los
vectores de la Tarea 2, los vectores de
la Tarea 3 y el uso del determinante de
la matriz (la matriz construida con los
vectores determinado en la tarea 2 y 3).

2.1. Los estudiantes proponen dos
vectores con diferente direccion y
representan estos vectores en el plano.

2.2. Los estudiantes proponen dos
vectores con igual direccion. Justifican la
imposibilidad de llegar a cualquier otro
punto usando la representacion grafica
adjunta.

2.3. Los estudiantes calculan los
determinantes de las matrices asociadas
a los SEL estudiados en las tareas
anteriores y concluyen que cuando los
vectores tienen igual direccion, el
determinante de la matriz asociada es
igual a 0, cosa que no ocurre cuando los
vectores tienen distintas direcciones.
Posible dificultad o error:

Es posible que algunos estudiantes no
recuerden como calcular el

2.1. El profesor pide justificaciones del
tipo:

¢ Por qué ese par de vectores sirve?
¢, Qué caracteristicas tienen? ¢ Todos
tienen vectores con la misma
caracteristica?

2.2. Si un estudiante no queda satisfecho
con la argumentacion grafica se le puede
sugerir resolver el SEL asociado a los
vectores que se estan analizando. De
este modo observara de forma algebraica
la imposibilidad de llegar a cualquier
punto del plano.
2.3. Si algun estudiante no comprende la
tarea, se trabaja un ejemplo construido
por el profesor y se procede a calcular el
determinante de la matriz asociada para
recordar y poner en comun la manera de
calcular el determinante de una matriz.

Devolucion ante la posible dificultad

0 error:

Ante esta situacion una posibilidad es

mostrar con un ejemplo como se
calcula el determinante de una matriz.
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2.4. ;C6mo se representa graficamente
la dependencia o independencia lineal
de los vectores que propuso en la tarea
anterior?

2.5. Dibuje dos vectores sobre el plano y
un tercero que sea combinacién lineal
de los dos primeros.

Si algebraicamente la combinacion lineal
de vectores es a - v; + - v, = v3, ¢qQué
representan los escalares a y § en la
representacién en el plano cartesiano?

2.6. ¢Qué caracteristica deben tener
estos vectores para poder construir un
camino hacia cualquier otro punto del
plano? ¢Cuantos vectores con esta
caracteristica son necesarios para llegar
a cualquier punto del plano?

determinante de una matriz.

2.4. Los estudiantes concluyen mediante
la representacion grafica que cuando los
vectores tienen igual direccion (o uno es
el ponderado del otro), la matriz asociada
tendra determinante igual a cero.

2.5. Los estudiantes dibujan un vector en
el plano como la suma de dos vectores,
formando un “triangulo” con los vectores
en el plano.
Posible dificultad o error:

Es posible que algunos estudiantes
usen una representacién vectorial
donde los ponderadores escalares sean

ambos 1. De este modo no se veria
claramente la relacién entre la
representacion grafica y los
ponderadores escalares.

2.6. Los estudiantes concluyen que
bastan solo dos vectores con diferente
direccién para construir una ruta desde el
origen a cualquier otro punto del plano.

Posible dificultad o error:
Es posible que algunos estudiantes no
relacionen las direcciones de los

vectores 0 no entiendan que la
caracteristica entre los vectores debe
asegurar llegar a cualquier otro punto
del plano y no solo a uno en particular.

Por ejemplo:

|(; i)|=1-4—3-2=4—6=—2

2.4. El profesor verifica que las
representaciones gréaficas corresponden a
los vectores que propusieron en la tarea
anterior.

2.5. El profesor sugiere la relacién entre
la combinacion lineal de vectores y la
representacion gréafica de la suma de
vectores.
Devolucion ante la posible dificultad
0 error:
Ante esta situacion una posibilidad es
desarrollar las siguientes preguntas
con los estudiantes:
Y si ahora te pido que construyas
graficamente una combinacion lineal
donde los escalares sean 2y 1, ¢co6mo
lo harias? Y si fueran 3y 2, ;,cémo lo
harias?
2.6. Se hace hincapié que en este caso
general podemos tomar “partes” o
“fracciones” de un determinado vector.
Por ejemplo si consideramos los vectores
(0,1) y (1,0) necesitaremos tomar parte
de cada uno de estos vectores para
construir una ruta que conecte el origen

del plano con el punto G%)

Devolucion ante la posible dificultad
0 error:
Ante esta situacion una posibilidad es

desarrollar las siguientes preguntas
con los estudiantes:

¢Vimos ejemplos donde no se podia
construir la ruta en esta clase? ¢ Cémo
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Cierre

(15 minutos)

3. Sintetizar ideas
Explique con sus propias palabras o con
algln esquema qué relacion existe entre
los siguientes conceptos:
* Sistemas de ecuaciones
lineales.
* Vectores generadores del plano.
* Combinacion lineal.
* Construccion de una ruta.
e Puntos en el plano.

3. Los estudiantes desarrollan una
sintesis de lo aprendido en la sesién. Esta
sintesis es libre, por lo que pueden
emplear esquemas, dibujos, péarrafos, etc.
La idea es que los alumnos hagan la
relacion entre la combinacion lineal, la
independencia lineal de vectores en el
plano, las rutas construibles y los
vectores generadores del plano.

3. El docente dara plena libertad a los
estudiantes para que desarrollen su
sintesis y evitara dar juicios de valor
sobre las relaciones o la forma de
representar este conocimiento por parte
del alumno. Si algdn alumno insiste en
conseguir alguna validacién el profesor se
limitara a responder: En la proxima sesién
conversaremos de estas sintesis.

A partir de los ejemplos vistos y de la
sintesis entregada por cada alumno en la
sesion se procede a institucionalizar el
concepto de independencia lineal y
conjunto generador del plano, tanto en su
forma algebraica, como en su
representacion gréfica (conceptos
trabajados en la secuencia de tareas de
la sesion).

Material complementario: Applet de Geogebra (documento adjunto) y guia de trabajo para el alumno (Sesioén 5, en

anexos)
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REFLEXIONES FINALES

Al finalizar esta secuencia didactica destaco algunos aspectos relevantes
sobre la eleccion del objeto matematico estudiado y sobre el tipo de actividades que
asociamos a esta area de la matemética.

La clase inicial fue desarrollada bajo la metodologia del Estudio de Clases.
Esto favorece una profunda reflexion de parte de los docentes de las posibles
dificultades que pueden emerger de las tareas y actividades propuestas, lo cual
conlleva un arduo trabajo colaborativo de planificacién, observacion y modificacién
de las tareas matematicas. Todo este trabajo tuvo sus frutos, ya que al implementar
en diferentes contextos la clase inicial, los elementos del analisis a priori iban
emergiendo, hecho que le dio consistencia a nuestro analisis previo.

Por otro lado, como se menciond en la introduccion, las unidades que estan
planificadas para Ill medio en su plan de formacion diferenciada en matematica son
la profundizacion en lenguaje algebraico, lugares geométricos y programacion lineal
(MINEDUC, 2001). Por otro lado en IV medio esta contemplado el estudio de los
procesos infinitos, funciones polinomiales y funciones trigopnométricas (MINEDUC,
2002). De manera que el énfasis esta puesto en el andlisis de funciones y
expresiones algebraicas. Si contrastaramos estas unidades con los cuatro ejes del
curriculo de matematica, a saber Numeros, Algebra, Geometria y Datos y Azar,
podemos observar que se potencia principalmente el eje de Algebra. Es posible que
después de 15 afios de implementacion de este programa de estudios sea necesario
revisarlo y volver a pensar el sentido de este plan diferenciado. Esto podria abrir la
mirada a la profundizacion de otras areas o ejes del curriculo, como por ejemplo,
Geometria o Datos y Azar.

Por ultimo, y en relacidon con el punto anterior, el Estudio de Clases permitio
evidenciar la dificultad que presentan los estudiantes en conectar el modo SG de los
SEL con el modo AA, y mas aun con el AE. Esta problematica observada fue la que
motivo la creacion de la posterior secuencia didactica enfocada principalmente en
fortalecer estas conexiones, a saber, entre el modo SG con los modos analiticos, ya
sea el modo AA o bien el modo AE. Para abordar esta ultima conexion, la secuencia
se enfoca en estudiar los conceptos basicos del Algebra Lineal a partir de los
sistemas de ecuaciones lineales ayudados del analisis grafico de diferentes
situaciones. La representacion grafica esta presente en todas las actividades de la
secuencia. Esto permite que el estudiante haga generalizaciones o conjeturas sobre
las tareas que se le presentan. Este énfasis visual no debe entenderse como una
simple estrategia escolar, ya que el Algebra Lineal surgio en la complementariedad
de diversos modos de pensamiento, entre ellos el sintético-geométrico. Por tanto, al
entender que los conceptos del Algebra Lineal surgieron mediante esta combinacién
de modos de pensamiento se valida la idea que la representaciéon gréfica de estos
conceptos debiese ser una practica fundamental no solo a nivel escolar, sino también
a nivel universitario. No obstante, el andlisis grafico sobre el plano cartesiano no es
equivalente al modo SG pues en el plano ya existen elementos del modo AA como
las coordenadas de los puntos o el coeficiente de posicién. De todos modos, el uso
de Geogebra permiti6 poner de relieve aspectos geométricos de las tareas
planteadas, con ciertos matices algebraicos o aritméticos.
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En definitiva, la secuencia didactica busca contribuir a fortalecer la relacién
entre el modo SG y los modos analiticos. De modo que se puedan integrar la
perspectiva geométrica con la perspectiva algebraica al estudiar los primeros
conceptos del Algebra Lineal. Esta integracion no solo acercaria al estudiante al
contexto epistemoldgicos de donde emergieron estos conceptos, sino que también le
permitiria ir descubriendo, mediante la secuencia de actividades y tareas, intuiciones
geométricas que, usualmente, pasan por alto algunos textos clasicos de Algebra
Lineal.
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ANEXOS
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Material para el estudiante. Guias de trabajo desde la sesion 1 ala6
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Nombre:

SESION 1

Responda las siguientes actividades en el espacio indicado. Deje por escrito su
estrategia de resolucion y desarrollo.

Tarea 1l
Resuelva el siguiente sistema de
ecuaciones:

—x+3y=5

2x+y =4 }

Estrategia y desarrollo

Tarea 2

Determine los coeficientes a,b,c,d € R
de la matriz para que la siguiente
expresién sea igual al sistema de
ecuaciones anterior.

¢ d6)=6)

Estrategia y desarrollo

Tarea 3
Mediante el applet de Geogebra
determine la relacién entre los vectores

(CCL) (Z) y los valores solucion de x e y.

Estrategia y desarrollo
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Tarea 4
Solo usando el applet y la relacion
encontrada en la pregunta anterior
determine los valores solucion de x e y
del siguiente sistema:

—-x+2y=28

3x+4y = 6}

Estrategia y desarrollo

Tarea 5
Usando el applet determina valores de
a y b tales que el sistema de
ecuaciones

—x+2y=a

3x +4y = b}
tenga como solucién nimeros enteros.

Estrategia y desarrollo

Tarea 6
Use la misma estrategia con el applet
para resolver el siguiente sistema de
ecuaciones:

2x =3y =2

—4x + 6y = 1}

Estrategia y desarrollo
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Tarea 7 Estrategia y desarrollo

Si usamos la notacién matricial del

. . 2 =3\ (X _ (2
sistema anterior, (_4 6 )(y) = (1)
determine una relacibn entre los

2 -3
vectores (_4), ( 6 ) para que suceda
la situacién anterior.

Tarea 8 Estrategia y desarrollo

Usando la relacién anterior, construya
un sistema de ecuaciones en el que
suceda lo mismo que en el caso
anterior.

Sintesis de la sesién

Explique con sus propias palabras o con algin esquema lo que aprendié en esta sesion sobre los

siguientes conceptos:

. Sistemas de ecuaciones lineales.
. Matrices.

. Vectores en el plano.

. Existencia de soluciones.

67




SESION 2

Nombre:

Responda las siguientes actividades en el espacio indicado. Deje por escrito su
estrategia de resolucion y desarrollo.

Tarea 1
Construya un sistema de ecuaciones lineales en su forma matricial y resuélvalo usando la estrategia
de los vectores columna de la matriz.
(¢ 2G)=()
c d/\v) " \f

Estrategia y desarrollo:

w1

F-Y

-2

-3

Tarea 2
Construya un sistema de ecuaciones lineales en su forma matricial que TENGA SOLUCION VACIA.
Explique por qué se cumple esta condicion usando los vectores columna de la matriz.

a b\ (x\_ (e

¢ J6)=()

Estrategia y desarrollo:

w1

F

-2

-3
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Tarea 3
Construya un sistema de ecuaciones lineales en su forma matricial que TENGA INFINITAS
soluciones. Explique la infinitud de soluciones usando los vectores columna de la matriz.

¢ 26)=()

c d/\v) " \f

Estrategia y desarrollo:

wn

o

Tarea 4

Establezca una relacion entre los vectores columna de la matriz del sistema de ecuaciones lineales y
la cantidad de soluciones. Es decir, determine una relacion entre los vectores columnas de la matriz
para que el sistema de ecuaciones lineales asociado tenga 0, 1 o infinitas soluciones.

¢ J6)=()

Cantidad de soluciones Caracteristica de los vectores (‘:) y (

0 soluciones.

1 solucién.

Infinitas soluciones.
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SESION 3

Nombre:

Responda las siguientes actividades en el espacio indicado. Deje por escrito su
estrategia de resolucion y desarrollo.

Tareal Estrategia y desarrollo
Imagine que tiene que ir
desde su casa a la escuela.
La ubicacion de estos
lugares se encuentra
representada en la imagen

del lado derecho. Construya

gréficamente dos rutas
diferentes para ir desde la
casa a la escuela avanzando
por las calles representadas.

Tarea 2 Estrategia y desarrollo

Cuente las cuadras que

avanz6 a la derecha (») vy RUTA 1 RUTA 2

las que avanzo hacia arriba Direccién Total Direccién Total
(1. Si en algdn momento (=) (=)

avanzé a la izquierda m m

considere que se movi6
(—1) cuadras a la derecha (o
retrocedio). Del  mismo
modo, si avanzé hacia abajo
considere que se movi6
(—1) cuadra hacia arriba (o
retrocedio).

Ejemplo: Si se movié dos
cuadras hacia arriba y una
hacia abajo, en total se
movié 2 + (—1) = 1, es decir
una cuadra hacia arriba.
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Tarea 3

Compare los resultados de
las rutas de la tarea anterior.
JLos resultados son
diferentes?

Compare los resultados de
su tarea 2 con los de sus
compafieros. ¢Hicieron la
misma ruta? ¢ Estos
resultados (de la tarea 2)
son diferentes?

Proponga wuna respuesta
justificada de esta situacion.

Estrategia y desarrollo

Tarea 4

Imagine que ahora tiene que
ir nuevamente desde la casa
a la escuela pero puede
moverse solo por las
diagonales de las manzanas
(y no por las -calles).
Construya graficamente dos
rutas diferentes para ir
desde la casa a la escuela
avanzando por estas
diagonales.

Observacién: No puede
cambiar de direccién en el
centro de la manzana.
Debe completar cada
diagonal, es decir, no se
puede h\acer esto:

s Y

Estrategia y desarrollo

Tarea 5

Al igual que en la tarea 2,
cuente las veces que avanzé
en cada diagonal (7o N)
para cada ruta que
construy6 en la tarea 4.
Nuevamente, si tuvo que
avanzar en la direccion (\)
considérelo como (—1) vez
la diagonal (\). Del mismo
modo, si tuvo que avanzar
en la direccién )
considérelo como (—1) vez
la diagonal ()

Estrategia y desarrollo

RUTA 1 RUTA 2
Direccion Total Direccion Total
) )
) )




Tarea 6

Compare los resultados de
las rutas de la tarea anterior.
JLos resultados son
diferentes?

Compare los resultados de
su tarea 5 con los de sus
compafieros. ¢Hicieron la
misma ruta? ¢ Estos
resultados (de la tarea 5)
son diferentes con los de su
comparero?

Proponga wuna respuesta
justificada de esta situacion.

Estrategia y desarrollo

Tarea 7

Resuelva el siguiente
sistema de ecuaciones
expresado en forma
matricial:

G D6)=0)

Estrategia y desarrollo

Tarea 8

Los vectores columna de la
matriz de la tarea anterior
son (1) y (_11) Compare
estos vectores con las
indicaciones para avanzar
de la tarea4. A su vez
compare los resultados de la
tarea 5 con la solucién del
sistema de ecuaciones de la
tarea 7.

¢,Qué conclusién puede
obtener? Justifique su
respuesta.

Estrategia y desarrollo
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Sintesis de la sesi6n

Explique con sus propias palabras (o con algun esquema) qué relacién existe entre la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales (ya sea en su escritura tradicional o matricial) y las rutas en las
direcciones de los vectores que analizamos en esta sesion.
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SESION 4

Nombre:

Responda las siguientes actividades en el espacio indicado. Deje por escrito su
estrategia de resolucion y desarrollo.

Tarea 1l

Exprese el vector (1,5) como combinacion lineal de los vectores (1,2) y (—1,1). Expresa esta
combinacion tanto de forma algebraica como gréfica, si no es posible, justifica esta imposibilidad.
Estrategia y desarrollo:

el
Q

5 .

Tarea 2

Exprese el vector (2,3) como combinacién lineal de los vectores (2,1) y (4,2). Expresa esta
combinacion tanto de forma algebraica como gréfica, si no es posible, justifica esta imposibilidad.
Estrategia y desarrollo:

w1

F-Y
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Tarea 3

¢, Qué caracteristica tienen que cumplir los vectores para poder construir una combinacion lineal del
cualquier otro vector del plano?

Estrategia y desarrollo:

Tarea 4
¢ Qué relacién existe entre los ponderadores de la combinacién lineal con la solucion del sistema de
ecuaciones asociado? Para responder a esta pregunta resuelve el sistema de ecuaciones:
G G6)=0)
2 17\ 5
Compara el resultado de este sistema con lo expuesto en la Tarea 1.
Estrategia y desarrollo:

Tarea 5
Suponga que tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales expresado en forma matricial:

G )G)=()

¢, Qué relacion debe existir entre los vectores (Z)(;) y (f) para que el sistema tenga una Unica

solucién? ¢Y para que tenga infinitas soluciones? ¢Y para que tenga solucion vacia?
Estrategia y desarrollo:
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Nombre:

SESION 5

Responda las siguientes actividades en el espacio indicado. Deje por escrito su
estrategia de resolucion y desarrollo.

Tarea l

El vector (4,3) puede ser
considerado como
combinacion lineal de la base
can6nica como 4-(1,0)+3-
(0,1). El mismo punto, ¢se
podra expresar como
combinaciéon lineal de los
vectores (1,1) y (1,0)?

Estrategia y desarrollo

Tarea 2

Determine dos vectores con
los cuales se pueda construir
(mediante combinacion lineal)
cualquier otro vector del plano.
Represente esta combinacion
tanto de forma algebraica
como de forma gréfica.

Estrategia y desarrollo

Tarea 3

Determine dos vectores con
los cuales NO SE PUEDA
construir (mediante
combinacion lineal) cualquier
otro  vector  del plano.
Represente esta  situacion
tanto de forma algebraica
como de forma gréfica.

Estrategia y desarrollo
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Tarea 4

Establezca una relacién entre
los vectores de la Tarea 2, los
vectores de la Tarea 3 y el uso
del determinante de la matriz
(la matriz construida con los
vectores determinado en la
tarea 2y 3).

Estrategia y desarrollo

Vectores de la tarea 2

Vectores de la tarea 3

Matriz asociada

Matriz asociada

Determinante de la matriz

Determinante de la matriz

Tarea 5

¢Cémo se representa
graficamente la dependencia o
independencia lineal de los
vectores que propuso en la
tarea anterior?

Estrategia y desarrollo

Vectores Tarea 2
5

4

Vectores Tarea 3

Tarea 6
Dibuje dos vectores sobre el
plano y un tercero que sea
combinacion lineal de los dos
primeros.
Si algebraicamente la
combinacion lineal de vectores
es

a-vi+pf-v; =73
squeé representan los
escalares a y B en la
representaciéon en el plano
cartesiano?

Estrategia y desarrollo

w1

Y

1




Tarea 7 Estrategia y desarrollo
¢, Qué caracteristica deben
tener estos vectores para
poder construir un camino
hacia cualquier otro punto del
plano? ¢Cuéntos vectores con
esta caracteristica son
necesarios para llegar a
cualquier punto del plano?

Sintesis de la sesién

Explique con sus propias palabras o con algin esquema qué relacién existe entre los siguientes
conceptos:

o Sistemas de ecuaciones lineales.
. Vectores generadores del plano.
o Combinacion lineal.

o Construcciéon de una ruta.

. Puntos en el plano.
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SESION 6

Nombre:

Responda las siguientes actividades en el espacio indicado. Deje por escrito su
estrategia de resolucion y desarrollo.

Tarea 1

Determine y represente dos vectores en el plano que sean linealmente dependientes. Como se
justifica algebraicamente esta dependencia?

Estrategia y desarrollo:

w1

F

-2

-3

Tarea 2

Determine y represente dos vectores en el plano que sean linealmente independientes. (Cémo se
justifica algebraicamente esta independencia?

Estrategia y desarrollo:

(¥,

F Y
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Tarea 3

Suponga que tiene los vectores (2,3) y (3,5). ¢ Se podré llegar a cualquier punto del plano avanzando
en la direccion de estos vectores?

Si su respuesta es afirmativa entregue el punto al que no pueden llegar y justifique esta imposibilidad.
Si su respuesta es negativa justifique su imposibilidad mediante la representacién en el plano o algun
argumento algebraico.

Estrategia y desarrollo:

(¥,

F Y

-2

-3

Tarea 4

Si queremos poder construir siempre alguna ruta desde el origen hasta cualquier punto del plano
avanzando en la direccibn de un conjunto de vectores, ¢Cuantos vectores (como maximo) son
necesarios y que caracteristica deben cumplir para asegurar que siempre se podra construir esta
ruta?

Estrategia y desarrollo:

Tarea 5

Determine un conjunto de tres vectores en el plano que sean linealmente independientes entre si.
Exponga su ejemplo, tanto de forma algebraica como grafica, o justifique la imposibilidad de la
situacion.

w

w
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Plan de clases sesion 0
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Profesor.........cccccvvn....

Tema del estudio de la

clase

Desarrollar el andlisis de la representacion grafica del conjunto solucién en Sistemas de Ecuaciones Lineales de 2x2
y de 3x2.

Clase 0

Objetivo de la clase: ¢De cuantas maneras se pueden representar dos o tres rectas en el plano cartesiano?

Tarea matematica

Rol del estudiante/posibles respuestas.

Rol del profesor/devoluciones.

0-5 Inicio de la clase: * Escuchar atentamente al profesor. * Generar clima de clase adecuado
Acogida y normalizacion. * Formar los grupos de trabajo indicados. a la actividad.
* Iniciar trabajo grupal de forma auténoma. * Dar las indicaciones de la clase.
Indicaciones de la clase: * Recordar los grupos que han sido
forma de trabajo vy previamente confeccionados en la
conformacion de grupos clase anterior por el docente (se
(3 personas). proyectan en PPT) y la distribucién
del espacio al interior de la sala de
clases.
* Entregar material impreso a cada
grupo (Guia).
5-10 Actividad 1: Cada grupo debate acerca de la veracidad de la afirmacion | El profesor observa a cada grupo y luego
Decide si la siguiente | propuesta. de 3 minutos realiza un pequefio plenario

afirmacion es cierta o no:

Una ecuacion de primer
grado con dos incognitas
representa siempre una
recta.

Se espera que la mayoria concluyan que la afirmacién es
verdadera.

Respuesta experta:

Las ecuaciones lineales de varias variables admiten también
interpretaciones geométricas, cuando los coeficientes de la
ecuacion pertenecen a un cuerpo. Asi una funcion lineal de

entorno a la pregunta, escuchando los
argumentos y confirmando que la
afirmacioén es verdadera.

Ante el olvido de algun grupo que no
recuerde qué es una ecuacion de primer
grado de dos incégnitas, el profesor puede
guiar con las siguientes preguntas:
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dos variables de la forma

ax + by=c
representa una recta en un plano.
Posibles respuestas:

e Si, porque la ecuacion es lineal.

e Si, porque si se dan valores a la variable y se gréfica,
representa una linea en el plano.

* No, porque la solucibn de una ecuaciébn es un
ndmero.

* No, porque una ecuacion no se puede graficar.

Estrategias:

e Asignar valores a las constantes m y n de una
ecuacion lineal de la formay = mx + ny graficar en
el plano cartesiano con el uso de una "tabla de
valores".

Posibles Dificultades:

* No reconocer cuando una variable (x 0 y) toma el
valor nulo, igualmente corresponde a una recta
paralela a los ejes coordenados, segln corresponda.

* No reconocer de qué forma es una ecuacidon de
primer grado.

e Los estudiantes se quedan con las ecuacion de
primer grado y no consideran el resto del enunciado,
asi ven ecuaciones como 2x — 3 = 5.

Posibles Errores

e Considerar como ecuacion de primer grado a una
ecuacion del tipo xy = ¢

* Asignar valores y equivocarse en el tratamiento
algebraico de manera que el gréfico no represente
una recta.

¢Puedes dar un ejemplo de una
ecuacion de primer grado con una
incégnita?

¢,Puedes crear otra ecuacion de
primer grado pero con dos
incégnitas?

La ecuacion que me acabas de
entregar, ¢cuantas soluciones
tiene? ¢ Por qué?

¢, Como se representan en el plano
estas soluciones?

Por otro lado, si un grupo cree que la
solucién de la ecuacién es un Unico par
ordenado, la mediacién del profesor puede

Ser:

Si cambiamos el valor de una de
las incognitas, por ejemplo el
sucesor del ndmero encontrado.
La otra incégnita, ¢qué valor
tendria que tomar para que la
igualdad se siguiera cumpliendo?

10-25

Actividad 2:

¢, Qué representa
graficamente un sistema
de ecuaciones de 2x 2,
es decir, dos ecuaciones
y dos incégnitas?

Se espera que los grupos logren identificar que un sistema
de ecuaciones de 2x2 representa dos rectas en el plano y
luego en la actividad 3 logren visualizar los 3 casos posibles
(secantes, paralelas o coincidentes).

Respuesta experta:
Cada una de las ecuaciones pertenecientes al sistema
representa una recta en el plano cartesiano. Por lo que el

El docente entrega una hoja
tamafio carta con  planos
cartesianos para que el grupo
pueda realizar la actividad 3 y
observa el trabajo de los grupos,
les da unos 3 min para la actividad
2.
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sistema de ecuaciones 2x2 representa dos rectas en el
plano.
Posibles respuestas:

* El sistema representard lo que determine su conjunto
solucion.

* El sistema representa dos rectas en el plano.

* La representacion gréfica dependerd de cédmo sean
las ecuaciones del sistema.

Estrategias:

* Los estudiantes crean un sistema de ecuaciones
lineales y asignan valores a las constantes m y n de
cada ecuacion de la formay = mx + ny grafican
en el plano cartesiano con el uso de una "tabla de
valores".

* Infieren de la actividad 1. Una ecuacion lineal se
representa graficamente a través de una recta,
entonces dos ecuaciones se representardn como dos
rectas.

Posibles Dificultades:

* Los estudiantes observan al sistema de ecuaciones
como un solo objeto y no reconocen que esti
formado por dos rectas.

Posibles Errores:

* Representan graficamente el
ecuaciones a través de su solucion.

e Asignan valores y se equivocan en el tratamiento
algebraico de manera que el grafico no represente

sistema de

Posibles devoluciones durante la actividad
2, segun las dificultades y errores
explicitados:

e ¢Nos estan preguntando por el
conjunto solucién?

e (;Cuantos elementos forman el
sistema de ecuaciones?

e (Qué representa cada uno de
esos elementos?

Luego el docente incentiva a que busquen
otras representaciones

dos rectas.
Actividad 3: Respuesta experta: Posibles devoluciones durante la actividad
Representa graficamente | Forma 1: 3, segun las dificultades y errores
de todas las formas explicitados:

posibles dos rectas en el
plano cartesiano.

—

2 i o H

(1) No considerar rectas coincidentes: el
profesor puede guiar la reflexion mediante
las siguientes preguntas.
e La suma de dos numeros es igual
a 5, ¢cudles son los posibles
ndmeros?
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Forma 2:

Forma 3:

I:
Posibles respuestas:
e Graficar las tres formas posibles
e Considerar solo las formas 1 y 3, pues en estas
aparecen las dos rectas visibles.
Estrategias:
e Trazar distintas rectas ( de a pares) en el plano al
azar.
e Trazar las rectas considerando sus posiciones
relativas: paralelas o secantes.
Posibles Dificultades:
* No considerar
coincidentes.
e Considerar que siempre dos rectas se intersectan.
e Considerar como casos distintos los que tienen el
mismo tipo de conjunto solucion, por ejemplo rectas
paralelas con pendiente positiva versus rectas

que las rectas puedan ser

¢ La suma del doble de un nimero
con el doble de otro nimero es
igual a 10, ¢cuales son los
posibles nimeros?

De este modo, con un caso sencillo el
alumno podrd visualizar que estos dos
casos tienen iguales soluciones, es decir
son ecuaciones cuyo conjunto solucidn
son iguales. Ahora bien: ¢como se
graficaria el conjunto solucién de cada
caso en el plano?

(2) Considerar solo un punto como la
gréfica de un sistema de ecuaciones
lineales (rectas secantes): el profesor
puede recordar que la solucién del sistema
seran los puntos que son comunes a
ambas rectas, o de otro modo, que
satisfagan ambas ecuaciones. En general
no sabemos este punto a priori y por este
motivo  graficamos cada recta 'y
visualizamos si tienen puntos comunes o
no.

Plenario: en el minuto 20, el docente
realiza una puesta en comun respecto de
la actividad 3, para ello pide a un
representante de algunos grupos que
salga a la pizarra a mostrar una de las
formas encontradas. El docente proyectara
3 planos cartesianos para completar.
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paralelas con

pendientes negativas, o si

se

encuentran en distinto cuadrantes.
Posibles Errores:
Pensar que un sistema de ecuaciones de 2x2 se
representa gréaficamente como un punto (solo
considerar dos rectas secantes y pensar en el

conjunto solucién).
Considerar como
perpendiculares y dos
forman un angulo recto.

casos

distintos dos rectas
rectas secantes que no

25-50

Actividad 4:

Describe el conjunto
solucion de los sistemas
graficados en la actividad
3 y asbcialo a una
representacién
geométrica, segun la
posicion de las rectas.

Respuesta experta:

Descripciébn  conjunto
solucion
Forma 1:
El conjunto solucién

es el punto donde se

Representacién geométrica

intersectan las dos

rectas en el plano
cartesiano. .

Forma 2:

El conjunto solucién Ly
es la recta que
representa ambas
ecuaciones en el plano
cartesiano, ya que

estas son

coincidentes.

El docente se traslada por la sala
verificando que los grupos estén
empleando los conceptos geométricos

apropiados para cada conjunto solucion,
por ejemplo, punto, recta o vacio.

En caso que el estudiante solo describa la
cantidad de soluciones y no su
representacion grafica, por ejemplo, en el
caso de rectas coincidentes que el
estudiante diga que tiene infinitas
soluciones, el profesor le puede sugerir la
siguiente pregunta:

e Si tiene infinitas soluciones,
entonces ¢todos los puntos que
estan sobre el plano son solucién?
Si el estudiante dice que si, se le
puede preguntar por un punto
especifico que no satisfaga las
ecuaciones. Si el estudiante dice
qgue no, entonces se le puede
preguntar por la forma que tienen
sobre el plano el conjunto de estos
puntos.
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Forma 3:

El conjunto solucién
es vacio ya que las
rectas no se
intersectan.

Posibles respuestas:

e Describir una solucién particular para cada una de
las formas.

* Mencionar la cantidad de soluciones que tiene cada
forma.

* Elsistema de la forma 3 tiene solucidn vacia.

Estrategias:

e Analizar los puntos comunes de ambas rectas como
objetos geométricos (puntos, rectas, segmentos,
lineas, etc.)

Posibles Dificultades:

e Confundir el describir geométricamente la solucion
de un sistema de ecuaciones con encontrar
explicitamente los valores solucién. Es posible que
algunos estudiantes, con el afdn de encontrar
explicitamente las soluciones se creen ecuaciones
gue describan las rectas dibujadas (similar a la
actividad 5).

* No reconocer que la solucién gréafica de un sistema
de ecuaciones esta representada por la interseccion
de las todas rectas del sistema.

* No reconocer que un sistema de ecuaciones posee
un conjunto solucion.

* No reconocer graficamente la solucién.
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Posibles Errores:

e No describir el conjunto solucibn y basar la
respuesta en la cantidad de soluciones que tiene
cada forma.

e Mencionar que el sistema de la forma 3 no tiene
solucion.

e Identificar como un mismo caso la forma 2 y la forma
3, pues ambas poseen la misma pendiente.

* Mencionar que el sistema de la forma 2 no tiene
solucion.

e Describir solamente la gréfica y no el conjunto
solucion.

Actividad 5:

Escribe un sistema de
ecuaciones para cada
uno de los casos
dibujados en la actividad
3.

Respuesta experta:

Caso 1: Para que el conjunto solucion sea un punto, las
pendientes de las rectas deben ser diferentes. Las
ecuaciones posibles son de la forma:

o

Ax + By + C =

Dx + Ey+F =0
Con=2 # 2
B E

Caso 2: Para que el conjunto solucién sea una recta, las
rectas deben ser coincidentes. Las ecuaciones posibles son
de la forma:

Ax +
Dx +

By

+C
Ey + F

Il
o

A B C
Con==-=~-
D E F

Caso 3: Para que el conjunto solucién sea vacio, las rectas
deben ser paralelas y no coincidentes. Las ecuaciones
posibles son de la forma:

|
o

Ax + By

+ C
Dx + Ey+F =0
-A _ -D
Con—=—
B E

El profesor verifica que cada grupo logre
construir un sistema de ecuaciones para
cada grafica de la actividad anterior. Si a
los estudiantes se les dificulta la
construccion algebraica de estas rectas se
le puede recordar la ecuacién particular de
la recta y=mx+n, donde m es la
pendiente de la recta y n es el coeficiente
de posicion.

Para los estudiantes que creen que si los
coeficientes son todos distintos entonces
el sistema de ecuaciones es del tipo 1, se
les puede sugerir estudiar el sistema
formado por las ecuaciones
x+2y=3yotradx + 8y = 12.

Para aquellos grupos de estudiantes que
tengan mal asociado un sistema de
ecuaciones con un determinado tipo de
representacion grafica, se le puede sugerir
al grupo que reescriban cada ecuacion del
modo particular de la recta. De esta forma
es mas sencillo visualizar la relacién entre
los coeficientes y el paralelismo de las
rectas, o si son coincidentes o secantes.
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Posibles respuestas:

Los sistemas de ecuaciones de 2 x 2 que representan los
casos de la actividad 4. Los sistema pueden estar
representados de las siguientes formas:

Forma 1:
Ax + By + C=0
Dx + Ey+F =0
Forma 2:
Ax + By = C
Dx + Ey = F
Forma 3:
y = Ax + B
y =Dx + F

Estrategias:

* Escribir un sistema en particular y encontrar el
conjunto solucion y asignar ese sistema a una de las
formas posibles.

* Escribir una solucion e idear un sistema donde tal
solucién satisfaga las dos ecuaciones.

* Es muy probable que algunos estudiantes no usen la
forma general de la ecuacién de la recta (Ax + By =
C) y usen por comodidad la ecuacion particular de la
recta (y = mx +n)

e Graficar las rectas y de ahi sacar las ecuaciones que
representan esas rectas.

e Usar la ecuacion particular de la recta modificando
los valores de m y n para cada ecuacion lineal de
cada caso.

* Ensayoy error.

Posibles Dificultades:

e Considerar que deben encontrar el sistema de
ecuacion exacto de su representacion grafica
entregada, aun no entendiendo que se le pide un
sistema de ecuaciones que represente ese caso (por
ejemplo, que el conjunto solucién sea un punto).

Finalmente en el minuto 40 se realiza un
plenario, en donde se escogen algunos
representantes de cada grupo y entregan
un ejemplo para cada tipo de sistema.
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* No vincular la pendiente con la posicién relativa de
las rectas en el plano.

e Escribir las ecuaciones del sistema en forma general
y no poder determinar las pendientes de forma
correcta.

Posibles Errores

e Considerar que cuando dos rectas tienen la misma
pendiente son solamente paralelas.

e Escribir cualquier sistema de ecuacion sin corroborar
gue cumple con la forma asignada.

e Considerar que si las ecuaciones tienen todos los
coeficientes distintos el sistema de ecuaciones
representara la forma 1.

e Determinar de manera errénea la pendiente de las
rectas.

50-70

Actividad 6:
Representa graficamente
un sistema de

ecuaciones de 3x2, es
decir, tres ecuaciones y
dos incégnitas.

Se espera que los grupos identifiquen que un sistema de
ecuaciones de 3x2 representa tres rectas en el plano y luego
en la actividad 7 logren visualizar los 7 casos posibles.

Respuesta experta:

La respuesta experta de esta actividad también corresponde
a la de la actividad namero 7, ya que en ésta a los
estudiantes se les pide s6lo hacer una representacién de las
siete posibles, por lo que podrian hacer cualquiera de las
siguientes:

Forma 1:

El docente entrega una hoja tamafio carta
con planos cartesianos para que el grupo
pueda realizar la actividad 6y 7.

Se daran 2 minutos para que dibujen
libremente la representacién del sistema
de ecuaciones. El docente supervisa el
trabajo de los estudiantes buscando
aquellas que el conjunto solucién sea de la
misma forma (un punto, una recta o el
conjunto vacio).

Se revisaran en plenario las
representaciones realizadas, poniendo en
relieve los conjuntos solucién en cada
caso. Se revisan maximo dos casos de
igual conjunto solucién en la pizarra.
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Forma 2:

Forma 3:

Forma 4:

Forma 5:

Lz
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Forma 6:

Forma 7:

L
L3 2 ! L2=

Posibles respuestas:
e Dibujar tres rectas que se intersectan en un punto.
e Dibujar dos rectas secantes y la tercera coincidente a
cualquier de las otras dos.
e Dibujar tres rectas secantes sin un punto de
interseccion en comun
e Dibujar tres paralelas no coincidentes.
e Dibujar dos rectas coincidentes y una transversal a
estas.
Estrategias:
e Dibujar tres rectas cualesquiera en el plano.
Posibles Dificultades:
* Considerar que es necesario que las tres rectas sean
visibles en cada uno de los casos.
Posibles Errores:
e Presentar tres rectas distintas en distintos planos
cartesianos.
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Actividad 7:

Representa graficamente
de todas las formas
posibles tres rectas en el
plano cartesiano.

Posibles respuestas:

* Dibujar tres rectas en el plano y sus 7 posibilidades.

e Dibujar tres rectas en el plano sin considerar los 7
casos.

Estrategias:

* Fijar una recta e ir modificando las otras dos para

obtener las distintas formas.
Posibles Dificultades:

* No considerar que las tres rectas pueden ser
coincidentes.

* No considerar como vélido que dos pueden coincidir
y que esta recta se intercepte con la tercera.

* Considerar como formas distintas cuando dos rectas
son paralelas y la tercera recta transversal
perpendicular a estas y cuando dos rectas son
paralelas y la tercera recta transversal forma un
angulo distinto al &ngulo recto con las otras rectas.

e Considerar como casos distintos los que tienen el
mismo tipo de conjunto solucién, por ejemplo, rectas
paralelas con pendiente positiva versus rectas
paralelas con pendientes negativas, o si se
encuentran en distintos cuadrantes.

Posibles Errores:
Considerar como la misma forma cuando las rectas son
paralelas y cuando son coincidentes.

El docente incentiva a los estudiantes a
dibujar los distintos casos, reflexionando
cuando los estudiantes consideren casos
similares como casos distintos, por
ejemplo tres rectas paralelas con
pendiente positiva y tres rectas paralelas
con pendiente negativa, ver que en ambos
casos el conjunto solucién tiene la misma
"forma o cantidad de soluciones". En este
caso recordar la reflexién realizada en la
actividad 3.

En el minuto 60 se revisa las distintas
representaciones efectuadas por los
estudiantes en forma plenaria, recogiendo
las 7 representaciones posibles, invita a
los estudiantes a evidenciar las diferencias
entre ellas.

70-90

Actividad 8:

En la figura, el punto de
interseccion satisface a
cada una de las
ecuaciones del sistema,

Se espera que los grupos logren visualizar la naturaleza del
conjunto solucién de cada uno de los 7 casos, segun su
representacién en el plano cartesiano.

Respuesta experta:

En la forma 1, 2 , 4 y 5 no existe ningdn punto de
interseccion para las tres rectas. Es decir, ningin punto
satisface las tres ecuaciones, por lo que el conjunto solucién
del sistema de ecuaciones es vacio.

En la forma 3 y 7 existe un punto de interseccién para las
tres rectas. Es decir, ese punto satisface las tres
ecuaciones, por lo que el conjunto solucién del sistema es un
punto.

El docente va guiando las discusiones de
cada grupo, comprobando que las
clasificaciones sean en los siguientes
tipos: El conjunto solucion es vacio, tiene
una unica solucién, el conjunto solucién
tiene infinitos elementos.

Si los estudiantes describen cada sistema
segun la posicion relativa de las rectas y
no segun la cantidad de soluciones, se
puede hacer explicita la instruccién de
clasificar los diferentes tipos de sistemas
de ecuaciones lineales en funcién de la
cantidad de soluciones que tengan.
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¢ Qué ocurre en cada
una de las distintas
formas graficadas en la
actividad 7?

En la forma 6 las tres rectas son coincidentes, por lo que
existen infinitos puntos colineales que pertenecen a la
interseccion de las tres rectas. Es decir, el conjunto solucion
es una recta que representa a las 3 ecuaciones del sistema y
por ende contiene infinitos puntos.

Posibles respuestas:

Describir cada sistema segun la cantidad de
intersecciones que presenten las rectas.

Describir cada sistema segun la posicién relativa de
las rectas.

Mencionar que solamente en la forma 7 el conjunto
solucién es Unico y no vacio.

Mencionar que en la forma 6 el sistema tiene infinitas
soluciones.

Estrategias:

Categorizar los sistemas segun la cantidad de

soluciones que presente el sistema.

Posibles Dificultades:

No comprender que solo un par ordenado pertenece
al conjunto solucién cuando este pertenece a las tres
rectas.

No comprender que un punto que satisface a las tres
ecuaciones pertenece al conjunto solucion

Posibles Errores:

Considerar que en la forma 1, el sistema tiene tres
soluciones, pues "aparecen tres puntos de
interseccion”
Considerar que en la forma 4, el sistema tiene dos
soluciones, pues “"aparecen dos puntos de
interseccion”

Si un estudiante plantea que alguin sistema
tiene 2 o 3 soluciones, el profesor puede
mediar con las siguientes preguntas:

e La solucién de un sistema, ¢qué
condicién debe cumplir?.

e ElI docente puede poner de
ejemplo un punto que pertenezca
solo a una recta y preguntar
¢Puede ser este punto la solucion
del sistema?, ¢ Por qué?

e De la misma forma que la
pregunta anterior, ¢Por qué este
punto (indicarlo en el grafico) es
solucién del sistema?, ¢cumple
con la  condicién definida
anteriormente?

Finalmente en el minuto 80, se realiza el
altimo  plenario, compartiendo cuales
sistemas tienen solucidon vacia, tienen
solucién Unica y tienen infinitas soluciones.
También se realiza la reflexion en torno a
la importancia del andlisis del conjunto

solucibn mediante la representacion
grafica de sistemas de ecuaciones
lineales.
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