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RESUMEN
La investigacion que reportamos, da cuenta de un estudio sobre la comprension del concepto

compuesta de dos simetrias con ejes secantes que se ha instalado sobre docentes en formacion,
bajo un enfoque cognitivo, donde se utiliza los modos de pensamiento de Anna Sierpinska como
marco teorico y, estudio de casos como disefio metodoldgico. La compuesta de dos simetrias
con ejes secantes se encuentra inmersa en los temas de transformaciones isométricas, los cuales
forman parte de los contenidos propuestos en los programas oficiales de Chile, con un marcado
énfasis en las técnicas practicas o artisticas. Nuestra problematica de investigacion se sitda al
abordar este concepto matematico solamente a través de forma préactica y algunos intentos por
recurrir a lo analitico. Afirmamos que estas técnicas no son suficientes para lograr una
comprension profunda del concepto, cuando decimos comprension profunda, estamos pensando
que el docente pueda comprender la compuesta de dos simetrias con ejes secantes en los modos:
Sintético Geométrico (Movimiento rigido en el plano), el Analitico Aritmético (Transformacion
isométrica) y el Analitico Estructural (Rotacion). Desde la teoria de los modos de pensamiento
y utilizando antecedentes histdricos epistemoldgicos podemos evidenciar que los docentes
presentan grandes dificultades para comprender la compuesta de dos simetrias con ejes secantes
desde un pensamiento sistémico, el cual forma parte del pensamiento teorico (Sierpinska, A.,
Nnadozie, A. & Oktag, A.., 2002).

Como resultado del estudio, damos sugerencias didacticas que permitan una comprension
profunda del concepto, es decir donde interactian los tres modos de pensar que hemos

documentado.

Palabras claves: La teoria de los modos de pensamiento, Simetria, rotacion, composicion de

funciones.
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Summary
The research we are reporting, gives account to a study on the understanding of the concept

composed of two symmetries with intersecting axes that have been taught to teachers in training.
The concept focuses on a cognitive approach including Anna Sierpinska’s theoretical
framework, and case studies on methodological design. The composition of two symmetries
with intersecting axes were found immersed within the subjects of isometric transformations,
those of which form part of the content in the official Chilean programs with a strong emphasis

on technical or artistic practices.

Our research is centered around the mathematical concept only through the practical form and
some intentions to reoccur analytically. We confirm that these techniques are insufficient to
achieve a profound understanding of the concept. When we say profound understanding, we
believe teachers can understand the composition of two symmetries with intersecting axes in the
following ways: Synthetic Geometry (Rigid movement in the plane), Analytic Arithmetic
(Isometric transformation) and Analytical Structure (Rotation). From these theories and the use
of historical antecedents, we can conclude that the teachers face great challenges to comprehend
the composition of two symmetries with intersecting axes from a systematic perspective, which

form part of the theory.

As a result of the study, we suggest didactics that allow a deeper understanding of the concept,

in other words, the three theories we have documented.

Keywords: theories, symmetry, rotation, composition of functions
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INTRODUCCION

No es un secreto que aprender matematica es un dolor de cabeza para la mayoria de los
estudiantes. Al paso del tiempo han surgido diversas respuestas al problema, desde la educacion
matematica, Gascon (2002), menciona que “una de estas respuestas fue crear una separacion
radical entre la actividad matemética y la ensefianza de las matematicas, suponiendo
esencialmente independiente hacer matematica! y ensefiar matematica (p. 5)”. “Otra solucién
ha sido la implementacién del Modelo popular de la matematica? el cual influye poderosamente
sobre las caracteristicas del modelo docente (p. 8)” el fracaso de estos dos enfoques es evidente,

puesto que ninguno logro la construccion de conocimiento que se necesita en esta area.

Durante cuatro décadas se ha venido construyendo el programa de investigacion cientifica
Didactica de la Matemética (DDM), cuyo objeto de estudio es la integracion sistematica de la
matematica y la ensefianza de la matematica. Uno de los principales enfoques de los diferentes
marcos teoricos existentes en didactica de la matematica es el Programa cognitivo?®, el cual
aborda el objeto de estudio de la DDM desde la necesidad de modelizar el aprendizaje
matemaético del alumno, para ello se deben construir y constatar empiricamente modelos de la
estructura cognitiva asociada a un concepto y al desarrollo del pensamiento matematico del

sujeto.

Asi, por ejemplo, Sierpinska (2000) desarrolla su teoria Los Modos de Pensamiento, a partir de
la explicitacion de los modos de pensamiento “practico” y “tedrico”. Los modos de pensamiento
que ella propone en su teoria no sélo constituyen formas de pensar y entender los objetos
matematicos, sino que también actian como herramientas heuristicas al resolver problemas.

Cada uno de los modos de pensamiento constituye una via de acceso a los objetos matematicos

L Arturo Mena (No publicado).” Entendiendo por tal ya sea la teoria matematica, la préactica que origina las
categorias, conceptos y resultados de la matematica”.

2 El Modelo Popular de las matematicas. Es una forma ingenua y simplista de interpretar el conocimiento
cientifico.

% El acta de nacimiento suele situarse en el International Group of the Psychology of Mathematics
Education (PME) (Bauersfeld y Skowronek 1976), que reivindicé la necesidad de tomar en consideracion
una especie de “aprendizaje especificamente matematico”. Los investigadores de este grupo tomaron el
aprendizaje matematico del alumno como nuevo objeto primario de investigacion, y empezaron a
construir instrumentos para describirlo (modelizarlo).

2013
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aunque la coordinacion y transito entre ellos permite, por un lado, un pensamiento mas versatil,

y por otro, ver diferentes facetas de comprender un objeto matematico.

La presente investigacion busca comprender y analizar, desde un punto de vista cognitivo, la
compuesta de dos simetrias con ejes secantes desde la mirada de los modos de pensamiento de
Anna Sierpinska (2000).

Organizamos nuestro trabajo en ocho capitulos como se describe a continuacion:

CAPITULO I PROBLEMATICA, OBJETIVOS DE INVESTIGACION Y
ANTECEDENTES.

En este capitulo mostramos los enfoques predominantes en la ensefianza del concepto
composicion de dos simetrias con ejes secantes, ya sea, en el programa de estudio y en los textos
utilizados por los docentes como apoyo a la asignatura, a partir de estos antecedentes damos
cuenta de nuestra problemaética nos planteamos preguntas y definimos objetivos que guiaran

nuestra investigacion.

CAPITULO II: ANTECEDENTES EPISTEMOLOGICOS.

En busca de los elementos que permitan conectar las distintas definiciones de la composicion
de dos simetrias con ejes secantes, Realizamos un estudio epistemologico de las
transformaciones isométricas, enfocandonos en aquellas etapas de la historia donde se presentan

los distintos modos de pensar este objeto matematico.

CAPITULO I1l: MARCO TEORICO.
En este capitulo, justificamos la eleccion del marco tedrico que guiard nuestra investigacion,
describimos los elementos méas importantes de la teoria de los modos de pensamiento

(Sierpinska 2000) y presentamos ejemplos que ilustran la teoria.

CAPITULO IV: METODOLOGIA DE INVESTIGACION

2013
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En esta seccion damos cuenta del disefio metodologico de estudio de caso, que dan sustento
empirico a nuestra investigacion. Fundamentando, el disefio de los instrumentos y la eleccion

de las unidades de analisis.

CAPITULO V: ANALISIS Y VERIFICACION DE DATOS DEL ESTUIO
EXPLORATORIO.

En este capitulo, evidenciamos a través del estudio de un caso, la falta de un aprendizaje
sistémico que permita comprender la compuesta de dos simetrias con ejes secantes en un modo
analitico estructural, el cual contribuye con evidencias empiricas que sustentan la problematica

planteada.

CAPITULO VI: INTENSION Y ANALISIS A PRIORI Y DEL CUESTIONARIO
APLICADO A DOCENTES DE MATEMATICA

En capitulo realizamos un analisis a priori del cuestionario que construimos a partir de nuestros
hallazgos (capitulo 11) y desde la teoria de los modos de pensamiento para analizar los modos

en que puede ser comprendida la compuesta de dos simetrias con ejes secantes

CAPITULO VII: APLICACION Y ANALISIS A POSTERIORI DEL CUESTIONARIO
APLICADO A DOCENTES DE MATEMATICA

En este capitulo obtenemos las evidencias empiricas las cuales se analizan a partir del anélisis a
priori. Evidenciamos que la mayoria de los docentes de matematicas no comprenden la
compuesta de dos simetrias con ejes secantes cuando se da fuerza al transito SG- AE y AA -
AE. Estos resultados son fundamentales para establecer las conclusiones de nuestra

investigacion.

2013
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CAPITULO VIII: CONCLUSIONES

Finalmente establecemos las conclusiones del objetivo general a partir de la evidencia empirica
con sustento tedrico obtenido en el capitulo anterior. Presentamos conclusiones tedricas y
sugerencias didacticas, en relacion al aporte de nuestra investigacion para investigaciones

posteriores 0 secuencias de aprendizaje.
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CAPITULO I: ANTECEDENTES, PROBLEMATICA
Y OBJETIVOS DE INVESTIGACION.
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ANTECEDENTES DE INVESTIGACION.
El término transformacion isométrica o isometria®, asociado a la transformacion de una figura

(o un cuerpo geométrico) que conserva forma, dimensiones y angulos, corresponde a una
clasificacion derivada del concepto de transformacion geométrica®, el cual estd estrechamente

ligado a Algebra Lineal®.

Por alguna razon este hecho habia sido ignorado en los programas de estudio, asociando el tema
solo a representaciones artisticas, sin profundizar en su trasfondo conceptual y su gran cantidad

de aplicaciones.

Las isometrias fueron introducidas en los programas de estudio de matemaética de 1998 como la
unidad Transformaciones isométricas ubicada en primero medio (MINEDUC, 1998). En ese
entonces se planteaba que los estudiantes debian: Caracterizar la traslacion, simetria y rotacion
de figuras en un plano, Disefiar composiciones sencillas que incorporan traslaciones, simetrias
y rotaciones, y Reconocer simetrias, rotaciones y traslaciones en la naturaleza y en obras de arte
tales como las de M.C.Escher’, lo que claramente asociaba el contenido con la asignatura de

Artes Visuales, pero no con otro &mbito de la propia disciplina.

Por lo tanto, estudiaremos las consideraciones que el curriculum educacional chileno tiene con
respecto al saber ensefiar de este objeto matematico. Para ello analizaremos el actual Marco
Curricular (MINEDUC, 2009) y los textos del estudiante, con el propdsito de establecer

aquellas propiedades que prevalecen en los diferentes contextos en que es trabajada.

4 La palabra isometria proviene del griego iso (prefijo que significa igual o mismo) y metria (que significa medir).
Por ello, una definicién adecuada para isometria seria igual medida.

5 Las transformaciones geométricas son una aplicacion (funcion) que permite crear una nueva figura a partir de una
previamente dada.

6 El algebra lineal estudia conjuntos denominados espacios vectoriales, los cuales constan de un conjunto de
vectores y un conjunto de escalares.

" Maurits Cornelis Escher (1898-1972), es un artista grafico del siglo XX, sus obras muestran una profunda
comprension de los conceptos geométricos de espacios curvos y division del plano en figuras iguales.

2013
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ENSENANZA EN CHILE.
De acuerdo al actual Marco Curricular (MINEDUC, 2009), el concepto de transformacion

isométrica es tratado en los niveles, 8° basico y 1° afio medio. Con los siguientes objetivos

fundamentales y contenidos minimos obligatorios planteados:

En el nivel de 8° basico uno de los objetivos fundamentales planteados es: “Caracterizar
y efectuar transformaciones isométricas de figuras geométricas planas, reconocer
algunas de sus propiedades e identificar situaciones en contextos diversos que
corresponden a aplicaciones de dichas transformaciones.” (MINEDUC, 2009, p.176).
Este objetivo fundamental es ademés un objetivo fundamental transversal (OFT) el
cual indica que la ensefianza de este objeto matematico debe centrarse en: “El interés
por conocer la realidad y utilizar el conocimiento” (MINEDUC, 2009, p.176).

Este objetivo fundamental y a la vez transversal se reduce a dos contenidos minimos

obligatorio en el eje de Geometria, los cuales son:

v' “Realizacién de traslaciones, reflexiones y rotaciones de figuras geométricas
planas a través de construcciones con regla y compas y empleando un procesador
geométrico, discusion acerca de las invariantes que se generan al realizar estas
transformaciones” (MINEDUC, 2009, p.179).

v' “Construccion de teselaciones regulares y semirregulares y argumentacién
acerca de las transformaciones isométricas utilizadas en dichas teselaciones”
(MINEDUC, 2009, p.179).

Segun lo propuesto por el curriculum, en este afio los estudiantes deben aprender el concepto

desde un enfoque visual donde predomina la geometria sintética y también el reconocimiento

de invariantes que caracteriza a cada transformacion.

En el nivel de 1° afio medio dos de los objetivos fundamentales son referentes a este
objeto matematico, los cuales indica que los alumnos sean capaces de:

“ldentificar regularidades en la realizacion de transformaciones isométricas en el
plano cartesiano, formular y verificar conjeturas respecto de los efectos de la aplicacion
de estas transformaciones sobre figuras geométricas.” (MINEDUC, 2009, p.180). Este

objetivo fundamental es ademéas un objetivo fundamental transversal (OFT) el cual

2013
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indica que la ensefianza de este objeto matematico debe centrarse en: “Comprender y
valorar la perseverancia, el rigor y el cumplimiento, la flexibilidad y la originalidad”
(MINEDUC, 2009, p.180).

“Comprender los conceptos y propiedades de la composicién de funciones y utilizarlos
para resolver problemas relacionados con las transformaciones isométricas”
(MINEDUC, 2009, p.180).

Estos dos objetivos fundamentales estan inmersos en el eje de Geometria y en el eje de
Algebra en los siguientes contenidos minimos obligatorios:
Geometria:

v' Formulacion de conjeturas respecto de los efectos de la aplicacion de
traslaciones, reflexiones y rotaciones sobre figuras geométricas en el plano
cartesiano y verificacion, en casos particulares, de dichas conjeturas mediante
el uso de un procesador geométrico o manualmente.

v" Relacion del concepto de congruencia de figuras planas con las
transformaciones isométricas; formulacion y verificacion de conjeturas, en casos
particulares, acerca de criterios de congruencia en triangulos; y, utilizacion de
estos criterios en la resolucion de problemas y en la demostracion de propiedades
en poligonos.

Algebra:
v' Estudio de la composicion de funciones, andlisis de sus propiedades y

aplicacion a las transformaciones isometricas.

Segun lo propuesto por el curriculum, en este afio los estudiantes deben aprender el concepto
desde un enfoque visual, algebraico y sistémico donde predomina la geometria sintética, la
geometria analitica y el reconocimiento de invariantes que caracteriza a cada transformacion

isométrica y las composiciones que se establezcan entre ellas.

2013
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TEXTOS DE ESTUDIO.
En la presente investigacion, el analisis de textos escolares tiene por finalidad mostrar el

contexto en que esta situada la compuesta de dos simetrias con ejes secantes en primer afio
medio, puesto que en este afio se inicia el estudio de la composicion de transformaciones

isométricas.

A continuacion se presenta una sintesis del anlisis de dos textos para el estudiante, en los que
se ensefia la compuesta de dos simetrias con ejes secantes, textos actuales que cumplen con la

normativa exigida por el ministerio de educacion.

1. Matemética Activa texto para el estudiante 1° Medio editorial Mare Nostrum (2001).
En primer lugar, se inicia con un repaso de las propiedades de la simetria y
simultadneamente se va introduciendo la idea de componer dos 0 mas simetrias.
Posterior a ello, se definen formalmente cada caso de la composicion segin la
posicion de los ejes de simetria; tales definiciones aparecen en un lenguaje natural
apoyado de graficos. En cuanto a la definicion de la compuesta de dos simetrias con

ejes secantes se muestra de la siguiente forma:

En la ilustracion los ejes de simetria r y s se intersecan en el punto 0 formando un
angulo o. La imagen de F por la reflexion que tiene eje de simetria r es F;, pero si a
continuacion aplicas a F; la reflexion cuyo eje de simetria es s, obtienes F,. Observa
que la composicion de estas dos reflexiones produce el mismo efecto que si hubiese

aplicado a F una rotacion con centro O y angulo de rotacion 2 «. Figura 1.
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i

Figura 1. Matematica Activa 1° medio, Mare Nostrum

En los ejercicios de aplicacion la Unica pregunta planteada en cuanto a la composicion
de simetrias es: ¢Qué obtienes cuando reflejas dos veces una figura con respecto al

mismo eje? , y de hecho no esta enfocada a ejes secantes.

2 Matematica texto del estudiante ler Afio Medio editorial Mc Graw-Hill Interamericana
(2009).
En primer lugar, aparece un repaso de la definicion de los movimientos rigidos, incluido
el de simetria axial. Luego, se introduce el concepto de composicion de cada uno de los
movimientos, incluido el de composicién de simetria. Al mismo tiempo, se analiza el
resultado de componer: una simetria con una traslacion, una traslacién con una rotacion
y una simetria con una rotacion. En este texto, el estudio de la composicion de simetria
axial se presenta de forma no aislada, ya que el autor la relaciona con la composicion
de traslacion y la composicion de rotacion. Ademas, nombran los tres casos que se
pueden dar en la composicion de dos simetrias (ejes iguales, ejes paralelos y ejes
secantes), pero solo define el tercer caso. Antes de enunciar la definicion como tal, se
hace un estudio de la misma mediante la visualizacion de la propiedad, posteriormente
se realiza una demostracion de esta, la cual se fundamenta en la geometria euclidiana.

Figura 2.
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gQué pasa con
la composicion de reflexiones?

Para responder esta pregunta, debemos considerar tres casos:
1* que los cjes de las simetrias son ¢l mismo.

2* que los cjes son paralelos no iguales.

3» que los cjes sc intersectan en un solo punto.

Ahora cstudiaremos el tercer caso. Para cso, consideremos dos reflexiones, una res-
pecto a la recta L v otra respecto a la recta L', Denotemos por O, la interseccion de
L con L'y por a cl angulo agudo o recto que forman. Dispongamos un punto P,
apliquemos la reflexion respecto a L, llamemos P' su imagen. A P apliquemos la
reflexion respecto a L' y llamemos P" su imagen.

Como las reflexiones pn’:scnandlstanﬂu.sctlmc que OP mide lo mismo que OP".
Por la misma razon OP' mide lo mismo que OP" . Es decir, los puntos P, ' vy
FPrestin en una circunferencia de centro O.

Figura 2. Matemética 1° medio, Mc Graw-Hill Interamericana.

DESCRIPCION DE LA PROBLEMATICA
En los dos textos analizados, se evidencia un exhaustivo trabajo en comprender la compuesta

de dos simetrias con ejes secantes a través de un enfoque geométrico. También las propiedades

y caracteristicas son abordadas de este modo geométrico.

El objetivo planteado en el nivel de 1° afio medio que los alumnos sean capaces de “Comprender
los conceptos y propiedades de la composicion de funciones y utilizarlos para resolver
problemas relacionados con las transformaciones isométricas” (MINEDUC, 2009, p.180) no ha
sido alcanzado en los textos para el estudiante, puesto que los textos se centran Unicamente en
lo geométrico y algunos intentos por recurrir a lo algebraico. Ademas, en el estudio exploratorio
que se realiz6 a 58 estudiantes de buen rendimiento académico® que cursan tercero medio en

diversos colegios de la region metropolita de Santiago (ver Anexo 1 pagina 119) se evidencio

8Enla escalade 1a 7, promedio académico mayor a 5,5
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una fuerte carencia en definir la compuesta de dos simetrias con ejes secantes desde sus
propiedades. Los estudiantes realizan la composicion de dos simetrias con ejes secantes, como
lo proponen los textos de forma geometria y también realizan una rotacion, pero a la hora de
establecer una relacion entre estos dos conceptos se evidencian conjeturas hechas a partir de lo
visual, mas no de la definicion, que se supone ya la debieran comprender. Por lo expuesto
anteriormente consideramos que los estudiantes no alcanzan la comprension profunda del
concepto composicion de dos simetrias con ejes secantes, cuando decimos comprension
profunda, estamos pensando en que el estudiante pueda relacionar las distintas formas de
comprender este objeto matematico, ya sea a traves de, Movimiento Rigido, como una
transformacion isométrica 0 como una rotacion la cual esta determinada por los elementos que
permanecen invariantes respecto al punto de intercepcién de los ejes. Lo que centra nuestra

atencion en un posible obstaculo didactico.

A partir de lo expuesto en la problematica, surgen las siguientes preguntas que iran guiando la

investigacion:

- El concepto de composicion de dos simetrias con ejes secantes que prevalece en los
Docentes de matematica que imparten la asignatura en estos niveles ¢ permite movilizar
este objeto matematico, entre sus diferentes definiciones como: Movimiento Rigido,
transformacion isométrica 0 como una rotacion?

- ¢Qué elementos Matematicos contribuyen a lograr un trénsito entre los diferentes modos

de pensar este objeto matematico?

Para precisar a qué nos se referimos cuando mencionamos, los diferentes modos de pensar la
compuesta de dos simetrias con ejes secantes, disefiamos la figura 3, con la intension de mostrar
que el trénsito entre estos, permitira que el estudiante logre una comprension profunda del

concepto en estudio.

2013
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Sea [ una recta el plano cartesiano. Definamos la funcion:

SE:R SR

Detal manera que SE(x; 1) s ¢l punto del planc que satisface: Dada la reflexion V respecioaL y

1) SE(x; 1) esta en la rectaperpendicular a [ que pasa por (X, ¥) dada e reflexion U respectoa L.
SiL y L° se intersectan en O con
2) Si 1 es el punto de corte de [ con la recta perpendiculara F un angulo agudo o recto a.

entonces la isometria UV es la
rotacion de centro O v angulo 2o

quepasapor (X, V) entonces;
distancia de (X, V') a M= distancia de 1] a SE(v,p)

e sean £y L dos rectas del plano cartesiano. Definamos Ia funcion: s
(Movimientos rigidos) (Rotacion)

SEoSI(x,v)

(Transformacién isométrica)

Figura 3. Muestra los tres modos de pensar la compuesta de dos simetrias con ejes

secantes.
OBJETIVOS DE INVESTIGACION
A partir de las interrogantes planteadas y la problematica descrita, se determinan los siguientes
objetivos de investigacion:

OBJETIVO GENERAL:

Ofrecer un conjunto de sugerencias didacticas basadas en nuestra investigacion para la

ensefianza del Concepto compuesta de dos simetrias con ejes secantes.
OBJETIVOS ESPECIFICOS:

» Indagar en los modos de comprender la compuesta de dos simetrias con ejes secantes
que prevalecen en los Docentes de matematicas, y explorar si estos modos permiten
movilizar este objeto matematico en sus distintas definiciones.

» Indagar en los elementos de la matematica que propician el transito entre las distintas
definiciones de la compuesta de dos simetrias con ejes secantes como: Movimiento

rigido, transformacion isométrica y como una rotacion.
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LA COMPONENTE HISTORICA & EPISTEMOLOGICA.

Los aspectos tedrico matematicos, historicos y epistemoldgicos no son en absoluto disjuntos. A
continuacion, describiremos de manera general la epistemologia de la compuesta de dos
simetrias con ejes secantes, centrdndonos en épocas donde se evidencia un cambio de mirada al
comprender este concepto y enfocandonos particularmente en aspectos del objeto matematico
que consideramos importantes, como por ejemplo, el surgimiento de enfoques analiticos,
sintéticos y estructurales a través de la historia, prestando atencion en los elementos de la

matematica que permiten su interaccion.

De lo anterior, cabe resaltar que el estudio de la compuesta de dos simetrias con ejes secantes
lo veremos inmerso dentro del concepto “transformaciones isométricas”, por ser ésta un caso

particular de la composicién de ellas.

GEOMETRIA EUCLIDIANA O SINTETICA

Inicialmente el estudio de las transformaciones isométricas se origina, como lo veremos,
mediante el estudio de sus propiedades geométricas, en el cual los objetos matematicos son
pensados mediante, figuras o conjunto de puntos.

Asi, sin haberlo hecho explicito, los griegos manejaban intuitivamente el concepto de
transformacion rigida; por ejemplo, en la geometria de Euclides, desde lo que plantea el 1V
postulado: “todos los angulos rectos son iguales entre si” (Vallejo, 1819, p. 193), en la palabra

“iguales” se incluye la idea de que se puede mover uno hasta traslaparse sobre el otro.

De lo anterior, mucho se ha discutido, tanto la verdadera significacion de este postulado, como
el hecho de encontrarse en este lugar, siendo ocasionadas estas discusiones, sobre todo por la
duda de si Euclides utiliza 0 no la nocion de movimiento. Si esta se acepta como primitiva, como
lo ha considerado el Programa Erlangen, 1872 en el capitulo Il “sistematizacion y
fundamentos de la geometria” (Klein, 1921, p. 460) en el cual la propiedad de ser iguales todos
los angulos rectos resulta como una consecuencia Idgica necesaria, y no puede tener su puesto
entre los postulados. Algunos comentadores, apoyandose en que Euclides no hace mencion

explicita del movimiento en las proposiciones fundamentales, opinan que el postulado cuarto,
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tiene precisamente por objeto introducir la nocion de movimiento, como debe ser admitida para

lo sucesivo, aunque de un modo incompleto.

Otro grupo de comentadores que forma parte de la mayoria, cree, por el contrario, que una de

las tendencias mas esenciales de Euclides, es desterrar de la Geometria la nocién de movimiento,

pero para ello le seria preciso colocar en primer término el concepto abstracto de congruencia.

En este caso el postulado cuarto seria la base tedrica de la congruencia, entonces podria

preguntarse por qué no hace consideraciones analogas sobre la congruencia de segmentos,

aceptando una como otra de las dos interpretaciones del método de Euclides, se presentan

en su desarrollo grandes dificultades como se explicitara a continuacion.

Para ello, tomamos como referencia las proposiciones fundamentales o axiomas, segun edicion

de los elemento de Euclides publicado por Heiberg en Copenhague (Leipzig, 1883), las cuales

son.

9)

Dos cosas iguales a una tercera son iguales entre si; si a=b y b=c, entonces a=c

Si a dos cosas iguales se les aumentan otras dos también iguales, se obtienen sumas

iguales. S a=b y c=d, entonces a+c = b+d.
Si a=b y c=d, entonces, a-c=b-d

Dos cosas que coinciden son iguales.

El todo es mayor que sus partes: a> a-b.

Cuatro de estas proposiciones son de naturaleza l6gica y validas para todas las
magnitudes geométricas que después se estudian (segmentos, angulos, areas, etc.); la
cuarta expresa que la congruencia o superponibilidad ha de servir de criterio para la
igualdad y la desigualdad, pero deja subsistir la duda de si se presupone o no la nocion
de movimiento.

Las tres primeras proposiciones tienen por objeto la resolucion del siguiente problema:
Llevar un segmento dado AB sobre otro CD, a partir de uno de sus extremos C.
Naturalmente, esta construccion puede hacerla practicamente cualquiera por medio de

un compas o de una tira de papel, es decir, por el movimiento de un cuerpo rigido sobre
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el plano, pero Euclides procede descomponiéndola en series de complicadas

construcciones, tales como:

1ra.  Construir un tridngulo equilatero sobre un segmento dado.

2do.  Tomar un segmento, a partir de un punto C que sea igual a un segmento dado
AB.

3ro.  Dados dos segmentos AB y CF, llevar sobre CF, a partir de C, un segmento
igual al AB < CF.

Después de resuelto el problema, Euclides establece el primer teorema de congruencia
enunciado del siguiente modo: Dados dos triangulos ABC y A'B"C’, si dos lados del primero
son iguales a dos del segundo (AB = A"'B", AC=A"C") y el angulo comprendido por aquéllos es
igual al comprendido por éstos (A=A"), los dos triangulos tienen respectivamente iguales todos
sus elementos. Para demostrarlo, imagina el triangulo A"B“C” sobre el ABC, de modo que, A'B’
coincida con AB, A"C” con AC, y el &ngulo A" con el A. Esta demostracion supone una grave
inconsistencia con el método; en efecto, el autor no dice absolutamente nada respecto al
transporte del angulo, utilizado como el del segmento, en la demostracion del teorema de
congruencia. Tampoco se menciona la razén de que el tercer lado B"C” continde siendo una
recta después de transportarlo. Claro ésta, que ello es intuitivamente cierto, pero hay que tener
en cuenta que el principal objetivo de Euclides es obtener deducciones completamente légicas
y en este punto no es consecuente con sus propasitos. En realidad lo que hace Euclides, es
suponer implicitamente la posibilidad del movimiento de figuras geométricas, sin alteracion
de su magnitud ni de su forma, o sea, esta demostracion indica que puede incluirse a Euclides
entre los que aceptan como legitima la idea de movimiento; sin embargo es de extrafiar que no

la haya mencionado en los fundamentos.

La razon de analizar lo anterior, es que la idea de movimiento rigido no aparece explicita en los
elementos de Euclides, y que evidentemente es utilizada solo para dar sustento a un concepto
menos intuitivo como lo es el concepto abstracto de congruencia. Y lo mas cadtico es que sin
aceptar como primitiva la idea de movimiento no se puede demostrar el primer Teorema de
congruenciay es, por consecuente, necesario definirlo como axioma, como se explicita en Klein

(1921, p. 460). En conclusion, de los aspectos explicitos e implicitos de este momento histérico
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podemos definir las transformaciones isométricas como movimientos rigidos en el plano, a

modo de ejemplo, en este momento histdrico la compuesta de dos simetrias con ejes secantes es

comprendida como indica la figura 4.

(Movimientos rigidos)

Figura 4. Movimiento rigido
Las propiedades que identifican la compuesta de dos simetrias con ejes secantes son:
- Lafigura y su simétrica a través de la composicion conservan tamafio y forma.

- Laimagen de una figura a través de la composicion de dos simetrias con ejes secantes

conserva el mismo sentido de orientacion.

- La compuesta preserva distancia y angulos.

Un hecho que hay que resaltar de este momento historico es que los griegos no poseian ni
aritmética independiente, ni fracciones decimales que tanto facilitan el calculo numérico, ni el
calculo literal general, que son, invenciones del Renacimiento; solamente tenian un Calculo en
forma geométrica, en la cual en vez de operar con nimeros, se operaba por medio de
construcciones con segmentos y otras magnitudes geometricas, lo que naturalmente, era
extraordinariamente mas complicado que la Aritmética actual. También carecian del
conocimiento de los nimeros negativos y de los imaginarios, que tanta flexibilidad dan a la

Aritmética y al Algebra, y como consecuencia de ello les faltaba la generalidad del método que
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permite reunir en una sola férmula todos los casos posibles, de modo que se encontraban

continuamente atascados por la consideracion de numerosos casos particulares.

En la geometria estas diferencias se acentian méas aun donde basta emplear el auxilio de medios
analiticos para lograr una generalidad completa y evitar la discusion de casos particulares como

lo estudiaremos a continuacion.

GEOMETRIA ANALITICA
Podemos evidenciar histéricamente que una segunda forma de ser estudiada la geometria es a

través de la aritmetizacion del espacio, en la que tuvo lugar el pasar de la geometria sintética a
la geometria analitica en Rn, la cual, considera los sistemas matematicos a partir de relaciones

numericas.

Por su parte, el arquitecto e ingeniero francés Gerard Desargues (1591-1661), fue un precursor
de la idea de transformacion en geometria y de la utilizacion de propiedades invariantes. Sus
trabajos se inscriben particularmente en el marco de la teoria de las conicas. Pascal (1623- 1662),
siguiendo a Desargues, retoma los métodos proyectivos de este Ultimo para redactar su tratado
de las conicas. Como Desargues, Pascal continla expresando las cénicas como imagen de la
circunferencia del circulo estableciendo de nuevo el lazo con la perspectiva. En este periodo
histérico las transformaciones geometricas aparecen como instrumentos implicitos de
transferencia de propiedades. Las Unicas transformaciones utilizadas son las proyecciones, pero
quedan en el contexto de las conicas, y no son consideradas como objetos de estudio en si

mismas, sino como simples relaciones entre dos figuras donde prima la nocion de invariante.

En el siglo XV1I se produce la alegebrizacion de la geometria, también llamada el "método de
las coordenadas™ introducido paralelamente por Fermat (1601-1665) y por Descartes (1596—
1650), gracias a ello las propiedades de las transformaciones pasan a ser demostrables
algebraicamente y el trabajo de las figuras puede desarrollarse desde las coordenadas de sus
puntos. Stone (1961), afirma que los griegos eran conscientes de realizar ciertas operaciones y
tratan de resolver problemas algebraicos desde la geometria. La carencia de técnicas algebraicas
sencillas y la falta de nivel de abstraccion adecuado tropiezan con dificultades, las cuelas

desaparecen con la aparicion de la geometria cartesiana en el siglo XVII.
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En este momento histdrico las transformaciones isométricas dejan de ser objetos matematicos
implicitos e inician a ser reconocidas y estudiadas bajo el concepto de funciones biyectivas, de
donde podemos comprender la compuesta de dos simetrias con ejes secantes desde de la

siguiente forma, figura 5.

(Transformacioén isométrica)
Sea £ una recta del plano cartesiano, Definames la funcion:
SE: R SR’
De tal manera que 5[(x; v) es el punto del plano que satisface:
1) SE(X;¥) esta en la recta perpendicular a £ que pasa por (¥, V)
2) Si 777 es el punto de corte de /- con la recta perpendiculara £

que pasa por (X,)) entonces:
distancia de (X, V') a 1M = distancia de /71 a SE(x;y)

Sean £ Y L dos rectas del plano cartesiano. Definamos fa funcion:

SE o SI(x, v)

Figura 5. Transformacion Isométrica.

UNIFICACION DE LAS GEOMETRIAS.
En este momento histérico siglo XIX se produce la desaritmetizacién del espacio a su

estructuracion con la que los vectores abandonan las coordenadas que los anclaban al dominio
de los nimeros y se convierten en elementos abstractos cuyo comportamiento esté definido por

un sistema de propiedades o axiomas.

En consecuencia, Klein invita el surgimiento del modo de pensar analitico-estructural de las
transformaciones, cuando a fines del siglo XIX, surge la nocion de grupo que tiene su origen
en el estudio de las sustituciones de las raices de una ecuacion algebraica, desarrollada por
Galois (1811-1832). Fue en ese momento donde se establecen las relaciones propuestas por
Klein (1849- 1925), en donde indica que las propiedades geométricas se caracterizan por su

invariabilidad al ser sometidas a un grupo de transformaciones. Es decir, cada tipo de geometria
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posee su propio grupo; sin embargo, dentro del marco de ese grupo, cada geometria se desarrolla
siguiendo lineas similares. Por lo tanto, se logra establecer la unificacion de las diferentes
geometrias a través de la teoria de grupos.

“El programa Erlangen desarrollado por Klein en 1872, libera el pensamiento geométrico de
toda intuicién, enriquece la geometria abstracta”. (Jahn, 1998 p. 48). En resumen, una geometria
es el estudio de las propiedades invariantes por un grupo operado sobre un espacio y ese grupo
determina la estructura de la geometria. Asi, para Klein, las transformaciones acttan sobre un
espacio y no solamente sobre las figuras. “Considerar al espacio como objeto de estudio
geomeétrico es el otro punto importante que se desprende del analisis del programa de Erlangen”
(Jahn, afo, p. 49).

De lo cual, podemos comprender segun este momento historico la compuesta de dos simetrias

con ejes secantes, COMO se expone a continuacion:

Dada la reflexion V respecto a L y dada una reflexion U respecto a L.

Si Ly L se intersectan en O con un angulo agudo o recto a, entonces la
isometria UV es la rotacién de centro O y angulo 2a.

Demostracion:

Sea P un punto, al cual se le aplica la reflexion V y llamemos P’ su imagen.
A P apliguemos la reflexién U y llamemos P su imagen.

Como las reflexiones preservan distancia, se tiene que QP mide lo mismo que OP"

FPor la misma razén OP" mide lo mismo que OP". Es decir P, P' vy P" estan en una
circunferencia de centro O.

Como las reflexiones también preservan angulos, se tiene que la medida del angulo
entre OP y L es la misma que el angulo entre L y OP". Llamemos B ese angulo.

Del mismo modo la medida del angulo entre L' y OP* es la misma del angulo entre
L'y OP" . LLamemos 6 a ese angulo. Por lo tanto el anguloPOP" mide 2 + 26.

Pero, por definicion B + 8=, por lo tanto £POP" mide 2a.
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En conclusion, el estudio histdrico epistemoldgico nos brinda diferentes perspectivas con las
cuales han sido comprendidas las transformaciones isométricas. Ademas, nos provee uno de
los elementos de la matematica que esta articulando o interactuando con cada una de las formas
de comprender este objeto matematico, el cual es el de invariante. Sin embargo, cabe aclarar
que en el contexto de esta investigacion, enfocamos nuestro interés en un caso particular de las
transformaciones isométricas el cual es la simetria y més especificamente la composicion de dos

simetrias con ejes secantes.
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JUSTIFICACION DEL MARCO TEORICO.

Desde que son planteadas las preguntas y los objetivos de investigacion, se hace necesario
contar con un marco tedrico que nos provea de herramientas tedricas que permitan mirar la
formas de comprender el objeto matematico homotecia en el plano. La teoria modos de
pensamiento propuesta por Anna Sierpinska (2000), es apropiada para muestra investigacion ya
que establece tres formas de comprender un objeto matemético (geometrico, analitico y
estructural), ademas permite establecer las conexiones existente entre estas. Aunque este marco
tedrico nace y se desarrolla para dar respuestas a problematicas propias del ambito del algebra
lineal, se ha podido utilizar en otras investigaciones cuyos objetos matematico de estudio no son
necesariamente de ese campo, pero se prestan para ser descritas desde lo geométrico, analitico

y estructural, por ejemplo, en el estudio de la elipse (Bonilla, 2011).

DESCRIPCION DEL MARCO TEORICO
Los Modos de Pensamiento (Sierpinska, 2000), es una teoria que nace en el seno del Algebra

Lineal, con la intencién de hacer mas explicito el pensar tedricamente los conceptos que la
componen, proponiendo para ello tres modos de pensamiento, que se pueden reportar desde el
desarrollo histérico epistemoldgico del algebra lineal y que estan presentes en otros conceptos

matematicos hoy en dia:

- El modo de pensamiento sintético-geométrico (SG) utiliza la representacion gréfica de
los objetos, es asi por ejemplo como visualmente se tienen puntos, lineas, planos, figuras
y CUerpos geomeétricos.

- En el modo de pensamiento analitico-aritmético (AA) los objetos matemaéticos son
dados a través de relaciones numéricas. Por ejemplo los vectores pasan a ser
representados en n-uplas, las rectas por ecuaciones lineales, los planos por sus sistemas
de ecuaciones lineales y una figura geométrica por sistema de inecuaciones lineales.

- En el modo analitico—estructural (AE) los objetos quedan representados a través de las
propiedades que estos poseen o los axiomas que permiten explicarlos.

Cada uno de los modos de pensamiento permite una mirada diferente del objeto matematico, lo
cual conduce a distintas comprensiones del mismo; cada uno de ellos no constituyen etapas en
el desarrollo del pensamiento algebraico, sino que por el contrario, son igualmente Utiles, cada
uno en su propio contexto, para propositos especificos y sobre todo cuando estan interactuando.
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La problemética fundamental, en la cual se enmarca esta teoria, es alcanzar niveles superiores
de abstraccion para enriquecer el aprendizaje del objeto matematico en estudio, a traves de la
conexion entre los distintos modos de pensamiento, debido a que, como se menciond
anteriormente, los modos de pensamiento son formas de ver el objeto y solo se llega a una
comprension de éste cuando se logra alcanzar la abstraccion del mismo, a través de una
articulacion entre SG, AAy AE.

La presente investigacion utiliza como marco tedrico, la teoria de modos de pensamiento de
Anna Sierpinska (2000), la cual indica que para comprender plenamente un objeto matematico,
éste debe ser pensado en tres modos; el SG, el AAy el AE y ademas se hace necesario explicitar
los elementos de la matematica que estan propiciando el transito de un modo de pensamiento a
otro. Aunque este marco tedrico se aboca mayoritariamente al estudio de conceptos ligados al
algebra lineal, sin embargo a partir del estudio historico-epistemologico que se realizo para las
Transformaciones Isométricas en el Capitulo Il (p. 19) es posible representar la compuesta de

dos simetrias con ejes secantes en dichos modos de pensamiento.

El modo de pensamiento SG para la compuesta de dos simetrias con ejes secantes: utiliza la
representacion grafica del movimiento rigido de los objetos en el plano Euclidiano. Por ejemplo,

ver figura 6.
(Movimientos rigidos)
o
. R
b i 2
*— Y \ SR
l': = "w-__\__’k'.' Cel \ [ S8 i -
III ..’, ‘_-E_-._,____\_\_..B e
\ -
\ A d B"
» . ; .
o - -‘ a
: _'I o ! ‘\‘T(‘_t"--‘__'.r.‘""
| & i & W fr (S
II _’_,. _.\ I.-..,_‘ ﬂ‘f A -
f - L B R g 4
[ = o rasel
..l_,-' _1_.:_\ 7

Figura 6. Movimiento rigido de una figura plana segun el modo de pensamiento SG.
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En el modo AA para la compuesta de dos simetrias con ejes secantes: los objetos se dan
indirectamente, ellos se construyen por la definicién de sus elementos. Por ejemplo las figuras
pasan a ser representadas por un conjunto de pares ordenados (x,y), los ejes de simetria son
representados por ecuaciones generales de las rectas y = mx + b y las imagenes simétricas son

pares ordenados (x,, y,) que cumplen condiciones establecidas. Por ejemplo, Figura 7

(Transformacion isométrica)
Sea F una recta del plano cartesiano. Definamos la funcion:
SE: R >R
Detal manera que  SE(x7; 1) es el punto del plano que satisface:
1) SE(x:¥) estaen la rectaperpendicular a £ que pasa por (X, V)

2) Si 777 es el punto de corte de [ con la recta perpendiculara [
que pasa por (X, V) entonces:
distancia de (X, V) a 111 =distancia de 71 a &E[.\:;_l.‘}

Sean £ Y L dos rectas del plano cartesiano. Definamos la funcion:

SE o SI(x, v)

Figura 7. Transformacion Isométrica en R%seglin el modo de pensamiento AA.

Debemos sefialar la importancia de los invariantes que definen a la simetria para poder transitar

del modo SG al AA, como los son: distancia, tamafio, forma y perpendicularidad.

El Modo AE para la compuesta de dos simetrias con ejes secantes: Sintetiza los elementos
algebraicos de las representaciones analiticas dentro de conjuntos estructurales, en otras
palabras, los objetos se describen a través de las propiedades que estos poseen o los axiomas

que permiten explicarlos.

Segun el estudio epistemoldgico y matematico realizado la (p. 20) indica que ésta puede ser

comprendida como: Dada la reflexién V respecto a L y dada una reflexion U respecto a L’. Si
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L y L’ se intersectan en O con un &ngulo agudo o recto a, entonces la isometria UV es la rotacion

de centro O y angulo 2.

Debemos sefialar la importancia de los invariantes respecto al punto de interseccién de los ejes
de simetria para poder transitar del AE al SG o del AE al AA o para la articulacién de los tres

modos simultdneamente.

EJEMPLO QUE ILUSTRAR EL MARCO TEORICO
Un ejemplo que permite ilustrar el marco tedrico en el objeto mateméatico composicion de dos

simetrias con ejes secantes.

1.- Sea A el punto (-3,5) y sea B el simétrico de A respecto a larecta y=-3x. Sea C el simétrico
de B respecto a la recta y= 2x

a) Hallar las coordenadas exactas de B.

b) Hallar las coordenadas exactas de C.

Esta pregunta tiene por objetivo explorar los posibles transitos que realiza el docente entre los
modos AA y SG de la compuesta de dos simetria con ejes secantes. Se espera que los docentes
puedan pensar este objeto matematico a partir de un desarrollo principalmente aritmético, es
decir, dado un punto (x,y) Yy las ecuaciones de dos rectas secantes hallar las coordenadas
exactas del simétrico de (x,y) mediante la composicion de dos simetrias tomando como ejes

las rectas secantes dadas. Un docente puede situar en un modo:

SG: El docente puede recurrir al modo Sintético - geométrico para gréfica los puntos y los ejes
de simetria en el plano cartesiano, pero este modo de pensar no le sera suficiente para poder
hallar las coordenadas exactas de B, a lo sumo llegara a una aproximacion de las coordenadas
de B. Figura 8
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2

Figura 8.

Teniendo en cuenta lo siguiente definiremos los diferentes modos AA en que puede ser abordada
la actividad. Si el docente recurre al grafico para verificar que sus resultados analiticos son
apropiados, entonces se propiciard un transito SG < AA si no recurre al grafico entonces estara

situado Unicamente desde AA.

AA (1):
+ Hallar la ecuacion de la recta perpendicularay; = —3x y que pase por el punto (—3;5)

« Sea y, esarecta, entonces y, = %x +b -5= % (—=3) + b resolviendo
5=—-14+b > b=6 - y,= §x+6
«¢+ hallar el punto de interseccion de y, con y,, igualando y; = y, tenemos:

—3x=§x+6 De donde x= —g , reemplazando en y; resulta:

9 27 9 27 .
y = _3.(_5) == Ny = (_E' = nombrémoslo Q

¢+ Por propiedad de la simetria Q es punto medio de A y su simétrico B. Entonces

9 27 —-3+x 5+y 9 —3+x 27 5+y 3
-, =) =\—;, — - — == y —_——= x:——ey:
5° 5 2 2 5 2 5 2 5

29 3 29
T las coordenadas exactas de B son (_E ; ?)

. gl 3 29 H
+« Para hallar C, el simétrico de B = (_E ; ?) respecto a la recta y = 2x se realiza un

proceso analogo al anterior, de lo cual se tiene que € = (5; 3).
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AA (2):
++ Hallar la ecuacion de la recta perpendicularay; = —3x y que pase por el punto (—3; 5)

+ Sea y, esarecta, entonces y, = %x +b -5= g (=3) + b resolviendo

1

5=-1+b - b=6—>y2=§x+6

++ hallar el punto de interseccion de y, con y,, igualando y; = y, tenemos:

—3x=§x+6 De donde x= —% , reemplazando en y; resulta:

5’ 5

y = —3-(—%) =Z syny, = (—3- Z) nombrémoslo Q

< Por propiedad de la simetria d (AQ) = d (QB), por lo tanto:

d@)zj(—3+§)z+(5_§)z oy Zsﬂ

% Por propiedad de la simetria d (AQ) = d (QB), por lo tanto:

d@)zj(—3+§)z+(5_25_7)2 o Zsﬂ

27 2V/10
d(QB)—\/X-I— X+6—?) =T
N?% (1 27\ _8 10 o2
(x+3) +(Gx+6-2) =2 +Ax+2=0-
5 3 5 5
—4+J( —4)2 — 4 - Q 2
X =
10
2 g
x1=_?3;y1=25—9 e x, = —3; y, = 5 — las coordenadas exactas de B son (—% 25—9)

. 3 29 .
Para hallar C, el simétrico de B = (_E ; ?) respecto a la recta y = 2x se realiza un proceso

analogo al anterior, de lo cual se tiene que C = (5;3)
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CAPITULO IV: METODOLOGIA DE
INVESTIGACION
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MARCO METODOLOGICO:
Estudio de Caso

En el marco de la problemética y objetivos de la investigacion:
OBJETIVOS ESPECIFICOS:

* Indagar en los elementos de la matematica que propician el transito entre las distintas
definiciones de la compuesta de dos simetrias con ejes secantes como: Movimiento

rigido, transformacion isométrica y como una rotacion.

» Indagar en los modos de comprender la compuesta de dos simetrias con ejes secantes
que prevalecen en los Docentes de matematicas, y explorar si estos modos permiten

movilizar este objeto matematico en sus distintas definiciones.

Es pertinente utilizar un disefio metodoldgico de estudio de caso, en la medida que *“son
particularmente apropiados para estudiar una situacion en intensidad en un periodo de tiempo”,
facilitando la identificacion de los distintos procesos interactivos que conforman una realidad
(Del Rincon y Latorre, 1992). En esta investigacion nos referiremos a estudios de caso en la
medida que analiza en concreto realidades especificas y singulares, que adquieren su valor como
indagaciones intensivas y con profundidad en casos particulares; contrasta realidades
especificas de las que pueden extraerse problemas comunes y matizaciones singulares, pero de

ninguna manera explicaciones genéricas y definitivas sobre la realidad estudiada.

ETAPAS DE LA INVESTIGACION.
Se presenta el disefio metodoldgico de manera resumida en la Tabla 1, mediante la cual se

detalla cada etapa que la conforma:
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ETAPA 1: ESTUDIO EXPLORATORIO

Disefio metodoldgico | Instrumento | Poblacion

Estudio de caso Cuestionario |58 estudiantes que cursan tercero medio
ETAPA 2: ANALISIS EPISTEMOLOGICO & MATEMATICO DEL
OBJETO MATEMATICO

Antecedentes epistemologicos y matematicos.

Revision documental L
(revision bibliogréafica)

ETAPA 3: DISENO Y APLICACION CUESTIONARIO
MODOS DE PENSAR LA COMPUESTA DE DOS SIMETRIAS CON EJES
SECANTES

Disefio metodologico | Instrumento | Poblacion

Estudio de caso Cuestionario | 14 Docentes de matematicas.

Tabla 1 Etapas de Investigacion
PRIMERA ETAPA: CUESTIONARIO EXPLORATORIO.

Con el fin de explicitar la importancia de Investigar sobre los modos de pensar la compuesta de
dos simetrias con ejes secantes, realizaremos un estudio de caso, de tipo exploratorio, estos nos
permiten aproximarnos a fendmenos desconocidos, contribuyendo con evidencias empiricas que

puedan documentar la problematica planteada.

EL CUESTIONARIO EXPLORATORIO
El instrumento (ver anexo 1, p. 119) consta de tres preguntas abiertas. El objetivo de la primera

pregunta del cuestionario es constatar si los estudiantes saben componer dos simetrias con ejes
secantes en el plano Euclidiano. Las dos siguientes preguntas tienen por objetivo verificar si los
estudiantes ponen de manifiesto la comprension de la compuesta de dos simetrias con ejes
secantes a través de sus propiedades, el cual, es uno de los objetivos fundamentales del programa
de estudio de primero medio (MINEDUC, 2009, p.180).

LOS ESTUDIANTES DEL GRUPO EXPLORATORIO

Un grupo de 56 estudiantes conforman el grupo exploratorio, éstos son estudiantes de buen

rendimiento de la escuela de desarrollo de talentos de la Universidad de Chile de la facultad de

2013
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Economia y Negocios. En el presente afio (2013) cursan tercer afio de ensefianza Media. Este
grupo de informantes pertenecen a distintos establecimientos de la Region Metropolitana, los
cuales fueron seleccionados por la universidad debido a su excelente rendimiento académico®.
A ellos se tuvo acceso ya que actualmente uno de los investigadores labora como ayudante de

geometria para la Escuela de desarrollo de Talentos.

SEGUNDA ETAPA: ANALISIS DOCUMENTAL

En relacion al primer objetivo de investigacion, indagamos sobre los elementos de la matematica
que permiten conectar las distintas definiciones de la compuesta de dos simetrias con ejes
secantes y, ademas ayudan en su comprension (ver capitulo |1 “la componente historica y
epistemologica”, p. 20). La indagacion se realizo a través de una revision bibliografica
pertinente como: (Klein, 1921, p. 460), (Vallejo, 1819, p. 193), (Leipzig, 1883), (Jahn, 1998 p.
48) entre otras, logrando pesquisar elementos propios de la disciplina que permiten un

conocimiento sistematico del concepto en estudio, como lo son los invariantes operatorios.

TERCERA ETAPA: DISENO Y APLICACION CUESTIONARIO MODOS DE PENSAR
LA COMPUESTA DE DOS SIMETRIAS CON EJES SECANTES.

En relacion al segundo objetivo especifico de investigacion, diselamos un instrumento (ver
anexo 2, p. 120) donde se organizo6 una serie de actividades con el fin de indagar, como primer
aspecto, en los modos de comprender la compuesta de dos simetrias con ejes secantes, que
prevalecen en los docentes de matematicas y mostrar a partir de sus argumentos la articulacion
o0 transito entre las diferentes formas de comprender este objeto matematico. Ademas, como
segundo aspecto, evidenciar empiricamente la existencia de un obstaculo didactico en la
comprension de este objeto matematico. Estas actividades fueron construidas teniendo como
referente tedrico los modos de pensamiento y utilizando elementos encontrados en las
indagaciones epistemoldgicas, matematicas (Referidas al primer objetivo de investigacion, p.
38).

9Enla escalade 1 a7, promedio académico mayor a 5,5
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DESCRIPCION Y FUNDAMENTACION DEL CUESTIONARIO

El instrumento (Ver anexo 2, p. 120) consta de cuatro actividades principales, las cuales en su
mayoria son diferentes a las que se platean en los diferentes textos de estudio, ya que en cada
una de ellas presentamos un enfoque diferente de nuestro objeto de analisis, La intencion es
documentar de qué forma el docente de matematica se enfrenta a las actividades y que

conocimientos pone en juego para responder.

La intencion del cuestionario es indagar los modos de comprender la compuesta de dos simetrias
con ejes secantes y las conexiones que propician el transito entre estos modos: sintético-
geométrico, analitico- aritmético y analitico- estructural, presentes en docentes de matematica.
Para ello las actividades estan disefiadas en su totalidad para documentar las articulaciones entre

los tres modos SG-AA-AE de la compuesta de dos simetrias con ejes secantes.

Consideramos importante dar prioridad al transito entre AE-SG y AE-AA de la compuesta de
dos simetrias con ejes secantes, para analizar los elementos de la matematica que estan presentes

y potenciar la comprension de este objeto matematico desde su definicion.

EL CASO EN ESTUDIO

El caso de estudio lo conforman 14 docentes de matematica de Chile, que cursan estudios de
postgrado de Maestria. Elegimos estos docentes porque consideramos importante evidenciar los
modos de comprender la simetria con ejes secantes que predominan en los docentes de
matemaética, las posibles conexiones que logran establecer entre los distintos modos y los
elementos de la matemaética que ponen en juego. Ademas, son los informantes adecuados para
establecer si la falta de una comprension estructural de la compuesta de dos simetrias con ejes

secantes, se debe 0 no a un obstaculo didactico.

VALIDACION DE LOS INSTRUMENTOS

Los cuestionarios aplicados a los estudiantes fueron sometidos a diversas instancias de
co-evaluacién por un grupo de didactas que ha realizado investigaciones utilizando el marco
tedrico de los modos de pensamiento, en la Pontificia Universidad Catélica de Valparaiso.
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CAPITULO V: ANALISISY VERIFICACION DE
DATOS
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ANALISIS A PRIORI DEL CUESTIONARIO EXPLORATORIO. 1©

ACTIVIDAD 1: Sea A un punto y.Z una recta, sea B el simétrico de A respecto a £y sea C

el simétrico de B respecto a la recta 7Z. Hallar C

Esta pregunta tiene por objetivo, constatar que los estudiantes comprenden la compuesta de dos
simetrias con ejes secantes. Los estudiantes para responder esta actividad 1, pueden situarse en
el modo sintético-geométrico, a partir del cual hemos identificado tres formas posibles de

abordase ésta:

Sintético — geométrico 1: Doblando la hoja por cada uno de los ejes de simetria y copiar los
puntos simétricos, asi se pueden obtener el simétrico de A que es By el simétrico de B que es

C. Como lo indica la figura 9:

10 Los participantes tenian la opcién de utilizar regla, compds y transportador.
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o

Figura 9.
Sintético — geométrico 2: Construccion con compas.

Desde el punto A dado, con una abertura del compas cualquiera, se traza un arco que corte a la

recta L dada. Se obtienen dos puntos. Figura 10.

£

>

Figura 10.

Desde los puntos de corte se trazan dos arcos con la abertura del compas de igual medida a la

utilizada en el procedimiento anterior. Figura 11.
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Figura 11.

En la interseccion de los arcos esta ubicado el simétrico de A respecto L. Analogo para hallar c.

Figura 12.

Figura namero 12.

Sintético — geométrico 3: Construccion con regla.

Trazar la recta perpendicular a L, de tal forma que pasa por el punto A. figura 13.
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Figura 13.

Marcar el punto de interseccion de las dos rectas. Figura 14

Figura 14.

Ubicar el simétrico de A, en este caso el punto B, sobre la recta perpendicular a L tal que la
distancia de A al punto de interseccion sea igual a la distancia del punto de interseccién a B,

donde A#B. Igualmente se procede para determinar el punto C. Figura 15
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Figura 15.
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|| ACTIVIDAD 2: Sean Ay P dos puntos. Rotar el punto A 60°(en sentido horario) respecto a P. ||

e @

Con esta actividad se espera verificar si los estudiantes comprenden la rotacion de un punto

respecto de otro (debido a que la compuesta de dos simetrias es una rotacion)

Sintético — geométrico 1: Trazar el segmento PA y rotarlo 60° con el transportador. Figura 16

/i

P

Figura 16.

Sintético — geometrico 2: Construir la circunferencia de centro P, que pasa por A. Marcar 60°
de modo que el radio AP sea uno de los rayos del &ngulo (en sentido horario). El rayo que forma

60° intercepta a la circunferencia en un punto, ese punto es P'. Figura 17.
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Figura 17.
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|| ACTIVIDAD 3: ¢Qué relacion hay entre la actividad 1y la actividad 2? ;Por qué? ||

Con esta actividad se espera identificar si los estudiantes comprenden la compuesta de dos
simetrias con ejes secantes de forma sistémica y estructural. En la primera interrogante de esta

actividad un estudiante puede situarse en los modos:

Sintético — geométrico: identificando que en ambas actividades el punto A fue rotado.
Analitico-Aritmético 1: sea Q el punto de interseccion de los ejes de simetria en la actividad
1, el estudiante puede responder midiendo el angulo AQC y constatar que es 60°, el cual, es el
mismo angulo de rotacion de A, propuesto en la actividad 2.

Analitico-Aritmético 2: el estudiante ademas de identificar el modo analitico aritmético 1,
puede medir con el transportador el &ngulo formado por la interseccion de los dos ejes, en este
caso 30° y establecer una relacion con el angulo de rotacion de la segunda actividad, es decir,

mencionar que 30° es el doble de 60°.

En la segunda interrogante de esta actividad, el estudiante necesariamente debe situarse en el
modo Analitico-Estructural: justificando que la relacidn se da porque la compuesta de dos
simetrias con ejes secantes es una rotacion, ademas, si el angulo comprendido entre los ejes de
simetria es agudo, entonces es una rotacion con centro en el punto de interseccion de los dos

ejes y cuyo angulo es dos veces el &ngulo comprendido entre los ejes.
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ANALISIS A POSTERIORI DEL CUESTIONARIO EXPLORATORIO

ACTIVIDAD 1: Sea A un punto y.Z una recta, sea B el simétrico de A respecto a £y sea C

el simétrico de B respecto a la recta 7Z. Hallar C

Resultados de la actividad 1

46 de los estudiantes se sitan en el modo Sintético geométrico 3 para responder. A continuacion

se muestran ejemplos de respuestas:

El estudiante 1, nombrémoslo E1 responde situandose desde un modo sintético geométrico
(SG3), puesto que construye con regla el simétrico de cada punto y lo hace basandose solo en

la grafica. Figura 18.
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Figura 18.

A diferencia de las otras respuestas, el estudiante E2 explicita que la recta que pasa por un
punto y su simétrico forma un angulo recto con el eje de simetria, es decir, son rectas

perpendiculares. Figura 19.

Figura 19.

Por otra parte, el estudiante E3 verifica que la distancia del punto A al eje de simetria es la

mima que la distancia del punto B al eje de simetria. Figura 20.
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Figura namero 20.

12 de los estudiantes resuelven la actividad de forma inadecuada, es decir, no saben el concepto
de simetria, por ende no logran resolver la actividad de componer dos simetrias con ejes

secantes.
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|| ACTIVIDAD 2: Sean Ay P dos puntos. Rotar el punto A 60°(en sentido horario) respecto a P.

Resultados de la actividad 2

50 de los estudiantes logran resolver la actividad situados en el modo sintético — geométrico 1

A continuacion se muestra solo un ejemplo, debido a que los estudiantes presentan respuestas

similares. Figura 21

Figura 21.

8 de los estudiantes confunden el concepto de angulo con el de rotacion y contestan de forma
erronea. Cabe aclarar que estos 8 estudiantes estan también dentro de los 12 que no respondieron

de forma adecuada la actividad 1. Un ejemplo de respuesta es el siguiente: Figura 22.

Figura 22.
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|| ACTIVIDAD 3: ¢Qué relacion hay entre la actividad 1 y la actividad 2? ;Por qué? ||

12 de los estudiantes logran establecer una relacién entre las dos actividades.

3 de ellos lo hacen desde un modo sintético geométrico ya que establecen relaciones Unicamente

a través de la visualizacion. A continuacion se muestran sus respuestas:

El estudiante E4 logra identificar que las dos actividades se parecen, pero no menciona ningin
argumento mas para validar su conjetura. Ademas, la palabra que escribe “se parecen” alude a

que puede 0 no que sean iguales para él. Figura 23.

Figura 23.

Transcripcion: “la relacion que veo es que ambas se parecen solo que una fue punto por punto

en cambio el otro se fue directo”.

El estudiante E5 logra identificar que en ambas actividades se realiza una rotacion de angulos

agudos, pero no menciona que se trata de la misma rotacion. Figura 24

Figura 24.

El estudiante E1 logra identificar que en las dos actividades esta presente el concepto de
rotacion y especifica el centro de rotacion de la actividad 1, el cual es la interseccion de los ejes

de simetria. Figura 25
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Figura 25.

Entre las respuestas de la actividad 3 encontramos también que 9 estudiantes abordan la
actividad desde un modo Analitico Aritmético 1 puesto que encuentran relaciones numéricas
entre los angulos que se forman en ambas actividades. A continuacion se muestran sus

respuestas:

En la respuesta de E2 se puede evidenciar que a pesar de encontrar una relacién numeérica entre

los angulos no explicita que en ambas actividades se produce una rotacion. Figura 26

Figura 26.

Transcripcion: “Donde el angulo APA’ tiene 60° grados y es un angulo menor de 90°, por lo

tanto, es agudo y el angulo AXC también es agudo es la Unica relacion que puedo encontrar”.

El la respuesta del estudiante E3 podemos ver que a pesar de encontrar relaciones numéricas

entre los angulos no explicita que en ambas actividades se produce una rotacion. Figura 27.
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Figura 27.

El estudiante E6 respondié que en las dos actividades habia una rotacion de 60°. Figura 28.

Figura 28.

El estudiante E7 dedujo que en las dos actividades se producia una rotacion de 60°, ademas
situandose en un modo sintético geométrico expresa que en ambas actividades se produce la

misma figura, es decir, intuitivamente provee que es la misma rotacién en ambos casos. Figura
29.

Figura 29.
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Transcripcion: “ En la actividad 1 el punto A es la base para encontrar el punto C, y desde el
punto A al punto C se produce una rotacion de 60° y en la actividad 2 el punto A también es la
base y también se rota 60°, es como dos formas de llegar al mismo resultado, en la actividad
1 trazamos rectas desde los puntos A y C hacia un punto en comun (P) observamos que se

forma la misma figura que en la actividad 2.

El estudiante E8 respondio:

Figura 30. Respuesta de E8

Transcripcion: “De que se puede llegar a la misma solucidn de distintas formas”.

43 estudiantes de los 58, no encuentran una relacion cierta entre las dos figuras, es decir
responden erréneamente.
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CONCLUSIONES EN RELACION A LA PROBLEMATICA DE INVESTIGACION.
La mayoria de los estudiantes logra realizar la composicion de dos simetrias con ejes secantes

y la rotacion de un punto respecto a otro, pero al momento de establecer relaciones entre estos
dos conceptos no logran comprender de forma estructural lo que sucede, es decir, no ponen de
manifiesto las propiedades que definen el comportamiento de dos simetrias con ejes secantes

y su relacion directa con el concepto de rotacion.

De los 12 estudiantes que respondieron la actividad 3 podemos evidenciar que presentan grandes
dificultades para pensar el concepto en un modo analitico - estructural. Esto queda en evidencia,
por los argumentos que priorizan, donde responden desde un modo sintético geométrico y

analitico aritmético en los cuales predomina una fuerte influencia de lo visual.

En conclusién, los estudiantes no logran comprender la compuesta de dos simetrias con ejes
secantes desde sus propiedades como lo proponen los planes y programas de estudio. De lo
anterior, consideramos que esto se debe a la ensefianza que se ha impartido de este concepto,

es decir a un obstaculo didactico.
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INDICADORES A PRIORI DE TRANSITO ENTRE LOS MODOS DE COMPRENDER
LA COMPUESTA DE DOS SIMETRIAS CON EJES SECANTES EN EL
CUESTIONARIO

Los docentes que muestran en sus argumentos comprender este objeto matematico en un modo
sintético — geométrico y Analitico — estructural e interactuar entre ellos, son capaces de:
establecer una definicion (AE) de la compuesta de dos simetrias con ejes secantes donde priman
los invariantes que ocurren respecto al punto de interseccion de los ejes de simetria, tales como:
distancia y angulos, los cuales reconocen a partir de la representacion grafica (SG). Y una vez
comprendida la definicion (AE) pueden hallar la imagen de un punto al ser compuesto por dos
simetrias con ejes secantes conociendo Unicamente el punto de interseccion de los ejes y el
angulo comprendido entre ellos.

A partir de la grafica identifica
de manera general los

invariantes que se dan en el
punto de interseccion de los dos

ejes de simetria.

A partir de las propiedades halla
la imagen de un punto al ser
compuesto por dos simetrias con
ejes secantes sabiendo
Gnicamente el punto de
interseccion de los ejes y el
angulo comprendido entre ellos.

®

Los elementos matematicos que
permiten el transitar de un modo
SG a un modo AE e interactuar
entre ellos, son los invariantes:
‘ ‘ de distancia y angulo respecto al

punto de interseccion de los ejes.
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Los docentes que muestran en sus argumentos comprender la compuesta de dos simetrias con
ejes secantes en un modo sintético - geométrico y Analitico - aritmético e interactuar entre ellos,
son capaces de: a través de la visualizacion (SG) reconocer numéricamente los invariantes entre
un punto y su simétrico (AA) (puesto que la compuesta de dos simetrias con ejes secantes es un
caso particular de simetria) invariantes tales como: distancia, punto medio y perpendicularidad.
Y a partir de un desarrollo solamente aritmético entre la composicion de dos simetrias con ejes
secantes definidas a través de un punto (x,y) y las ecuaciones de dos rectas secantes (AA)
graficar su desarrollo en el plano cartesiano (SG).

Por otra parte, a manera de explicacidn aclaramos que en esta investigacion vemos la necesidad
de abordar este objeto matematico desde un trato analitico no convencional*!, cuando hablamos
de tratamiento analitico no convencional nos referimos a que los ejes de simetria pueden ser
cualquier linea en el plano cartesiano, en nuestro caso son dos rectas oblicuas que se intersecan
en el origen. Este tratamiento analitico sistematiza varios contenidos como: funcion, rectas
perpendiculares, punto medio, distancia entre dos puntos, punto de interseccion, los cuales se
ven reducidos a la visualizacion cuando se trabaja tomando Unicamente como referencia a los

ejes de simetria el eje X y el eje y 0 la recta
y=x

A partir de la grafica identifica

de forma particular los

invariantes que se dan entre un

punto y su simétrico.

A través de un tratamiento

‘ |:> ‘ solamente aritmético graficar en
el plano cartesiano su desarrollo.

Los elementos matematicos que

permiten el transitar de un modo

. . SG a un modo AA e interactuar
entre ellos, son los invariantes:
distancia, perpendicularidad y

punto medio.

1 E| eje de simetria puede ser cualquier recta en el plano, sin limitarse Gnicamente a los ejes de coordenadas X
eYoalarectaY=X.
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Los docentes que muestran en sus argumentos comprender la compuesta de dos simetrias con
ejes secantes en un modo Analitico - aritmético y Analitico - estructural e interactuar entre ellos,
son capaces de: mediante el método de las coordenadas (AA) establecer una definicion (AE)
de la compuesta de dos simetrias con ejes secantes donde priman los invariantes numéricos que
ocurren respecto al punto de interseccién de los ejes de simetria, tales como: distancia y
angulos. Y una vez comprendida la definicion (AE) pueden hallar la imagen de un punto
(x,y) al ser compuesto por dos simetrias con ejes secantes conociendo Unicamente las
coordenadas del punto de interseccion de los ejes y el angulo comprendido entre los ejes de
simetria (AA).

El método analitico no convencional de abordar este objeto matematico permite en este caso
sistematizar conceptos tales como: distancia, angulos, tridngulos, circunferencia, relaciones

trigonométricas, ecuaciones y sistemas de ecuaciones con dos incognitas.

A partir de relaciones

. aritméticas entre las
coordenadas identifica
invariantes que se dan en el

punto de interseccion de los dos
ejes de simetria.

A partir de las propiedades halla
la imagen de un punto (x,y)

‘ |::> ‘ conociendo  Unicamente el
punto de interseccion de los ejes
y el angulo comprendido entre
los ejes de simetria.

Los elementos matematicos que
permiten el transitar de un modo
‘ ‘ SG a un modo AA e interactuar
entre ellos, son los invariantes:
de distancia y angulo respecto al
punto de interseccion de los ejes.
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Los docentes que muestran en sus argumentos comprender la compuesta de dos simetrias con
ejes secantes en un modo Sintético — Geométrico, Analitico — Aritmético y Analitico —
Estructural e interactuar entre ellos, son capaces de: a partir de la representacion obtenida al
componer dos simetrias con ejes secantes de punto dado en el plano Euclidiano (SG), identificar
los invariantes respecto al punto de interseccion de los ejes, los cuales permiten definir la
propiedad que explicita este objeto matematico (AE) y utilizar esta propiedad para establecer su

imagen con coordenadas exactas (AA) .

Referentes al punto de
interseccién de los ejes,
tales como: distancia y

angulos.

IN'WA

Referentes a un punto y .
Referentes al punto de

su simétrico, tales como: _ ) _
interseccién de los ejes,

distancia, punto medio y
Figura ndmero 35. tales como: distancia y
angulos.

perpendicularidad.

SG: Movimiento Rigido.
AA: Transformacién Isométrica.

AE: Dada la reflexion V respecto a L y dada una reflexién U respectoa L’. SiLy L’ se
intersectan en O con un angulo agudo o recto a, entonces la isometria UV es la rotacion de
centro O y angulo 2a.

74



LA COMPUESTA DE DOS SIMETRIAS ES UNA ¢ROTACION?, UNA MIRADA DESDE LA
TEORIA LOS MODOS DE PENSAMIENTO.

DESCRIPCION GENERAL E INTENSION DE LAS ACTIVIDADES

La primera actividad del cuestionario (ver anexo xx) tiene por objetivo explorar el SG del
docente, esto permite evidenciar la representacion asociada al concepto que posee el docente al
momento de realizar el cuestionario, informacion importante en el analisis de las posibles
conexiones entre los modos de comprender la compuesta de dos simetrias con ejes secantes.

La segunda actividad tiene por objetivo evidenciar los posibles transitos que realiza el docente
entre los modos SG -AA- AE de la compuesta de dos simetrias con ejes secantes. Se espera que
los docentes puedan pensar este objeto matematico desde sus propiedades identificando los
invariantes presentes en el punto de interseccion de los ejes de simetria.

La tercera actividad tiene por objetivo explorar los posibles transitos que realiza el docente
entre los modos AA y SG de la compuesta de dos simetria con ejes secantes. Se espera que los
docentes puedan pensar este objeto matematico a partir de un desarrollo principalmente
aritmético, es decir, dado un punto (x,y) y las ecuaciones de dos rectas secantes hallar las
coordenadas exactas del simétrico de (x, y) mediante la composicion de dos simetrias tomando
como ejes las rectas secantes dadas. En esta actividad el docente podré abordar la actividad

desde un modo sintético geométrico, graficando el punto (x,y) y las rectas en el plano

cartesiano pero no le serd suficiente para responder la actividad, lo que potenciard un modo de
pensar AA de la compuesta de dos simetrias con ejes secantes y un posible transito a SG con el
que podra verificar su desarrollo aritmético.

La cuarta actividad tiene por objetivo pesquisar los elementos de la matematica que ponen de
manifiesto los docentes al abordar la compuesta de dos simetrias con ejes secantes planteada

desde los modo Analitico — Estructural y Sintético Geométrico.

La Quinta actividad tiene por objetivo pesquisar los elementos de la matemética que ponen de
manifiesto los docentes al abordar la compuesta de dos simetrias con ejes secantes planteada

desde los modo Analitico — Estructural y Analitico Aritmético.
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ANALISIS A- PRIORI DEL CUESTIONARIO APLICADO A DOCENTES DE
MATEMATICA.

ACTIVIDAD 1: Sea A un punto y | una recta.

a) Sea B el simétrico de A respecto a |. Hallar B

b) Sea C el simétrico de B respecto a la recta m. Hallar C

Describe paso a paso lo que hiciste:

Esta pregunta tiene por objetivo, explorar el SG del Docente, esto permite evidenciar la
representacion asociada al concepto en estudio que posee el docente al momento de realizar el
cuestionario. Para ello, hemos identificado tres posibles formas de abordar ésta actividad desde

el modo Sintético - Geometrico:
Sintético — geométrico 1: Doblando la hoja por cada uno de los ejes de simetria y copiar los

puntos simétricos, asi se pueden obtener el simétrico de A que es By el simétrico de B que es

C. Como lo indica la figura 31:
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oY

Figura 31.
Sintético — geométrico 2: Construccién con compas.

Desde el punto A dado, con una abertura del compas cualquiera, se traza un arco que corte a la

recta L dada. Se obtienen dos puntos. Figura 32

Figura 32.

Desde los puntos de corte se trazan dos arcos con la abertura del compas de igual medida a la

utilizada en el procedimiento anterior. Figura 33.
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Figura 33.

En la interseccion de los arcos esta ubicado el simétrico de A respecto L. Analogo para hallar c.
Figura 34

Figura 34.

Sintético — geométrico 3: Construccién con regla.

Trazar la recta perpendicular a L, de tal forma que pasa por el punto A. figura 35.
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Figura 35.

Marcar el punto de interseccion de las dos rectas. Figura 36

Figura 36.

Ubicar el simétrico de A, en este caso el punto B, sobre la recta perpendicular a L tal que la
distancia de A al punto de interseccion sea igual a la distancia del punto de interseccion a B,

donde A#B. Igualmente se procede para determinar el punto C. Figura 37
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Figura 37.
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ACTIVIDAD 2: Sean A, By C tres puntos tales que: C es el simétrico de B respecto a
una recta y B es el simétrico de A respecto a otra recta. Tenga en cuenta que ninguno
de los puntos A, By C estan contenidos en los ejes de simetria.

a) Hallar las dos rectas (I y m) que corresponden a los ejes de simetria.

b) Marque el punto donde se intercepta los ejes |y m.

c) Sea P el punto de interseccion de los ejes, hallar la distancia de P a cada
uno de los puntos A, By C. ¢ Qué relacion hay entre estas distancias?

d) Medir con el transportador el angulo formado entre los ejes de simetria.
Luego mida el angulo APC, después de medirlo establezca una relacion
entre los dos angulos.

Esta actividad muestra los posibles transitos que realiza el docente entre los modos SG —AA -
AE de la compuesta de dos simetrias con ejes secantes. Se espera que los docentes puedan pensar
este objeto matemaético desde sus propiedades identificando que los puntos A, By C cumplen
cierta condicidn referente a sus distancias con el punto de interseccion de los ejes.

De lo cual, hemos identificados los siguientes modos en los cuales se puede situar un docente a

la hora de resolver la actividad:
A. Hallar las dos rectas (I y m) que corresponden a los ejes de simetria.
SG (1): doblar y plegar la hoja justo donde coincida el punto Ay el punto B. En este el eje de

simetria esta determinado por el pliegue de la hoja. Analogo para C.
SG (2): trazar el segmento AB y hallar el punto medio del segmento. Figura 38.
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Figura 38.

Luego, trazar la recta perpendicular a AB que pasa por el punto medio. Figura 39.

Figura 39

En este caso el eje de simetria es justamente esa recta. Analogo para hallar el siguiente eje.

SG (3): Trazar una circunferencia con el compas con centro en A. Figura 40
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Figura 40

Con el mismo radio trazar un arco o circunferencia con centro en B. Figura 41

L g

Figura 41.

En este caso el eje de simetria es la recta que pasa por los puntos de interseccion de las dos

circunferencias. Figura 42
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L Ag

Figura 42.

B. Marque el punto donde se intercepta los ejes |y m. Esta pregunta es solo para identificar

el punto. Figura 43.

Figura 43.

C. Sea P el punto de interseccion de los ejes, hallar la distancia de P a cada uno de los

puntos A, By C. ;Qué relacion hay entre estas distancias?

SG: el docente solo a través de la visualizacion de la figura concluya que las distancias son

iguales.
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Transito de SG - AA: hallar la distancia de cada punto a P con el uso de una regla y concluir

que todas son iguales. Figura 44.

Figura 44.

Transito de SG a AE: Trazar la circunferencia con centro en P y radio la distancia de P a
cualquiera de los puntos A, B o C. Y concluir que las distancias son iguales porque todos estan

contenidos dentro de la circunferencia con centro en P y radio PA o PB o PC. Figura 45

Figura 45.

AE (1): Se sabe que el punto B es el simétrico de A respecto a la recta L.
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Sea Q el punto de interseccion del segmento AB con el eje de simetria L.
Sean los triangulos AAPQ y ABPQ.

I. El angulo AQP es igual al &ngulo BQP. Ambos é&ngulos son rectos por
perpendicularidad.
Il.  d(AQ) = d(QB) por propiedad de la simetria.
I1l.  Los tridngulos comparten un lado, el segmento PQ.
IV.  Por criterio de congruencia LAL los triangulos son congruentes.
Entonces d(AP) = d(BP) . (Analogo para demostrar que d(BP) = d( CP)

Por transitividad si d(4P) = d(BP)y d( BP) = d(CP) - d(AP) = d(CP) -

AE (2): Se sabe que el punto B es el simétrico de A respecto a la recta L.
Sea Q el punto de interseccion del segmento AB con el eje de simetria L.
Sean los triangulos AAPQ y ABPQ.

I.  Lostridngulos AAPQ y ABPQ son rectangulos. Por perpendicularidad.
Il.  d(AQ) = d(QB) por propiedad de la simetria.
I1l.  Los tridangulos comparten un lado, el segmento PQ.
IV.  Porteorema de Pitagoras la hipotenusa del triangulo AAPQ es igual a la hipotenusa del
tridngulo ABPQ, entonces d(AP) = d(BP). Analogo para demostrar que d(BP) = d(CP)

Por transitividad si d(AP) = d(BP)y d( BP) = d(CP) — d(AP) = d(CP) -

D. Medir con el transportador el angulo formado entre los ejes de simetria. Luego mida el
angulo APC, despueés de medirlo establezca una relacion entre los dos angulos.
El objetivo de este punto es identificar las relaciones que los profesores ponen de

manifiesto y analizar el modo de pensamiento que utilizan para argumentar.
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AA: con el uso del transportador el docente puede medir los &ngulos solicitados, es decir, el
angulo formado por los ejes de simetria mide 60° y el angulo APC mide 120°. La relacion que
es uno es el doble del otro, 120°=2-(60°).

AE (1): Sea Q el punto de interseccion entre el segmento AB y la recta L. Sea S el punto de

interseccion entre el segmento BC y la recta M.

l. A AQP = A BQP. Por criterio de congruencia LAL.
Il. «QPA=<«xQPB.Porl
[Il.  ABSP = A CSP. Por criterio de congruencia LLL.

IV. <XSPB = «SPC. Por Il

V. <XAPC = 24QPA + 2XSPB = 2 (XQPB + <SPB)
VI.  Por construccion <QPS = XQPB + 4SPB
VIl.  <XAPC = 22QPS -

AE (2):

Como las reflexiones también preservan angulos, se tiene gue la medida del angulo
entre APy L es la misma que el angulo entre L y BP _ Llamemos B ese angulo.

Del mismo modo la medida del angulo entre 7y BP es la misma del angulo entre
#y CP _LLamemos 0 a ese angulo. Por lo tanto el angulo£APC  mide 28 + 26.
pero 2B +28 = 2 (B +8) Sinombramos B + 8=a, entonces LAPC mide 2.
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ACTIVIDAD 3:
Sea A el punto (-3,5) y sea B el simétrico de A respecto a la recta y=-3x.
Sea C el simétrico de B respecto a la recta y= 2x

a) Hallar las coordenadas exactas de B.
b) Hallar las coordenadas exactas de C.

Esta pregunta tiene por objetivo explorar los posibles transitos que realiza el docente entre los
modos AA y SG de la compuesta de dos simetria con ejes secantes. Se espera que los docentes
puedan pensar este objeto matematico a partir de un desarrollo principalmente aritmético, es
decir, dado un punto (x,y) Yy las ecuaciones de dos rectas secantes hallar las coordenadas
exactas del simétrico de (x,y) mediante la composicion de dos simetrias tomando como ejes

las rectas secantes dadas. Un docente puede situar en un modo:

SG: El docente puede recurrir a cualquier modo Sintético - geométrico de la primera actividad.
Pero este modo de pensar no le sera suficiente para poder hallar las coordenadas exactas de B,

a lo sumo llegaré a una aproximacion de las coordenadas de B. Figura 46

Figura 46.

Teniendo en cuenta lo siguiente definiremos los diferentes modos AA en que puede ser abordada
la actividad. Si el docente recurre al grafico para verificar que sus resultados analiticos son
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apropiados, entonces se propiciara un transito SG < AA si no recurre al grafico entonces estara

situado Unicamente desde AA.
AA (1):
«+ Hallar laecuacion de la recta perpendiculara y; = —3x y que pase por el punto (—3;5)

+ Sea y, esarecta, entonces y, = ix +b -5= é (=3) + b resolviendo

5=-1+b - b=6—>y2=§x+6

% hallar el punto de interseccion de y; con y,, igualando y,; = y, tenemos:

—3x=-x+6
3
De donde x = —E , reemplazando en y; resulta:
y = —3-(—%) = % Sy, Ny, = (—S; %) nombrémoslo Q

¢+ Por propiedad de la simetria Q es punto medio de Ay su simétrico B.

9 27 —-3+x 5+ 9 —3+x 27 5+
Entonces(——;—)z(—;—y) - —-= y Z=225
5 5 2 2 2 5 2
3 29 3 29
xX=-—-ey=—_—- las coordenadas exactas de B son (_E ; ?)

g 3 29 H
% Para hallar C, el simétrico de B = (_E ; ?) respecto a la recta y = 2x se realiza un

proceso analogo al anterior, de lo cual se tiene que € = (5; 3).

AA (2):
++ Hallar la ecuacion de la recta perpendicularay, = —3x y que pase por el punto (—3; 5)

*

+ Sea y, esarecta, entonces y, = ix +b -5= é (=3) + b resolviendo

5=-1+b - b=6—>y2=§x+6

*

++ hallar el punto de interseccion de y, con y,, igualando y; = y, tenemos:

—3x=§x+6 De donde x = —% , reemplazando en y; resulta:

y = _3-(—2) =Z syny, = (——; 2?) nombrémoslo Q
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< Por propiedad de la simetria d (AQ) = d (QB), por lo tanto:

2

d(@)=\/(—3+§) +(5_25_7)2: %=25ﬂ

/7

< Por propiedad de la simetria d (AQ) = d (QB), por lo tanto:

d@)zj(—3+§)2+(5_§)2 _ %: Zsﬂ

27 210
d(QB) = x+6——> L
5 5
N? | (1 27\ _8 10 o2
(x+2) +(Gx+6-2) =2 +4x+2=0-
5 3 5 5
—4+J( 4242
X =
10
25
X, = — ,y1 2 e x, = —3; y, = 5 — las coordenadas exactas de B son (—% 25—9)

. 3 29 :
Para hallar C, el simétrico de B = (_E ; ?) respecto a la recta y = 2x se realiza un proceso

analogo al anterior, de lo cual se tiene que C = (5;3)
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ACTIVIDAD 4: SeaAunpuntoy P el punto de interseccién de dos ejes de simetria.
La medida del angulo formado entre los ejes de simetria es 30°(en sentido horario).
Sea B el simétrico de A respecto al primer eje, y sea C el simétrico de B respecto al
segundo eje. Teniendo en cuenta que ninguno de los puntos A, B y C estan contenidos
en los ejes de simetria.

1) Hallar los ejes de simetria.
2) Hallar los puntos By C.

v

El objetivo de esta actividad es pesquisar los elementos de la matematica que ponen de
manifiesto los docentes al abordar la compuesta de dos simetrias con ejes secantes desde el
modo Analitico - estructural.

AE-AA-SG: el punto C se podré hallar rotando el punto A respecto al punto P 60°. Y el punto

B debe estar ubicado en la bisectriz de <APC teniendo en cuenta que d (BP) = d(AP) o también

que el punto B esta contenido en la circunferencia de centro P y radio AP Figura 47.

2013
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Figura 47.

AE: Sean L y M los ejes de simetria cuya interseccion es el punto P y angulo comprendido
entre los ejes «. La imagen del punto A mediante la composicion de dos simetrias con ejes L y
M es la rotacién con centro en P y angulo 2 o« (esta imagen es Unica puesto que las
transformaciones isométricas son funciones biyectivas). La ubicacion de los ejes, por el
contrario no es Unica, puesto que existe infinitas posiciones para los ejes con las cuales se

cumple la propiedad.

2013
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ACTIVIDAD 5: Sean A (4; 10) y P (0; 0) dos puntos en el plano. Ademas, se tiene que P
es el punto de interseccion de dos ejes de simetria y la medida del angulo formado entre
los dos ejes es 30°(en sentido horario).

Sea B el simétrico de A respecto al primer eje, y sea C el simétrico de B respecto al
segundo eje. Teniendo en cuenta que ninguno de los puntos A, B y C estan contenidos
en los ejes de simetria.

1) Hallar las coordenadas exactas del punto C redondeando a la decima mas cercana.

AE-AA-SG:

d(P,A) = 2329 - d(P,C) = x2 +y2 = 2329 - d(P,C) =|x* +y? =116

El triangulo APC es equilatero, porque sus &ngulos basales deben ser de igual medida, por lo
tanto deben medir 60° cada uno. Figura 48

10 A
B-
AP=10.77

o-

4.

2 c

-2 p 0 2 4 8 8 10
Figura 48.

Por lo tanto,

d(A,C) =/(x—4)2+ (y—10)2 =2v29 - d(A,C) =[(x —4)*+ (y — 10)® = 116

El punto C se encontrara en la interseccion de las circunferencias:

*x2 +y2 =116 **(x—4)?+ (v — 10)? = 116. Figura 49

2013
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4P+ (y-10)°= 116

60

15
Figura namero 49.

Igualando las

o
o

ecuaciones, tenemos:

x2+y?—116 = (x—4)? + (y — 10)? — 116 De donde y = —2x + 2. Figura 50

y=-04x+58

47+ (y-10=116

Sustituyendo y = —Zx += en *x? +y? =116 setiene x* + (—§x+

De lo que resulta la ecuacién de segundo grado con una incognita: 29x? — 116x — 2059 = 0

Figura 50.

29

?)2 =116
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Resolviendo por la ecuacion cuadratica y aproximando a la décima mas cercana tenemos:

C = (x,y) = (10.66 ;1.54).

AE-SG-AA (2): Figura 51

2

Figura 51.

10
tanf = T - B =68.19859051 — f —60°=a — 68.19859051 — 60° =«

- a = 8.198590514

L.opuesto  L.O

sina = o e~ 2755 L.0 = 2+/29 - (sin8.198590514) = 1.54
L.adyacente L.A
cosa = 4 = — L.A =2v29" (c0s8.198590514) = 10,66

hipotenusa ~ 2+/29

- C = (1.54;10.66) Redondeando a la decima mas cercana.
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CAPITULO VII: APLICACION Y ANALISIS A
POSTERIORI DEL CUESTIONARIO APLICADO
A DOCENTES DE MATEMATICA
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Aplicamos el cuestionario a 13 docentes de matematica que actualmente cursan primer afio de
magister en Didéactica de la Matematica de la Pontificia Universidad Catdlica de Valparaiso.
Llamamos a los informantes de este grupo como 11, 12, 13, 14,...113.

A continuacion se presenta el analisis a posteriori de las actividades del cuestionario.

ANALISIS A POSTERIORI.

ACTIVIDAD 1: Sea A un puntoy | una recta.

c) Sea B el simétrico de A respecto a |. Hallar B

d) Sea C el simétrico de B respecto a la recta m. Hallar C

Resultados de la actividad 1.

1 De los docentes se sita en un modo SG1 para responder, dobla la hoja por las rectas para
hallar el simétrico de cada punto. Por otra parte, 2 de los docentes se sitdan en un modo SG2
para responder, realizando la construccion con compas. Ademas, 9 de los docentes se sitlan en
un modo SG3 para responder, realizando la construccion con regla. Por Gltimo, solo uno de los
trece docentes responde de forma no prevista en el analisis a priori, en su respuesta se evidencia
un transito entre SG y AE pero lo hace sin tener en cuenta el orden de la composicion por lo

tanto se equivoca. A continuacion se muestran ejemplos de respuestas:

El informante 15, se sitla en un modo SG1 para responder, halla el simétrico de cada punto a
partir de los dobleces de la hoja por cada una de las rectas que representan los ejes de simetria.

Figura 52.
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Describe paso a paso lo que hiciste: . ) i
] . Nl e
C "a'.'"l(ltff""o ,.f”_/{ J’EC{Q s y, : /
A wOTU la Juedy ,x'f\-‘-f&'.’(z Lot arc?}z,

al oAaclo /u.,/u:(_?; e /;‘7 /256__}_;

[ bl A T
(7 petio fiim e b i

Figura 52. Respuesta del informante 15

Los docentes 11 y 14 argumentan desde un modo SG2, construyen con compas las iméagenes del

simetrico de Ay el simeétrico de B. Figura 53.

@®g2a ? 3? ,_1,;;?;-\\43 Solos e \\Lavet\-:.\ ( ?‘OE i‘\ \

OR,FN o R @) - M

Q

:o B esd\ ?an\o
f‘?edm}n

/ @ Sea Q’ES .Ly,

.-‘—\)un\‘h Em“‘ﬂ’“do) en QLn "E&L-.L o,

Describe paso a paso lo que hiciste: ® ® LG \ 5.1-’5\ N G("a,ﬁ) = 55-]]
Cese kaq ?eum

Figura 53. Respuesta del informante 11
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Los docentes 12, 13, 16, 17, 18, 19, 111, 112 y 113 argumentan desde un modo SG3, construyen

con regla las imagenes del simétrico de A y el simétrico de B.

L
A= E | L P

Describe paso a paso lo que hiciste: TEAZ0 wila Reela pet peandliu Lon ( K)
} o o reete X (h) G tatwedng L @o k N4
me clo T fﬁ.n..\ @ UM o < m e?_.o Anicks La_
dislowna e de A & S (Zw) b &'f;-‘) i e cands
&) pro S 2 b SoeRe Jo uele K M da Bupga

u
R punis R > ———

Figura 54. Respuesta del informante 12

) Describe paso a paso lo que hiciste:
VD
A-TThoul vone s do papaudi culon a I, posromdo pr A, i bzande
iy m_g,uu "
2~ Wudd, con da ru.e‘&a. o distomtia de Ao L, rﬁ-u{ oA 'ﬁmla Jom
32— Tdd, con fa '\i‘ﬁlm Som duci«-iclj ‘!no.,r\?'\u: B.
U

L s ?«Du.&. watis outan puo aupedo o la

oo e

Figura 55. Respuesta del informante 13
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Describe paso a paso lo que hicisl_%:: - % 2 A_
« Tadoto: & Nab sty Ko e perpmERiRecs DRSO
. mﬁfc =95

o O , Wl HWM' 5 i A
£ d_t_fLL‘fM-*—;Q_' S - . ) Lf
° f\lo»-ﬁ:*—' A iy VU PO __'?—) 1 sl
. nwoteo G prat B0 = de

Figura 56. Respuesta del informante 17

El informante 110, responde de forma no prevista en el andlisis a priori, en su respuesta se

evidencia un transito entre SG y AE pero lo hace sin tener en cuenta el orden de la composicion
por lo tanto se equivoca.

Describe paso a paso lo que hiciste:

T Yban  DSENG/D BUE WA A oy WiEAGrGoL Ly 0

e B ND AN & UL T O e

Figura 57. Respuesta del informante 110
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ACTIVIDAD 2: Sean A, By C tres puntos tales que: C es el simétrico de B respecto a
unarecta y B es el simétrico de A respecto a otra recta. Tenga en cuenta que ninguno
de los puntos A, By C estan contenidos en los ejes de simetria.

e) Hallar las dos rectas (I y m) que corresponden a los ejes de simetria.

f) Marque el punto donde se intercepta los ejes |y m.

g) Sea P el punto de interseccion de los ejes, hallar la distancia de P a cada uno
de los puntos A, By C. ¢ Qué relacion hay entre estas distancias?

h) Medir con el transportador el angulo formado entre los ejes de simetria. Luego
mida el angulo APC, después de medirlo establezca una relacion entre los
dos angulos.

Resultados de la actividad 2.

a) Hallar las dos rectas (I y m) que corresponden a los ejes de simetria.

1 De los docentes continta situado en un modo SG1 para responder, dobla la hoja por las rectas
para hallar el simétrico de cada punto. Por otra parte, 4 de los docentes se sitdan en un modo
SG2 pararesponder, realizando la construccion con compas. Ademas, 8 de los docentes se sitlian
en un modo SG3 para responder, realizando la construccion con regla. A continuacion se

muestran ejemplos de respuestas:

El informante 15, se sitda en un modo SG1 para responder, halla los ejes de simétrica a partir

de los dobleces de la hoja.

a) ﬁxé@% co Howelo Lo M)q e tnton Tag

[ 4y .

L

Figura 58. Respuesta del informante 15
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Los docentes 11, 12, 14 y 110 argumentan desde un modo SG2, construyen con compas las

rectas perpendiculares que pasan por los puntos medios de los segmentos AB y BC.

© ()N (3e)-[R%
Ee.mmlﬂ!fle. E‘i , 3
?

A Yy |
O.-?w\‘dm. ,I / ?
Vo @ (3,018 (a.ﬁ\/a;t /

'd -

]
o

&'_mnﬁlwlc L‘-‘R};}: RS
o5 ) ’?e . ! &
/ a R /Q,
/
C
- -

(72}
5
7

.

(o rodss  BE tegs UnA ®

. o)
Describe paso a paso lo que hiciste: /<sbhe  C :
o 2 fanrs

csbRre B v nook® B teas YA « Jneps ~once
(4 Ans HACR0CH 2 do Lrenbhon @ ’[’} 4.-(\_(,5& p rer o ~ Q'-.J(’ o ._L'L o._i
clonn ente @ [ fo misms poe Luloniiar Ao pecda A)

Figura 60. Respuesta del informante 12
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Los docentes 13, 15, 16, 17, 18, 19, 111, 112 y 113 argumentan desde un modo SG3, construyen

con regla los ejes de simetria.

Iy

D‘] ] Describe paso a paso lo que hiciste: e
| [ LB smnwesvkn, -
L'r Sea (= . Wastro e ARy

3 $ee 1l AB B oy i
B s

§) e BC smwe :

s B BC
‘JC‘_ . B pte erw b :; L
i See WA 1 B ?&‘” / /

Figura 61. Respuesta del informante 16

b) Marque el punto donde se intercepta los ejes |y m. Todos realizan este punto de
forma uniforme, marcando el punto de interseccion de los ejes y nombrandolo con

la letra P.

c) SeaP el punto de interseccion de los ejes, hallar la distancia de P a cada uno de los

puntos A, By C. ;(Qué relacion hay entre estas distancias?

1 De los docentes se situa en un modo SG1 para responder, utiliza Gnicamente la visualizacion
para concluir que las distancias son iguales. Por otra parte, 5 de los docentes transitan entre los
modos SG — AA para responder, es decir, tomando la figura como referencia para hallar las
distancias de cada uno de los segmentos AP ,BP Y CP. Ademas, 3 de los docentes transitan entre
los modos SG - AE para responder, los cuales trazan la circunferencia de centro en p y radio AP

para argumentar que todos los puntos A, By C estan a igual distancia. Se evidencia también que

2013
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3 docentes muestran en sus argumentos un modo AE utilizando los criterios de congruencia de
triangulos. Por ultimo, solo un docente se sitia en un modo AE utilizando el teorema de

Pitagoras para responder. A continuacion se muestran ejemplos de respuestas:

El informante 15, se sitla en un modo SG1 para responder, solo utiliza la visualizacion para

argumentar su respuesta.

I . [ l'/‘. 4 o | .
/ gl f‘.’_' A [ ry ! [ & - ) A
o O e “a) Lo t,udw{ 2 L)//om (J ﬁu,«.ﬁ;.- !

~ Q WA WL /-
fja' / /4 '}é’n W

Figura 62. Respuesta del informante 15

Los docentes 12, 14, 110, 111 y 113 en sus argumentos evidencian un transito entre los modos
SG — AA para responder, es decir, a partir de la figura calculan las distancias de cada uno de
los segmentos AP ,BP Y CP.

|
B
Sl
|
AR/
l;\ g
o
“ ¥ L1
) — —_‘—.'IY“
b) ») |
‘5%\\\
ol '1'-.14:)’.).., pa =10 PC = €

o

Figura 63. Respuesta del informante 12
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Los docentes 17, 18 y 112 en sus argumentos evidencian un transito entre los modos SG - AE
para responder, los cuales trazan la circunferencia de centro en p y radio AP para argumentar

que todos los puntos A, B y C estan a igual distancia.

A

m/
e

Describe paso a paso lo que hiciste:

o= 2p
o VY o\ C.E‘\CA_LW(_L/;\__-E.‘-_G_:/ «a—d"f To~lo [ H’P)a dﬂ)[_)

» Comrpordll  al acdlio A&t Qe @

Figura 64. Respuesta del informante 17

1] D=Pp =PC j,/;{,{.,{,k Pf/?dﬁ
F) Ay AL C /I) ditom ey, & s o/ Ap &=FC.
L du lOCUCuJ»-r\-L.I_JJWf-U.“- AL na OB Pr{b‘};,(‘_'

Figura 65. Respuesta del informante 18

Los docentes 11, 16 Y 19 muestran en sus argumentos un modo AE para responder, utilizando

en sus argumentos los criterios de congruencia de tridngulos.
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2013

Describe paso a paso lo que hiciste: ’ @ CL @® %@

Crideno LAl
@Smgn& ch‘mSo\m A APC ADRC A RGP EMNP
d?or tons bomon AR 4 M 00 =
OO m -l Tlem Qo ATPE
() £BWP { pw? for ) » Pp=PC
® Bw=wh (ipolesis A es 5‘“"4""'“"‘3) °°AP=?B: e
® we=w? lods Qo Porgdiente

Figura 66. Respuesta del informante 11

?J .I ﬁ o s

5

A
c)(Pbr— LAL} L:x T
ARcB . APEE, GRBC Sos

muwm. S )

Pa=TPE= P

Figura 67. Respuesta del informante 16
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C-) At A BH¥ 4 Cr° AEQD MO ¥ o 0 Lol s o &
JAA r r.' ! B -
foe i T AN L s 7Y
lone ML G sabe Al ]/ : DU ¢ 4 .‘_)\)i o COYr .
P Y ;
/ /. { . ra I “ fa b f ‘c f
1000 120t (/e ,J:_ L’?:,-f”l-:. que  ADOULS 208 ””r'{'r[’;d 0\[ f‘(' L
/ ) J | — f / v
a F ] '*;;-. ; - 4 / F118 - 'lr - L_' 7 ] 1 ¢
}"__. L1 Ly r. ] 2l . _r'llr‘ ‘—G"{L' { "I_ S (Y AL L" { {/\‘ ::,_.(./I { O,M J AL ’,:[/f«-‘(zg S

Figura 68. Respuesta del informante 19

El informante I3 se sitia en un modo AE utilizando el teorema de Pitagoras para responder.

Q\UV\i Uyuu\o? o A B YC | =
| jetmet RPN T
2 WL 0 tead, O Ap FOVMAN .uanﬂ.&m nuilangs 2 &

3. Lhbiondo DJ*USW* puc‘u condnin g Loy As som
| mem@m o LLL m\uﬂé\«awh.

b B ko bousko Th=78-C

\U&\nl G0 ’QP‘:S@M W@&ow‘ w%(&)

f‘a*&__ﬁ%:-@az g@“\

Figura 69. Respuesta del informante 13

d) Medir con el transportador el &ngulo formado entre los ejes de simetria. Luego
mida el angulo APC, después de medirlo establezca una relacién entre los dos

angulos.
9 De los docentes se sitian en un modo AA para responder, miden con el transportador los

angulos y establecen una relacion numérica entre ellos. Por otra parte, 3 de los docentes transitan

entre los modos SG — AE1 para responder, es decir, tomando la figura como referencia y en
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base a los criterios de congruencia demuestra la relacion que tienen los &ngulos. Por ultimo, solo

un docente responde de forma errénea. A continuacion se muestran ejemplos de respuestas:

Los docentes 12, 14, 17, 18, 19, 110, 111, 112 y 113 en sus argumentos evidencian un modo AA
para responder miden con el transportador los angulos y establecen una relacion numérica
entre ellos.

; e - ; o
Wy luodn vt ur de Luiud < 6o

MY APC = 120°

mYape o d u.rj-‘-{-.: Qb . pudaede did ) Wi wode U_u,c&fi o L{LL dy Lo s
J

Figura 70. Respuesta del informante 113

C\\ e ¢ -'(’/v\ 04 24N Lss ”;Ti';"' es 60 (’?\ mds o

I = ? X \ﬂf:’: ]
Figura 71. Respuesta del informante 14

Los docentes 11, 13 y 16 en sus argumentos transitan entre los modos SG — AE1 para
responder, es decir, tomando la figura como referencia y en base a los criterios de congruencia

demuestra la relacion que tienen los angulos.

110



LA COMPUESTA DE DOS SIMETRIAS ES UNA ¢ROTACION?, UNA MIRADA DESDE LA 2013
TEORIA LOS MODOS DE PENSAMIENTO.

A

bl omg 78 = 20ngmew

T b daticadinsd  salerer

A BeP= AAwP 1 l,
‘UQ. Q \.
g (%) %
L WPA = m4d B Pw c
F_T‘melﬂd\rﬂ

A B2P= Acap G

enlorce s
Cmg 2PB =0n . CTE

c&eebke oo = Mene ‘3‘»2.
MLCPA;m(c?%*hda?a*m{a?mm?n
e @) 4 Gex)

Q£ CPA = Om L 2Pt L 2PR 0 BP W+ g BPW

Qv Acep = 2y 2PD + 20m LBP™

\

Cor wna)
& SEERERN e

(wrorx
OnZ = 2 (ond 278 + 0y BPW)

da (#*v) cn (» > x)
o Cngcea =2 om4 =ow)

Figura 72. Respuesta del informante 11

El informante I5 responde de forma errénea.
6p°r A 4PC G0
d) D / 4—4 4 qg M Cﬁ'rﬁ/)&?}wﬂ/ﬁf' .

Figura 73. Respuesta del informante |
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ACTIVIDAD 3:
Sea A el punto (-3,5) y sea B el simétrico de A respecto a la recta y=-3x.
Sea C el simétrico de B respecto a la recta y= 2x

¢) Hallar las coordenadas exactas de B.

d) Hallar las coordenadas exactas de C.

Resultados de la actividad 3.

1 De los docentes se sitta en un modo SG para responder, grafica el punto Ay las rectas en el
plano cartesiano, pero no logra hallar las coordenadas exactas de B y C. Por otra parte, 4 de los
docentes se sitian en un modo AA para responder, utilizando solo un tratamiento analitico para
obtener las coordenadas de B 'y C, sin utilizar el grafico. Ademas, en las respuestas de 5 docentes
se evidencia un transito entre AA 'y SG, porque recurren al grafico para verificar sus resultados
analiticos. Por Gltimo, 3 docentes no responden. A continuacion se muestran ejemplos de

respuestas:

El informante 113 se sitia en un modo SG para responder, grafica el punto Ay las rectas en el

plano cartesiano, pero no logra hallar las coordenadas exactas de B 'y C.
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Figura 74. Respuesta del informante 113

Los docentes 11, 13, 16 y 18 se sitdan en un modo AA para responder, utilizando solo

tratamiento analitico para obtener las coordenadas de B y C, sin utilizar el grafico.
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Figura 75. Respuesta del informante 13 primera parte
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Figura 76. Respuesta del informante 13 segunda parte

Los docentes 14, 17, 19, 111 y 112 se evidencia un transito entre los modos AA y SG, porque

recurren al grafico para verificar sus resultados analiticos.
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Figura 77. Respuesta del informante 111
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Los Docentes 12, 15 y 110 no responden.

ACTIVIDAD 4: Sea A un puntoy P el punto de interseccién de dos ejes de simetria. La
medida del angulo formado entre los ejes de simetria es 30°(en sentido horario).

Sea B el simétrico de A respecto al primer eje, y sea C el simétrico de B respecto al
segundo eje. Teniendo en cuenta que ninguno de los puntos A, B y C estan contenidos
en los ejes de simetria.

3) Hallar los ejes de simetria.
4) Hallar los puntos By C.

Resultados de la actividad 4.

Solo uno de los docentes logra responder de forma correcta, en su respuesta se evidencia un
transito entre los modos AE-AA-SG. Por otra parte, 7 de los docentes responden erréneamente.

Por ultimo, 5 de los docentes no responden. A continuacion se muestran ejemplos de respuestas:

El informante 14 logra desarrollar la actividad y en su respuesta se evidencia un transito entre
los modos AE-AA-SG.

e

Figura 78. Respuesta del informante 14 Primera parte
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Figura 80. Respuesta del informante 14 Tercera parte

Los docentes 15, 16, 18, 19, 110 y 111 y 112 responden erroneamente.
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Figura 82. Respuesta del informante 16
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Figura 83. Respuesta del informante 18

Figura 84. Respuesta del informante 19
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Figura 85. Respuesta del informante 110
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Figura 86. Respuesta del informante 111
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Figura 87. Respuesta del informante 112

Los docentes 11, 12, 13, 17 y 113 no responden.
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ACTIVIDAD 5: Sean A (4; 10) y P (0; 0) dos puntos en el plano. Ademas, se tiene que P
es el punto de interseccién de dos ejes de simetria y la medida del angulo formado entre los
dos ejes es 30°(en sentido horario).

Sea B el simétrico de A respecto al primer eje, y sea C el simétrico de B respecto al
segundo eje. Teniendo en cuenta que ninguno de los puntos A, B y C estan contenidos en
los ejes de simetria.

1) Hallar las coordenadas exactas del punto C redondeando a la decima mas cercana.

Resultados de la actividad 4.

Solo uno de los docentes logra abordar la actividad correctamente, pero no logra finalizarla, en
sus argumentos se evidencia un transito entre los modos AE-SG-AA. Por otra parte, 4 de los
docentes responden erroneamente. Por Gltimo, 8 de los docentes no responden. A continuacion

se muestran ejemplos de respuestas:

El informante 14 logra desarrollar la actividad y en su respuesta se evidencia un transito entre
los modos AE-SG-AA.
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Figura 88. Respuesta del informante 14

Los docentes 15, 16, 19, 111 y 112 responden erréneamente.
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Figura 91. Respuesta del informante 111

Los docentes 11, 12, 13, 17, 18, 110, 112 y 113 no responden.
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CONCLUSIONES DEL CUESTIONARIO APLICADO A DOCENTES DE
MATEMATICA
En general los docentes muestran un dominio en cuanto a la comprension de la compuesta de

dos simetrias con ejes secantes desde un modo Sintético — Geométrico, es decir, se les facilita
hallar graficamente el simétrico de un punto a través de la composicion de dos simetrias con
ejes secantes. Asi mismo, situados en el modo Sintético — Geomeétrico, se les facilita transitar

al modo Analitico - estructural.

La mayoria de los docentes comprende la composicion de dos simetrias con ejes secantes desde
un modo Analitico — Aritmético. Ademas, se evidencio que mas de la mitad de los docentes que
muestran un dominio en AA, recurren a la grafica en el plano cartesiano para corroborar sus

resultados, es decir dan muestra de una articulacion entre los modos de pensar AA y SG.

En cuanto al modo de pensar Analitico — Estructural, los docentes en general muestran grandes
dificultades en su comprension. Las actividades 4 y 5 dan cuenta de ello, puesto que al
plantearles una actividad en el modo AE, no son capaces de recurrir a las propiedades que
definen a la composicion de dos simetrias con ejes secantes para resolverla. Esto lleva a dos
errores frecuentes en el desarrollo del cuestionario: el Primero, no reconocen los invariantes de
la composicién en si, sino que recurren a los invariantes de la simetria, mas no a los de la
composicion los cuales estan ligados a los invariantes del movimiento rigido Rotacion. El
segundo, no reconocen la compuesta de dos simetrias con ejes secantes como un caso particular

de composicion de funciones, en el que se debe respetar el orden de la composicion.
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CAPITULO VIII: CONCLUSIONES Y
SUGERENCIAS DIDACTICAS
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SUGERENCIAS DIDACTICAS

A partir de los resultados obtenidos en nuestra investigacion, entregamos un conjunto de
sugerencias didacticas para el aprendizaje del concepto composicion de dos simetrias con ejes

secantes.

Iniciar con actividades donde los estudiantes transiten entre los modos SG-AE, sugerimos
actividades donde inicialmente se deba realizar la composicion de un punto en el espacio
respecto a ejes secantes, ya que, nos permite enfocarnos en los invariantes que prevalecen
respecto al punto de interseccion de los ejes, y ademas, en el orden que se debe respetar al

componer funciones.

Posterior a ello, se recomienda disefiar actividades que propicien un modo de pensar la
compuesta de dos simetrias con ejes secantes desde el modo Analitico-Aritmético, tomando
inicialmente como ejes de simetria el eje X, el eje Y, larecta Y = X, pero a su vez, potenciar
actividades donde los ejes de simetria puedan ser cualquier recta en el plano cartesiano, con el
fin de dar otra mirada al objeto matemaético y a su vez relacionarlo con diferentes contenidos
analiticos, tales como: funcidn, rectas perpendiculares, punto medio, distancia entre dos puntos,
punto de interseccion, los cuales se ven reducidos a la visualizacién cuando se trabaja tomando
Unicamente como referencia a los ejes de simetria el eje x y el eje y o larecta y = x. Paralelo
a ello, es recomendable fomentar la articulacién entre los modos Analitico - Aritmético y

Sintético — Geomeétrico.

Luego de ello, se sugiere plantear actividades que propicien las conexiones entre los modos
SG-AE en el plano cartesiano, con los elementos propios de la geometria analitica. Para ello se
recomienda trabajar inicialmente la composicion de un par ordenado (x,y) respecto a rectas
secantes, por las razones especificadas en el primer parrafo. El objetivo de establecer estas
conexiones entre los modos SG-AE y AA es escudrifiar otra forma de comprender este objeto
matemaético y lograr una comprension profunda con la articulacion de los tres modos. Por otra
parte, el tratamiento analitico no convencional que propone esta investigacion sobre el concepto

de composicion de dos simetrias con ejes secantes permite actividades que propicien el transito
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del modo Analitico — Estructural al Analitico — Aritmético sistematizar este objeto matemaético
con conceptos tales como: distancia, angulos, triangulos, circunferencia, relaciones

trigonométricas, ecuaciones y sistemas de ecuaciones con dos incognitas.
CONCLUSIONES TEORICAS Y REFLEXIONES FINALES
Al inicio de nuestra investigacion nos planteamos las siguientes interrogantes:

- El concepto de composicion de dos simetrias con ejes secantes que prevalece en los
Docentes de matematica que imparten la asignatura en estos niveles ¢permite movilizar
este objeto matematico, entre sus diferentes definiciones como: Movimiento Rigido,
transformacion isométrica 0 como una rotacion?

- ¢Qué elementos Matematicos contribuyen a lograr un trénsito entre los diferentes modos

de pensar este objeto matematico?

En relacion a la primera interrogante, evidenciamos que los docentes comprenden la compuesta
de dos simetrias con ejes secantes como un caso particular de simetria, es decir desde las
propiedades exclusivamente de la simetria axial, sin tener en cuenta el vinculo que guarda este
objeto matematico con el concepto de rotacion. Por lo cual, los datos de la investigacion dan
cuenta de las grande dificultades que presentan los docentes en transitar desde el modo AE al
modo SG, asi mismo, transitar desde el modo AE al modo AA. Segun estos resultados,
argumentamos que el concepto de composicion de dos simetrias con ejes secantes que prevalece
en los docentes de matematica no permite movilizar este objeto matematico entre sus diferentes
definiciones, en consecuencia, los docentes no poseen una comprension profunda de este objeto

matematico, por ende los estudiantes tampoco la tienen.

En relacion a la siguiente interrogante, planteamos que los elementos de la matematica que
promueven el transito entre los modos de comprender la compuesta de dos simetrias con ejes
secantes obedecen principalmente a estructuras, como se explica a continuacién: Para transitar
de SG a AE, se requiere de la comprension de la definicion de la compuesta de dos simetrias

con ejes secantes como una rotacion. Desde AE-SG, los conectan los invariantes de distancia y
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angulo respecto al punto de interseccion de los ejes de simetria. Desde SG - AA A partir de los
invariantes que se dan entre un punto y su simétrico. Desde AA - SG necesitamos de conceptos
vistos de forma analitica, tales como: ecuacion de la recta, rectas perpendiculares, punto de
interseccion, punto medio, distancia entre dos puntos, Yy desarrollo algoritmicos de sistemas de
ecuaciones®?. Desde AE - AA requerimos de conceptos como: distancia entre dos puntos en el
plano cartesiano, angulos, tridngulos, ecuacion de la circunferencia, relaciones trigonométricas,

ecuaciones y sistemas de ecuaciones con dos incognitas.

Enfatizamos que en la mayoria de las conexiones entre los modos de comprender la compuesta
de dos simetrias con ejes secantes, hay elementos que obedecen a los invariantes del concepto
de rotacion, como lo son: distancia y &ngulo. Y tambien hay elementos en su mayoria analiticos
que ayudan en la interaccion: formula de distancia, desarrollos algoritmicos de las ecuaciones

cuadraticas, calculo de raices cuadradas, razones trigonométricas entre otros.

En relacion a los modos de comprender la composicién de dos simetrias con ejes secantes,
hacemos énfasis que si bien los tres modos son igualmente importantes para la comprension del
concepto, una vez comprendido el modo analitico — estructural es posible transitar con mayor

facilidad hacia los otros modos.

Para finalizar queremos enfatizar que las evidencias con sustento tedrico, proporcionadas de los
resultados de la investigacion, contribuyen al desarrollo de la teoria de los modos de
pensamiento en otros &mbitos, un tanto distante del algebra lineal, como por ejemplo, en el
estudio de las transformaciones isométricas u otros temas relativos a la geometria; sin descuidar

los elementos principales de la teoria.

12 Al caso especifico de sistemas 2x2 el cual alude a dos ecuaciones y dos incdgnitas.
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ANEXO | CUESTIONARIO EXPLORATORIO

Nombre: Nivel educativo:

ACTIVIDAD 1: Sea A un punto y.Z una recta, sea B el simétrico de A respecto a £y sea C

el simétrico de B respecto a la recta 7Z. Hallar C
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|| ACTIVIDAD 2: Sean Ay P dos puntos. Rotar el punto A 60°(en sentido horario) respecto a ||

-~

a D

¢Qué relacion hay entre la actividad 1 y la actividad 2? ¢Por qué?
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ANEXO Il CUESTIONARIO A DOCENTES

ACTIVIDAD 1: Sea A un puntoy | una recta.

e) Sea B el simétrico de A respecto a |. Hallar B

f) Sea C el simétrico de B respecto a la recta m. Hallar C

Describe paso a paso lo que hiciste:
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ACTIVIDAD 2: Sean A, By C tres puntos tales que: C es el simétrico de B respecto
a unarecta y B es el simétrico de A respecto a otra recta. Tenga en cuenta que
ninguno de los puntos A, By C estan contenidos en los ejes de simetria.

i) Hallar las dos rectas (I y m) que corresponden a los ejes de simetria.

j) Marque el punto donde se intercepta los ejes |y m.

k) Sea P el punto de interseccion de los ejes, hallar la distancia de P a cada
uno de los puntos A, By C. ¢Qué relacion hay entre estas distancias?

I) Medir con el transportador el &ngulo formado entre los ejes de simetria.
Luego mida el &ngulo APC, después de medirlo establezca una relacién
entre los dos angulos.

Describe paso a paso lo que hiciste:
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ACTIVIDAD 3:
Sea A el punto (-3,5) y sea B el simétrico de A respecto a la recta y=-3x.
Sea C el simétrico de B respecto a la recta y= 2x

e) Hallar las coordenadas exactas de B.

f) Hallar las coordenadas exactas de C.

Describe paso a paso lo que hiciste:
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ACTIVIDAD 4: Sea Aunpuntoy P el punto de interseccion de dos ejes de
simetria. La medida del angulo formado entre los ejes de simetria es 30°(en sentido
horario).

Sea B el simétrico de A respecto al primer eje, y sea C el simétrico de B respecto al
segundo eje. Teniendo en cuenta que ninguno de los puntos A, B y C estan
contenidos en los ejes de simetria.

N I lallav lan AlAaAa AA AlmaadelA

*7T

Describe paso a paso lo que hiciste:
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ACTIVIDAD 5: Sean A (4; 10) y P (0; 0) dos puntos en el plano. Ademas, se tiene que
P es el punto de interseccidn de dos ejes de simetria y la medida del angulo formado
entre los dos ejes es 30°(en sentido horario).

Sea B el simétrico de A respecto al primer eje, y sea C el simétrico de B respecto al
segundo eje. Teniendo en cuenta que ninguno de los puntos A, B y C estan contenidos
en los ejes de simetria.

AN LlAallav lan AanAvAAnAaAdAn AvvAantan AAl riindtAa M

Describe paso a paso lo que hiciste:
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