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INTRODUCCION

El &lgebra lineal forma parte de los programas de estudios de variadas carreras universitarias
chilenas, por lo que se ha constituido como una importante disciplina matematica en este
nivel. En relacion a la ensefianza y aprendizaje de conceptos del Algebra Lineal, se han
realizado variadas investigaciones en el area de la Didactica de las Matematicas, las cuales han
reportado, entre otros, lo que sigue:

Para la mayoria de los estudiantes, el algebra lineal no es mas que un catalogo de

nociones muy abstractas, que no se llegan a representar; ademas esas nociones estan

sumergidas bajo una avalancha de palabras nuevas, de simbolos nuevos, de

definiciones nuevas y de teoremas nuevos. (Dorier, 1997).
Y ademas que “el discurso matematico escolar del algebra lineal privilegia el tratamiento
algoritmico a traves de las llamadas técnicas de resolucion, en deterioro de la comprension de
nociones basicas” (Dorier y Sierpinska, 2001), por mencionar algunas.
En esta investigacion nos centramos en el concepto de Producto Vectorial, este objeto
matematico tiene diversas aplicaciones tanto en la matematica como en la fisica, formando
parte de los contenidos de unidades de los programas de carreras universitarias como
Ingenieria, Fisica, Pedagogia en Matematica, entre otras; razon por lo cual nos preguntamos si
este concepto ¢forma parte de ese catalogo de nociones abstractas que los alumnos no logran
comprender?, ¢logran articular distintas formas de pensar el objeto matematico en la
resolucién de un problema? o ¢sOlo se sittan desde una forma de pensar aritmética o
algoritmica?.
Se realiza entonces una revision bibliografica en busca de antecedente sobre la ensefianza y
aprendizaje del concepto producto vectorial en Matematica Educativa, no encontrando
ninguna investigacion al respecto. Pero indagando en articulos desde la ensefianza de la Fisica,
encontramos algunas en que se ha reportado que existen dificultades en el aprendizaje del
concepto producto vectorial, y que estas dificultades tiene un origen epistemoldgico. Otras
reportan que los estudiantes universitarios tienen inconvenientes en la resolucion de problemas
donde es necesario interpretar la representacion geométrica. Ambas investigaciones coinciden
en que el alumno tiene un mayor dominio del célculo de las componentes del vector que
resulta del producto vectorial, pero que tiene mayores dificultades en interpretarlo

geométricamente.

Pagina | 6



Al no hallar antecedentes en matematica educativa, esta investigacién se centra en indagar la
comprension del objeto en estudio situado desde la matematica, en particular del &lgebra
lineal. Definidas las dificultades reportadas en los articulos mencionados, se define la
problematica de estudio la cual se centra en que los estudiantes tienen dificultades para
comprender el objeto matematico de producto vectorial en sus distintas formas de pensarlo y
entenderlo, ya sea aritmética, geométrica o estructural. Centrando su comprension
principalmente en su forma analitico-aritmética, esto es, relaciones numéricas que permiten
calcular el producto vectorial. A partir de alli se definen los objetivos de investigacion, los

cuales guian el desarrollo de la misma.

La investigacion se ha organizado en 9 capitulos, los cuales se describen a continuacion:

CAPITULO 1: ANTECEDENTES, PROBLEMATICA Y OBJETIVOS DE
INVESTIGACION.

En este capitulo se describen los antecedentes reportados desde la ensefianza de la Fisica, que
permiten evidenciar problematicas en la comprension del concepto matematico de producto
vectorial. A partir de alli se define la problematica de investigacion, que permite establecer los

objetivos que guiaran el desarrollo de la investigacion.

CAPITULO 2: ANALISIS HISTORICO EPISTEMOLOGICO DEL PRODUCTO
VECTORIAL.

A partir de una revision bibliografica se presenta un analisis histérico epistemologico del
producto vectorial, el cual se centra en tres etapas: el nacimiento de los Cuaterniones, del
Cuaternion al Analisis Vectorial, y del Cuaternién al Analisis Vectorial. Cuyo objetivo es

sustentar los distintos modos de pensar el objeto matematico de producto vectorial.

CAPITULO 3: EL CONCEPTO DE PRODUCTO VECTORIAL DESDE LA
MATEMATICA.

En la revisidn de diferentes textos principalmente de Algebra Lineal se presenta el concepto de
producto vectorial definido en R3, junto a sus propiedades y respectivas demostraciones.

Ademas se nombran las diversas nemotecnias que se utilizan del producto vectorial, desde la
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premisa de que actuaran como elementos articuladores entre los distintos modos de pensar el

objeto matemaético de estudio.

CAPITULO 4: MARCO TEORICO.
Se presenta una descripcion del Marco Teorico los modos de pensamiento, se justifica la
eleccion de la Teoria, y se definen los modos de pensamiento del objeto matematico producto

vectorial.

CAPITULO 5: METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

En este capitulo se presenta el disefio metodoldgico compuesto por tres fases disefiadas para
dar cumplimiento los objetivos de investigacion planteados en el capitulo 1. La primera fase se
corresponde con el Analisis Histdrico epistemologico y Matematico del producto vectorial; la
segunda fase con el disefio y aplicacion de una medicion inicial, y la Gltima fase disefio y

aplicacion de una secuencia de aprendizaje.

CAPITULO 6: ANALISIS APRIORI Y A POSTERIORI DE LA MEDICION INICIAL
Se muestra el disefio y aplicacion de una medicion inicial que tiene por objetivo documentar la

problematica de estudio.

CAPITULO 7: DISENO Y ANALISIS A PRIORI DE LAS ACTIVIDADES
Se presenta el disefio de dos actividades, las cuales tienen por objetivo la busqueda de una
mayor comprension, en estudiantes de pre y post grado, del objeto matematico producto

vectorial.

CAPITULO 8: APLICACION Y ANALISIS A POSTERIORI DE LAS ACTIVIDADES
Es este capitulo se presentan los resultados generales del analisis de las respuestas de los
estudiantes de los cuatro casos de estudio, luego se muestran los analisis de las respuestas de

cada estudiante, para finalmente se entregar una conclusion del andlisis en cada caso.

CAPITULO 9: CONCLUCIONES
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CAPITULO 1:

ANTECEDENTES,
PROBLEMATICA Y OBJETIVOS
DE INVESTIGACION.
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En este capitulo se presentan los antecedentes basados en dos articulos, correspondientes a la
ensefianza del objeto matematico producto vectorial desde la fisica, a partir de los cuales se
plantea nuestra problemética de investigacion, basada en que los estudiantes privilegian el
modo de pensar AA, lo que no le permite tener una mayor comprension del objeto de estudio.
A partir de alli se elaboran los objetivos de investigacion, los cuales guiaran el desarrollo de

ésta.

1.1 ANTECEDENTES

Se realizd una revision de las actas ALME (Acta latinoamericana de Matematica
Educativa) de un destacado congreso de investigacion en Matematica Educativa de
Latinoamérica RELME (Reunion Latinoamericana de Matematica Educativa), desde los
volimenes 19 al 27, entre los afios 2006 al 2014 respectivamente. Y una busqueda en la web a
través del enlace “Google académico producto vectorial, matematica educativa”, no
encontrando en ambos casos ninguna investigacion respecto a la ensefianza y aprendizaje del
objeto matematico de producto vectorial.

Debido a la importancia de los vectores en el aprendizaje de la Fisica, se realiza una revision
en la web (Google Académico) de articulos en esta area cientifica, logrando encontrar dos
articulos en una Revista Latinoamericana de Educacion en Fisica, publicacion patrocinada por
el Centro de Investigacion en Ciencia Aplicada y Tecnologia Avanzada Red de la Educacion
Fisica de América Latina, del Instituto Politécnico Nacional.

El primero de ellos se denomina “Una epistemologia historica del producto vectorial: Del
cuaternion al analisis vectorial” de Gustavo Martinez Sierra y Pierre Francois Poirier (afio
2008), en el cual se plantea una hipdtesis que afirma que las dificultades asociadas al
aprendizaje del producto vectorial tienen un origen de corte epistemoldgico

El primero de ellos se denomina “Una epistemologia histérica del producto vectorial: Del
cuaternion al analisis vectorial” de Gustavo Martinez Sierra y Pierre Francois Poirier (afio
2008), en el cual se reporta una investigacion sobre la construccién del conocimiento del
objeto matematico de producto vectorial en base a una epistemologia histérica, cuyos
resultados dan cuenta de que el “producto vectorial” puede ser interpretado como concepto
organizador, que junto con el analisis vectorial: dota de economia al sistema simbdlico

cartesiano y favorece una percepcién geométrica. En este articulo, los investigadores parten de
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una hipotesis en la cual se afirma que los estudiantes calculan el producto vectorial, pero en
general no logran una clara interpretacion fisica o geométrica de éste, y estas dificultades
tienen un origen epistemolégico ya que el producto vectorial como concepto organizador
favorece la percepcion geométrica dotando de economia al sistema simbélico cartesiano.

En el segundo articulo analizado “Evaluacion del entendimiento de los estudiantes en la
representacion vectorial utilizando un test con opciones multiples en espafiol” de Bairnoil
y Zabala (afio 2014), se presenta una investigacion basada en la aplicacion de un instrumento
correspondiente a un Test que evalta el entendimiento de los estudiantes en conceptos
vectoriales. Este articulo tiene por objetivos: Presentar el Test en espafiol y su proceso de
disefio; mostrar que es un instrumento de evaluacion confiable; y analizar el entendimiento de
los estudiantes en cada uno de los conceptos vectoriales, especificamente 585 estudiantes que
terminan sus cursos de fisica en una universidad privada mexicana.

El Marco teorico utilizado se basa en el entendimiento conceptual de los estudiantes, en inglés
conceptual understanding, donde Mantyla y Koponen sefialan desde la educacion de la fisica
que el entendimiento conceptual se refiere al entendimiento del contenido y del significado de
los conceptos, con un énfasis en el entendimiento cualitativo. Y también Townbridge y
McDermott establecen como indicador del nivel de entendimiento conceptual a la medida en
que se corresponde con el entendimiento de un fisico, correspondencia que se basa en tres
aspectos: La definicion del concepto de manera operacionalmente aceptable; distincion del
concepto de otros relacionados; y aplicacion del concepto de manera satisfactoria.
Caracteristicas del Test con opciones multiples:

Test en donde se presentan 10 conceptos vectoriales distribuidos en 20 items. Cada item
cuenta con cinco opciones multiples (una sola respuesta correcta y cuatro incorrectas llamadas
distractores). De estos items 11 evaltan el entendimiento en aspectos graficos (items 1-5, 9-
13, 19); 7 evaltan el entendimiento en calculos de estos conceptos (items 8, 14, 15, 17, 18 y
20); y dos items evaltan los dos aspectos mencionados (items 7 y 16).

El analisis del desempefio del entendimiento conceptual de los estudiantes en el test se realizo
en tres pasos: primero se realiza un analisis general del desempefio de los estudiantes, luego
se agruparon los items segun su grado de dificultad, y finalmente se realiza un analisis, en el
cual se describe el error mas frecuente que cometen los estudiantes en cada items. El grado

de dificultad se determino en tres diferentes: un grado de dificultad alto si el porcentaje de
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respuestas correctas en el item era menor o igual al 50%; un grado medio si el porcentaje si

este porcentaje se encontraba entre 50% y 75%, y un grado bajo si era mayor a 75%.

Centrando nuestro trabajo en el objeto de producto vectorial, a continuacién presentamos la

tabla que presenta cada item, remarcando aquellos que corresponden al producto vectorial el

12, 15 y 18, luego se indica el analisis del entendimiento que realizaron los investigadores

sobre estos tres items en particular. Para luego mostrar las preguntas correspondientes a los

items mencionados.

TABLA . Resultados obtenidos en los items del TUV-espafiol. Se presentan los diez conceptos vectoriales evaluados, la descripeion de los
items y los porcentajes obtenidos. La respuesta correcta se encuentra en cursiva y N es para los que no contestaron.

Concepto Item  Descripcion del item A B cC D E N
Direccion 5 Eleccion de vectores con la misma direccion en una grafica 9 3 84 1 3 0
Cileulo de la direccién de un vector escrfito en notacién
17 50 10 17 13 9 1
de vectores unitarios
Magnitud Calculo de la magnitud de un vector escrito en notacion de
20 o 6 79 6 7 1 1
vectores umtarios
Representacion 10 Representacion grafica de un vector escrito en notacion 4 0] 1 ) ) 0
grafica de vectores umtarios
Componente 4 Representacién grafica de la componente y de un vector 11 3 80 1 5 0
9 Representacion grifica de la componente = de un vector 7 4 2 85 2 0
Calculo de la magnitud de la componente = de un vector
14 3 3 71 21 2 0
(angulo medido desde el eje y)
Vector unitario 2 Representacién grafica de un vector unifario 14 38 30 4 5 0
Suma 1 Representacion grifica de un vector suma en 2D )
_ _ 15 8 3 10 64 0
Comparacion de la magnitud del vector suma de dos vectores,
7 con misma magnitud a 90°, con la magnitud
de uno de los vectores 8 76 10 5 1 0
Comparacidn de la magnitud del vector suma de
16 dos vectores, con misma magnitud a 143.13°, )
10 60 17 4 7 2

con la magnitud de uno de los vectores
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Resta 13 Representacton grifica d un vector resta en 2D 9 5 8 29 490 0
19 Representacion grafica de un vector resta en 1D 1 28 6 6 38 1

Multipheacion Representacion grifica de la multiplicacion de un

11

escalar vector por un escalar negativo
Producto puato 3 Interpretacion geométnca del producto punto 25 7 3 0 5 1
como proyeccion
6 Caleulo del producto punto como ABcos 5 77 B 8 6 0

Caleulo del producto punto de dos vectores escntos en
47 8 23 8 4 0
notacion de vectores umtanos

Producto cruz Interpretacion grafica del producto cruz como un vector 10 30 2 5 i 1
3 !
perpendicular segiin la regla de la mano derscha

Calculo del producto cruz de dos vectores escnitos en notacion % g 9 2

e
—

de vectores umitanos
18 Calculo de la magmtud del producto cruz como ABsend 13 5 6 jo 15

ra

Vemos en la tabla que:

En el item 12 se evalia la interpretacion grafica del producto cruz como un vector
perpendicular segun la regla de la mano derecha, en la cual el 49% de los estudiantes contesta
de manera correcta, por lo que queda en el grupo de las preguntas con alto grado de dificultas,
donde el error mas frecuente (30%) es elegir un vector perpendicular a los dos vectores pero
con una direccion opuesta.

En el items 15 se evalua el calculo del producto cruz de dos vectores escritos en notacion de
vectores unitarios, el 59% contesta correctamente por lo cual queda en el grupo de preguntas
con grado de dificultad medio. EIl error méas frecuente (21%) es elegir la respuesta con signo
contrario.

Y en la pregunta 18 se evalta el calculo de la magnitud del producto cruz como ABsend, el
59% contesta correctamente, por lo que al igual que la anterior queda en un grado de dificultad
medio. El error mas frecuente (15%) es seleccionar la ecuacion que corresponde al calculo del

producto punto.
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Las preguntas correspondientes a cada item son las siguientes.

— —
12. Abajo se muestran los vectores C v D. ;Cual de las siguientes opciones s la interpretacion mas adecuada del producto
b et
cruz (C x D)?

(A) Un vector apuntando hacia la derecha y arriba. entre la
C direccion del vector C v la direccion del vector D.

(B) Un vector perpendicular a los dos vectores y con una
direccion que “sale” de la hoja.

v

(C) La magnitud de un vector apuntando hacia la derecha
y arriba, entre la direccion del vector C y la direccién
del vector D.

ol

(D) Una cantidad con una direccion a favor del movimiento
de las manecillas del reloj.

(E) Un vector perpendicular a los dos vectores y con una
direccion que “entra” a la hoja.
15. Se tiene el vector A = 1i+3j y el vector B = 5i. (Cual de las signientes opciones muestra el producto cruz (K X ]_3:)‘?
(A) —15k
(B) 5i+ 15k
(C) 51+ 3j
(D) 15k
(E) 61+ 3j

18. Abajo se muestran los vectores A y B que forman un dngulo 6. |A| es la magnitud del vector A V| B| es la magnitud
del vector B. ;Cual de las signientes opciones muestra la magnitud del producto cruz (A X B)”

(A) |X|cos6’|§|sen€
®) |A| B
0 (C) |A||B|sen(90° — 0)

—

A

A J

D) |A||B|send

ol

(E) |A||B| cos

Del andlisis de estos articulos se desprende lo siguiente para esta investigacion:

En el primero de ellos “Una epistemologia historica del producto vectorial: Del cuaternion
al analisis vectorial” se afirma como hipétesis que las dificultades que presentan los
estudiantes es que no tienen una clara interpretacion fisica o geométrica del producto vectorial,

lo que tiene un origen de corte epistemoldgico.
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Y del segundo “Evaluacion del entendimiento de los estudiantes en la representacion
vectorial utilizando un test con opciones multiples en espafiol”, la pregunta que evalla la
interpretacion gréfica del producto cruz tiene un alto grado de dificultad, y las dos preguntas
que avaluan el céalculo del producto cruz de dos vectores y el calculo de la magnitud del
producto cruz respectivamente tienen un nivel de dificultad medio.

O sea que ambas investigaciones reportan que una de las mayores dificultades de los
estudiantes, referidas al aprendizaje del producto vectorial es la falta o0 mayor dificultad en su
interpretacion geométrica, teniendo menos dificultades en el célculo de éste.

1.2 PROBLEMATICA DE INVESTIGACION

En base a los antecedentes expuestos la problematica se basa en que los estudiantes tienen
dificultades para comprender el objeto matemético de producto vectorial en sus distintas
formas de pensarlo y entenderlo, ya sea aritmética, geométrica o estructural. Ya que centran su
comprension principalmente en su forma analitico-aritmética, esto es, relaciones numericas
que permiten calcular el “producto vectorial”, lo cual consideramos que conduce a que el
estudiante lo utilice en diversos problemas s6lo como un algoritmo que permite calcularlo, lo
que no le permite acceder a una abstraccion mayor del objeto, y va en contraposicion con “El
aprendizaje del algebra lineal no puede reducirse a la practica y al dominio de un conjunto de
procedimientos de calculo.” (Parraguez, 2012, p. 14).

En este sentido el aprendiz entiende las propiedades del objeto matematico sélo como
algoritmos, por lo que tiene dificultades para comprenderlas. Por ejemplo si bien es aceptado
por todos que 6 X 5 =5 X 6, lo que es algo tan obvio, que no merece comentario alguno, ya
que consideramos que la ley conmutativa le es intrinseca a la multiplicacién. Pero ante el
producto vectorial el aprendiz debe cambiar su concepcion, y aceptar que a X b no es igual
b xd,sino que dxb=—bxd (con db € R3), siendo la propiedad de Simetria alternada
(que implica la no-conmutatividad) la que rige este producto cruz. Pero no sélo esta propiedad
causa controversias en el alumno, sino también otras: como la que afirma que si el producto
cruz de dos vectores es igual a cero, no siendo necesariamente uno de ellos es un vector nulo,
sino por el contrario uno de los vectores en multiplo escalar del otro; y también aquella en que

llu x v|| = |lulll|v]|lsen(8) (en donde O es el (menor) angulo entre u y v), la cual no es s6lo
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una férmula que permite calcular el area, sino que estd implicita la relacion entre la igualdad
del area del paralelogramo, con la longitud del producto vectorial, la cual no es claramente
percibida por los alumnos.

A partir de la problemaética se plantean las siguientes preguntas que guiaran la investigacion:
1) (Como comprenden el objeto matematico de producto vectorial, los estudiantes de cuartos
afios medios y universitarios? ¢Logran transitar a otros modos de pensar el objeto o s6lo se

sittan desde un modo de pensar analitico aritmeético en la resolucion de problemas?

2) ¢(Coémo lograr que estudiantes universitarios (pregrado y post grado) logren una mayor
comprension del objeto matematico de producto vectorial? En la buasqueda de una
comprension profunda del objeto matematico de estudio.

1.3 OBJETIVOS DE INVESTIGACION

Objetivo General
Presentar un conjunto de sugerencias didacticas a partir de actividades, basadas en la busqueda
de una mayor comprensién del concepto producto vectorial en estudiantes universitarios

(pregrado y postgrado).

Objetivos especificos
1. Distinguir y precisar los distintos modos de pensar y entender el objeto matematico de
producto vectorial sustentandolos en base a un analisis historico epistemoldgico. Y
pesquisar elementos de la matematica que permitan la articulacién entre los distintos

modos de pensar el objeto matematico.

2. Investigar como piensan o entienden los distintos modos de pensar del producto
vectorial (cémo se situan en determinado modo de pensamiento del objeto matematico
de investigacion) los estudiantes de cuarto afio de ensefianzas media y, de pregrado en
preguntas donde esta presente el concepto de producto vectorial. Y determinar si

privilegian el modo analitico aritmético por sobre otro modo de pensamiento.
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3. Disefio y aplicacion de situaciones que permitan que los estudiantes transiten hacia el
modo Estructural, no s6lo a partir de un modo AA, sino también desde un modo SG, o
también que se situé directamente en el modo estructural para dar respuesta al
problema. En la bisqueda de una mayor comprensién del objeto matemético del

producto vectorial.
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CAPITULO 2

ANALISIS HISTORICO
EPISTEMOLOGICO
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Se presenta una epistemologia del producto vectorial, para lo cual se presentan tres etapas de
la historia del producto vectorial, obtenido de un articulo referente a la ensefianza y
aprendizaje de la fisica. Para luego presentar los distintos modos de pensar de matematicos y
fisicos en distintos periodos de tiempo, marcados por las etapas mocionadas, en dicho articulo.
Este andlisis epistemoldgico permite sustentar los distintos modos de pensamiento que se

levantaran en uno de los capitulos siguientes.

2.1 EPISTEMOLOGIA DEL PRODUCTO VECTORIAL

El anélisis historico-Epistemoldgico que se realizé del producto vectorial, permitié mirar las
distintas formas de entender que se tuvieron de este objeto matematico en distintos
periodos de tiempo, desde una forma aritmética en sus inicios, pasando por una forma de
pensar principalmente geometrica en una etapa intermedia, y finalmente en una forma
estructural en la etapa en que se consolida el analisis vectorial. Esto permite definir los
distintos modos de pensamiento, en la bdsqueda de un transito entre ellos, para lograr una
comprension profunda del objeto.

El Producto Vectorial nace a partir del descubrimiento de los Cuaterniones por Sir William
Rowan Hamilton en el afio 1843, quien fue uno de los fundadores de la mateméatica moderna.
Hamilton en esos afios en sus trabajos sobre mecanica, comienza una busqueda incansable
sobre la forma de extender la comprensién geométrica de los nimeros complejos en el plano, a
una comprension geométrica en tres dimensiones. Dirige asi su investigacion en la busqueda
de una terna o nimero complejo tridimensional, pero durante muchos afios no logra encontrar
resultados satisfactorios para la geometria tridimensional, en particular al investigar una
estructura para el producto. En esta operacion observa que si bien la propiedad de
conmutatividad es inherente a ella, Hamilton tuvo que dar un gran salto en la historia,
abandonando ésta propiedad y aceptando que ij = —ji (con i, j vectores en R3).

Ademas al intentar entender la multiplicacion en el espacio, se dio cuenta de que eran
necesarias cuaternas en lugar de ternas, fue asi como nacen los Cuaterniones, ndmeros
hipercomplejos cuatro dimensionales. NUmeros con una parte escalar y una parte vectorial.
Hamilton al definir las operaciones entre ellos, en particular la multiplicacion de cuaterniones,
considerando solamente la parte vectorial o compleja del cuaternion, dio origen también al

producto vectorial o producto cruz.
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A partir de alli la historia del Producto vectorial estd enlazada con la de los Cuaterniones,

Segun Gustavo Sierra y Pierre Francois (2008), en el articulo de “historia sobre una

Epistemologia del Producto Vectorial”, se distinguen tres etapas de la historia del producto

vectorial:

La primera referida a “Hamilton y el descubrimiento de los Cuaterniones” y el
nacimiento del producto vectorial.

La segunda etapa llamada “Los defensores y detractores de los Cuaterniones de
Hamilton”. Uno de los principales defensores fue Peter Guthrie Tait, quien publica un
libro, donde desarrolla de forma mas simple la teoria propuesta por Hamilton, en uno
de sus capitulos explica los principios de la multiplicacion de los cuaterniones, como la
anti-conmutatividad del producto vectorial (cruz).

Un detractor de la teoria fue James Clerk Maxwell, quien rechaza a los cuaterniones
por tener una doble constitucion, una escalar y otra vectorial, lo que dificulta su
aplicacion en diversos problemas, pero si considera a esta teoria como una herramienta
para entender de forma geomeétrica el calculo, lo que implica aprehender a resolver un
problema a través de su comprension geométrica. Ademas realiza el producto de la
parte escalar separado del producto de la parte vectorial, no considerando el producto
del cuaternion en su totalidad.

Esta etapa se caracteriza por que se considera que la teoria de los cuaterniones,
constituyen una transicion entre el calculo geométrico plano al analisis vectorial.

Y la tltima etapa, llamada “el nacimiento del analisis moderno”, aqui destaca Josiah
Willard Gibbs quién separa de forma definitiva la parte escalar de la vectorial de un
cuaternion, proponiendo dos productos, el producto escalar y el producto cruz, dando

asi inicio al analisis moderno.
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2.1.1 Distintas formas de entender del objeto matematico “producto vectorial” en

distintos periodos de tiempo:

2.1.1.1 William Rowan Hamilton piensa el objeto matematico de producto vectorial en su
forma analitica aritmética, en la etapa “Hamilton y el descubrimiento de los

cuaterniones”:

Sir William Rowan
Hamilton

En la primera etapa con el descubrimiento del nimero complejo fue posible pasar de un
algebra de nameros reales a un algebra doble de nimeros complejos, su representacion
geométrica en el plano realizada por Wessel, Argand y Gauss permite que matematicos y
fisicos realicen operaciones vectoriales sin definir ain el concepto de vector. Pero su utilidad

es limitada al plano siendo necesaria una version tridimensional de ellos.

L

Y

Fue asi como por recomendacion de su amigo John Graves, Hamilton lee el articulo recién
publicado (afio 1828) llamado “Tratado sobre la representacion geométrica de las raices
cuadradas de cantidades negativas” de John Warren, en el cual se encontraba una descripcion
de la representacion de los nimeros complejos de Argand. Hamilton cautivado por esta
representacion realiz6 su primera creacion que consistié en desarrollar los nimeros complejos

como pares ordenados de nameros reales, definiendo operaciones entre ellos. Es alli cuando
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nace espontaneamente en él la pregunta ;existirdn ternas con las cuales se pueda tratar la

geometria en tres dimensiones?

Si bien los cuaterniones nacen de un intento por extender la comprension geométrica de los
nimeros complejos a tres dimensiones, progresivamente Hamilton abandona esta idea
centrando su atencion en los nimeros complejos cuatro dimensionales sin necesidad de una
interpretacion geométrica. Por lo que a partir del descubrimiento de su teoria de los
cuaterniones Hamilton dedica la mayor parte de su tiempo en desarrollarla, centrandose en una

forma de entenderla principalmente algebraica.

El 16 de octubre de 1.846 tenia que presidir una reunién en la Royal Academy, hacia alla se
dirigia junto a su esposa a lo largo del canal de Dublin, y mientras ella hablaba, sus
pensamientos estaban en otras cosas, como él mismo lo describe “parecié como si se cerrara un
circuito eléctrico, y saltara una chispa”. Sacé su cuaderno de notas rapidamente y anoté sus
pensamientos, tan emocionado estaba que con un cortaplumas lo escribié en una piedra, y lo
que alli escribi6 fue su nuevo descubrimiento: los numeros hipercomplejos cuatro
dimensionales, los cuaterniones.

Los cuaterniones son nimeros hipercomplejos de la forma: a + bi + c¢j + dk, donde a, b y ¢
son nameros reales, e i,j, k las unidades imaginarias que satisfacen la formula fundamental:
i? =j? =k? =ijk = —1, donde rige la propiedad de no conmutatividad, por lo que para
realizar calculos aritméticos se utilizan las siguientes formulas:
ij = —ji, ik=—ki, jk=—kj
i=jk, —i=kj, j=ki, —j=ik, k=ij, —k=ji
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Un ejemplo de la multiplicacion de dos cuaterniones:
Q+3i+j+k)-(4+3i+2j+k)=
=84 60+ 4j + 2k + 12i + 9i? + 6ij + 3ik + 4j + 3ji + 2j% + jk + 4k + 3ki + 2kj + k?
=84+ 6i+4j+2k+12i—9+6k—3j+4j—3k—2+i+4k+3j—2i—1
= —4+4+17i+8j + 9%k
Hamilton designo al término constante de sus cuaterniones “escalar” y la parte con términos
i,j y k como parte “vectorial”, siendo el primero en utilizar la palabra vector.

Del ejemplo anterior:
—4 + 17i4+8j + 9%
| |
escalar vectarial

Siendo consciente de la dificultad que implicaba esta doble constitucion escalar y vectorial a la
vez; ya sea porque a la parte escalar no es posible darle una interpretacion geométrica,
mientras que la vectorial si, y ademas por las aplicaciones que permiten, Hamilton al
multiplicar dos cuaterniones propone aplicarla con la parte escalar igual a cero, como se
muestra a continuacion:

ay-a, =0+ x0+y )+ 2z.k) - (04 x50 + y,) + z,k) =

&3 = {}’13: S 21}’2]5' + {zlxl _ x1z:]j + [xl}’z o5 lezjk i 1{xr"cz + ¥,y + 2122]

componentes producto vectorial componentes producto escalar

Podemos apreciar que se obtienen las componentes de lo que hoy en dia se denomina el
producto vectorial y también el producto escalar, por tanto tenemos que el producto vectorial
nace de este producto de cuaterniones con la parte escalar igual a cero. Por tanto vemos como
William Rowan Hamilton en esta primera etapa piensa el objeto matematico de producto
vectorial en su forma analitica aritmética, producto que utilizara en esta forma aritmética a

lo largo de la continuacion de su investigacidn sobre los cuaterniones.
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2.1.1.2 James Maxwell y William Clifford, piensan el objeto matematico de producto
vectorial en su forma geométrica, en las etapas de “Los defensores y detractores de los

Cuaterniones de Hamilton”, y “el nacimiento del analisis moderno” respectivamente.

James Clerk Maxwell

Si bien Maxwell rechaza los cuaterniones por tener dos partes no homogéneas, una escalar y
otra vectorial, igualmente los consideraba importantes para el desarrollo de la fisica, en la

introduccion de su segundo tratado “Tratado sobre electricidad y magnetismo™ escribe:

...Estoy convencido, sin embargo, que la introduccion de las ideas y métodos de los
Cuaterniones, sera de un gran uso para el estudio de todas las partes de nuestra
materia, y especialmente de la electrodinamica, donde tenemos que tratar con un
gran namero de magnitudes fisicas, y las relaciones entre ellas pueden ser
expresadas de forma muy simple haciendo uso del método de Hamilton, en lugar de
las ecuaciones de costumbre. (...) 11. Una de las caracteristicas mas importantes del

método de Hamilton, es la division de las magnitudes en Escalares y Vectores”

Vemos que Maxwell utiliza ya sea la parte escalar o la parte vectorial del cuaternion,
considerando que serdn de gran utilidad para el estudio de la electrodinamica, sefialando
ademas que un gran namero de magnitudes fisicas pueden ser expresadas de forma mas
simple, porque él veia el gran potencial de la parte vectorial del cuaternién, el cual permite
variadas interpretaciones geométricas en problemas de fisica.

Con esta parte vectorial, utiliza de manera repetitiva la nocion de vector, realiza operaciones

como suma, producto escalar, producto vectorial, etc. En cuanto al producto vectorial se
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destaca su interpretacion geométrica en fisica, lo que queda plasmado en la gran obra de

Maxwell, su teoria del electromagnetismo.

William K. Clifford

Al igual que otros matematicos y fisicos Clifford consideraba que el producto de vectores que
se obtenia de la multiplicacion de dos cuaterniones tenia un uso muy limitado, por lo que fue
uno de los primeros en deshacerse de la utilizacion del manejo de la multiplicacion de un
cuaternion considerando su parte escalar y vectorial juntos, sino que separa definitivamente la
parte escalar de la vectorial. En su Elementos de Dinamica publicado en 1878, introduce el
producto vectorial donde sus consideraciones para establecerlo son principalmente
geométricas, definiéndolo como el area del paralelogramo que resulta del movimiento de un
vector uv sobre un vector uw, la cual es igual al vector de longitud (uv - uw)sen(vuw).

Por tanto vemos que tanto Maxwell como en Clifford entienden el objeto matematico de
producto vectorial en su forma geométrica, destacandola por sus posibles interpretaciones

geométricas a los problemas en fisica.

2.1.1.3 Josiah Williard Gibbs piensa el objeto matematico de producto vectorial en su

forma estructural, en la etapa del “nacimiento del analisis moderno”.

Josial Williard Gibbs Oliver Heaviside
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Tanto Heaviside como Gibbs publican sus tratados en los afios 1881 y 1882 respectivamente,
donde Heaviside desarrolla el céalculo vectorial en el campo del electromagnetismo
desarrollando su sistema en funcion de aplicaciones préacticas.
Por otra parte Gibbs con mayor rigor matematico, con un sistema mas estructurado demuestra
nuevos teoremas por medio del andlisis vectorial. Utilizando so6lo la porcion vectorial de un
cuaternion para representar cantidades fisicas, es decir U = bi + c¢j + dk, introduciendo
formalmente dos nuevos tipos de multiplicacion: el producto escalar y el producto vectorial,
que gracias a los desarrollos del algebra y la teoria de determinantes de Gibbs y Heaviside se
define el producto vectorial como lo conocemos hoy en dia:
U XV = (UyV3 — UgVy, UgVy — Uy V3, Uy Uy — UpDq)
i j k
uxXv=|u u, us

Vv Uy V3
Por lo que en esta etapa del nacimiento del analisis moderno, Gibbs quien por su rigor
matematico que lo lleva a enunciar y demostrar nuevos teoremas en analisis vectorial, piensa

el objeto matematico de producto vectorial en su forma estructural.
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CAPITULO 3

EL PRODUCTO VECTORIAL
DESDE LA MATEMATICA
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Aqui prestamos la definicidn del producto vectorial, y sus propiedades a partir de un Teorema,
para luego mostrar su interpretacion geométrica, para finalmente definir las nemotecnias méas

utilizadas para el calculo del producto vectorial.

3.1 Producto Vectorial

Definicion:

Sean u = (uy, uy,u3z) y v = (v, v,,v3) dos vectores de R3. Su producto vectorial u X v (en
este orden) se define como el vector:

u X v = (UpV3 — U3V, U3V; — U V3, UV — UpVq)

A partir de esta definicidn se deducen las propiedades siguientes.

Teorema: Para todos los vectores u, v, w de R3, y para todo niimero real a tenemos:

a) u X v =—(v X u). (Anti-conmutatividad o Simetria Alternada)

b)ux (v+w) =(uxv)+ (uxw). (Ley Distributiva)

c) a(u X v) = (au) X v =u X (av). (Asociatividad con escalares)

d) u X v es un vector ortogonal a u y a v. (Ortogonalidad respecto au y a v)

e) llu x v|| = ||ullllv|lsen(8), en donde 6 es el (menor) angulo entre u y v. (ldentidad de
Lagrange).

f)u x v =0, siysolosi uy v son linealmente dependientes.

Demostracion:
a) Sean:
UX V= (UyV3 — UzVy, Uy — U V3, Uy Uy — UyVq) Y

v X u = (U3V, — UyV3, U V3 — UzVy, UV — U, V5), POT definicion del producto vectorial.

Luego —(v X u) = —(u3v, — Uy V3, U V3 — UgVq, Uy Uy — Uq V)
= (UpV3 — UsVy, UsVy — U V3, Uy Uy — UpVy)

Por tanto, u x v =—(v X u)

b) ux (v+w) = (ug,up, uz) X [(vy,v,,v3) + (Wy, wy, ws)]

= (U, up, uz) X [(vg + wy, v, + Wy, v3 + ws)]
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= (uz (v3 + w3) — uz (v, + wy), uz(vy +wy) — uy (V3 + ws), uy (v, +
wy) — u, (vy + W1))

= ((uzvs’ + uws) — (Uzv, + uzwy), (usvy + uswy) — (Wyvs +
Uywz), (uyvy +usw,) — (U + u2W1))

= (UpV3 + UaWs — UgVy — UsWy, UsVq + UsWy — Uy V3 — U W3, U Uy +
UIWp — UpVy — UpWy)

= ((upvs —uzy) + (Upws — uzw,), (Uzvy — Uy v3) + (uzwy —
u1w3), Uy v — upvq) + (Wyw, — uwy))

= ((uzvs — u3v,), (Uuzvy — U v3), (W v, — uzv1)) + ((qu3 -
Uzwy), (uswy — ugws), (uyw, — u2W1))

=(uxv)+ (uxw)

) a(u X v) = a(u,v3 — UzVy, UV — U V3, U Uy — UpTq)
= (a(uzvs — u3vy), a(uzvy — wyvs), a(uy v, — uzvl))
= ((auy)v; — (aus)v,, (aus)vy — (auy)vs, (Qu)v, — (au,)v,)

= (auq, au,, aus) X (vy,v,,v3)

= (au) X v

d) u X v es un vector ortogonala u y a v.
u- (uXv) = (g, Uz Us) - (UpV3 — UV, Uy — Uy V3, Uy Vp — UpVy)

=u; (Upv3 — uzvy) + up (Ugvy — Uy v3) + us(Uyvy — upv,)
=0

v (uXv) = (01, 05,v3) - (UpV3 — UsVp, UsVy — UgV3, UV, — UpDy)

=01 (U3 — U3V,) + v (Uzvy — Uy v3) + v3(Ug v, — Uy, )
=0

e) lu x v|| = [lulll|vl|sen(8), en donde 6 es el (menor) angulo entre u y v.
(i) llu x v[I? = [[(uavs — usv,, uzvy — Uy V3, UV, — U v

= (U3 — Usvy)% + (Uzvy — uyv3)? + (W v, — uyvy)?
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= UZvi — 2u, VU3V, + USVE + uSvE — 2uzv u v + UPVE + uivi —
2U VU, Vg + USVE
(i) [lull?llvllzsen?(6) = llull*llv]I*(1 — cos?(6))

= lull®llvll? = llull?llv]l*cos?(6)

= Jull?llvll* - (IIuIIIIvIIcos(G))Z

= lull?llvll® = (u - v)?

= (u? +us + ud)@W? +vi +v3) — (v + uyvy + uzvy)?

= u?v? + ufvi + uivi + uiv? + udvs + usvi + udv? + uivs +
uzvi — [(uvy + upv, + uzvs) (W vy + upv, + uzvs)]

= USVE — 2UyV3UsV, + USVE + USVE — 2uzv ugvs + uivi +
uv? — 2u U, v, + usv?

Por lo tanto de (i) y (ii) se tiene que: |lu X v||? = |lul|?||v||?sen?(8), luego extrayendo raiz

cuadrada: ||lu x v|| = ||ullllv||sen(8).

f)ux v =0,siysolosiuy v son linealmente dependientes.

=

Siu x v =0, setiene que |lu X v|| = 0, por lo que ||ul|||v]|sen(8) = 0

Luego:

(i) Siu = 0, entonces u = Ov, (u es multiplo de v)

(ii) Si v = 0, entonces v = Ou, (v es multiplo de u)

(iii) Siu # 0, v # 0, entonces sen(f) = 0 y por tanto se tiene § = 006 = .

Por tanto de (i), (ii) y (iii) u y v son linealmente dependientes.

P

Siu y v son linealmente dependientes, entonces dado un a« € R tal que v = au, entonces

uxXxv=uX(au) =aluxu) =a0 =0.

3.1.1 Interpretacién geométrica del producto vectorial
1. Si los vectores u y v en R3 son linealmente dependientes (colineales), entonces u X v = 0
2. Si los vectores u y v en R3 no son linealmente dependientes (no colineales), entonces u X v

es un vector definido de la siguiente forma:
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(a) su direccion es perpendicular al plano que forman u y v.

(b) su sentido depende de las posiciones relativas de los vectores unitarios coordenados i,j y
k, si estos se colocan como se ve en la figura a) se dice que forman un sistema coordenado
orientado en sentido directo, por lo que la direccion queda determinada por la regla de la mano
derecha (figura ). Y si el sistema coordenado es orientado en sentido retrogrado figura b), la

direccién es opuesta y queda determinada por la regla de la mano izquierda (figura).

§ axb _?‘%
l/'\[ ~
a b

Figura a)
) AN
ra b
5 L, =
J laxb

Figura b)

(c) sumédulo es igual a ||lu x v|| = ||ulll|v||sen(8), donde 8 es el menor angulo entre u y v.

Figura c)

Sl

||B||sen(9)

/

—
a

Figura c)
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3.1.2 Nemotecnias

Para calcular el producto vectorial se utilizan diversas nemotecnias, las cuales definiremos a

continuacion:

Regla de la mano derecha: Permite determinar la direccién y sentido del producto vectorial.
Cuando u gira hacia v, de modo que cerrando los dedos de la mano derecha desde el vector u

hacia el vector v, el pulgar apuntara entonces en la direccidn y sentido de u X v.

Seudo determinante:
Los determinantes permiten expresar la formula que define al producto vectorial de forma mas
compacta.
Sean u = (uy, Uy, Uz) = Uyl + Uy j + Usk, v = (V1,V,,V3) = V10 + v, ] + v3k dos vectores
en R3. El producto vectorial u X v de u y v es el vector:
i j k
UXv=|u;y uU; uj
Ve V2 V3

U; usz|, U; Uus|, U Up
=loe wili=lor wilitlor wlk
UV, V3 vV, V3 v,

= (upv3 — uzv,)i — (U w3 — uzvy)j + (W v, — Uy )k
= (upv3 — uzv,)i + (Uzvy — uyv3)j + (W v, — Uy )k

= (UpV3 — U3V,, U3V — U V3, ULV, — UpVy)

Ejemplo: Para calcular el producto vectorial de u = —i + 2k y v = 2i + j — k, escribimos:
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i J k
uxXxv=|[-1 0 2
2 1 -1

gLt P T
=(0-2)i-(1-4)j+(-1-0)k
=—2i+3j—k

=(-23,-1)

il

Diagrama ciclico: Permite determinar los productos vectoriales de los vectores bases
i =(1,0,0),j =(0,1,0) y k(0,0,1).

+ —
+ —
+ —
ixj=k Jxi=-k
jxXk=1i kxj=-i
kxi=j ixk=—j

De donde se tiene que:
ixXj=k=—-((xi
jxk=i=—-(kxj)
kxi=j=—-(ixk)
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CAPITULO 4
MARCO TEORICO
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En este capitulo se presenta el Marco Tedrico utilizado en la investigacion, primero se define
el Marco Teorico, luego se definen los tres modos de pensamiento planteados por esta Teoria,
luego se realiza la justificacion de la utilizacion del marco en la investigacion, dado que es el
mejor lente que permite mirar la problematica planteada y por consiguiente permite abordar
los objetivos de investigacion. Y finalmente se levantan los distintos modos de pensar del

producto vectorial sustentados en un analisis historico epistemologico.

4.1 MARCO TEORICO: LOS MODOS DE PENSAMIENTO

Los modos de pensamiento es una teoria de la Didactica de la Matematica creada por Anna
Sierpinska, que permiten interpretar los fendmenos que se relacionan con la forma de alcanzar
un nivel superior de abstraccion en conceptos del algebra o del algebra lineal.

La comprension de las teorias matematicas, en particular del algebra lineal, requiere tanto de
pensamiento practico como de pensamiento tedrico. A partir de alli Sierpinska identifica tres
modos de comprender el algebra lineal (Sierpinska, 2000), que son el resultado de la
superacion de dos obstaculos: uno, que rechaza los nimeros dentro de la geometria, y el otro,
que rechaza que la intuicion geométrica pueda ser llevada a un dominio puramente aritmético.
Ademas ella sefiala que el desarrollo del algebra lineal se da en dos procesos: Uno fue la
aritmetizacion del espacio, que tuvo lugar al pasar de la geometria sintética a la geometria
analitica, y el otro fue la desaritmetizacion del espacio a su estructuracion.

Es asi entonces como esta teoria define los tres modos de pensamiento que constituyen formas
de pensar y entender los objetos matematicos, y ademas permite la coordinacion y el transito
entre ellos, en que cada uno de los modos constituye una via de acceso a los diferentes

significados del objeto, permitiendo tener acceso a diferentes facetas del objeto matematico.

4.1.1 LOS MODOS DE PENSAMIENTO

Como se sefialo en el parrafo anterior los modos de pensamiento propuestos en esta teoria no
s6lo nos ofrecen distintas formas de pensar y entender el objeto matematico, sino que ademas
permite la coordinacién y el transito entre ellos, permite un pensamiento mas versatil en el
estudiante al momento de resolver un problema donde esté involucrado el objeto matematico,
ya que dispone de distintas definiciones del objeto, actuando los modos de pensamiento como

herramientas heuristicas.
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Sierpinska define tres modos de pensamiento, el Sintético Geométrico que se corresponde con
el pensamiento practico, y los modos Analitico Aritmético y Analitico Estructural que se

corresponden con el pensamiento Tedrico, estos se describen a continuacion:

El modo sintético-geométrico (SG): Los objetos son presentados al estudiante mediante una
representacion geométrica, una figura, un conjunto de puntos. Las interpretaciones se dan
mediante las operaciones que estan definidas entre conjuntos, en este caso de puntos, esto es la
unién, la interseccion, etc. (Parraguez, 2012, p. 17).

El modo analitico-aritmético (AA): Los objetos matematicos son pensados a través de
relaciones numéricas, los puntos del plano aparecen como pares ordenados de reales, las rectas
como ecuaciones, los vectores como n-uplas, las matrices son arreglos de nimeros en filas y
columnas. En este modo el pensamiento es tedrico desde el momento en que el estudiante debe
interpretar los objetos a partir de ciertas relaciones numéricas o simbolicas. (Parraguez, 2012,
p. 17).

El modo analitico-estructural (AE): Se recurre mas bien a las propiedades de los objetos o0 a
su caracterizacion a traves de axiomas. Las matrices, funciones, sucesiones, entre otras,

pueden ser vistas como elementos genéricos de un espacio vectorial. (Parraguez, 2012, p. 18).

4.2 JUSTIFICACION DEL MARCO TEORICO

Desde la problematica y los objetivos de investigacion, se realiza la eleccion del Marco
Tedrico de los Modos de Pensamiento propuestos por Ana Sierpinska ya que al ser disefiado
con el fin de alcanzar la abstraccion en el Algebra Lineal, se acomoda a este objeto
matematico de “producto vectorial”, brindandole distintas formas de pensarlo y entenderlo,
permitiendo describir la forma de coémo los estudiantes se sitian en determinadas formas de
pensar el objeto matematico; ademas de permitir indagar en qué modo de pensar privilegian
los estudiantes, y movilizar los distintos modos de pensar del objeto matematico estableciendo

las conexiones entre ellos.

4.3 MODOS DE PENSAR DEL PRODUCTO VECTORIAL
Para sustentar y describir las articulaciones entre los modos SG, AA y AE del producto

vectorial se realizo un analisis historico epistemoldgico en el cudl identificamos distintos
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modos de pensamiento de matematicos y fisicos, en diferentes periodos de tiempo: En una

forma de pensar Aritmética por William Rowan Hamilton en la etapa “Hamilton y el

descubrimiento de los cuaterniones”; en una forma de entender Geométrica por Maxwell y

Clifford en las etapas de “defensores y detractores de los cuaterniones de Hamilton” y en la

etapa de “el nacimiento del analisis moderno” respectivamente. Y finalmente en una forma de

pensar Estructural, por Gibbs en la etapa de “el nacimiento del analisis moderno”. Estos

modos se describen a continuacion:

MODOS DE PENSAR DEL PRODUCTO VECTORIAL

Modo
Sintético-Geomeétrico
del producto vectorial

SG

Se describe a través de la Figura 1.

Figura 1: Producto vectorial como el vector normal a los otros

dos.

Modo
Analitico-Aritmético
del producto vectorial

AA

Se describe a partir de una formula que permite calcularlo.

Sean P = (a,, a,,a3) y Q = (by, by, b;) dos vectores en R3,

P X Q = (a2b3 - asbz, a3b1 - a1b3,a1b2 - azbl)

Modo
Analitico-Estructural
del producto vectorial

AE

Se describe a partir de tres propiedades que lo caracterizan.

Sean P,Q y R en R3:

Propiedad 1 PxQ=-(QxP)
P1 AE Simetria Alternada

Propiedad 2 PxQ =0,siysolosi, PyQ son
P2 AE linealmente dependientes.

Propiedad 3 | Ilu x vl = [lullllvllsen(8), en donde 6 es el (menor)
P3 AE angulo entreu y v.
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CAPITULOS5

METODOLOGIA DE LA
INVESTIGACION
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En este capitulo se presenta la Metodologia de investigacion la cual fue disefiada en base a los
objetivos especificos propuestos en el capitulo 1. Esta metodologia consta de tres fases, la
primera consta de una revision bibliografica tanto de articulos referentes a la epistemologia del
objeto matematico, como a textos sobre algebra lineal, para sustentar los modos de
pensamiento, asi como los elementos de la matematica que permiten la articulacién entre ellos.
La segunda fase de investigacion se corresponde con el disefio y aplicacion de una medicion
inicial para documentar la problematica de estudio; y Gltima fase, la nimero tres que consta
del disefio ya aplicacion de actividades de aprendizaje cuya finalidad es la busqueda de una
mayor comprension del objeto matematico de producto vectorial.

5.1 METODOLOGIA

En esta tabla se presentan los objetivos de investigacion definidos en el capitulo 1, a partir de
los cuales se determinaran las distintas Fases de investigacion correspondientes al Disefio

Metodoldgico.

OBJETIVO DE INVESTIGACION

Presentar un conjunto de sugerencias didacticas a partir de un cuestionario y entrevistas, basadas en la
busqueda de una comprension profunda del concepto producto vectorial en estudiantes universitarios

(pregrado y postgrado).

Objetivos especificos de investigacion

1. Distinguir y precisar los distintos modos de pensar y entender el objeto matematico de producto
vectorial sustentandolos en base a un analisis historico epistemologico. Y pesquisar elementos de la

matematica que permitan la articulacion entre los distintos modos de pensar el objeto matematico.

2. Investigar cdmo piensan o entienden los distintos modos de pensar del producto vectorial (c6mo se
sitlan en determinado modo de pensamiento del objeto matematico de investigacion) los estudiantes
de cuarto afio de ensefianzas media y, de pregrado en preguntas donde esta presente el concepto de
producto vectorial. Y determinar si privilegian el modo analitico aritmético por sobre otro modo de

pensamiento.

3. Disefio y aplicacién de situaciones que permitan que los estudiantes transiten hacia el modo
Estructural, no sélo desde un modo AA, sino también desde un modo SG, o también situandose
directamente en el modo AE para dar respuesta al problema. En la blsqueda de una mayor

comprension del objeto matematico del producto vectorial.
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Se considera pertinente la utilizacion de un disefio metodoldgico cualitativo de estudio de
casos para la descripcion y analisis detallados de los objetivos especificos 2 y , ya que es un
disefio de investigacion particularmente apropiado para estudiar un caso o situacion con cierta
intensidad en un periodo de tiempo corto, (Arnal, Del Rincon Y Latorre, 1992), cuya finalidad
se orienta en la comprension profunda de la realidad singular de casos de estudio, que pueden
ser: un individuo, un grupo, una familia, etc.

En esta investigacion se realiza un estudio de casos multiple que permite estudiar dos 0 mas
sujetos de investigacion, estos construiran nuestros casos de estudio, los cuales no son
elegidos al azar, sino por el contrario cada eleccién persigue un proposito, ya que entendemos
que “la investigacion con estudio de casos no es una investigacion de muestras” (Stake, 2010)
con la que se pretenda establecer leyes generales, sino que lo que se busca es comprender
realidades concretas dentro de un contexto global.

Ademas se precisa como técnica cualitativa de recoleccion de datos el cuestionario y la
entrevista semi estructurada seleccionados por su propiedad para dar respuesta a los objetivos

de investigacién mencionados.

El Disefio Metodoldgico consta de tres Fases:

FASE DE INVESTIGACION 1:

La primera fase de investigacion, disefiada para dar respuesta al objetivo especifico 1, se
corresponde con la revision bibliografica de: articulos de investigacion desde la ensefianza de
la Fisica, para la realizaciébn de un analisis historico epistemolégico con el objetivo de
levantar y sustentar los tres modos de pensar el producto vectorial; textos de Matematicas, en
su mayoria de Algebra Lineal, para indagar en elementos de la matematica que permitan la
coordinacion entre los distintos modos de pensar el objeto matematico de estudio. Esta
revision bibliografica se realizo en textos que se encuentran en la casa de estudio donde se
seleccionan los informantes o sujetos de investigacion, por lo que se encuentran disponibles

para Su uso.

FASE 1: Analisis Historico epistemoldgico y Matematico del producto vectorial

Revision | Antecedentes epistemoldgicos y matematicos para sustentar los distintos
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Bibliogréfica | modos de

pensar e indagar en elementos de la matematica que permitan articular los
distintos

modos de pensar el objeto matematico de estudio, respectivamente.

FASE DE INVESTIGACION 2:

La segunda fase de investigacion, busca dar respuesta al objetivo especifico 2, y se
corresponde con el disefio y aplicacién de una medicidn inicial, con la finalidad de sustentar la
problematica de estudio. El instrumento consta de tres preguntas que permiten indagar como
comprenden los distintos modos de pensar el objeto matematico de producto vectorial, y
determinar si privilegian el modo AA por sobre otro. Esta se aplica a dos casos de estudio:
estudiantes de cuarto afio de ensefianza media y; de pregrado de la Carrera de Pedagogia en
Matematicas que cursan su tercer semestre por lo que ya aprobaron el curso de algebra lineal.
En ambos Casos lo estudiantes ya cursaron la unidad de Vectores y, de Geometria Vectorial
respectivamente, unidades donde se encuentra inserto el contenido correspondiente al

producto vectorial.

Casos de Estudio:

Disefio Metodoldgico | Instrumento Casos de Estudio

Estudio de Casos Cuestionario | Caso 1: 23 estudiantes de Cuarto afio medio

Caso 2: 10 estudiantes de Pregrado que cursan su
tercer semestre de la Carrera de Pedagogia en

Matematicas.

Los casos de estudio quedan constituidos de la siguiente forma:
Caso 1: Conformado por 23 estudiantes de cuarto afio de ensefianza media, de un Colegio
Particular ubicado en la Quinta Region de Valparaiso, Chile.

Designaremos a estos estudiantes como E1.1, E1.2, E1.3,..., E1.23.
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Caso 2: Formado por 10 estudiantes de Pregrado de la carrera de Pedagogia en Matematicas,
la cual se imparte en una Universidad tradicional privada chilena ubicada en la region de
Valparaiso.

Se designaran a los estudiantes de este caso como E2.1, E2.2, E2.3,..., E2.10.

Técnica Cualitativa de recoleccion de datos:

El instrumento de recogida de datos es el “cuestionario”, el cual esta constituido por tres
preguntas, cada uno con su(s) objetivo(s) especificos. Este cuestionario fue aplicado a los dos
Casos de estudio en el mes de octubre del afio 2014. A cada estudiante se le llevd una copia
impresa del cuestionario, la cual consta de tres hojas en donde en cada una de ellas se

corresponde con una pregunta.

Instrumento: Medicién inicial

Pregunta Objetivo

1) De los vectores A = (0,2,5), B = (19,0,0) y 1.1 Indagar como piensa o entiende el

¢ = (0,5,3) en R3, uno de ellos es perpendicular a los | modo SG del producto vectorial.

otros dos, encuéntralo. Justifica. (Como se sittia en el modo SG)

1.2 Determinar si privilegia el modo

AA por sobre el modo SG.

2)Sean A = 2i —j+ 2k yB = 3i+ 4j — k vectores | 2.1 Indagar como piensa o entiende el
en R3. Determina A X B. modo AA del producto vectorial.

(Cbémo se sitlia en el modo AA)

3) Dados los vectores A = (3,1,0), B = (5,7,0) Determine
explicitamente un vector C perpendicular a los vectores 3.1 Indagar como piensa o entiende la
Ay B. ¢(Hay mas de un vector C que cumpla la condicién? | propiedad 1 del modo AE.

Justifica. (Como se sittia en el modo AE)

FASE DE INVESTIGACION 3:
La tercera Fase de investigacién, tiene como propdsito es dar respuesta al objetivo

especifico 3, para lo cual se disefian dos actividades de aprendizaje, cuya finalidad es permitir
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que los estudiantes transiten hacia el modo Estructural, no sélo a partir de un AA, sino
también desde un modo SG, o también que se situé directamente en el modo estructural para
dar respuesta al problema. El instrumento consta de dos actividades que tienen por objetivo
mostrar que si el estudiante presenta dificultades para transitar desde un modo AA hacia el
modo AE (Actividad 1), se hace necesario que piense el objeto matematico desde otros modos
de pensamiento, por lo que se busca que el estudiante realice este transito desde un modo SG
transitando desde alli al modo AE, o también que logre situarse directamente en AE
(Actividad 2).

Estas actividades se aplican a cuatro casos de estudio: estudiantes de pregrado de la Carrera de
Pedagogia en Matematicas que cursan su quinto semestre; estudiantes de Licenciatura en
Matematicas que se encuentran en el noveno semestre; un estudiante de post grado de la
carrera de Doctorado en Didactica de las Matematicas; estudiantes de Postgrado en
Matematicas, un Magister y un Doctorado. En los cuatro casos los estudiantes cursaron el

curso de algebra lineal.

Casos de Estudio:

Disefio Metodoldgico | Instrumento Casos de Estudio

Estudio de Casos Actividades | Caso 1: 12 estudiantes de Pregrado que cursan su
quinto semestre de la Carrera de Pedagogia en

Matematicas.

Caso 2: 3 estudiantes de Pregrado que cursan su
noveno semestre de la carrera de Licenciatura en

Matematicas.

Caso 3: 1 estudiante de Postgrado que cursa su
segundo semestre de la carrera de Doctorado en

didactica de las Matematicas.

Caso 4: 2 estudiantes de Postgrado, el primero cursa su
primer semestre en la carrera de Magister en
Matematicas, y el segundo cursa su sexto semestre de la

carrera de Doctorado en Matematicas.
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Los casos de estudio quedan constituidos de la siguiente forma:

Caso 1: Conformado por 12 estudiantes de Pregrado de la carrera de Pedagogia en
Matematicas.

De estos estudiantes seleccionamos las respuestas de acuerdo al objetivo planteado,
quedandonos con tres de ellas. Designaremos a estos estudiantes como E1.1, E1.2 y E1.3.
Caso 2: Formado por 3 estudiantes de Pregrado de la carrera de Licenciatura en Matematicas.
Respuestas de las cuales seleccionamos dos, dado que la tercera era similar a una de estas.
Designaremos a estos estudiantes por 2.1y 2.2.

Caso 3: Constituido por 1 estudiante de Postgrado de la carrera de Doctorado en Didéactica de
las Matematicas.

A este estudiante lo designaremos como E3.1

Caso 4: Integrado por 2 estudiantes, el primero que cursa la carrera de Magister en
Matematicas, y el segundo de la carrera de Doctorado en Matematicas.

Designaremos a estos estudiantes por 4.1y 4.2 respectivamente.

En los cuatro casos las carreras se imparten en una Universidad tradicional privada chilena

ubicada en la region de Valparaiso.

Técnica Cualitativa de recoleccion de datos:

El instrumento de recogida de datos es el “cuestionario”, ¢l cual esta constituido por dos
actividades, cada una con su(s) objetivo(s) especificos. Estas actividades fueron aplicadas a los
cuatro Casos de estudio entre los meses de abril al mes de julio del afio 2014. A cada
estudiante se le llevd una copia impresa de las actividades, la cual consta de dos hojas en

donde en cada una de ellas se corresponde con una actividad.

Instrumento: Actividad 1

Dados los vectores a = (1,0,0) y 0= (0,0,0).

Pregunta Objetivo

El objetivo es mostrar que aquellos

ol

1.1 Muestra un vector b tal que a X b =

Hay mas de un vector 7 que cumpla la estudiantes que presentan dificultades para

condicién? Justifica. transitar desde el modo AA al modo P2 AE,
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es porque no entienden en el objeto
matematico de producto vectorial en otros

modos de pensamiento.

1.2 Interpreta geomeétricamente la o las

solucion(es) encontrada(s) en 2.1.

Indagar si el estudiante posee algiin modo de

pensar geométrico sobre la solucién
encontrada en 1.1, lo cual lo consideramos
como un transito desde el modo P2 AE al

modo SG.

Instrumento: Actividad 2

ACTIVIDAD 2

Sea da = 2i = (2,0,0) vector en R3, contenido en el plano z = 0.

En la figura a) se tiene: EIl vector b = 2.6 + 1.5j = (2.6,1.5,0) , donde ||b|| = 3. Y el &ngulo entre d

y b es 6 = 30°.
En la figura b) se tiene: El vector ¢ = 3j = (0,3,0), donde ||¢]| = 3. Y el angulo entre @ y ¢ es
6 =90°.
Z‘ls
Figura a) Figura b)
Pregunta Objetivo

2.1 (El area del paralelogramo formado entre los
vectores @ y b es mayor o menor al area del
paralelogramo formado entre los vectores a y ¢?

Justifica tu respuesta.

Las tres actividades tienen dos objetivos:

Observar si los alumnos responden situandose ya
sea en el modo AA o en el modo SG, o se situan
directamente en la propiedad 3 del modo AE, lo

que les permitiria reducir los calculos aritméticos.

Pagina | 45




2.2 Al ser las éareas del los paralelgoramos
formados por @y by por @y ¢ diferentes ¢La
longitud del vector axDb es igual, mayor o
menor a la longitud del vector a x ¢ ? Justifica tu
respuesta.

2.3
(—2.6,1.5,0) sobre el

Sea el vector d=-2.6i+ 1.5j =

plano z =0, donde
||d|| = 3. Y el 4ngulo 6 = 150°.
a) Relaciona la longitud del vector a x d con las

longitudes de los vectores a@ X by d x ¢. (mayor,

menor o igual). Y relaciona el é&rea del

paralelogramo formado por los vectores d y d

con los formados por los vectores @ y b y los

vectores d y ¢ . (mayor, menor o igual). Justifica.

Y el segundo objetivo y méas importante para
nuestro objetivo general, es aportar informacion
para que el alumno pueda realizar de mejor forma
el transito entre el modo SG y el modo P2 AE, en
la pregunta 2.4.

2.4 Determina un vector € con ||é|| = 3 tal que el
area del paralelogramo formado por los vectores
ay e sea igual a cero. ;Hay mas de un vector é
que cumpla la condicion?;Cuél es la longitud del
vector a x e? ¢Cuales son las componentes del

vector a x é? Justifica tu respuesta.

Mostrar que aquellos alumnos que tubieron
dificultades para transitar desde el modo AA al
modo P2 AE en la actividad 1, estas dificultades
pueden ser superadas logrando transitar hacia el
modo AE desde un SG.
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CAPITULO 6
ANALISIS A PRIORI Y

RESULTADOS DE MEDICION
INICIAL
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En este Capitulo se presenta el andlisis a priori y a posteriori de la medicion inicial,
instrumento que fue disefiado para indagar como piensan o entienden los distintos modos de
pensar del objeto matematico de producto vectorial, indagando si privilegian el modo de
pensar analitico aritmético por sobre otros modos de pensamiento, los estudiantes
correspondientes a 2 Casos de estudio: de cuarto afio de ensefianza media y de pregrado de la
carrera de Pedagogia en Matematicas. Estos informantes ya cursaron la unidad de Vectores vy,
de Geometria Vectorial respectivamente, unidades donde se encuentra inserto el contenido
correspondiente al producto vectorial.

6.1 ANALISIS A PRIORI DE MEDICION INICIAL

Pregunta 1: De los vectores A = (0,2,5),B =(19,0,0) y € = (0,5,3) en R3, uno de
ellos es el producto vectorial de los otros dos, encuéntralo. Justifica.

Esta pregunta tiene por objetivos: Indagar en como piensa o entiende el modo SG del producto
vectorial (como se sitla en este modo).Y determinar si privilegia el modo AA por sobre el
modo SG.

Se considera que si el estudiante se sitda en el modo SG para dar respuesta a la pregunta, éste
modo estaria actuando como una herramienta heuristica, ya que es la mejor forma de pensar el
objeto matematico para hallar la solucién del problema, ya que las componentes de los
vectores permiten dibujarlos en la hoja de respuestas y determinar asi cuél de ellos es el vector
perpendicular a los otros dos. También puede situarse desde un modo AA para lo cual debera
realizar el producto vectorial entre pares de vectores, hasta hallar aquellos cuyo producto
vectorial sea el tercero.

Los estudiantes para responder pueden situarse en los siguientes modos:

SG: Dibuja los vectores en el sistema de ejes coordenados, determinando el vector

perpendicular a los otros dos.
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AA: Realiza el producto vectorial entre pares de vectores utilizando la nemotecnia del seudo
determinante, hasta determinar que el producto vectorial entre C y A, o0 sea el vector

B corresponde al producto vectorial de los otros dos.

i j k
Cxa=Gj+30x@+50=[0 5 3[=[> i-[0 Zj+[) e=19
0 2 5

C><A=(O,5,3)><(O,2,5)=(|g §||§ g|,|g §)=(0,0,19)

AA: EIl producto vectorial resulta de multiplicar término a término las componentes de los
vectores C y A, utilizando luego una nemotecnia (seudo determinante) para hallar el vector
buscado.
CxA=(5+3k)x(2j+5k) =10 xj)+25( x k) + 6(k x j)+ 15(k X k)

= 25i—6i =19i

Pregunta 2: Sean A = 2i — j + 2k y B = 3i + 4j — k vectores en R3. Determina A4 x B.
El objetivo de esta pregunta es indagar en como piensa o entiende el modo AA del producto
vectorial.

Para responder se situa desde el modo AA:

AA: Utiliza la nemotecnia del seudo determinante para hallar A x B.

axz=lp 12c:|_41 =12 2]y He=-7ivsi+ 11k
3 4 -1

axp=@-12xG4-0=(7" 2|7 AL Z)=c7810
AA: Realiza el producto vectorial multiplicando termino a termino los componentes de los
vectores Ay B.
AXB = (2i—j+2k) x 3i+4j—k)
= 6i% + 8ij — 2ik — 3ji — 4j* + jk + 6ki + 8kj — 2k?
=8k +2j+3k+i+6j—8i
=—7i+8j+ 11
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3) Dados los vectores A = (3,1,0), B = (5,7,0) Determine explicitamente un vector C
perpendicular a los vectores Ay B. ¢(Hay mas de un vector C que cumpla la condicién?
Justifica.

Esta pregunta tiene por objetivo entender como el estudiante se sitla desde la propiedad 1 del
modo AE.

Se espera que el estudiante realice una coordinacién entre el modo AA, determinando
Ax B =1(0,0,16), y la propiedad 1 del modo AE, determinando el conjunto solucion {x €
R3:1(0,0,1), 1 € R} correspondiente a la recta generada por el vector ((0,0,1)), ya que por
esta propiedad de simetria alternada, cada vector A x B tiene un vector alterno, el vector

B X A que tiene igual magnitud y direccion, pero distinto sentido (simétrico).
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IMPLEMENTACION DE LA SITUACION

Se implementa la situacion correspondiente a un cuestionario a 23 estudiantes de cuarto afio de
ensefianza media, de un Colegio Particular ubicado en la Quinta Region de Valparaiso, Chile.
Y a 10 estudiantes de Pregrado de la carrera de Pedagogia en Matematicas, la cual se imparte
en una Universidad tradicional privada chilena ubicada en la regién de Valparaiso. En ambos
Casos lo estudiantes ya cursaron la unidad de Vectores y, de Geometria Vectorial
respectivamente, unidades donde se encuentra inserto el contenido correspondiente al

producto vectorial.

6.2 ANALISIS A POSTERIORI DE LA MEDICION INICIAL

Se presentan los resultados de la aplicacion de la medicién inicial a dos Casos de estudio, el
primero (Caso 1) correspondientes a 23 estudiantes de Cuarto afio medio, y el segundo (Caso
2) a 10 estudiantes de Pregrado de la Carrera de Pedagogia en Matematicas. A los estudiantes
del Caso 1 los llamaremos El.1, E1.2,...., E1.23. Y a los estudiantes del Caso 2: E2.1,
E2.2,...,E2.10.

A continuacion se presentan el analisis a posteriori de las preguntas de la medicion inicial.

6.2.1 Respuestas estudiantes correspondientes al Caso 1:

Pregunta 1:

De los vectores A =(0,2,5),B =(19,0,0) yC = (0,5,3)en R3, uno de ellos es el
producto vectorial de los otros dos, encuéntralo. Justifica.

Once estudiantes se sitGan en un modo AA, de los cuales ninguno logra encontrar el vector
perpendicular a los otros dos, de estos once, cuatro se situan de forma incorrecta en el modo
AA no logrando determinar correctamente las componentes del vector resultantes, y el resto se
sitla correctamente en este modo, pero solo realizan el producto vectorial entre los vectores A
y B, y no entre los vectores A y C, de donde se obtiene el vector B que corresponde al vector
buscado.

Solo un estudiante se sitGa en un modo SG y aungue no logra dibujar correctamente los

vectores en el sistema de ejes coordenados, si determina correctamente el vector buscado,
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dando cuenta que responder a la pregunta situdndose desde este modo es la mejor opcion para
hallar la respuesta.

El resto de estudiantes omite la pregunta o responde desde un enfoque aritmético utilizando el
producto interior.

A continuacion se muestran ejemplos de respuestas:

El estudiante E1.6 se sitla desde un modo AA, utilizando la nemotecnia del seudo
determinante, pero lo hace de forma incorrecta ya que no determina correctamente las
componentes de los vectores, y ademas la realizacion del este producto vectorial no es

suficiente para hallar la respuesta del problema.

A) WX O = . ' 8
o B L (0-0) -5 (0-85+t(0 -28)
— = o o T - ——— — )
14949 O o g > (o) ABS) w2 -

o ,8s,-38) - (0,2, 5

(o, 42 -1a5)

Respuesta del estudiante E1.6

El estudiante E13 responde correctamente a esta pregunta situandose en el modo SG, aunque

los vectores no estan correctamente representados en la figura.

) A(o,2,5)

% R e wiceer B &
Q) ( (%10/\ )

fv,‘. \t) IESA VT~
« .L('Z) SYCE U \WUereiia

JTE% PR -VTUR | SUR "
~ 2 H ] < WUCLs 7
'\/(.O) S, D\ AL INelCan N .t “I Kj (&

AN CA'C;I\\\Q (A0 1' Wy Cldse -; : Z\\/

“(/(ZT\J_(.: ol 014 /" >, A

1 \
1
|

Respuesta del estudiante E13

El estudiante E21 se situa desde un enfoque aritmético del producto interior para hallar la
respuesta. Suponemos que el estudiante entiende que el producto vectorial es el vector

perpendicular a los otros dos (modo SG), por lo que si el producto interior entre dos vectores
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da cero, esto quiere decir que ellos son perpendiculares. Por lo que logra hallar la respuesta
correcta.

D A -

(0,2,53('{'41010) CC): (015/3\/ //lq/0/03
O vyONO- O QXY OO = C)
En
T eine &Q% e O

Respuesta del estudiante E21

Pregunta 2: Sean A = 2i — j + 2k y B = 3i + 4j — k vectores en R3. Determina A X B.
Ocho estudiantes se sitian correctamente en el modo AA, determinando sus componentes.
Once estudiantes se situan de forma incorrecta: dos de ellos responden que el resultado de la

operacion es un escalar, y el resto comete errores de tipo aritmético. El resto de estudiantes
omitié la pregunta.

El estudiante E1.2 se sitla correctamente en el modo AA determinando correctamente las

componentes del vector correspondiente al producto vectorial, para lo cual utiliza la
nemotecnia del sudo determinante.

- *. ; t
2) A- g.-,’zz Aol A 2] il4-8)-3(-2-6)+ rk(g+3)
> A.J _k ——————————
S u) 3 2 -4 ‘¥A+8)_..,(IV\ I

Respuesta del estudiante E1.2

El estudiante E1.11 se sitta de forma errénea en el modo AA, ya que el resultado del producto
vectorial no es un vector sino un escalar.

N B &' Tk
) iiQ el i e T — C( 2 )+ k(23+3)
'l3> ﬁ —Ll.t —3 - (-8) ~ 14
=% + S

-y
FO5

Respuesta del estudiante E1.11
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El estudiante E17 se sitta de forma incorrecta en el modo AA ya que no determina

correctamente las componentes del vector resultante. Ademas hay errores de notacion.

Z
(2 4 g g o AATTTTTTTTT :
3 44 =000l = | g gy a4k
Respuesta del estudiante E17
Pregunta 3

3) Dados los vectores A = (3,1,0),B = (5,7,0) Determine explicitamente un vector C
perpendicular a los vectores A y B. ¢Hay mas de un vector C que cumpla la condicion?
Justifica.

Doce estudiantes no se sitdan correctamente en la propiedad 1 del modo AE: Cinco de ellos
afirman que sdlo hay un vector perpendicular a los otros dos, no logrando precisar el conjunto
solucion de los vectores simétricos alternos; siete afirman que hay infinitas soluciones pero no
precisan que este conjunto solucion {¥ € R3:1(0,0,1),A1 € R}, A debe ser Real.

Y solo dos informantes dan cuenta de la propiedad 1 de AE, afirmando que el conjunto
solucién lo constituyen (A x B) y (B x A), aunque no logran determinar todo el conjunto
solucion.

A continuacién se muestran ejemplos de respuestas:

Estudiante E6 que no logra situarse en el modo de la propiedad 1 de AE, ya que responde que

s6lo hay un vector resultante (A x B).

3) l—-\cx_a&m\o SO NOL Qe YR codon \ackR M aeo A e\los, Rusudtomic da g
Pone couz vt dos dadless Ay D

Axb:\g ,«\So\“\ Lo -8 -AC0 - v (21-5)
L (O) A w(40)

S ®%o
Respuesta del estudiante E6
Los estudiantes E21, E22 y E23 respectivamente que responden que el conjunto solucion tiene
infinitas soluciones, pero no especifican que en este conjunto {¥ € R3:1(0,0,1),1 € R}, A

debe ser real.
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ifoniSas (00) | o,

mmm,mg,%g
m

il (0,0,0) o A y Yoo damn
0 a .,mm Z 4l wSoregn (0,04) y uns ,PMQMZW
Respuesta del estudiante E21
e ) Co, 0, w oy g e A 50
kamwwo ) - o4 0O +©O
OV eo s Qeer T
BEEST me s e
° - o
Respuesta del estudiante E22
3,1,0) : jﬁx 1(0- -0)-
3 1o [(0-0)k(z1-5) ;
(5 5 M\fmmdauwc umiplo
(530) s 30 |O0F, 0 lok Coud . 4

it o o 0 harw F‘J{:iutﬁo putt

(120 vt € i s comalods)

c7 0t g ADJM 2 ng A
Zdﬁ Ayﬁfwm

0 doig O p
Respuesta del estudiante E23
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El estudiante E16 que da cuenta de una de las propiedades del analitico estructural P1 AE, al

reconocer la simetria alternada (no conmutatividad). Aunque no logra determinar el conjunto

solucion.
e mhm e m WO i S | Sk T . o8
?]5 pre @alew br o ek pubgricrtia j,‘ B s b«l-u;-,za:
I d P\"—'—"‘;‘-—‘~ ?9 Pz eAlfe e ',:,-v - <o (¢ 83 ;‘.‘.(.,V'.‘- se [ Pe L8 A "
: oH‘elu.ll MO Vﬁ'(i"ﬂﬁ & Q. Sekd, o r‘{:C.'.';-A’«.‘vza“_ A /] y A ":.) :
| PRite  elos  Teadksy dish Ao seahido filpi ARSI SIS |
| Esfos  veck ies ciin (A x B) g (Pxa) P1 AE.:
= AXB
& g 1 A4 A [ 8 -\.E)
& 2
c'= Bbxa LA A O30
. X D " A A
C= AxP {/‘A § Xl-= A(o—0>"3(0-—0>+K(2/-S)
"5 A O
5 20 C=(o)O///6>
& o A A
C=Bxa  1iT |= 4 (0-0)-)(0-0)HR (5-24)
53 o il
310

C'= (o, 0,-16)

Respuesta del estudiante E16
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6.2.2 Respuestas estudiantes correspondientes al Caso 2:

Pregunta 1:

De los vectores A =(0,2,5),B = (19,0,0) y € =(0,5,3)en R3, uno de ellos es el
producto vectorial de los otros dos, encuéntralo. Justifica.

Cinco estudiantes responden desde un AA pero lo hacen de forma incorrecta. Tres responden
desde un SG, de los cuales dos responden correctamente. Y siete estudiantes omitieron la
pregunta.

A continuacion se muestran ejemplos de respuestas:

Estudiante E2.6 que responde correctamente situandose desde un modo SG, aunque no dibuja

correctamente los vectores pedidos.

o o TS
1 ]
' '
" < -
1 1
: £l
1 1
LA - :
' "
o ___u
e/ ve ctor B es \)} S o véc"/Ol/ec_’j . » A,
por g s Lo > ey es o X 5o = R B ero Fre = g

Respuesta del estudiante E2.6

Estudiante E2.2 que responde incorrectamente desde un modo SG.

f

Respuesta del estudiante E2.2
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Pregunta 2: Sean A = 2i — j + 2k y B = 3i + 4j — k vectores en R3. Determina A4 x B.
Tres estudiantes se sitian desde un AA, de los cuales s6lo 1 contesta correctamente. Tres
estudiantes que responden no recordar el Modo AA. Y cuatro de ellos omitieron la pregunta 2.

A continuacion se muestran ejemplos de respuestas:
Estudiante E2.4 que se sitla correctamente desde un modo AA.

At fye= (L, A, 73):(3 4, -4) A
= .- ( 4—-87 T (-Z "é) a k (g—-(—-%)) = _4 ..'
- 4 ( =) —\) ( T ) = K (14D

Respuesta del estudiante E2.4

Estudiantes E2.6, E2.9 que se sitda incorrectamente desde un modo de pensar AA, ya que el

primero multiplica cada coeficiente de los vectores unitarios correspondientes, y el segundo

entrega un resultado escalar.

R N e 3
3 A-2i-gri axp b 64 -4y TIK

B AIL HHLT

Respuesta del estudiante E2.6

e e waioude
B ?:54 % = _431}' }* ) )
= (A-8)-(-2-6)* (5+2)
= -3—8B +I1l=-¢

Respuesta del estudiante E2.9
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Estudiante E2.8 responde no recordar el Modo AA:

@ €> pov f}'op u¢ 1o Cru<e, e/ wal wo /o reav &rpo

Repuesta del estudiante E2.8

Pregunta 3

Dados los vectores 4 =(3,1,0),B = (5,7,0) Determine explicitamente un vector C
perpendicular a los vectores A y B. ¢Hay mas de un vector C que cumpla la condicién?
Justifica.

Solo cuatro estudiantes responden a esta pregunta y de manera incorrecta, ya que afirma que C
puede ser cualquier namero, pero no el sistema numérico de los reales al que pertenece.

A continuacion se muestran ejemplos de respuestas:

Estudiante E2.1 que se situa de forma incorrecta en una propiedad del modo AE.

3 >—V C = (O/Q K\ ~ Sieardo X coal &)L)if’(

VO (’ - -
_ fecio Q’D:)A\J-;‘w.ku\‘op\

| Y. A &
_n»,\(,:).; V\fl‘o RS'S A QO VA | »“\ X‘ :.)

Respuesta del estudiante E2.1
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6.3 RESULTADOS DE ANALISIS A POST TERIORI DE LA MEDICION INICIAL

La pregunta 1 de la medicion inicial, la cual fue disefiada para permitir que el estudiante
piense el objeto de producto vectorial en una forma sintética-geométrica, donde el producto
vectorial es el vector perpendicular a los otros dos, para lo cual las componentes de los
vectores A = (0,2,5), B = (19,0,0) y €(0,5,3) hacen posible dibujar estos vectores en la hoja
de respuesta, y asi determinar este vector normal a los otros dos, dejando de ser estrictamente
necesario recurrir a un algoritmo para calcularlo. Sin embargo en los analisis a las respuestas
de los alumnos de cuarto afio medio (Caso 1) y los alumnos universitarios (Caso 2), la mayoria
de los estudiantes privilegian el modo AA por sobre el modo SG, lo que no les permite hallar
la respuesta correcta; y muy pocos logran situarse en un modo SG respondiendo correctamente
a la pregunta.

La pregunta 2 se disefio para visualizar como el estudiante se sitta en el modo AA del objeto
matematico producto vectorial, en el Caso 1 la mayoria de ellos responde correctamente desde
un modo AA, pero en el caso 2 casi todos los informantes no se situan correctamente en el
modo AA u omiten la pregunta.

Y en la pregunta 3, cuyo objetivo era evidenciar si los estudiantes lograban situarse en la
propiedad 1 del producto vectorial, los informantes del Caso 1 s6lo dos de ellos logran situarse
desde el modo correspondiente a la propiedad 1 del AE (P1 AE), al identificar la simetria
alternada, aunque no logran determinar todo el conjunto solucion. Los demas informantes no
se situan en este modo Yy sus respuestas son imprecisas. Y en el Caso 2 la mayoria omite esta
pregunta y los que la responden no se situan de forma correcta en la propiedad 1 del modo AE.
Las principales dificultades identificadas en las respuestas de los alumnos para situarse en el
modo AA es que no determinan correctamente las componentes del producto resultante
(vectorial), y que en algunos casos la respuesta no es un vector sino un escalar. Las
dificultades identificadas para situarse desde un modo SG es que no logran precisar las
componentes de los vectores dados en el problema en el sistema de ejes coordenados, asi
como tampoco las componentes del vector resultante. Y las dificultades que presentaron para
situarse desde el modo correspondiente a la propiedad 1 del modo AE es que no logran
precisar el conjunto solucion ya que responde que o hay sélo un vector perpendicular o hay

muchos vectores, pero no precisan que estos vectores al tener componentes reales, tiene igual
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direccién, pero distinto sentido, evidenciando que no comprenden la propiedad de simetria
alternada que caracteriza a este objeto matematico de producto vectorial.

Podemos concluir que el estudiante privilegia el modo AA por sobre otro modo de pensar, en
el caso visto en la pregunta 1, por sobre el modo SG, y ademas que presentan dificultades para
entender al objeto matematico de producto vectorial en sus distintos modos de entenderlo,

geomeétrico, aritmético y estructural, lo que avala nuestra hipétesis de investigacion.
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CAPITULO 7

DISENO Y ANALISIS A PRIORI DE
LAS ACTIVIDADES
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Se presenta el disefio de las actividades planteadas en la tercera fase de investigacion del
disefio metodoldgico, por lo que estas buscan dar respuesta al objetivo especifico nimero 3
planteado en el capitulo 1, el cudl es la bisqueda de una mayor comprension, en estudiantes de
pre y post grado, del objeto mateméatico producto vectorial.

7.1 Disefo de Actividades

Dado que en la medicién inicial se pudo constatar de que los estudiantes tienen dificultades
para situarse en los distintos modos de pensar el “producto vectorial”, privilegiando el modo
AA en sus respuestas por sobre los otros modos, se propone la aplicacién de dos actividades
las cuales tienen por objetivo general mostrar: que si el estudiante presenta dificultades para
transitar desde un modo AA hacia el modo AE, se hace necesario que piense el objeto
matematico desde otros modos de pensamiento, por lo que se busca que el estudiante realice
este transito desde un modo SG transitando desde alli al modo AE, o también que logre
situarse directamente en AE. Tomando relevancia, por tanto, que el estudiante entienda el
objeto matematico de producto vectorial en sus distintas definiciones, para una mayor
comprension de este. Para lo cual la primera actividad busca evidenciar que los estudiantes
que presenten dificultades para transitar desde el modo AA hacia el modo AE,
generalmente es porque no entienden el objeto matematico desde otro modo de pensamiento,
que no sea el modo AA, razdn por la cual lo privilegian. Por esto en la actividad 2 en
concordancia con la 1, se busca que el estudiante transite desde un modo SG hacia el AE, o
gue se situé directamente en AE para dar solucion al problema.

Las dos actividades son preguntas sobre problemas matematicos en relacion directa con el

producto vectorial, las cuales presentamos y describimos a continuacion:

Actividad 1:
Dados los vectores @ = (1,0,0) y 0 = (0,0,0).

. ¢Hay mas de un vector b que cumpla la

Q
X
St
Il
ol

1.1 Muestra un vector b tal que d
condicion? Justifica.

1.2 Interpreta geométricamente la o las solucion(es) encontrada(s) en 2.1.
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La pregunta 1.1 estd planteada desde un modo AA, buscando que el estudiante desde este
modo transite a la propiedad 2 del modo AE. El objetivo es mostrar que aquellos
estudiantes que presentan dificultades para transitar desde el modo AA al modo P2 AE,
es porque no entienden en el objeto matematico de producto vectorial en otros modos de

pensamiento.

AA P2 AE

Suponemos que la mayoria de los estudiantes en la pregunta 1.1 responderan desde un modo
AA para luego realizar el transito hacia el modo P2 AE, por lo evidenciado en la medicion
inicial de que los estudiantes privilegian el modo AA por sobre otros modos de pensamiento
del producto vectorial. Por lo que en 1.2 indagamos si el estudiante posee algun modo de
pensar geométrico sobre la soluciéon encontrada en 1 (ya sea correcto o incorrecto), lo cual

lo consideramos como un transito desde el modo P2 AE al modo SG.

Respuesta esperada en 1.1:
AA ———= P2 AE

Sea b = (b, by, by)

Luego: (0. —b,,b,)=(0,0,0).

£ ™ ] 3
y Por lo tanto b = (b,,0,0) = b,(1,0,0). b; € R que corresponde al conjunto solucién de todos I
I los miltiplos escalares Aa conA € R, que es la recta determinada pora. P2 AE

Respuesta esperada en 1.2
o 33 ol S B i Y S S el 1
P2 AE—=SG I _‘ SG,

P R e e R T S e e |
§ Dado que b = (b,,0,0) con b, € R, es |I

| el conjunto de vectores linealmente
i I

I
| dependientes al vector a. P2 AE 1 :

Pagina | 64



Actividad 2:*

Sea a = 2i = (2,0,0) vector en R3, contenido en el plano z = 0.

En la figura a) se tiene: El vector b = 2.6i + 1.5 = (2.6,1.5,0) , donde ||b|| = 3. Y el angulo
entred y b es @ = 30°.

En la figura b) se tiene: El vector ¢ = 3j = (0,3,0), donde ||¢|]| = 3. Y el &ngulo entre @ y ¢ es
0 = 90°.

Responde: exssn

2.1 ¢El area del paralelogramo formado entre los vectores d y b es mayor o menor al area del

paralelogramo formado entre los vectores a y ¢? Justifica tu respuesta.
2.2 Al ser las areas del los paralelgoramos formados por @ y b y por a y ¢ diferentes ¢La

longitud del vector a x b es igual, mayor o menor a la longitud del vector a x ¢ ? Justifica tu
respuesta.

2.3 Sea el vector d = —2.6i + 1.5j = (—2.6,1.5,0) sobre el plano z = 0, donde ||d|| = 3. Y
el angulo 8 = 150°.

-

a) Relaciona la longitud del vector a x d con las longitudes de los vectores a x b y dXCc.
(mayor, menor o igual). Y relaciona el area del paralelogramo formado por los vectores a y d
con los formados por los vectores a y b y los vectores @ y ¢ . (mayor, menor o igual).
Justifica.

2.4 Determina un vector € con ||€|| = 3 tal que el area del paralelogramo formado por los
vectores a y e sea igual a cero. ;Hay mas de un vector & que cumpla la condicion?;Cual es la
longitud del vector a x e? ¢Cuales son las componentes del vector a x &? Justifica tu

respuesta.

! Las componentes del vector b son: (2.59807621135...,1.5, 0) yen la Actividad 2 se muestra una aproximacion
del primer componente, quedando b= (2.6,1.5,0). Las componentes del vector d son: (—2.59807621135...,1.5,
0) en la Actividad 2.3 se muestra una aproximacion del primer componente, quedando d= (-2.6,1.5,0).
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En la actividad 2, las preguntas 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4 estan planteadas desde un enfoque SG ya
que las tres aluden al “area del paralelogramo” formado por los vectores corespondientes en
cada caso, areas que ellos pueden visualizar si logran pensar en el objeto en su forma

geométrica, dibujadolos en la hoja de respuestas donde han sido agregadas dos imagenes con

los vectores &, b en una, y d, ¢ en la otra, ambos casos en un sistema de ejes coordenados.

Las preguntas 2.1, 2.2, 2.3 tienen dos objetivos: el primero de ellos es observar si los alumnos
responden situandose ya sea en el modo AA o en el modo SG, o se situan directamente en la
propiedad 3 del modo AE, lo que les permitiria reducir los célculos aritméticos. Y el segundo
objetivo y mas importante para nuestro objetivo general, es aportar informacién para que el
alumno pueda realizar de mejor forma el transito entre el modo SG y el modo P2 AE, en la
pregunta 2.4.

Y la 2.4 tiene por objetivo mostrar que aquellos alumnos que tubieron dificultades para
transitar desde el modo AA al modo P2 AE en la actividad 1, estas dificultades pueden

ser superadas logrando transitar hacia el modo AE desde un SG.

SG P2 AE
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Anélisis a Priori de las Actividades

Respuestas esperadas:

2.1

a) Que el estudiante se sitla directamente en el modo P3 AE utilizando las formulas de

I x ¥|| o de ||u]|||v||send indistintamente, para el calculo del area del paralelogramo.

b) El estudiante se sitda en el modo SG, dibujando los paralelogramos en el sistema de ejes

coordenados, determinando asi cual de ellos tiene mayor area.

2.2

a) Que el estudiante se situe directamente en el modo P3 AE por lo que segun la propiedad 3,
se tiene que el “area” del paralelogramo formado por los vectores a y b, es igual a la

“longitud” del producto vectorial @ x b, analogamente para los vectores a y ¢, esto le
permitiria establecer la relacion de desigualdad referente a las longitudes sin realizar calculos

aritmeticos.

b) Que el estudiante se sitle el modo AA, calculando las longitudes de los productos
vectoriales, utilizando para ello la nemotecnia del seudo determinante para calcular el vector
producto vectorial, y posteriormente la norma de éste. Y luego determinar las relaciones entre

longitud y area respectivas.

2.3

a) Que el estudiante logre determinar las relaciones de desigualdad solicitadas en la pregunta,
situandose en el modo P3 AE. Si la longitud del vector @ x d es: ||d x d|| = 11(0,0,3)I| =
v/9 = 3, se tiene entonces que la longitud de @ x d es igual a la longitud de @ x b y por tanto
menor a la longitud de @ x ¢, lo que en conjunto con las respuestas de 2.1 y 2.2 permite
determinar las relaciones de desigualdad entre las areas de los paralelogramos y las longitudes

de los productos vectoriales, dando cuenta asi del comportamiento del producto vectorial a

medida que crece el angulo, el cual es similar al de la funcién seno.
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b) Se sitta en el modo AA lo que le permite determinar que el producto vectorial entre @ x b

es igual al de a x d, esto le permite establecer las relaciones de desiguladad, tanto de éareas
como de longitudes, apoyandose de las respuestas dadas en 2.1y 2.2.

En la figura se tiene que si el drea del paralelogramo formado entre los vectores a X € es cero, |

el producto vectorial @ X € = 0O v los vectores a v e son linealmente dependientes. Por lo tanto !

hay mds de un vector que cumple la condicién vy estos son: i

é = (3.0,0) v 5; = (—3,0,0) P2 AE!

TN

b) Coordinacion entre los modos P3 de AE y el modo P2 de AE.

El estudiante utliza la formula ||a x €|| = ||dl|||€]|sen® correspondiente al modo P3 de AE,
igualandola a cero, lo que le permite determinar que para que ||al|||€||sen® sea igual a cero,
necesariamente senf = 0, por lo que el angulo @ debe ser igual a 0° o 180°, por lo cual
€ =1d o0 € =—A2d, 1€ R determinando asi los vectores linealmente dependientes al vector

a, correspondiente al modo P2 AE.
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7.2 Significado de situarse en los modos de pensamiento respectivos, y transitos entre los

modos de pensamiento, de acuerdo a las actividades 1y 2.

7.2.1 Significado de situarse en un modo de pensamiento

Situarse en el modo SG del producto vectorial:

Significa que para dar solucion al problema el estudiante puede dibujar los vectores
enunciados en el problema en un sistema de tres ejes coordenados, y a partir de alli:

- dibujar el vector correspondiente al producto vectorial

- dibujar el paralelogramo formado por ellos.

SG

Situarse en el modo AA del producto vectorial:
Significa que puede determinar correctamente las componentes del vector producto vectorial,

como resultado de realizar el producto vectorial de dos vectores, ambos de tres coordenadas,

AA

Situarse en el modo P2 AE del producto vectorial:
Significa que puede determinar correctamente el conjunto de vectores “b” linealmente

dependientes al vector @, dado que a x b =0.

P2 AE

Situarse en el modo P3 AE del producto vectorial:

Dada la formula ||u x ¥|| = ||u]|||7]|lsen® en este modo de pensamiento, situarse en él
significa que el estudiante puede:

- reconocer la relacion implicita que la formula establece entre la longitud del producto
vectorial # x ¥, la cual es igual al area del paralelogramos entre los vectores #y ¥, lo que le
permite establecer relaciones como por ejemplo: si dos paralelogramos tienen igual area,
entonces las longitudes de los vectores productos vectoriales respestivos también lo son.

- utilizar las formulas de ||u x ¥|| o de ||i]|||¥]|sen® indistintamente, para el ciculo de area

del paralelogramo, o de la longitud del producto vectorial.

P3 AE
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7.2.2 Tréansito entre los modos de pensamiento:

-Transito entre el modo Analitico Aritmético y el modo Propiedad 2 del Analitico
Estructural.

Significa que el estudiante puede a partir del modo AA determinar correctamente las
componentes del producto vectorial, permitiendo a partir de alli, buscar la solucién de la

ecuacion @ x b = 0, donde b es el vector buscado, y de esta forma transitar al modo P2 AE

logrando identificar que el vector b corresponde al conjunto de vectores linealmente
dependientes al vector d.

Posibles articuladores:

La nemotecnia del sudo determinante que permite encontrar correctamente las componentes
del producto vectorial.

Las interpretacion correcta de la igualdad (0, bs, b,) = (0,0,0), que permite la obtencion del

conjunto de vectores linealmente dependientes al vector a.

AA —= P2 AE

-Transito entre el modo Propiedad 2 del modo Analitico Estructural y el modo SG.

Dado que b= (b,,0,0),b; € R, correspondiente al conjunto de vectores linealmente
dependientes al vector d, correspondiente al modo P2 AE, respuesta hallada en la parte 1.1 de
la actividad 1, el alumno logra realizar una interpretacion de geométrica de ella, utilizando

para ello un bosquejo o dibujo, transitando al modo SG.

P2 AE— 3G

-Transito entre el modo SG y el modo Propiedad 2 del modo Analitico Estructural.
A partir del dibujo del vector @ y de los vectores e; = (3,0,0) y e, = (—3,0,0) sobre el eje X,
del sistema de ejes coordenados, determina el conjunto de vectores linealmente dependientes
al vector a (en este caso corresponden a dos), transitando de esta forma al modo P2 AE.
Posibles articuladores: El paralelogramo con area igual a cero, lo que permite que el

estudiante sitlie a los vectores buscados en la recta generada por a.

SG——P2 AE
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CAPITULO 8

ANALISIS A POSTERIORI DE LAS
ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.
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Es este capitulo se presentan los resultados generales del analisis de las respuestas de los

estudiantes de los cuatro casos de estudio, luego se muestran los anélisis de las respuestas de

cada estudiante, para finalmente se entregar una conclusion del analisis en cada caso.

8.1 CASO 1: ESTUDIANTES DE PEDAGOGIA EN MATEMATICAS

RESULTADO GENERAL

Respuestas Actividad 1

Respuestas Actividad 2

Estudiante 1.1

1.1

eRespuesta incorrecta

eSe sitlla de forma errénea en el
modo AA, ya que no determina
correctamente las componentes del
Afirmando

producto  vectorial.

ademas que si a X b = 0, entonces
la Unica posibilidad es que

b = (0,0,0).
eDificultades: Determinacion
incorrecta de los componentes del
producto vectorial obtenido de la

nemotecnia del seudo determinante.

2.1
eRespuesta incorrecta.
eResponde desde SG, pero se sitla incorrectamente en él.

eDificultad: No interpreta correctamente SG.

2.2

eRespuesta incorrecta.

eoNo piensa el objeto matematico desde ningin modo de
pensamiento.

eDificultad: No argumenta en base a las distintas

definiciones del producto vectorial.

1.2

eNo responde

2.3

eRespuesta incorrecta

eNoO se sitlla en ningin modo de pensamiento para
abordar el problema, de su respuesta suponemos que el
alumno piensa que a mayor angulo mayor area, por lo
gue no logra entender el comportamiento del producto
vectorial similar a la funcion seno.

eDificultad: No argumenta en base a las distintas

definiciones del producto vectorial.

2.4

eRespuesta incorrecta
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eSe sitla correctamente en el modo P2 de AE ya que en
su respuesta se evidencia que entiende que para que el
area sea nula los vectores deben ser linealmente
dependientes.

eDificultades: No restringe a dos las soluciones de
acuerdo a la longitud de los vectores solucion: e; =

(=3,0,0) y e, = (3,0,0).

Estudiante 1.2

1.1

eRespuesta correcta

eTransita desde AA hacia P2 AE,
hallando el conjunto solucion
generado por el vector (a, 0,0).

eArticulador:  Nemotecnia  del

2.1

eRespuesta correcta.

eSe sitla desde un modo SG del producto vectorial,
dibujando los paralelogramos en el sistema de ejes

coordenados.

2.2

seudo determinante y la | eRespuesta correcta.

determinacion del conjunto | eSe sitla desde un modo AA del producto vectorial,
solucion  dada la  igualdad | calculado posteriormente la norma del vector para
(0, —c,b) =(0,0,0). determinar la longitud solicitada.

1.2 2.3

eRespuesta correcta

eTransita desde P2 AE hacia SG
eObservacién: En SG dibuja sélo
los vectores linealmente
dependientes en la parte positiva
del eje X, suponiendo que no logra
pensar en toda la recta solucion.
(Parte positiva y negativa del eje

X).

eRespuesta correcta.

eSe sitla en el modo AA, aunque desde este modo le
toma mas tiempo determinar la respuesta, a diferencia de
que se sitle en el modo P3 AE, donde no tendria que

realizar ningun calculo aritmético.

2.4

eRespuesta incorrecta.

eSe sitlia en el modo AA determinando correctamente las
componentes del producto vectorial, luego intenta
transitar hacia P2 de AE, pero no lo logra ya que sélo
halla una solucién, no determinando los dos vectores
linealmente dependientes. Esto también se pone en
evidencia en su respuesta en 1.2 de la actividad 1, donde
solo ve los vectores de la parte positiva del eje X.
eDificultades: No entiende correctamente el modo P2 de

AE.
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Estudiante 1.3

1.1

eRespuesta incorrecta.

eSe sitla correctamente en AA
determinando las componentes del
producto vectorial, pero no logra
transitar a P2 AE ya que no logra
determinar el conjunto solucién.
eDificultades: no interpreta
las soluciones al

igualar (0, —c, b) = (0,0,0).

acertadamente

2.1

eRespuesta correcta

eResponde con un enfoque aritmético utilizando un
determinando de orden 2.

Dibuja los paralelogramos respectivos, pero no se sitla
en un SG.

No logra situarse en P3 de AE, ya que utiliza ||d x b|| =

llll||b||cos6 para calcular el 4rea del paralelogramo

entre a y b, lo cual es incorrecto.

2.2
eRespuesta correcta
modo AA del

determinando sus componentes, utilizando el seudo

Se sitta en el producto vectorial

determinante, para luego calcular la norma respectiva.

1.2

eRespuesta incorrecta.

eNo logra situarse en el modo SG
para dar representar el conjunto

solucion.

2.3
eRespuesta incorrecta
eSe sitla en AA del producto vectorial, determinando

correctamente las componentes del producto vectorial

ixd, luego calcula su longitud, lo que le permite
establecer la relacién de desigualdad correspondiente a
las longitudes, pero no estable la relacién respecto de las
areas de los paralelogramos, esto evidencia que el
estudiante no logra transitar hacia el modo P3 de AE.

eDificultades: Al no entender el modo P3 de AE no logra
entender la relacion entre la longitud del producto
vectorial de dos parejas de vectores y el area de los

paralelogramos que ellos forman.

2.4

Respuesta incorrecta

Determina sélo un vector solucion, a saber ¢ = (3,0,0)
por lo que no logra situarse en el modo P2 de AE, ya que
no piensa de forma correcta en los vectores linealmente

dependientes.
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ACTIVIDAD 1
1) Dados los vectores @ = (1,0,0) y 0 = (0,0, 0).

—

1.1 Muestra un vector b tal que d X b=0. ¢Hay méas de un vector b que cumpla la
condicién? Justifica.

1.2 Interpreta geométricamente la o las solucion(es) encontrada(s) en 2.1.

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE ESTUDIANTES CASO 1
Estudiante 1.1
1.1

) S @ (baw) 4 DLl b, b)) vedoes o A

/
< Qb

a‘g’ 4 J K = ;'(01103-0;&)-]{5&“ L#K\"K(Oubl Q )

G b O3 = Qub3i-Gbei- bs ‘J th + QK -0kt K .

be b2 b3
E'X—7 = 4 (Qzbs - (Z-sbz3 % j(b“ -bll()* K(Q.bz- szs\

a: [y b;:— LK, L)lt() = (o,o,o)
7@ 0 =0 ( ,);{0,0,’9') 2z L’;:‘;/
@(53, 0,0) = (O,C, bl] = O = 105/0/6

G (oo )= 0 =|k=al

&dﬂ r,v- B s ooy il Ty il s 960 u,:,gco; ribons  wo hay

O‘ﬂ'l Vufor i;u.(/a/wvrta

Respuesta del estudiante 1.1 (Caso 1) a la actividad 1

1.2 No responde
Vemos en la respuesta 1.1 del estudiante que el vector solucién encontrado es b = (0,0,0), lo
cual es incorrecto ya que como podemos verificar en el analisis a priori, el vector b debe ser

igual a b= (4,0,0),A2 € R. Por lo que evidenciamos en esta respuesta que el estudiante
privilegia el modo AA por sobre otro modo de pensamiento, para luego realizar el transito
hacia un modo AE, en este caso P2 AE. Existiendo dificultades para realizar este transito,
referidas principalmente la determinacién incorrecta de los componentes del producto

vectorial obtenido de la utilizacién de la nemotecnia del seudo determinante.
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En 1.2 se puede verificar que el estudiante no entiende la propiedad 2 del modo AE del objeto
matematico de producto vectorial desde un modo SG, ya que no logra realizar ninguna

interpretacion geometrica de éste.

Estudiante 1.2
1.1

- (o5 5= xR - (00 =) (.0:0) x (80 . - (20

—6“: tQ~, bx ‘-’)
o

-(o,0. 2

i f & § R
= A ©- 0O —_—.Qo,c,bj
o, W Lo &xo

(0, c.v) = (00
M —— P A /

’. €20 pO=0

enyocees D = (Q, O\O) ) Q. €&

Respuesta del estudiante 1.2 (Caso 1) a la actividad 1

P) AE—> 36

AOAD 3 \u_p > e CcH >one

con e <o . z
Saeden (4,0,9) o= = X

Respuesta del estudiante 1.2 (Caso 1) a la actividad

En 1.1 el estudiante se sita en el modo AA determinando correctamente las componentes del

vector producto vectorial, desde alli transita hacia el modo AE (propiedad 2 de AE) hallando

el vector b con b = (a,0,0),a € R. Por lo que en este caso no identificamos dificultades en
privilegiar el modo AA para situarse desde alli, y transitar hacia un AE, utilizando como
articulador, al igual que el estudiante anterior, la nemotecnia del seudo determinante.

En 1.2 se puede visualizar que el estudiante logra transitar desde el modo AE (propiedad 2 de
AE) a un modo SG del producto vectorial. Observamos ademas que la recta correspondiente al
eje X del sistema cartesiano sélo tiene dibujados los vectores solucién en la parte positiva de
esta, por lo que suponemos que el estudiante no piensa las soluciones en la parte negativa del

eje, siendo toda la recta generada por éste vector solucion.
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Estudiante 1.3

1.1
E;(O\\blc)
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¢ LK = D - to.— <, L) :(O(O(O)

e

A.A Bbe LQ~Ag o8 )
St my muchos vectores  puesto que  wal guer  vechom
e +c§;,ac, (o, ®) o mub,c € N &g @=o cwmple

Reste gue == K(o,-z{‘()), (()101/‘\>

Respuesta del estudiante 1.3 (Caso 1) a la actividad 1

1.2
AZ.

Respuesta del estudiante 1.3 (Caso 1) a la actividad 1

En la respuesta 1.1 del estudiante vemos que si bien se sitla de forma correcta en el modo AA
del producto vectorial utilizando la nemotecnia del seudo determinante, pero determina de
forma errénea el conjunto solucién. Por lo que nuevamente constatamos las dificultades de
pensar el objeto sélo desde un AA, para realizar el transito hacia otro modo de pensar, en este
caso el modo AE (propiedad 2 del modo AE).

En 1.2 podemos ver que efectivamente el estudiante no entiende el problema desde un modo
SG, no logrando transitar desde un SG a la P2 de AE.
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ACTIVIDAD 2

Sea d = 2i = (2,0,0) vector en R3, contenido en el plano z = 0.

En la figura a) se tiene: El vector b = 2.6i + 1.5j = (2.6,1.5,0) , donde ||b|| = 3. Y el
anguloentre @y b es @ = 30°.

En la figura b) se tiene: El vector ¢ = 3j = (0, 3,0), donde ||¢|| = 3. Y el &ngulo entre a y
ces® =90°.

Figura a) Figura b)

Responde:

2.1 ¢El area del paralelogramo formado entre los vectores @ y b es mayor o menor al

area del paralelogramo formado entre los vectores a y ¢? Justifica tu respuesta.

2.2 Al ser las areas del los paralelgoramos formados por @'y b y por day ¢ diferentes ¢La

—

longitud del vector @ x b es igual, mayor o menor a la longitud del vector @ x ¢ ?

Justifica tu respuesta.

2.3 Sea el vector d = —2.6i + 1. 5j =(—2.6,1.5,0) sobre el plano z =0, donde
||d|| = 3. Y el 4ngulo 6 = 150°.

a) Relaciona la longitud del vector @ x d con las longitudes de los vectores @ X b y @ X ¢.
(mayor, menor o igual). Y relaciona el area del paralelogramo formado por los vectores
@y d con los formados por los vectores @ y b y los vectores @ y ¢ . (mayor, menor o
igual). Justifica.

2.4 Determina un vector € con ||€]| = 3 tal que el area del paralelogramo formado por
los vectores @ y e sea igual a cero. ¢Hay mas de un vector € que cumpla la
condicion?¢ Cual es la longitud del vector @ x €? ¢Cuales son las componentes del vector

a x e? Justifica tu respuesta.
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ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE ESTUDIANTES CASO 1
Estudiante 1.1

Z

Figura a) Figura b)

Respuesta del estudiante 1.1 (Caso 1) a la Actividad 2
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Respuestas del estudiante 1.1 (Caso 1) a la actividad 2

En 2.1 el estudiante no logra situarse en la propiedad 3 del modo AE, ya que para responder
no se sitla correctamente desde un SG, respondiendo que ambos paralelogramos tienen igual
area lo cual es incorrecto.

Para dar respuesta a 2.2 el estudiante no piensa el objeto matematico en ninguna de sus

distintas definiciones, sino que mas bien entrega un argumento incorrecto no logrando

transitar hacia la propiedad 3 del modo AE.

Pagina| 79



En la 2.3 el estudiante responde que la “longitud del vector d@ x d igual a la longitud del vector

d x b”, lo cual es correcto pero no hay un argumento que sustente esa afirmacion. Suponemos
que el estudiante a deducido que si se tienen dos vectores con el &ngulo comprendido entre
ellos igual a 30°, y otros dos vectores con el angulo comprendido entre ellos igual a 150°,
entonces la longitud del producto vectorial del primer par de vectores es menor a la longitud
del producto vectorial del otro par, lo cual es incorrecto. Por tanto en esta respuesta el
estudiante no transita hacia la propiedad 3 del modo AE, donde la principal dificultad es que
no se sitta en ningin modo de pensamiento (AA-SG-AE) para abordar el problema.

En 2.4 el alumno afirma que el vector solucién es € = ad con a € R, por lo que identifica que
para que el area sea nula, entonces los vectores a y € deben ser linealmente dependientes,
aunque no entrega argumentos claros que validen esta afirmacion. Y aunque la respuesta no es
correcta, ya que las soluciones corresponden a solo dos vectores, podemos afirmar que el
estudiante se sitda en el modo AE (P2 AE).

Estudiante 1.2
2.1

2.4

0;'1 K-I\0.0‘
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(&0(\.’?9 M qx\o\q\ogm _Qﬂf\l'do q)'\ ‘93(_ @5 (O o
e g S 2agls enlax elley @) et

Respuesta del estudiante 1.2 (Caso 1) a la actividad 2
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2.2
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Respuesta del estudiante 1.2 (Caso 1) a la actividad 2
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Respuesta del estudiante 1.2 (Caso 1) a la actividad 2
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El estudiante en 2.1 responde correctamente situdndose en el modo SG del producto vectorial,
ya que determina que un area es mayor que la otra, de la visualizacién de los paralelogramos
que dibuja. Observamos que dada su respuesta, no se hace necesario situarse en el modo AE
(propiedad 3) ocupando la formula para calcular areas ||ul|||v]| - sen®.

En 2.2 la respuesta es correcta, ya que utiliza la norma para calcular la longitud de los

productos vectoriales a x b y a x ¢, ademas de situarse correctamente en el modo AA
calculando las componentes de dichos productos. Aqui observamos que si el alumno se situara
en el modo AE especificamente la propiedad 3, no seria necesario realizar ningin calculo,
puesto que en 2.1 el alumno ya afirma que el area del paralelogramo formado por los vectores

a y b es menor que el formado por los vectores @ y ¢, entonces dado el modo P3 AE se tiene
que estas areas coinciden con la longitud del producto vectorial, por lo que la respuesta

inmediata seria que @ x b es menor que d X &,

En la respuesta de la pregunta 2.3 el estudiante se sitia en un modo de pensar AA para
determinar el producto vectorial a@ x d, y al hallar su longitud calculando la norma, logra
determinar que si ||@ x b|| = ||d@ x d|| se tiene entonces que ||d@ x d|| < Ild@ x ]I, a partir de
alli afirma que “lo mismo pasa con el area de los paralelogramos formados por los vectores
respectivos”, de lo cual se podria deducir que el estudiante a transitado desde un modo AA a
un modo AE (propiedad 3) pero sus argumentos no son suficientes para validar dicha
afirmacion.

En 2.4 el estudiante se sitla correctamente en el modo AA determinando las componentes de
a x é, luego halla el vector solucién € = (a, 0,0) (no especifica a € R), pero no logra transitar
hacia la propiedad 2 del modo AE, ya que identifica s6lo una solucion, esto también se
evidencid en sus respuestas en la actividad 1 pregunta 1.2 en donde sélo dibuja los vectores
solucion solo en la parte positiva del eje X, que s6lo son una parte de los vectores linealmente

dependientes.
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Respuesta del estudiante 1.3 (Caso 1) a la actividad 2
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Respuesta del estudiante 1.3 (Caso 1) a la actividad 2

El estudiante en 2.1 responde correctamente desde un enfoque aritmético utilizando un
determinante de orden 2. Si bien dibuja los paralelogramos respectivos no se sitia en el modo
SG del producto vectorial puesto que en su respuesta esto no es considerado. Ademas tampoco
se sitlia en el modo correspondiente a la propiedad 3 del modo AE, ya que determina de forma
incorrecta la férmula correspondiente al area del paralelogramo.

En 2.2 se sitla en el modo AA del producto vectorial para determinar las componentes de los

productos vectoriales @ X b y d@ x ¢, para luego calcular la norma de los vectores respectivos,
dando correcta solucion a la pregunta.

En la respuesta de 2.3 se situa desde el modo AA del producto vectorial utilizando la
nemotecnia del seudo determinante para calcular el producto vectorial de a x d, para luego

determinar su longitud mediante el calculo de la norma de a x d, esto le permite definir las

relaciones de longitud, no asi de las areas de los paralelogramos correspondientes.
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En 2.4 para determinar un vector € de modo que el area del paralelogramo formado entre los
vectores @ y € sea igual a cero, el estudiante determina uno € = (3,0,0), luego escribe que la
norma de d x € debe ser igual a cero o sea||d x €|| = 0, para probar que efectivamente el
producto vectorial es cero, si bien esta respuesta no es del todo correcta ya que son dos los
vectores solucion, suponemos que el estudiante piensa en el modo P2 AE, aunque no se sitla

correctamente, ya que no determina todos los vectores linealmente dependientes.
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8.1.1 CONCLUSIONES DEL CASO 1

En las respuestas de la actividad numero 1, de los doce estudiantes de pedagogia en
Matematicas de quinto semestre, vemos que en la parte 1.1 de la actividad 1, se encontraron 3
respuestas correctas de estudiantes que logran realizar el transito desde un modo AA hacia el
modo P2 AE, en donde logran determinar el conjunto solucion de vectores correspondiente a
la recta generada por d, para lo cual utilizan la nemotecnia del seudo determinante,
interpretando finalmente las soluciones de la igualdad que se obtiene del vector producto
vectorial igualado al vector nulo. Pero también tenemos las respuestas incorrectas que son un
total de 7 donde las principales dificultades son: la determinacién incorrecta de las
componentes del producto vectorial obtenido del seudo determinante; y la falta de

interpretacion de las soluciones que se obtiene de la igualdad (0,—bs, b,) = (0,0,0), lo que

lleva a algunos a afirmar que si d x b = 0, necesariamente b debe ser igual al vector nulo.

En la misma actividad 1, en 1.2 se tiene que la cantidad de respuestas incorrectas sigue siendo
7, ya que evidenciamos que estas respuestas dependen de los resultados obtenidos en 1.1, por
lo que se logra constatar que los estudiantes no tienen un entendimiento de la P2 de AE desde
un modo SG. En cuanto a las respuestas correctas que fueron de un total de 2, en ellas
observamos que los estudiantes sélo dibujan los vectores linealmente dependientes en la parte
positiva de la recta que corresponde al eje X, y no los dibujan en toda la recta, lo cual nos
permite suponer gque no piensan en toda la recta solucién generada por a.

Por tanto en la actividad 1 vemos que los estudiantes privilegian el modo AA para transitar
desde alli al modo P2 AE, muchos de los cuales tiene dificultades para hacerlo, de los cuales
ninguno de ellos recurre a otro modo de pensamiento para dar solucion al problema, quedando
en evidencia que la mayoria de ellos s6lo piensan el objeto matematico en su forma AA.

En la pregunta 2.1 de la actividad 2, se tiene que la cantidad de respuestas correctas es de 5,
encontramos que algunos dibujan los paralelogramos respectivos a las parejas de vectores, en
un sistema de tres coordenadas, determinando visualmente cual de ellos tiene mayor area;
otros dibujan los paralelogramos en un sistema de dos (plano cartesiano); y otros responden
desde un enfoque aritmético calculando el area mediante un determinante de orden 2. De las
respuestas incorrectas se pone en evidencia que la mayor dificultad es que los estudiantes no

logran dibujar de forma correcta los paralelogramos en el sistema de ejes coordenados (con
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tres ejes coordenados), por lo que entregan respuestas imprecisas sobre cuél de ellos tiene
mayor area.

En 2.2 se tienen 8 respuestas correctas, de las cuales en ninguna de ella los estudiantes se
situaron en el modo P3 AE, sino que respondieron utilizando principalmente el modo AA,
calculando el vector producto vectorial mediante la nemotecnia del seudo determinante, para
luego calcular la longitud de dicho vector utilizando la norma. De las respuestas incorrectas,
en total 3 los estudiantes entregan argumentos imprecisos, dando cuenta que no entienden el
objeto matematico desde sus distintas definiciones. Las respuestas restantes fueron omitidas.
En 2.3 las respuestas correctas corresponden a 1, en la cual el estudiante se sitdian en el modo
AA, logrando desde alli determinar las relaciones de desigualdad, referidas tanto a la longitud,
como al area de los paralelogramos, por lo que logra transitar al modo P3 AE, aunque sus
argumentos no son suficientes para determinar dicho transito. La mayor cantidad de respuestas
(7) son incorrectas, las principales dificultades que evidenciamos son: que el estudiante no se
situandose en ningun modo de pensamiento del producto vectorial, determina que “a mayor

angulo entre los vectores, se tiene por tanto mayor area del paralelogramos que forman™; otros

situdndose desde un modo AA determinan las compontes del producto vectorial a x d, para
luego calcular su longitud utilizando para ello la norma, pero sélo logran establecer las
relaciones de desigualdad referidos a las longitudes del producto vectorial, pero no aquellas en
las que interviene el area del paralelogramo que se forma entre estos vectores, dando cuenta de
que no logran situarse en P3 AE. Los demas estudiantes omitieron la pregunta.

Y en 2.4 todas las respuestas son incorrectas de donde identificamos las siguientes
dificultades: situandose en el modo P2 AE determinan que el conjunto solucién es
(e4,0,0) con e; € IR, pero no restringen las soluciones a s6lo dos vectores dado que su norma
debe ser de 3 unidades; o responden que la solucién es sélo un vector (3,0,0) no logrando
determinar los dos vectores linealmente dependientes (esto lo vemos en el estudiante 1.2 quien
en la actividad 1 (1.2) dibuja sélo los vectores linealmente dependientes en la parte positiva el
eje X).

Como conclusién dado nuestro objetivo general, hemos evidenciado que los estudiantes en la
actividad 1 privilegiaron el modo de pensar AA situandose en él o transitando desde alli al
modo P2 AE, muchos de los cuales no lograron realizar este transito por las dificultades

mencionadas. En las actividades 2.1,2.2 y 2.3 la mayoria de los estudiantes no logra transitar
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al modo P3 AE, desde un SG, pero aunque algunos responden desde un AA, otros lo hacen
desde un SG, aunque ninguno de ellos logra situarse en el modo P3 de AE logrando utilizar la
relacion que interpretamos de la férmula ||d@ x b|| = |ldll||b||sen6 como “la longitud del
producto vectorial, es igual al area del paralelogramo entre los vectores”, lo que les hubiese
permitido responder de forma rapida, sin la necesidad de realizar calculos aritméticos. Y
finalmente en la actividad 2.4 si bien todas la respuestas son incorrectas, donde no se logra que
los estudiantes transiten desde un SG al modo P2 AE, igualmente se quiere destacar que se
logra que estudiantes como, por ejemplo, el estudiante 1.1 que responde en la actividad 1 que
para que d X b = 0 necesariamente b debe es el vector nulo, se logra que en la actividad 2.4

el estudiante logre pensar en los vectores linealmente dependientes al vector @ dado un area

nula, donde también @ x b = 0.
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8.2 CASO 2: ESTUDIANTES DE LICENCIATURA EN MATEMATICAS

RESULTADO GENERAL

Respuestas Actividad 1

Respuestas Actividad 2

Estudiante 2.1

1.1
eRespuesta correcta
modo P2 AE,

logrando hallar el

eSe sitla en el
conjunto de
vectores linealmente dependientes

con el vector d.

2.1

eRespuesta correcta.
eResponde de dos formas:
-desde un enfoque aritmético utilizando el determinante
de orden 2.
-desde un enfoque

geométrico  dibujando  los

paralelogramos en un plano.

2.2

eRespuesta correcta.

eSe sitla en el modo SG para lo cual dibuja los
productos vectoriales respectivos, determinando cual de

ellos tiene mayor longitud.

1.2

eRespuesta correcta

eTransito desde el modo SG a P2
AE, ya que a través de su dibujo,
evidencia interpretar el conjunto de
vectores linealmente dependientes

con el vector d.

2.3
eRespuesta correcta

eSe sitla en el modo AA calculando las componentes del
vector producto vectorial a x d, determinando que
dxd=dxb, cuya igualdad le permite establecer
correctamente las relaciones de desigualdad entre las
areas y las longitudes respectivas.

Y desde un

comportamiento del producto vectorial en el sistema de

enfoque geométrico describe el
ejes coordenados, a medida que aumenta el angulo, el

cual es similar al de la funcién seno.

2.4
eRespuesta correcta
eSe sitla en el modo P2 AE afirmando que si @ x & =

(0,0,0), se tiene que a y € son linealmente dependientes.
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Estudiante 2.2

11

eRespuesta correcta
eRealiza el transito desde el modo
AA al modo P2 AE, determinando
las componentes del producto
vectorial, utilizando para ello la
nemotecnia del seudo determinante.
describe el

Luego conjunto

solucion de vectores linealmente

dependientes.

2.1

eRespuesta correcta.

eSe sitlla en el modo SG dibujando los paralelogramos
en el sistema de ejes coordenados.

eObservacion: El alumnos afirma que a mayor angulo
entre area de los

los vectores, se tiene mayor

paralelogramos, lo cual es erréneo.

2.2

eRespuesta correcta.

eSe situa en el modo AA determinado las componentes
de los productos vectoriales, utilizando la nemotecnia del
seudo determinante.

eObservacion: El estudiante podria responder sin realizar
calculos aritméticos si se situara directamente en el modo
P3 AE.

1.2

e No responde

2.3

eRespuesta incorrecta.

oSi bien se sitda de forma correcta en AA determinando
las componentes del producto vectorial —a x d, no
responde las relaciones de desigualdad que existen entre
las areas de los paralelogramos y las longitudes de los
productos vectoriales.

eDificultades: No se identifican ya que el alumno omite

estas respuestas.

2.4

eRespuesta incorrecta.

eSe sitlia en los modos P2 AE y P3 AE, ya que afirma
que “para que el area entre el vector @ y € sea cero no
debe formarse un paralelogramo, es decir, el angulo
comprendido entre ellos debe ser de 180°”, coordinando
ambos modos de pensamiento. Pero no logra situarse
correctamente en P2 AE ya que no logra ver todos los

vectores linealmente dependientes al vector d.
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ACTIVIDAD 1
1) Dados los vectores @ = (1,0,0) y 0 = (0,0, 0).

1.1 Muestra un vector b tal que d X b=0. ¢Hay més de un vector b que cumpla la
condicién? Justifica.

1.2 Interpreta geométricamente la o las solucién(es) encontrada(s) en 2.1.

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE ESTUDIANTES
Estudiante 2.1
1.1

P2 AE El vedoa axb ae puds walarlon @ bax &b um daleamiy
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oo % ke 2 % o 1 8 e e g e
" w«axb,mmmﬁkwaa})b%w&

Mo yolon o 14
Respuesta del estudiante 2.1 (Caso 2) Actividad 1

1.2
— Z
oL
SG—P2 AE
Respuesta del estudiante 2.1 (Casos 2)
Actividad 1

En 1.1 el estudiante responde de dos formas diferentes, en ambas logra situarse en el modo
AE, especificamente en la propiedad 2 del modo AE, ya que afirma que para que d X b=0si

ay b son linealmente dependientes. Observamos que no realiza un transito desde AA o desde
SG del producto vectorial hacia el modo P2 AE, ya que esto se hace inecesario si se sitla

directamente sobre P2AE.
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Y en 1.2 logra transitar de SG a la P2 de AE, ya que a traves del dibujo se evidencia una forma

de pensar el objeto matematico segun P2 AE donde el vector b es linealemnte dependiente al

vector a.

Estudiante 2.2

1.1
;: a: +bjr ck
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Respuesta del estudiante 2.2 (Caso 2) actividad 1

1.2 no responde

Para responder 1.1 el estudiante transita desde un modo AA del producto vectorial hacia el

modo P2 AE, para lo cual utiliza la nemotecnia del seudo determinante, determinando las

componentes de d x b,y luego encuentra la solucién de la ecuacién, describiendo el conjunto

de vectores linealmente dependientes, aunque no explicita cual es el vector generador.

En 1.2 da cuenta de que no logra pensar la solucién del problema desde un enfoque

geométrico.
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ACTIVIDAD 2

Sea d = 2i = (2,0,0) vector en R3, contenido en el plano z = 0.

En la figura a) se tiene: El vector b = 2.6i + 1.5j = (2.6,1.5,0) , donde ||b|| = 3. Y el
anguloentre @y b es @ = 30°.

En la figura b) se tiene: El vector ¢ = 3j = (0, 3,0), donde ||¢|| = 3. Y el &ngulo entre a y
ces® =90°.

Figura a) Figura b)

Responde:

2.1 ¢El area del paralelogramo formado entre los vectores @ y b es mayor o menor al

area del paralelogramo formado entre los vectores @ y ¢? Justifica tu respuesta.

2.2 Al ser las areas del los paralelgoramos formados por @'y b y por day ¢ diferentes ¢La

—

longitud del vector @ x b es igual, mayor o menor a la longitud del vector @ x ¢ ?

Justifica tu respuesta.

2.3 Sea el vector d = —2.6i + 1. 5j =(—2.6,1.5,0) sobre el plano z =0, donde
||d|| = 3. Y el 4ngulo 6 = 150°.

a) Relaciona la longitud del vector @ x d con las longitudes de los vectores @ X b y @ X ¢.
(mayor, menor o igual). Y relaciona el area del paralelogramo formado por los vectores
@y d con los formados por los vectores @ y b y los vectores @ y ¢ . (mayor, menor o
igual). Justifica.

2.4 Determina un vector € con ||€]| = 3 tal que el area del paralelogramo formado por
los vectores @ y e sea igual a cero. ¢Hay mas de un vector € que cumpla la
condicion?¢ Cual es la longitud del vector @ x €? ¢Cuales son las componentes del vector

a x e? Justifica tu respuesta.
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ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE ESTUDIANTES

Estudiante 2.1
2.1
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Respuesta del estudiante 2.1 (Caso 2) a la actividad 2

2.2

Respuesta del estudiante 2.1 (Caso 2) a la actividad 2

2.3
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Respuesta del estudiante 2.1 (Caso 2) a la actividad 2
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Respuesta del estudiante 2.1 (Caso 2) a la actividad 2
VVemos que en la pregunta 2.1 el estudiante responde correctamente de dos formas: desde un
enfoque aritmético determinante el area de los paralelogramos con un determinante de orden
2; y con un enfoque geométrico dibujando los paralelogramos en el plano.
En la pregunta 2.2 se sitGa en el modo de pensar SG del producto vectorial, ya que dibuja los
productos vectoriales correspondientes, lo que le permite determinar cuél de ellos es mayor en
longitud, contestando asi de forma correcta.

Para contestar 2.3 primero se sitta en el modo de pensar AA del producto vectorial, ya que

utilizando la nemotecnia del seudo determinante, determina que @ X d = d X b, cuya igualdad
le permite establecer correctamente las relaciones de desigualdad entre las areas y las

longitudes respectivas, afirma ademas desde un enfoque geométrico, que si bien el angulo

entre los vectores a y d es mayor que el &ngulo entre d y ¢, la relacion de que “a medida que
el angulo aumenta, el area y la longitud aumenta”, comportamiento del producto vectorial a
medida que aumenta el a&ngulo el cual es similar a | de la funcion seno.

En 2.4 no transita desde un modo AA o desde un modo SG hacia el modo P2 de AE, sino que
se sitla directamente en la propiedad 2 de AE del producto vectorial afirmando que si

-

ax é = (0,0,0), ay e son linealmente dependientes.
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Estudiante 2.2

Figura a)

Figura b)

Respuesta del estudiante 2.2 (Caso 2) a la actividad 2
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Respuesta del estudiante 2.2 (Caso 2) a la actividad 2

Pagina | 96



.’ o
2.."!) (Paura 4= el Zrer ﬂ.,.-l*..g el \-'ct-[-é\ & 36 Sea e

. -
; vale lsorime , @ cocic, el Zng
. 4 L ]‘: vl b ey ard s Pl A
;.w-j?»ifiy mz.,,-\“r{. el Lbe sev de f?oé o 5
b.d. -u-l-u, 5 e lh=2 , el vects = \72 0,

\rllﬂ'\. 412 ;?: ng-El.'GMQ;

_,a) s Unfee. 5 é&“ﬁmm:ni\m—-’-‘ e
Zxe- 5; es  decie, N <N < NA<T I

Respuesta del estudiante 2.2 (Caso 2) a la actividad 2

Es estudiante en la pregunta 2.1 se sitla en el modo SG dibujando los paralelogramos en el
sistema de ejes coordenados, ademas afirma que si el &ngulo entre los vectores es mayor con
respecto al otro par de vectores, entonces su area también lo es, dando asi una respuesta
correcta.

En 2.2 responde desde un modo AA del producto vectorial, calculando luego la norma de los
productos vectoriales, respondiendo asi correctamente. Observamos que el estudiante podria
responder sin realizar calculos aritméticos si se situara directamente en la propiedad 3 del
modo AE.

En 2.3 si bien responde correctamente la relacion entre la longitud de los vectores respectivos
en el problema situdndose en el modo AA del producto vectorial para ello, pero no entrega una
respuesta para la relacion entre las areas de los paralelogramos respectivos.

Si bien en 2.4 no realiza ningun dibujo para ilustrar su respuesta, podemos decir que este
estudiante responde se sitla en los modos P2 AE y P3 AE, ya que afirma que “para que el area
entre el vector @ y € sea cero no debe formarse un paralelogramo, es decir, el angulo

comprendido entre ellos debe ser de 180°”, coordinando ambos modos de pensamiento,

determinando que el vector € es igual a € = (—3,0,0) con @ x € = 0, pero no se sitla de
forma totalmente correcta en P2 AE ya que no logra ver todos los vectores linealmente

dependientes al vector d.
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8.2.1 CONCLUSIONES DEL CASO 2

De los tres estudiantes de Licenciatura vemos que en la actividad 1, en la pregunta 1.1 los tres
contestan de forma correcta, donde uno de ellos lo hace situando directamente en el modo P2
AE, y los otros desde un modo AA. En sus respuestas de 1,2 uno de ellos la omite dejando en
evidencia que no logra entender P2 AE desde un SG, las otras dos son correctas, logrando
interpretar el conjunto de vectores linealmente dependientes al vector a en un sistema de ejes
coordenados.

En la actividad 2, 2.1 todas las respuestas son correctas, donde los estudiantes se sittan en el
modo SG, o en un enfoque geométrico o aritmético. En la 2.2 también todas son correctas,
donde 2 estudiantes responden situandose en el modo AA, determinando el producto vectorial,
luego determinan la norma de estos productos vectoriales para dar respuesta a la pregunta; el
otro estudiante responde situando en un modo SG dibujando los productos vectoriales
respectivos en el sistema de ejes coordenados. En 2.3 dos estudiantes responde de forma
correcta: uno coordinando el modo AA con el modo SG, y el otro situdndose en el modo AA;
otro estudiante responde errdneamente si bien se sitda en el modo AA, no logra establecer las
relaciones de desigualdad solicitadas en la pregunta. Observamos nuevamente que ninguno de
ellos se sitda en el modo P3 AE, lo que les permitiria obtener una respuesta inmediata. Y en
2.4 el estudiante 2.1 y 2.3 responden correctamente situandose en el modo P2 de AE; el
estudiante 2.2 coordina los modos P2 AE con P3 AE afirmando que “para que el area entre el
vector @ y € sea cero no debe formarse un paralelogramo, es decir, el &ngulo comprendido
entre ellos debe ser de 180°”, aunque su respuesta no es del todo correcta, ya que determina
solo un vector solucién.

Por lo tanto podemos concluir que estos estudiantes en la actividad 1 logran transitar desde un
modo AA al modo P2 AE, no encontrando dificultades en tal transito. En las actividades 2.1,
2.2 'y 2.3 ninguno de ellos se sitda directamente en el modo P3 AE, pero si logran hallar la
respuesta correcta, o situandose en SG o en AA, o coordinando los modos AA y SG. Tampoco
tienen problemas en situarse directamente en el modo P2 AE para dar respuesta a la actividad
2.4, donde dados sus argumentos fue importante entender que para que “para que el area entre
el vector a y € sea cero no debe formarse un paralelogramo, es decir, el &ngulo comprendido
entre ellos debe ser de 180°”, lo que permite una mayor comprension de P2 de AE referido a

la interpretacion de los vectores linealmente dependientes.
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8.3 CASO 3: ESTUDIANTES DE DOCTORADO EN DIDACTICA DE

MATEMATICAS

LAS

RESULTADO GENERAL

Respuestas Actividad 1

Respuestas Actividad 2

Estudiante 3.1

1.1

eRespuesta incorrecta
oPrivilegia el modo  AA
determinando correctamente las
componentes del producto vectorial
utilizando la nemotecnia del seudo
determinante, pero no logra hallar
el conjunto solucién de vectores
linealmente dependientes.
eDificultades: No logra interpretar
las soluciones obtenidas de la
(0,—b3,b,) = (0,0,0).

Ademas solo se sitla desde el modo

igualdad

AA y no recurre a otro modo de
pensamiento para dar solucion al

problema.

2.1

eRespuesta incorrecta.

e Se sitla correctamente en el modo SG dibujando los
paralelogramos respectivos en el sistema de ejes
coordenados, pero responde de forma erronea.
eDificultades: deja la respuesta incompleta ya que
establece la relacion entre las alturas de los
paralelogramos, pero no la relacion solicitada de las

areas.

2.3

eRespuesta incorrecta.

-

eSe sitlia parcialmente en P3 AE afirmando que: “ a x b
yax d tiene igual longitud ya que tienen igual area”.

Se sitda en el modo SG determinando que las areas de los
paralelogramos de los dos pares de vectores son iguales.

Finalmente no responde a lo solicitado en la pregunta.

1.2

eNo responde.

2.4

eRespuesta correcta

eTransita desde un SG al modo P2 AE, ya que situandose
desde SG dibuja el vector a sobre el eje X con los
vectores linealmente dependientes al vector a, transitando
asi al modo P2AE, afirmando ademads: “el area es cero asi

como su producto vectorial”

2.2

eRespuesta imprecisa.

2 El estudiante en la actividad 2 responde en el orden en que se visualiza en la tabla: 2.1, 2.3, 2.4y 2.2.
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ACTIVIDAD 1
1) Dados los vectores @ = (1,0,0) y 0 = (0,0, 0).

—

1.1 Muestra un vector b tal que d X b=0. ¢Hay méas de un vector b que cumpla la
condicién? Justifica.
1.2 Interpreta geométricamente la o las solucién(es) encontrada(s) en 2.1.

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE ESTUDIANTES
Estudiante 3.1
1.1
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Respuesta del estudiante 3.1 (Caso 3) a la actividad 1

1.2 No responde

El estudiante en su respuesta de 1.1 privilegia el modo de pensar AA del producto vectorial,
determinando las componentes del producto vectorial respectivo, pero no logra determinar el
conjunto solucién de vectores que corresponden a la recta generada por da. Las dificultades
identificadas es que no logra hallar el conjunto de vectores solucion, que se obtendria al
igualar (0, —b5, b,) = (0,0,0), y ademas que al no hallar la respuesta desde un modo AA del
objeto en estudio, no recurre a otra forma de pensar el objeto para hallar la solucién.

En 1.2 se pone en evidencia que el estudiante no piensa con un enfoque geomeétrico la solucién

del problema.
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ACTIVIDAD 2

Sea d = 2i = (2,0,0) vector en R3, contenido en el plano z = 0.

En la figura a) se tiene: El vector b = 2.6i + 1.5j = (2.6,1.5,0) , donde ||b|| = 3. Y el
anguloentre @y b es @ = 30°.

En la figura b) se tiene: El vector ¢ = 3j = (0, 3,0), donde ||¢|| = 3. Y el &ngulo entre a y
ces® =90°.

Figura a) Figura b)

Responde:

2.1 ¢El area del paralelogramo formado entre los vectores @ y b es mayor o menor al

area del paralelogramo formado entre los vectores a y ¢? Justifica tu respuesta.

2.2 Al ser las areas del los paralelgoramos formados por @'y b y por day ¢ diferentes ¢La

—

longitud del vector @ x b es igual, mayor o menor a la longitud del vector @ x ¢ ?

Justifica tu respuesta.

2.3 Sea el vector d = —2.6i + 1. 5j =(—2.6,1.5,0) sobre el plano z =0, donde
||d|| = 3. Y el 4ngulo 6 = 150°.

a) Relaciona la longitud del vector @ x d con las longitudes de los vectores @ X b y @ X ¢.
(mayor, menor o igual). Y relaciona el area del paralelogramo formado por los vectores
@y d con los formados por los vectores @ y b y los vectores @ y ¢ . (mayor, menor o
igual). Justifica.

2.4 Determina un vector € con ||€]| = 3 tal que el area del paralelogramo formado por
los vectores @ y e sea igual a cero. ¢Hay mas de un vector € que cumpla la
condicion?¢ Cual es la longitud del vector @ x €? ¢Cuales son las componentes del vector

a x e? Justifica tu respuesta.
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ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE ESTUDIANTES
Estudiante 3.3

Z

Figura a) Figura

Respuesta del estudiante 3.3 (Caso 3) a la actividad 2
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Respuesta del estudiante 3.3 (Caso 3) a la actividad 2
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Respuesta del estudiante 3.3 (Caso 3) a la actividad 2
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Respuesta del estudiante 3.3 (Caso 3) a la actividad 2

® Las respuestas del estudiante 3.3 en la actividad 2 estan puestas en ese orden respetando el orden en que
respondié el alumno.
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Respuesta del estudiante 3.3 (Caso 3) a la actividad 2

En la respuesta 2.1 del estudiante, se sitia en el modo SG del producto vectorial, al dibujar los
paralelogramos respectivos en el sistema de ejes coordenados, pero igualmente responde de
forma erronea.

En 2.3 suponemos que el estudiante a partir de los datos de la actividad 2, ha logrado

determinar que efectivamente existe una relacion entre el &rea de los paralelogramos y la

longitud del producto vectorial afirmando que:” d X b y d X d tiene igual longitud ya que
tienen igual area”, situandose parcialmente en el modo P3 de AE, donde se sitda en un modo
SG para determinar que el area de los paralelogramos de los dos los pares de vectores son
iguales, lo que queda en evidencia en el dibujo que realiza sobre la figura a).

En la respuesta de la pregunta 2.4 el estudiante se situa desde un modo de pensar el producto
vectorial SG ya que dibuja el vector a sobre el eje X del sistema de ejes coordenados con los
respectivos vectores solucion que son linealmente dependientes con a, por lo que podemos
afirmar que ha logrado transitar desde este modo hacia el modo AE, propiedad 2 de AE
afirmando ademas que “el area es cero asi como su producto vectorial”.

Y en 2.2 podemos deducir que el alumno recuerda una propiedad que se cumple en el
producto punto, asignandosela al producto cruz, por lo que su respuesta no es clara e
imprecisa, pero se quiere notar que luego afirma “el producto es cero cuando el area es cero”,

ya que esta relacion concuerda y confirman sus respuestas en 2.4.
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8.3.1 CONCLUSIONES DEL CASO 3

El estudiante 3.1 de Doctorado en Didacticas de las Matematicas en la actividad 1.1 privilegia
el modo AA, pero desde alli no logra transitar hacia el modo P2 AE, y tampoco logra pensar el
problema desde un SG lo que queda en evidencia al no responder 1.2.

En la actividad 2, en 2.1, 2.2 y 2.3 para responder se sitla principalmente en el modo SG,
aunque sus respuestas son incorrectas, estas le permiten intuir que existe una relacion entre las

areas de los paralelogramos y las longitudes de los productos vectoriales, lo que queda en

evidencia en su afirmacion en 2.3: “ @ X b y a X d tiene igual longitud ya que tienen igual
area”. Y en la actividad 2.4 el estudiante logra transitar desde un SG al modo P2 AE, ya que
dibuja los vectores linealmente dependientes en el sistema de ejes coordenados de longitud 3,
afirmando luego que “el area es cero asi como su producto vectorial”, por lo que ha logrado
transitar desde un SG al modo AE.

En este caso se cumple a cabalidad nuestro objetivo general, ya que el estudiante privilegiando
el modo AA no logra transitar hacia el modo P2 AE, pero si logra hacerlo desde un modo SG,
para lo cual las preguntas 2.1, 2.2 y 2.3 lograron entregar informacion al estudiante de la
relacion entre la longitud de los productos vectoriales y el area de los paralelogramos

respectivos.
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8.4 CASO 4: ESTUDIANTE DE MAGISTER EN MATEMATICAS

RESULTADO GENERAL

Respuestas Actividad 1

Respuestas Actividad 2

Estudiante 4.1

1.1

eRespuesta correcta
eTransita desde el modo AA al
modo P2 AE,

correctamente las componentes del

determinando
producto vectorial, utilizando la
nemotecnia del seudo determinante,
de alli

conjunto solucién de todos los

a partir determina el

2.1

eRespuesta correcta.

eSe sitia en el modo de pensar P3 AE utilizando la parte
derecha de la formula ||u x v|| = |lullllv|lsend, o sea
calculo del area de los

l[ullllv||send, para el

paralelogramos.

2.2
eRespuesta correcta.

eSe sitla en P3 AE utilizando la relacion implicita que

vectores linealmente dependientes | establece la formula |lu x v|| = ||ullllv||sen®, esto es: la

al vector d. longitud del producto vectorial # x v es igual al area del
paralelogramo entre los vectores # y ¥, no necesitando
realizar calculos aritméticos.

1.2 2.3

eRespuesta correcta

eTransita desde el modo SG al
modo P2 AE, ya que a partir del
dibujo realizado determina el
conjunto de vectores linealmente

dependientes con el vector d.

eRespuesta correcta
eSe sitla en el modo P3 AE ya que utiliza la parte

derecha de la formula [lu x v|| = ||lul||lv|lsen® para

calcular tanto la longitud del producto vectorial @ x d, asf
como también el area del paralelogramo que se forma
entre estos vectores. Estableciendo luego las relaciones
de desigualdad de areas y longitudes solicitadas en la

pregunta.

2.4

eRespuesta incorrecta

eSe sitla en el modo P2 AE determinando el conjunto
solucion de vectores b = (x,0,0) con x € R, pero no
logra determinar solo
(-3,00) y é,=(3,0,0) dada su longitud de tres

unidades.

los vectores solucion &, =
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Estudiante 4.1

11
eRespuesta correcta

eTransita desde el modo AA al
modo P2 AE,

determina

para lo cual
las componentes del
producto vectorial utilizando la

nemotecnia del seudo determinante,

2.1

eRespuesta correcta.

eSe sitlla en el modo P3 AE afirmando que el &rea del
paralelogramo se puede calcular de dos formas: con

l@d xb|| o con lldll||b||sens, de las cuales escoge

ldll||b||sen6 para calcular el 4rea respectiva,

determinando area(d, B) < area(a,?).

luego encuentra el conjunto

solucion de vectores linealmente 22

dependientes al vector d. *Respuesta correcta.
e Se sitta en el modo P3 AE utilizando la relacion
implicita que establece la férmula
@ x b||=ll@ll||p||sen(6), por lo que concluye que estan
si area(d,b) < rea(d, &) entonces la longitud de @ x b
es menor que la longitud de a x ¢.
Observacion: Situandose directamente en este modo de
pensamiento le permite responder sin realizar calculo
aritmético alguno.

1.2 2.3

eRespuesta correcta eRespuesta correcta

eTransita desde el modo SG al | eSesitlia en P3 AE calculando el area del paralelogramo

modo P2 de AE, ya que a partir del
dibujo realizado da evidencia de
entender el conjunto solucion de
vectores linealmente dependientes

al vector a.

con la formula ||@ll]|b||sen(6), a partir de alli determina

las relaciones de desigualdad de areas y longitudes

solicitadas.

2.4

eRespuesta correcta

e Coordinacién entre los modos P3 AE y P2 AE.
Primero se sitia en P3 AE utilizando la formula || x
bll=l|ll||b||sen(6) donde para que el &rea sea cero se
tiene ||ll||b||sen(6) = 0, por lo que para que se cumpla
esta igualdad, el argumento de la funcién seno debe
tomar los valores de 0° y 180°, esto le permite al

estudiante determinar que los vectores linealmente
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—

dependientes al vector d son: é=1a 0 e = —Aq,

situandose asi en el modo P2 de AE.

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE ESTUDIANTES

ACTIVIDAD 1
1) Dados los vectores @ = (1,0,0) y 0 = (0,0, 0).

1.1 Muestra un vector b tal que d X b=0. ¢Hay méas de un vector b que cumpla la
condicion? Justifica.

1.2 Interpreta geométricamente la o las solucion(es) encontrada(s) en 2.1.

Estudiante 4.1
1.1
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Respuesta del estudiante 4.1 (Caso 4) a la actividad 1
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Respuesta del estudiante 4.1 (Caso 4) a la actividad 1

En la respuesta 1.1 el estudiante se sitia desde un modo de pensar AA del producto vectorial,
determinando las componentes de éste para lo cual utiliza la nemotecnia del seudo

determinante, luego en la respuesta vemos que el vector producto vectorial se iguala con el

vector nulo, determinando asi el vector solucidon b= (b4, 0,0), por lo que podemos afirmar
que logra transitar hacia el modo AE (Propiedad 2 del modo AE), ya que determina como
vectores solucién estos vectores linealmente dependientes con a.

En 1.2 vemos que efectivamente el estudiante entiende que el conjunto solucidn de vectores es
linealmente dependientes con el vector d, logrando transitar desde un modo SG hacia el modo
P2 de AE.

Estudiante 4.2
1.1
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Respuesta del estudiante 4.2 (Caso 4) a la actividad 1

Pagina | 108



@ 2. - =L Pe notde a-.—_nat-md.g g ﬁ

i

V SG———*PZAE

Respuesta del estudiante 4.2 (Caso 4) a la actividad 1

Para responder 1.1 el estudiante 5.1 realiza un transito entre el modo AA del producto
vectorial al modo AE (propiedad 2 de AE), este transito lo realiza utilizando como articulador
el seudo determimante con el cual determina las componentes del producto vectorial, para
luego encontrar el conjunto solucidn de vectores linealmente dependientes al vector a.

En 1.2 muestra entender el conjunto solucion de vectores linealemente dependientes al vector

a desde un modo de pensar SG transitando desde SG a P2 de AE.
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ACTIVIDAD 2

Sea d = 2i = (2,0,0) vector en R3, contenido en el plano z = 0.

En la figura a) se tiene: El vector b = 2.6i + 1.5j = (2.6,1.5,0) , donde ||b|| = 3. Y el
anguloentre @y b es @ = 30°.

En la figura b) se tiene: El vector ¢ = 3j = (0, 3,0), donde ||¢|| = 3. Y el &ngulo entre a y
ces® =90°.

Figura a) Figura b)

Responde:

2.1 ¢El area del paralelogramo formado entre los vectores @ y b es mayor o menor al

area del paralelogramo formado entre los vectores a y ¢? Justifica tu respuesta.

2.2 Al ser las areas del los paralelgoramos formados por @'y b y por day ¢ diferentes ¢La

—

longitud del vector @ x b es igual, mayor o menor a la longitud del vector @ x ¢ ?

Justifica tu respuesta.

2.3 Sea el vector d = —2.6i + 1. 5j =(—2.6,1.5,0) sobre el plano z =0, donde
||d|| = 3. Y el 4ngulo 6 = 150°.

a) Relaciona la longitud del vector @ x d con las longitudes de los vectores @ X by @ X ¢.
(mayor, menor o igual). Y relaciona el area del paralelogramo formado por los vectores
@y d con los formados por los vectores @ y b y los vectores @ y ¢ . (mayor, menor o
igual). Justifica.

2.4 Determina un vector € con ||€]| = 3 tal que el area del paralelogramo formado por
los vectores @ y e sea igual a cero. ¢Hay mas de un vector € que cumpla la
condicion?; Cudl es la longitud del vector @ x €? ¢Cuales son las componentes del vector

a x e? Justifica tu respuesta.
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ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE ESTUDIANTES
Estudiante 4.1
2.1
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Respuesta del estudiante 4.1 (Caso 4) a la actividad 2
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Respuesta del estudiante 4.1 (Caso 4) a la actividad 2
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En 2.1 el estudiante responde situdndose directamente sobre el modo P3 de AE, ya que aplica
la formula |lu x v|| = ||ul||lv]|send, donde observamos que utiliza la parte derecha de ella
|u|||lv]|send, determinando con ella el area de los paralelogramos respectivos. Por lo que su
respuesta situandose en este modo es correcta.

En la pregunta 2.2 responde correctamente situdndose nuevamente sobre el modo P3 AE del
producto vectorial, ya que utiliza la relacién implicita que se deduce de la férmula |ju X v|| =
llullllv]|lsen®, esta relacién es que la longitud del producto vectorial entre # y v es igual al
area del paralelogramo que se forma entre los vectores 1 y v.

En 2.3 vuelve a situarse en P3 de AE determinando con la formula ||u x v|| = ||ul|||v||sen®
(parte derecha de ella ||u|l||v||senf) tanto la longitud de dxd, asi como el area del
paralelogramo entre d y d, lo que le permite determinar que esta area es igual al area del
paralelogramo formado entre a y b.

2.4 Responde que la solucién es el vector b= (x,0,0) con x €R, y luego da una

caracteristica importante de los vectores @ y b, esto es, que son paralelos, y ademas que el

angulo que forman puede ser de 0° o de 180°, para lo cual utiliza la funcién sen, ambas
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caracteristicas de vectores linealmente dependientes al vector d. Lo que nos permite afirmar
que el estudiante logra situarse en el modo P2 de AE. Pero no determina los dos vectores
solucién € = (—3,0,0) y € = (3,0,0), dado que la longitud de estos vectores debe ser de 3

unidades.
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En 2.1 responde situandose directamente en el modo AE en la propiedad 3, ya que determina
que para calcular el area del paralelogramo entres los vectores a y b se puede utilizar ||Ez x b ||
o la formula ||@ x b||=Ildll||b||sen(6), y escogiendo lI@ll||b||sen(6) esta Gltima responde
correctamente a la pregunta que relaciona las areas de los paralelogramos.

El estudiante en la respuesta 2.2 también se sitla desde la propiedad 3 del modo AE,
entendiendo la relacién implicita de la formula ||d@ x b||=Ildll||b||sen(6), la cual establece que
la longitud del producto vectorial entre a y b, es igual al area del paralelogramo formado entre
los vectores a y b, lo que le permite responder correctamente sin realizar calculo alguno que si
las areas de los paralelogramos estan en la relacion area(a, I;) < area(a, ¢) luego entonces la
longitud del producto vectorial @ x b es menor que la longitud de @ x ¢,

ld@ x b|| < lla x €ll.

En la respuesta 2.3 el estudiante se situa nuevamente en el modo de la propiedad 3 del modo

AE, calculando primeramente el area del paralelogramo entre d y d, para luego determinar las

relaciones de desigualdad solicitadas en la pregunta.
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La respuesta 2.4 da cuenta de que el estudiante coordina los modos P3 AE y P2 AE. Primero
se sitlia en P3 AE utilizando la formula ||d@ x b||=]|cll||b||sen(6) donde para que el 4rea sea
cero, o sea [|@ll||b||sen(6) = 0, el argumento de la funcién seno puede tomar los valores de
0% y 1809, esto le permite determinar que los vectores linealmente dependientes al vector a

son € = Aa o € = —Aa, situandose asi en el modo P2 de AE. Luego dado que su longitud

debe ser tres, se tiene que € = (—3,0,0) o que € = (3,0,0).
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8.4.1 CONCLUSIONES DEL CASO 4

Ambos estudiantes tanto 4.1 de Magister en Matematica, como 4.2 de Doctorado en
Matemadticas responden la actividad 1.1 transitando desde el modo AA al modo P2 AE, y en
la actividad 1.2 transitando desde un P2 AE hacia un SG. También encontramos que en la
segunda actividad ambos responden 2,1, 2,2 y 2.3 situandose directamente en el modo P3 AE,
y sélo en la actividad 2.4 observamos que el estudiante de Magister responde situandose en el
modo P2 AE, mientras que el estudiante de Doctorado realiza una coordinacién entre dos
modos estructurales, el modo P2 AE y el modo P3 AE.

En cuanto a nuestro objetivo general de investigacion, vemos como estos estudiantes no
privilegian el modo de pensar AA en sus respuestas, sino que por el contrario utilizan
mayoritariamente el modo AE, lo que les da mayor precision en sus respuestas, y ademas en
algunos casos les permite determinar respuestas sin realizar calculos aritméticos, mostrando
que pensando el objeto matematico de producto vectorial desde otros modos, no solo desde un

AA, permite una mayor comprension.

Pagina | 116



Conclusién

Esta investigacion tuvo como principal objetivo la busqueda de una mayor comprension del
objeto matematico de producto vectorial. Dado los antecedentes obtenidos en articulos sobre
la ensefianza de la fisica, los cuales evidencian que existen dificultades en los estudiantes al
momento de resolver un problema en el que esté involucrado el producto vectorial, en donde
ambas investigaciones reportan que una de las mayores problemas que evidencian los
estudiantes, referidas al aprendizaje del producto vectorial es, la falta 0 mayor dificultad en su
interpretacion geométrica, teniendo menos dificultades en el célculo de éste. A partir de alli
elaboramos la problematica de investigacion: referida a que los estudiantes privilegian el
modo de pensar analitico aritmético, teniendo dificultades para situarse en otros modos de
pensamiento del producto vectorial, lo que no le permite acceder a una mayor abstraccion del
objeto matematico. Se escoge por tanto el Marco Tedrico de los modos de pensamiento, ya
que es el mejor lente para abordar esta problematica, donde una vez definida ésta se elaboran
los objetivos de investigacion, estos permitieron el disefio Metodologico de investigacion,
el cual consta de tres fases: en la primera de ellas se propone una revision bibliografica de
textos referentes tanto a epistemologia historica del producto vectorial, como de textos de
algebra lineal, lo cual permitié desarrollar un andlisis historico epistemoldgico y un analisis
matematico que permitié sustentar los distintos modos de pensar del objeto matematico, asi
como identificar posibles articuladores entre los modos de pensamiento. Esto permitio
levantar los distintos modos de pensamiento del objeto matematico utilizando el Marco
Teorico de los modos de pensamiento de Ana Sierpinska. Posteriormente se realizd lo
propuesto en las fases 2 y 3 de la Metodologia que fue: el disefio y aplicacion de una medicion
inicial para documentar la problematica de estudio; y una propuesta de actividades para lograr
una mayor comprensién de objeto matematico producto vectorial, respectivamente.

La medicion inicial se aplicé a dos casos de estudio, estudiantes de cuarto afio de ensefianza
media y estudiantes de pregrado de Pedagogia en Matematicas, de lo cual se logra concluir
que ellos en sus respuestas privilegian el modo AA por sobre otro modo de pensamiento (SG),
y que ademas tienen dificultades para situarse en los distintos modos de pensar del objeto

producto vectorial.
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Por lo que en la fase tres se disefian dos actividades que tienen por objetivo lograr que el
estudiante entienda el objeto matematico de producto vectorial en sus distintas definiciones,
para una mayor comprension de éste, para lo cual se busca mostrar que si un estudiante
presenta dificultades para transitar desde un modo AA hacia el modo AE, se hace necesario
que piense el objeto matematico desde otros modos de pensamiento, buscando que realice el
transito desde un modo SG, transitando desde alli al modo AE, o también que logre situarse
directamente en AE para dar respuesta al problema. Por lo que en la primera actividad (la cual
estd planteada desde un modo AA) se busca evidenciar que aquellos estudiantes que tienen
dificultades para transitar desde el modo AA hacia el modo AE, generalmente es porque
no entienden el objeto matematico desde otro modo de pensamiento, que no sea el modo
AA, razdn por la cual lo privilegia. Por esto en la actividad 2, (la cual esta planteada desde el
modo SG) en concordancia con la actividad 1, tuvo como propoésito que el estudiante transite
desde un modo SG hacia el AE, o que se situé directamente en AE.

Una vez aplicadas las actividades a cuatro casos de estudio, correspondientes a estudiantes
universitarios de pre y post grado, se obtuvieron las siguientes conclusiones por caso:

En el caso 1 de estudiantes de pedagogia en matematica que cursan su quinto semestre, se
evidencio que la mayoria privilegia el modo AA por sobre los otros modos para responder el
item 1.1 de la actividad 1. Y que si bienen 2.1, 2,2 y 2.3 no se sitlan directamente en el modo
P2 AE, logran encontrar las respuestas correctas situandose en otros modos como el AA, y el
SG, esto dado que la actividad 2 esta planteada desde un modo SG. Y en 2.4 si bien ninguno
de los estudiantes logra responderla correctamente, igualmente se quiere destacar la respuesta

dada por dos estudiantes de que el vector buscado es € = (3,0,0), en donde uno de ellos en la

respuesta de la actividad 1 afirmé que “para que da X b = 0 necesariamente b debe es el
vector nulo”, mostrando que en la actividad 2 logra una mayor comprension del modo P2 AE.

En las respuestas del caso 2 de estudiantes de la carrera de Licenciatura en Matematicas, se
tiene que en la actividad 1 logran transitar desde un modo AA al modo P2 AE, no
encontrando dificultades en este transito. En las actividades 2.1, 2.2 y 2.3 ninguno de ellos se
situa directamente en el modo P3 AE, pero si logran hallar la respuesta correcta, situandose en
el modo SG o en el modo AA, o coordinando los modos AA y SG. Tampoco tienen problemas
en situarse directamente en el modo P2 AE para dar respuesta a la actividad 2.4, de donde no

s6lo destacamos que los estudiantes se situaran directamente en el modo P2 AE, no
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privilegiando el AA, sino que también se da enfasis en las afirmaciones de los alumnos, como
la siguiente: “para que el area entre el vector @ y € sea cero no debe formarse un
paralelogramo, es decir, el angulo comprendido entre ellos debe ser de 180°”, lo que les
permite una mayor comprension de P2 de AE referido a la interpretacion de los vectores
linealmente dependientes a partir de que el &rea del paralelogramo dado es cero.

En el caso 3 el estudiante de Doctorado en Didacticas de las Matematicas en la actividad 1.1
privilegia el modo AA, pero desde alli no logra transitar hacia el modo P2 AE, y tampoco
logra pensar el problema desde un SG, no logrando pensar en el conjunto de vectores
linealmente dependientes al vector d@. En la actividad 2, en 2.1, 2.2 y 2.3 se sitla
principalmente en el modo SG, y aunque algunas de sus respuestas son incorrectas, estas le

permiten intuir que existe una relacion entre las areas de los paralelogramos y las longitudes
de los productos vectoriales, lo que queda en evidencia en su afirmacion en 2.3: “@ X b y

dxd tiene igual longitud ya que tienen igual area”. Y en la actividad 2.4 el estudiante logra
transitar desde un SG al modo P2 AE, ya que dibuja los vectores linealmente dependientes en
el sistema de ejes coordenados, afirmando que ‘“el area es cero asi como su producto
vectorial”, por lo que ha logrado transitar desde un SG al modo P2 AE. En este caso vemos
que el estudiante alcanza una comprension profunda del modo P2 AE, a partir de un modo SG,
lo que no le fue posible desde el modo AA.

Y en el caso de los estudiantes de postgrado, caso 4, en sus respuestas tanto de la actividad 1
como en la actividad 2 se situan en la mayoria de las veces, directamente en los modos
estructurales, ya sea P2 AE o P3 AE, evidenciando que al responder desde este modo no se
hacen necesarios los calculos aritméticos, sino que basta el argumento que proviene del
entendimiento de este modo estructural.

Finalmente queremos concluir la importancia de plantear la actividad 1 desde un modo AA
hacia el modo estructural, para luego plantear la actividad 2 desde un SG, hacia el modo
estructural, ya que esto permitié que algunos de los estudiantes de los casos 1, 2 y 3 lograran

una mayor comprension del modo de la propiedad 2 del modo AE, logrando asi que deje de

ser cierta para estos estudiantes la afirmacion de que si @ x b = 0, necesariamente @ 0 b es un
vector nulo. En donde la mayor dificultad que se presento en la actividad 1, que fue interpretar
el conjunto solucion de vectores linealmente dependientes obtenidos de resolver la ecuacion

(1,0,0) x (by, by, b3) = (0,0,0), conjunto solucién que puede ser hallado situandose desde
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otro modo de pensamiento, sin la realizacion de calculos aritméticos. Por tanto podemos
afirmar que dada la aplicacion de las dos actividades se logra cumplir con el objetivo de
investigacion, referido a lograr una mayor comprension del objeto matemaético producto
vectorial, si bien aceptamos que no podemos generalizar estos resultados, ya que son pocos
los casos de estudio, y s6lo se abordd la busqueda de una mayor comprension del modo P2
AE, haciéndose necesario: aplicarlo a otros casos de estudio, como por ejemplo estudiantes de
pedagogia en Fisica; y también disefiar mas actividades en donde se aborden la propiedad 1 y
la propiedad 2 del modo AE, siempre en la busqueda de una comprension profunda del objeto

matematico en estudio.
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ANEXOS
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MEDICION INICIAL

APLICADO A UN CURSO DE ESTUDIANTES DE CUARTO ANO DE ENSENANZA
MEDIA Y A UN CURSO DE TERCER SEMESTRE DE LA CARRERA DE
PEDAGOGIA EN MATEMATICAS.

TE INVITAMOS A RESPONDER LO SIGUIENTE, ESCRIBIENDO TODO
DETALLADAMENTE:
Pregunta 1: De los vectores A = (0,2,5),B =(19,0,0) y € = (0,5,3) en R3, uno de

ellos es el producto vectorial de los otros dos, encuéntralo. Justifica.
Pregunta 2: Sean A = 2i — j + 2k y B = 3i + 4j — k vectores en R3. Determina A X B.
Pregunta 3: Dados los vectores A = (3,1,0),B = (5,7,0) Determine explicitamente un

vector € perpendicular a los vectores Ay B. ¢(Hay mas de un vector C que cumpla la

condicion? Justifica.
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ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

Actividad 1:

Dados los vectores @ = (1,0,0) y 0 = (0,0, 0).

1.1 Muestra un vector b tal que @ X b=0. ¢Hay méas de un vector b que cumpla la
condicién? Justifica.

1.2 Interpreta geométricamente la o las solucién(es) encontrada(s) en 2.1.

Actividad 2:

Sea a = 2i = (2,0,0) vector en R3, contenido en el plano z = 0.

En la figura a) se tiene: El vector b = 2.6i + 1.5j = (2.6,1.5,0) , donde ||b|| = 3. Y el
anguloentre @y b es @ = 30°.

En la figura b) se tiene: El vector ¢ = 3j = (0, 3,0), donde ||¢|| = 3. Y el angulo entre a y

¢es O =90°.

Figura a) Figura b)

Responde:

2.1 ¢El area del paralelogramo formado entre los vectores @ y b es mayor o menor al
area del paralelogramo formado entre los vectores a y ¢? Justifica tu respuesta.

2.2 Al ser las areas del los paralelgoramos formados por @'y b y por ay ¢ diferentes ¢La

-

longitud del vector @ x b es igual, mayor o menor a la longitud del vector @ x ¢ ?

Justifica tu respuesta.
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2.3 Sea el vector d = —2.6i + 1. 5j =(—2.6,1.5,0) sobre el plano z =0, donde
||d|| = 3. Y el 4ngulo 6 = 150°.

a) Relaciona la longitud del vector @ x d con las longitudes de los vectores @ x by @ X ¢.
(mayor, menor o igual). Y relaciona el &rea del paralelogramo formado por los vectores
@y d con los formados por los vectores @y b y los vectores @ y € . (mayor, menor o
igual). Justifica.

2.4 Determina un vector € con ||e|| = 3 tal que el area del paralelogramo formado por
los vectores @ y e sea igual a cero. ¢Hay méas de un vector € que cumpla la
condicion?¢ Cuadl es la longitud del vector a x €? ¢Cuales son las componentes del vector

a x e? Justifica tu respuesta.
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