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Resumen

El mayor esfuerzo en la investigacion de la Programacion con Restricciones se ha centra-
do en encontrar formas eficaces para solucionar Problemas de Satisfaccién de Restricciones.
Sin embargo, el aspecto mds fundamental de la resolucion de un Problema de Satisfaccion de
Restricciones, el modelado del problema, ha recibido mucho menos atencion. Esto es importante
porque la seleccion de una formulacién apropiada puede tener efectos en la eficacia de cualquier
algoritmo que resuelve problemas de satisfaccion de restricciones.

Considerando esta importancia se identificaron algunas de las caracteristicas claves que par-
ticipan en la definicién de un modelo y se analizaron los efectos que puede tener la definicién
de un modelo en la bisqueda de soluciones de un problema, lo que servird como una base para
realizar estudios futuros.

Palabras claves: Programacion con Restricciones, Satisfaccion de Restricciones, Modelado de
Problemas.
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Abstract

The major research effort in Constraint Programming has focused on finding effective ways
to solve Constraint Satisfaction Problems. However, the most fundamental aspect of solving a
Constraint Satisfaction Problem, modeling of the problem, has received much less attention. This
is important because the selection of an appropriate formulation can have dramatic effects on
the effectiveness of any algorithm that solves Constraint Satisfaction Problems. Considering this
importance, has identified some key features involved in the definition of a model and analyzed
the effects it can have the definition of a model in the search for solutions to a problem, which
will serve as a basis for future studies.

Keywords: Constraint Programming, Constraint Satisfaction, Modeling Problems.
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cApriTuLO 1

Introduccion

Muchos problemas en inteligencia artificial e informatica, tales como: la asignacion de recur-
sos, planificacidn, establecimiento de horarios, configuracién, y problemas de satisfacibilidad,
pueden ser modelados como Problemas de Satisfaccion de Restricciones, en inglés, Constraint
Satisfaction Problem (CSP). Las restricciones se muestran en la mayoria de las dreas del ser
humano. Se usan restricciones para dirigir el razonamiento como una clave del sentido comun
diario. "Puedo estar ahi a partir de las 5 6 6", es una tipica restriccion que se utiliza para pla-
nificar el tiempo personal. En general no se soluciona una sola restriccién sino un conjunto de
restricciones. En los ultimos afios la Programacién con Restricciones ha atraido la atencion de
gran cantidad de expertos de diversas dreas, debido a su potencial para resolver los problemas
de la vida real.

La programacién con restricciones, en inglés, Constraint Programming (CP), se basa en el
modelado y resolucion con restricciones [11]. Dado un problema descrito a través de variables,
donde cada variable posee un dominio asociado, compuesto por un conjunto de potenciales
valores y un conjunto de restricciones que representan las diferentes relaciones entre las varia-
bles que deben ser satisfechas para resolver el problema, la idea principal de la CP es usar el
conocimiento de las restricciones para eliminar del dominio de las variables todos aquellos valo-
res que no pueden formar parte de una solucion al problema. De esta forma, es posible resolver
un problema reduciendo los dominios de sus variables hasta conseguir aproximaciones muy cer-
canas al valor solucidn, o reducir el dominio de una o mas variables hasta eliminar todos sus
posibles valores.

La mayor parte de la investigacion ha centrado su esfuerzo en disefar algoritmos de busque-
da eficientes para resolver CSPs, y explotando informacién especifica del dominio para resolver
eficientemente aplicaciones individuales. Una linea de investigacion reciente e importante en la
comunidad cientifica es determinar cdmo la formulacién y reformulacién de un problema afecta
la eficiencia en la ejecucion de algoritmos de resolucién de restricciones, pasando a importar en
este aspecto el tema del modelado de un CSP.



Seleccionar el modelo mas apropiado es en general dificil. De hecho, no existen hasta el
momento nociones objetivas y generales para la mejor formulacién. En la primera parte del de-
sarrollo del proyecto se obtuvo algunas caracteristicas que forman parte del modelado. Estas
caracteristicas de modelado seran utilizadas para realizar la formulacién de algunos problemas
comunes existentes en la literatura, estableciendo de qué forma estos modelos influyen en la
resolucion de los problemas. Se utilizard el solver Eclipse para realizar las practicas de los pro-
blemas y para implementar y evaluar la solucion propuesta.

1.1  Objetivos Generales y Especificos

1.1.1 Objetivos Generales.

Estudiar la problematica del modelado de CSP, establecer sus caracteristicas principales y
formular diferentes modelos de CSP a resolver con el solver Eclipse.

1.1.2 Objetivos Especificos.

» Estudiar y comprender los fundamentos de Programacion con Restricciones.
= Comprender la teoria para modelar un problema combinatorial como un CSP.
= Estudiar y comprender el modelado de problemas cldsicos existentes en la literatura.

» Estudiar y comprender las decisiones de modelado, definiendo las caracteristicas que
forman parte de un modelo.

» Estudiar y aplicar las caracteristicas de modelado definidas.
= Comprender la estructura y notacién utilizadas por Eclipse.
= Implementar el modelado de CSP utilizando Eclipse.

m Evaluar las caracteristicas de modelado obtenidas, mediante la utilizacién de Benchmarks
(de problemas clésicos) disponible en la literatura, entregando el andlisis de los resultados
obtenidos.



CAPITULO 2

Problemas de Satisfaccion de Restricciones (CSP)

2.1 Definicién y Conceptos Basicos

Dada la gran cantidad de terminologias existentes para denotar un CSP, es necesario for-
malizar su definicién y la de sus componentes relacionados.

Un Problema de Satisfaccion de Restricciones (CSP) de dominio finito, consiste en un
conjunto finito de variables de decision, cada una con un dominio finito asociado de posibles
valores, y un conjunto finito de restricciones. Asi, la definicion formal seria:

» CSP: Un Problema de Satisfaccion de Restricciones es una tupla P = (X; D; C') donde:

i) X = {x1,...,z,} es un conjunto de n variables;

ity D = {Ds,...,D,} es el conjunto de dominios. Para cada variable z; en X, D,, es el
dominio de z;. Se define el dominio de una variable como el conjunto finito de todos los
valores posibles que pueden ser asignados a ella;

iti) C = {c1,...,cm} €s un conjunto finito de restricciones. Una restriccion ¢; es una
relacion definida sobre un subconjunto de las variables.

El conjunto de variables en la restriccion ¢ se denotara por V.. Si el conjunto V. tiene sélo
uno o dos elementos, se hablard de restricciones unarias o binarias respectivamente. Las
restantes restricciones son llamadas restricciones no binarias. asi, se dice que un CSP es
un CSP binario, si todas sus restricciones son unarias o binarias.

La estructura de un CSP puede ser representada por un grafo de restricciones (figura 2.1).
El grafo de restricciones mds simple utiliza CSP binarios, donde los vértices corresponden
a las variables que estdn conectadas por un arista, si y solo si existe una restriccion que
incluya ambas variables.
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Figura 2.1: Representacion de un CSP como grafo de restricciones

= Notacion de CSP: A continuacién se define una notacién asociada a los CSP y que sera
utilizada en este proyecto.

e El nimero de variables de un CSP se denota por n. La longitud del dominio de una
variable z; se denota por d; = |D;|. El niimero total de restricciones se denota por ¢
y la aridez méxima por k.

e Variables. Para representar las variables se utilizan las ultimas letras del alfabeto en
cursiva, por ejemplo, x, y, z. El conjunto de variables x;, ..., r; se denota por X; _ ;.

e Dominio. El dominio de una variable x; se denota por D;. La asignacién de un valor
a a una variable = se denota mediante el par (z, a).

e Restriccion. Una restriccion k-aria entre las variables x1, ...z, se denota por C(y .. z).
Asi, la restriccion binaria entre x; y x; se representa por C(; ;).

En el ejemplo de la figura 2.1 se observa que el numero total de variables, n, es igual a 4.
El dominio médximo es 4 y el dominio minimo es 2,

= Asignacion de Variable: Una asignacion de variable (z, a) (también conocida como ins-
tanciacion), es un par variable-valor que representa la asignacion del valor a a la variable
x. Una instanciacion de un conjunto de variables es una tupla de pares ordenados, donde
cada par ordenado (x, a) asigna el valor a a la variable x.

= Solucién: Una solucién a un CSP es una asignacién de valores a todas las variables de
forma que se satisfagan todas las restricciones.
Una tupla ((x1;a4), ..., (x,,a,)) es localmente consistente si satisface todas las restric-
ciones formadas por las variables de la tupla.

Es decir, una solucién es una tupla consistente que contiene todas las variables del proble-
ma. Asi, se dice que un problema es consistente, si existe al menos una solucion, es decir
una tupla consistente (ay, as, ..., ay,).



2.2

La tarea en un CSP es asignar un valor a cada variable tal que todas las restricciones sean
satisfechas simultdneamente.

Si un CSP no tiene solucion, el problema es llamado inconsistente.

Resolucion de un CSP.

La resolucion de un problema de satisfaccion de restricciones requiere de tres etapas:

= Modelar el Problema como un CSP. El modelado expresa el problema mediante una

sintaxis de CSP, es decir, mediante un conjunto de variables, dominios y restricciones
del CSP.

Resolucion del Modelo. Esta etapa se entiende como la tarea de buscar una solucién sim-
ple para el problema, aunque a veces se requiere encontrar todo el conjunto de soluciones,
y en ciertos casos a causa del costo para encontrar una solucion, el objetivo consiste en
encontrar la mejor solucién o una aproximacion a ésta con respecto a unos recursos limi-
tados (como un tiempo razonable).

Actualmente la resolucién de CSP suele ser realizada mediante el uso de diferentes técni-
cas, desde técnicas tradicionales a otras mucho mas modernas. Existen diferentes métodos
de resolucién de CSPs y en general estos métodos para generar una solucion se clasifican
en cuatro categorias:

(1) Las variantes de la busqueda por backtracking,

(77) Los métodos que minimizan la redundancia en el proceso de bisqueda mediante
la eliminacién de aquellos valores que nunca pueden ser parte de una solucién (estos
métodos son denominados como algoritmos de filtrado, algoritmos de arco consistencia,
algoritmos de propagacion).

(#i1) Las técnicas de forward checking y las de look ahead,los cuales son algoritmos que
combinan un método de propagacién dentro de un algoritmo de backtracking, y,

(1v) Los llamados algoritmos guiados por la estructura los cuales explotan la estructura
del grafo de restriccion del problema.

La Comprension de la Solucion. La que corresponde fundamentalmente al drea de anali-
sis de programas.



2.3 Procesamiento de un CSP (Métodos de Busqueda de Soluciones).

Las soluciones de un CSP pueden ser encontradas buscando (sistematicamente) las posibles
asignaciones de valores a las variables.

2.3.1 Busqueda Sistematica

Desde el punto de vista tedrico, la solucién de un CSP es trivial a través del uso de explo-
racion sistemadtica del espacio solucidon. No desde el punto de vista préctico, donde la eficiencia
toma lugar. Aunque los métodos de biisqueda sistematica se ven muy simples y no eficientes son
muy importantes porque ellos son la base de algoritmos mds avanzados y eficientes.

El algoritmo bésico de satisfaccion de restricciones, que busca el espacio de asignacion
completo, es llamado algoritmo de generacion y prueba, generate and test (GT). La idea de
GT es simple: primero, se genera una asignacion completa de variables en forma aleatoria, si
esta asignacion satisface todas las restricciones entonces se ha encontrado solucién, sino, otra
asignacion es generada. GT es un algoritmo débil, que es usado si todo ha fallado. Su eficiencia
es pobre debido a que descubre tardiamente las inconsistencias. Debido a lo anterior, hay dos
formas para mejorar la eficiencia de GT:

= El generador de valoracion es listo (informado). O sea, se genera la valoracion de tal forma
que el conflicto encontrado en la etapa de prueba se minimiza. Esta es la idea bdésica de
los algoritmos estocdsticos basados en busqueda local.

= El generador es mezclado con el "probador ". Es decir, la validez de la restriccion
es probada tan pronto como sus respectivas variables son instanciadas. Este método es
utilizado por el enfoque de Backtracking.

2.3.2 Backtracking.

Este algoritmo realiza una bisqueda en profundidad sobre el arbol del problema [7]. En cada
nodo el algoritmo comprueba si las restricciones totalmente asignadas estdn satisfechas. Si es asf,
el algoritmo prosigue la bisqueda en profundidad. Sino, la rama actual no contiene soluciones
y se realiza una vuelta atras sobre la dltima variable asignada. Este algoritmo no especifica: 7)
el orden de las variables en una rama'y ii) el orden de los valores para una variable. Estos
aspectos se resuelven mediante heuristicas se seleccion de variable y seleccion de valor [1].

2.3.3 Técnicas de Consistencia.

Otro acercamiento a la solucion de un CSP consiste en remover valores inconsistentes del
dominio de la variables antes de obtener la solucién. Estos métodos son llamados técnicas de



consistencia.

Existen varias técnicas de consistencia [9, 10] pero la mayoria de ellas no son completas. Es
por esto que rara vez son utilizadas solas para resolver un CSP en forma completa. Los nombres
de las técnicas de consistencia bésicas derivan de la nocién de Grafos. El CSP es usualmente
representado como un Grafo de Restricciones, donde los nodos corresponden a las variables
y los arcos son etiquetados por las restricciones. Esto requiere que el CSP esté en una forma
especial, generalmente referida como CSP Binario.!

= Consistencia de Nodo (NC). Es la técnica de inconsistencia més simple. Remueve los
valores desde el dominio de las variables que son inconsistentes con restricciones unitarias
sobre las respectivas variables.

= Consistencia de Arco (AC). Esta es la técnica mas utilizada. Remueve los valores desde el
dominio de las variables que son inconsistentes con restricciones binarias.

2.3.4 Propagacion de Restricciones.

La busqueda sistemadtica y algunas técnicas de consistencia pueden ser utilizados en forma
independiente para solucionar un CSP en forma completa. Una combinacién de ambos enfoques
es una forma mds comun para resolver CSP.

!Contiene restricciones binarias y unitarias solamente

7



CAPITULO 3

Modelado de un CSP

La importancia del modelado en la programacién con restricciones ha sido considerada
ampliamente, como lo da a conocer Puget en [15].

3.1 Representando un Problema.

Es dificil definir precisamente qué significa que un CSP represente un problema P. Una
posible definicién es que: un CSP M = (X, D, C') representa un problema P, o M es un mode-
lo de P, si cada solucién de C' corresponde a una solucién de Py cada solucién de P puede ser
derivada de al menos una solucién de C'.

Esta definicién no requiere que exista una relacién uno a uno entre las soluciones de Py
las de M. Esto se debe a que modelar un problema como un CSP a menudo introduce simetria,
representando entidades que son indistinguibles en P a través de distintas variables o valores en
M. Es asi como multiples soluciones de M pueden corresponder a la misma solucién de P.

Hay muchas formas en las cuales un problema puede ser modelado como un CSP. Las de-
cisiones tomadas en esta etapa son muy importantes en el proceso de solucién del problema, y
pueden llegar a tener un efecto importante en el costo de solucién del problema. Hay muchos
aspectos diferentes en la investigacion de satisfaccion de restricciones que afectan el proceso de
seleccion del modelo de un CSP.

A continuacién se presenta un ejemplo de un problema de satisfaccién de restricciones, el
problema criptografico ’send + more= money* y algunas de las formas de modelarlo, figura 3.1.
La declaracion del problema es: ” Asignar a cada letra s, e, n, d, m, o, r, y un digito diferente del
conjunto 0, ..., 9 de modo que se satisfaga la expresion send + more = money".

1. Una primera forma de realizar la formulacién del problema es:



=
o m
=
]

Figura 3.1: Problema SEND+MORE=MONEY

= Variables: Cada una de las letras,s, e, n,d, m, 0,7, y.

= Dominio: El conjunto de enteros 0, ..., 9.

» Restricciones: Todas las variables deben tomar distintos valores y se debe cumplir
que send + more = money. Formalmente seria:

103(s+m)+10%*(e+0) + 10(n+7) +d+e = 10*m + 1030 + 10°n + 10e + y;
Restriccion de todas diferentes s, e, n, d, m, o, r,y (alldiferent constraint)[18].

2. Otra forma de modelar el problema es utilizar bits de acarreo para descomponer
la ecuacion en una coleccion de pequeiias restricciones. Seguin el planteamiento del
problema, M deberia tomar el valor 1y S solamente valores entre 1, ..., 9. asi, la definicién
formal seria:

= Variables: Cada una de las letras, s, e, n,d, m, o, r,y. Ademads se incluyen tres varia-
bles adicionales c1, co, c3, que serdn denominadas portadoras.

= Dominio: Para las variables e, n, d, o, r,y es 0, ..,9. Para la variables s es 1, ..., 9, para
m es 1, y el dominio de las variables portadoras es: 0, 1.

» Restricciones:

e+d=1y+10¢

cg+n+r=e+ 10c

co+e+o0=n+ 10c3

cs+s+m=10m+o

Restriccion de todas diferentes (alldifferent) s, e, n,d, m,o0,r,y

Haciendo un breve andlisis de estas formulaciones se puede concluir: De acuerdo a pruebas
realizadas, en la primera alternativa al utilizar el algoritmo de backtracking (BT), este modelo
no es muy eficiente porque con BT, todas las variables necesitan ser instanciadas antes de com-
probar estas dos restricciones. De esta manera no se puede podar el espacio de busqueda para
agilizar la busqueda de soluciones. Ademads, la primera restriccién es una igualdad en la que
forman parte todas las variables del problema', por lo que dificulta el proceso de consistencia.

'Restriccién Global



En la segunda formulacién, la ventaja del modelo es que las restricciones mds pequefias
pueden comprobarse antes en la busqueda de backtracking, y asi podarse muchas inconsisten-
cias.

En ambas formulaciones, la restriccidon alldifferent, se puede sustituir por un conjunto de
“pequefias” restricciones, por ejemplo, s # e, ..., # y, y se obtiene un tercer y un cuarto mo-
delo para el problema.

Otro ejemplo de Problema de Satisfaccion de Restricciones es el caso del Problema de las
“Series Mégicas”. Este problema es un puzzle que consiste en la asignacién de valores a una
serie de numeros. O sea, para una serie de nimeros de largo n + 1, la tarea es asignar un nimero
desde 0 a n, a cada posicion de la serie, tal que el nimero de cada posicion es igual al nimero
de veces que aparece en la serie.

Asi, dado un entero n, el problema consiste en encontrar una secuencia .S = (g, S1, - - -, Sn)»
tal que s; representa el nimero de ocurrencias de ¢ en S. Por ejemplo, si n=3, una solucién al
problema es (2,0, 2,0). La anterior es una solucién porque el nimero 0 aparece dos veces, en la
posicion 1y 3, y el nimero 2 aparece también dos veces, en la posicion 0 y 2. Otra solucién es
(1,2,1,0).

Algunas de las maneras de formular este problema son:
1. Primera formulacion:

= Variables: sg, s1, ..., s,_1 para cada una de las n posiciones en la serie.
= Dominio: {0, ...,n} para cada variable. Representa el valor en la posicion de la serie.

m Restricciones:
(' : Nimero de ocurrencias de i en (S, S1, - - ., Sp_1) €8 S;.

2. Una segunda formulacion es posible, si se agregan otras dos restricciones a la formulacion
anterior, conservando las definiciéon de dominio y variables. Asi, la nueva formulacién seria:

= Variables: sg, s1, ..., s,—1 para cada una de las n posiciones en la serie.
= Dominio: {0, ...,n} para cada variable. Representa el valor en la posicién de la serie.

= Restricciones:
C : Ndmero de ocurrencias de ¢ en (S, S1, ..., Sp—1) €S S;
(5 : Sumatoria de 7 = 0 hasta n de i*x; es igual a n+1
Cs5 : Sumatoria de 7 = (0 hasta n de x; es igual a n+1
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Estas restricciones, Cy y C3, son conocidas por ser una caracteristica del conjunto solu-
ciéon. Como resultado, ellas proporcionan restricciones adicionales, redundantes, basadas
en la informacién del problema.

Como se puede observar, un problema se puede formular desde distintos enfoques y estas for-
mulaciones dan como resultado diferentes ejecuciones de resolucién de problemas.

3.2 Distintas Formas de Formular un Problema (Viewpoints).

Segtn lo estudiado en 3.1, diversos modelos de un problema P pueden ser obtenidos al mirar
el problema desde diferentes puntos de vista, conocidos como Viewpoints. Un Viewpoint es un
par (X, D), donde X = X3, ...X,, es un conjunto de variables y D es un conjunto de dominios.
Para cada z; que pertenece a X, el dominio asociado D; es el conjunto de posibles valores para x.
Debe ser posible asociar un significado a las variables y valores del CSP en términos del proble-
ma P. Las restricciones deben asegurar que cada solucién del CSP es una solucién valida para
el problema P. Hay diversos puntos de vista que dan lugar a diferentes modelos de un problema.

En principio los valores del dominio pueden ser de cualquier tipo. En la préctica los tipos de
datos comunmente aceptados por los solvers de restricciones son enteros, booleanos y conjuntos
de enteros. Otros tipos han sido propuestos, por ejemplo, multiconjuntos y tuplas. Los solvers
pueden soportar estos tipos o proveer facilidades para que nuevos tipos de datos sean definidos.

Con excepcion de muy pocos problemas, las variables de un CSP son usualmente imple-
mentadas usando estructuras de datos como listas o arreglos. En [1] se ha sugerido que los
modelos matriciales, basados en matrices de variables, son un medio natural para modelar mu-
chos problemas. Para algunas aplicaciones, otras estructuras son importantes, por ejemplo: para
aplicaciones de redes se utilizan modelos basados en grafos.

Usualmente existen diferentes Viewpoints que pueden ser elegidos en el modelado de un
problema. Asi también pueden combinarse. Para explicar su definicion e implicancia se tomard
en cuenta la utilizacién de un Viewpoint individual. Asi, al elegir un Viewpoint, el préximo paso
es expresar las restricciones asegurando que las soluciones del CSP sean las correctas, es decir,
sean las soluciones del problema P. Sin embargo, aunque esta correctitud es importante, no es
suficiente si lo que interesa es cudn eficientemente puede ser resuelto un CSP.

Una buena regla para la eleccion de un Viewpoint es que las restricciones sean expresadas

facil y brevemente. Se deben preferir Viewpoint que permitan que el problema sea descrito con
menor cantidad de restricciones como sea posible, las cuales otorguen eficiencia y baja comple-
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Figura 3.2: Puzzle N-reinas.

jidad en el algoritmo de propagacion.

Un ejemplo de representacion de un problema desde distintos puntos de vista lo da a conocer
Nadel en [17], donde muestra nueve formas de formular el problema de las n-reinas (figura 3.2)
como un CSP. El problema consiste en encontrar la forma de ubicar n reinas en un tablero de
ajedrez de dimensiones nxn, de tal forma que ninguna reina pueda atacar a las otras. Como
ejemplo se muestran dos viewpoints utilizados para la formulacién del problema:

1. Sean ry, ...r,, las variables que representan las filas del tablero. El dominio de cada
variable, que representa las columnas del tablero, es el conjunto de enteros 1, ...., n. La
asignacion (r;, ¢) corresponde a la reina que estd en la fila ¢ y en la columna c.

En este punto de vista, la regla de que exista s6lo una reina en cada fila es satisfecha por
el hecho de que a cada variable se le puede asignar un solo valor. Ademas, la condicién
que implica que exista una reina en cada columna puede ser expresada por la restriccién
r; # rjparal <14 < j < n, o poruna restriccion alldiferent sobre r1,...,ry,.

2. Sean ¢y, ...q,, las variables que representan a las n reinas. El dominio de cada variable,
que representan los cuadrados, es el conjunto de enteros 1,2, ..., n?. La asignacién (g;, a)
corresponde a la iésima reina en un cuadrado a.

En este punto de vista, las reglas son mds dificiles de expresar. Se necesitan restricciones
para asegurar que dos reinas no se encuentren en la misma fila. Si el elemento fila de un valor
puede ser extraido, debe haber una restriccion entre cada par de variables cuyo elemento fila no
sean iguales. Las restricciones de columna podria ser tratadas de igual forma. Las restricciones
de diagonal son mads dificiles de escribir. Una posibilidad es declarar una restriccion ampliada
entre cada par de variables, registrando para cada uno de los n? valores, los valores que repre-
sentan los cuadrados que no estdn en la misma fila, columna o diagonal, aunque la propagacion
del dominio seria costosa.
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Por otra parte, las restricciones pueden expresar el hecho de que existe a lo més una reina en
cada fila o columna, no que debe haber exactamente una. Aunque s6lo soluciones correctas se
encontrardn usando estas restricciones, el modelo permite soluciones parciales en que las reinas
ya ubicadas atacan todos los cuadrados en una fila o columna, puesto que no hay nada explicito
en las restricciones que prohibe esto.

Por lo tanto, un modelo basado en el segundo viewpoint serd menos eficiente de resolver que
el modelo basado en el primer viewpoint. Se han sugerido directrices para ayudar a la resolucién
de problemas a encontrar una formulacion de alta calidad. Existiendo algunas metodologias para
mejorar la formulacién de un CSP con respecto a una cierta clase de técnicas de resolucién de
problemas. Estas metodologias incluyen la adicion o eliminacion de restricciones redundantes,
afladir o eliminar las variables redundantes, la explotacién de simetrias, y la transformacion de
la formulacién de un CSP en diferentes representaciones equivalentes.

Una apropiada formalizacién de modelado debe considerar:

= Representar variables de decision complejas: Actualmente, la programacién con res-
tricciones proporciona variables de decision cuyos dominios o valores de dominio son
conjuntos finitos de elementos atdmicos. Sin embargo, los problemas combinatorios a
menudo requieren encontrar una estructura combinatorial no atdmica. Por ejemplo, el
problema de los Golfistas > que requiere asignar un conjunto G de golfistas en cada semana
de juego. Por lo tanto, el objetivo es encontrar un conjunto de particiones del G, es decir,
un conjunto de series de conjuntos de G. Modelar el problema requiere decidir cémo
representar las variables de decision, cuyo tipo es un conjunto de series de conjuntos de
G, estructurado como una coleccién de variables de decision atomicas. Representar las
variables de decision complejas es la tarea en el modelado de muchos problemas.

= Identificar y romper simetrias: Muchos modelos contienen simetrias, a menudo gran
cantidad de ellas. Las simetrias en el modelo dan como resultado redundancias en el
espacio de busqueda. Modeladores expertos son capaces de identificar simetrias en un
modelo y romperlas, ya sea introduciendo restricciones para “romper-simetrias” o usando
un método de busqueda de simetria. La simetria puede entrar en un modelo a través de
dos fuentes: Una simetria es inherente al problema combinatorial o bien se ha introducido
mediante el proceso de modelado.

= Ejecutar transformaciones: Un modelador humano puede mejorar un modelo a través de
la realizacién de transformaciones tales como la introduccion de restricciones implicitas
o de variables auxiliares. Las transformaciones no cambian el nivel de abstraccion en una
especificacion o modelo.

2Problema 10 en www.csplib.org
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3.3 Identificacion de Simetrias.

Un aspecto importante del modelado es tratar con la simetrfa. Esta ocurre naturalmente en
muchos problemas (por ejemplo, si se tienen dos médquinas idénticas para realizar una progra-
macion, o si se tienen dos tareas idénticas para procesar). La simetria también puede ser in-
troducida al modelar un problema. Se debe tratar la simetria o sino se perderia mucho tiempo
visitando soluciones simétricas.

Al aplicar una simetria sobre un estado s, se obtiene un nuevo estado s’ que es equivalente
a s. Una simetria induce una relaciéon de equivalencia en el espacio de estados, agrupando en
clases a todos los estados equivalentes por la simetria. Cada clase contiene soluciones (todos
los estados de la clase son solucién) o no soluciones (ningun estado de la clase es solucion).
Para resolver un CSP con simetrias, no es necesario visitar todos los estados, sino solamente un
estado por clase de equivalencia. De esta forma disminuye dristicamente el tamafio del espacio
y aumenta la eficiencia de la busqueda.

Como se menciond, el proceso de modelado puede introducir simetrias en el modelo. Para
explicar lo anterior se pueden ver los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1: Encontrar un conjunto de tres digitos que sume 16.
Una forma de formular este problema es utilizando tres variables de decision, x, y, z. Cuyo do-
minio se encuentra es el conjunto {0,...,9}. Ademds, se utiliza la restriccién alldifferent que
asegura que z, y y z toman diferentes valores, utilizando también la restriccion que controla que
la suma sea 16.

Como solucidn se puede obtener: x = 1, y = 7, z = 8. La solucién anterior puede ser trans-
formada a otra solucion intercambiando los valores, es decir, z = 1,z = 7,y = 8. Esta simetria
se introduce independientemente del conjunto de restricciones original.

Ejemplo 2: Otro ejemplo es el del tablero de ajedrez que se muestra en la figura 3.3. La
solucién al puzzle es unica.

La pregunta que interesa responder es qué significa simetria en este ejemplo. Simetria se en-
tiende como una operacion que cambia la posicion de las piezas, pero cuyo estado final cumple
todas las restricciones si y solo si el estado inicial ocurrid.

Dada una solucién cuya definicidn satisface todas las restricciones, se puede encontrar una
nueva solucién aplicando alguna simetria a la primera solucion encontrada. Por ejemplo, segin
la figura 3.3, se pueden intercambiar los colores de cada pieza, esto es, donde aparecen piezas
blancas que estén las negras y viceversa. Asimismo se puede rotar el tablero en un multiplo de
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Figura 3.3: Solucién al puzzle que implica ubicar nueve reinas y un rey en un tablero de ajedrez, con la
condicién que las piezas no estén en la misma linea (fila, columna o diagonal) que alguna reina del otro
color

90 para producir nuevas soluciones. Finalmente, también se puede rotar el tablero sobre el eje
horizontal, el eje vertical y ambos ejes diagonales. Puesto que estas simetrias pueden ser com-
binadas, hay 8 simetrias disponibles, incluyendo la operacion identidad que deja cada pieza en
el mismo lugar.

Introducir simetria de esta forma puede tener un importante efecto adverso en el esfuerzo
de encontrar una solucién a través de un darbol de bisqueda. Existe una variedad de formas
para eliminar esta redundancia en el espacio de busqueda, pero para ello es necesario tener
conocimiento de la simetria en el modelo.

Surge una interrogante a responder. Por qué es importante la simetria. El principal motivo de
la importancia es que explotando la simetria se puede reducir la cantidad de bisqueda necesaria
para resolver el problema. Lo anterior posee una ventaja potencial enorme. Por ejemplo, si se
supone que se busca una solucidn al tablero de la figura 3.3, y la primera asignacion que se reali-
za es ubicar una reina blanca en la esquina superior izquierda del tablero. De hecho, la decisién
de la busqueda no era intentar con una reina blanca en la esquina superior izquierda del tablero,
sino que por el contrario, la decision estaba en intentar con todas las potenciales soluciones con
una reina de cualquier color en cualquier parte del tablero. Como existen 8 simetrias, se tiene el
potencial de reducir la busqueda en un factor de 8.

Una segunda razon para la importancia de la simetria es que muchos problemas de restric-
ciones poseen simetria. Por otra parte, el hecho de modelar puede incluir simetrias.

La més importante aplicacion de la simetria en programacion con restricciones es el rom-
pimiento de la simetria como una forma de reducir la busqueda. La meta del rompimiento de
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Figura 3.4: Simetrias en un tablero de ajedrez

simetria es nunca explorar dos estados que sean simétricos el uno con el otro, puesto que se sabe

que el resultado de ambos debe ser el mismo?.

Se identifican, comtinmente tres aproximaciones al rompimiento de simetria en la progra-
macién con restricciones. El primer acercamiento es reformular el problema de modo que
tenga una cantidad reducida de simetria, o incluso no tenga. El segundo es agregar rompimien-
to de simetrias a las restricciones antes de comenzar la bisqueda. Y la tercera aproximacién
es romper la simetria dinAmicamente durante la bisqueda, adaptando el procedimiento de
bisqueda apropiadamente.

La caracteristica principal que permite que una asociacidn biyectiva sobre un conjunto de
objetos sea llamada una simetria es que deja algunas propiedades de estos objetos sin cambiar.
De lo anterior se desprende que siempre la asociacion de la identidad es una simetria.

= Simetria en tablero de ajedrez: Dado un tablero de ajedrez de 3x 3, en que cada cuadro
ha sido etiquetado con un nimero del 1 al 9, esos serdn los nimeros que seran movidos por
las simetrias. Existen 8 simetrias naturales en un tablero de ajedrez. Se incluye también
la simetria de la identidad, la que deja cada punto donde esta. En la figura 3.4 se muestra
la identidad en la esquina superior izquierda. El tablero puede ser rotado en 90, 180 y 270
grados en el sentido de las manecillas del reloj. Las ubicaciones resultantes de los puntos
del tablero después de estas rotaciones se muestran en la parte superior de la figura 3.4.
Ademads, hay reflexion en el eje horizontal y en el eje vertical y en las dos diagonales
principales, lo que se muestra en la parte inferior de la figura 3.4.

3La frase rompimiento de simetria puede llevar error a un error, debido a que actualmente no todos los métodos
rompen simetrias en el sentido de crear un problema sin simetrias. Sin embargo, su uso se ha instaurado y serfa atin
mds confuso intentar cambiarlo
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Figura 3.5: Permutaciones que representan las simetrias del tablero de ajedrez

Se puede ver larelacion entre simetria y permutacion de una forma facil. Una permutacion es una
correspondencia uno a uno entre un conjunto y el mismo. Cada simetria define una permutacién
de un conjunto de puntos. En la figura 3.5 se muestra en la fila superior de cada simetria los
ndmeros del tablero en forma ascendente sobre los cuales se realizan las permutaciones. La se-
gunda fila muestra el nimero que ocupa la posicion relacionada con el nimero de la fila superior.
Por ejemplo, después de la rotacion de 90° se ve que el punto 1 es reemplazado porel 7, el 7 es
reemplazado por el 9, el 9 por el 3, y el 3 por el 1. Lo anterior entrega un ciclo (1,7,9, 3).

En la programacién con restricciones, siempre que un problema presenta simetria se puede
construir un grupo para representar la simetria en el problema. Los elementos del grupo permu-
tan puntos dependiendo de las simetrias en el problema particular.L.os puntos sobre los que los
elementos del grupo actdan suelen ser pares variable-valor.

Tomando como ejemplo el tablero de ajedrez de la figura 3.3 se tiene:

= Variables: EI CSP tiene n? variables que corresponden a los cuadros del tablero de ajedrez.
Para representar las variables se requiere de n? asignaciones.

= Valores: Para cada cuadro del tablero de ajedrez existen 5 posibles valores, una reina
blanca, una reina negra, un rey blanco, un rey negro o vacio.

= Variable-Valor: Hay n? posibles asignaciones para las variables, y 5 posibles asignaciones
para los valores. Para representar el par variable-valor se requiere de 5xn? puntos.

3.3.1 Definiciones de Simetria.

Se ha presentado en la literatura variados trabajos sobre simetria en la satisfaccion de res-
tricciones y problemas relacionados, los cuales en general no entregan una definicion clara de
simetria. A continuacién se entregan algunas definiciones de simetria que son utilizadas en la
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programacion con restricciones.

Existen dos tipos bésicos de definicidn para la simetria en un CSP: Una que define simetria
cono una propiedad de un conjunto de soluciones, y la que define simetria como una propiedad
que puede ser identificada en la declaracién del problema, sin resolverlo. Estas simetrias son
conocidas como simetria de solucion y simetria de problema o simetria de restriccion.

Una temprana definicién de simetria de solucioén es aquella que la define como una per-
mutacién de las variables del problema que dejan el conjunto solucién invariable. También se
define simetria como una funcién biyectiva sobre el conjunto de soluciones de un CSP, esto per-
mite que la simetria sea especificada por su efecto en la asignacidn de los valores a las variables.

Algunos autores han definido una simetria como un mapeo que deja las restricciones sin
cambios, pero que a menudo restringen las asignaciones permitidas a esas que solo afectan las
variables o s6lo los valores. Se debe apreciar que una restriccion puede ser especificada exten-
sionalmente por medio del listado de las tuplas permitidas, o intencionalmente por medio de una
expresion tal como x<y desde donde las tuplas permitidas pueden ser determinadas. Intercam-
biar las variables en una restriccion, en general la cambia. Por ejemplo, la restriccion x +y = z,
no es lo mismo que la restriccion x + z = y.

En [14] se define el concepto de una restriccion simétrica. Esto es, una restriccién que no
se ve afectada por el orden de las variables. Por ejemplo, la restriccion de desigualdad binaria
#, es simétrica. Define una simetria de un CSP como una permutacion de las variables que ma-
pean el conjunto de restricciones hacia un conjunto equivalente: cualquier restriccion restriccion
simétrica y su mapeo hacia una restriccion sobre el mismo conjunto de variables.

Puget en [14] restringe su definicion de simetria a asignaciones que permutan las variables
del problema solamente. En [12] se define la simetria que actda tanto en las variables como en
los valores de un CSP. Se define una simetria sobre un CSP con n variables como una colec-
cién de n + 1 asignaciones biyectivas © = 6, 6., ..., 6,,. La asignacién © es una biyeccién sobre
el conjunto de variables {x1,z2, . .., xn}; cada i es una biyeccién desde D(xi) to D(0(xi))
(donde D(xi) es el dominio D limitado a valores aceptables para zi a través de restricciones
unarias). Estos mapeamientos también transforman cada restriccion. El conjunto 6 es llamado
una simetria si no cambia el conjunto de restricciones C', como un todo.

En [12] la definicién permite simetrias de variable (que permute sélo las variables) y de va-
lor (permuta sélo los valores) como casos especiales, siendo por tanto, mas general que muchas

definiciones anteriores.

En [2]se extiende la idea de intercambiabilidad (permutacién) ligeramente y distingue entre
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simetria semdntica y sintdctica en CSPs, que corresponde a los conceptos de simetria de solu-
cion y simetria de restriccion, respectivamente.

= Simetria semantica. dos valores ai y bi para una variable vi en un CSP son simétricas
si se tiene la siguiente propiedad: existe una solucién que asigna el valor ai a vi si y solo
si hay una solucién que asigna el valor bi a vi. Los valores son simétricos para todas las
soluciones s;, cada solucion que contiene el valor a; puede ser mapeada a una solucién
que contiene el valor b;. Identificar simetrias semdnticas requiere resolver el CSP para en-
contrar todas las soluciones, y examinarlas.

= Simetria sintactica. Segtin [2] se define como:
Sea P = (X, D,C) un CSP binario, cuyas restricciones son todos miembros de algin
conjunto 2. Una permutacion m de D es una simetria sintdctica si para todo r; ; en R se
tiene (d;,d;) en r; j =>(m(d;),m(d;)), en otras palabras, la permutacién 7 no cambia ningu-
na relacion de restriccion de P, considerada como un conjunto de tuplas.

En virtud de todas las definiciones, las simetrias mapean soluciones a soluciones y no soluciones
a las no soluciones; las definiciones difieren sobre si se trata de una definicion de propiedad, de
modo que cualquier mapeamiento biyectivo del tipo adecuado que conserve las soluciones es
una simetria, o si es simplemente una consecuencia de dejar las restricciones sin cambios.

3.3.2 Simetria de Valor y Simetria de Variable.

Una simetria s es una simetria de variable si existe una biyeccion b sobre variables tal que
s(<x,v>)= (b(x),v) para cada par < x, v > donde = es una variable, y v el valor desde su
dominio. Un tipo comun de simetria de variable se presenta cuando se trata con matrices de
decision de variables.

Lo anterior se puede observar en el siguiente ejemplo que consiste en encontrar una relacion
sobre AxB,donde A = 1,2,3y B = 1,2, 3, tal que cada elemento de A estd relacionado con
dos elementos de B y cada elemento de B esta relacionado con dos elementos de A.

Una forma comun para modelar este problema es con una matriz bidimensional R indexada
por Ay B. El domino de todas las variables en Res 0,1,y R[i,j] = 1siysolosi < i,j > estd
en la relacion. Para satisfacer las restricciones del problema, se hace que cada fila y columna
sumen 2. Considerar la siguiente solucion:
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Figura 3.6: Coloreado de mapas

1 2 3
1/1 10
210 11
311 01

Esta puede ser transformada hacia otra solucién intercambiando los valores de los indices
de las filas y/o columnas. Por ejemplo, al cambiar la primera y tercera columnas y la segunda y
tercera filas, se obtiene:

1 2 3
110 1 1
21 01
311 1 0

Esta transformacion conserva las soluciones. Este tipo de simetria de variable es conocida
como simetria de fila y simetria de columna. El término general es simetria de indice.

Una simetria s es una Simetria de Valor si existe una biyeccion b tal que s(< z,v >) =<
x,b(v) > para cada par < x,v >. Un ejemplo de simetria de valor es el problema de coloracién
del mapa, figura 3.6, donde hay un conjunto de colores y se quiere colorear cada regién del mapa
de manera que las regiones adyacentes tengan distintos colores [1]. En una solucién cualquiera,
al intercambiar la region coloreada verde y la region roja, se genera otra solucion.

3.3.3 Simetria de Restriccion y Simetria de Solucion.

A continuacién se entregan dos definiciones de simetrias para problemas de satisfaccion de
restricciones, las cuales son lo suficientemente generales como para incluir los tipos de simetrias
mencionados antes y otros que no se han nombrado.

Definicién: Para una instancia P = (X, D, (') una simetria de soluciéon de P es una per-
mutacién del conjunto X x D que conserva el conjunto de soluciones de P.
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Asi, una simetria de solucidn es una asignacion biyectiva definida sobre un conjunto de
posibles pares variable-valor de un CSP, que mapea solucién a solucion. Esta definicion permite
simetria de variable y de valor como casos especiales.

Para exponer la definicion de simetria de restriccion primero se debe describir una estructura
matematica asociada con cualquier instancia de CSP. Para un caso de CSP binario, el detalle de
las restricciones puede ser capturado en un grafo, [8], denominado la microestructura de la
instancia.

Para el caso del CSP binario, P = (X.D, ('), la microestructura de P es un grafo con un
conjunto de vértices XxD), donde cada arco corresponde a una asignacion permitida por una
restriccion especifica, o corresponde a una asignacion permitida debido a que no existen restric-
ciones entre las variables asociadas.

Por lo tanto, los vértices de la microestructura corresponden a los pares variable-valor del
CSP. Para tratar de mejor forma la definicion de simetria se trabaja en la definicién con el com-
plemento de la microestructura, que posee el mismo conjunto de vértices, pero con arcos que
unen todos los pares de vértices no permitidos por alguna restriccidon, o bien son asignaciones
incompatibles para la misma variable.

Asi, se dice que dos vértices (v1,aq) y (v, az) en el complemento de la microestructura es-
tdn conectados por un arco si y solo si:

1. Los vértices v, y v, estan en el alcance (dmbito) de alguna restriccion, pero la asignacion
de a; a vy y as a v9 no es permitida por la restriccién; o

2. v1=v9 y a; es distinto a as.

Recordando que cualquier conjunto de vértices de un grafo que no contiene un arco se llama
conjunto independiente, se tiene como consecuencia de la definicidn anterior que una solucién
a una instancia de un CSP P es un conjunto independiente de tamaifio |X| en el complemento de
su microestructura.

Para el caso no binario, la microestructura en un hipergrafo cuyo conjunto de vértices es
el conjunto de pares variable-valor. En este caso, el conjunto de vértices £ es un hiperarco
del complemento de la microestructura que representa una asignacion no permitida por una
restriccion, o bien consiste de un par de asignaciones incompatibles para la misma variable. Asi,
el conjunto de vértices {(vy,a), (va,as2),. .., (v, ax)} es un hiperarco si y sélo si:

1. {v1,vq,...,v} es el conjunto de variables en el dmbito de alguna restriccién, pero la
restriccién no permite la asignacion { (v, ay), (v2, az), . . ., (vg, ag) };0
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2. KZQ,’IH:Uanl#(lQ.

Como ejemplo, considerar el siguiente sistema de ecuaciones lineales sobre enteros en
modulo 2, esto es 1 + 1 = 0, puede modelarse como una instancia de CSP P=(X,D,C),
con X={w,x,y,z}, D={0,1} y C={cy, c2,c3}, donde ¢y, c5, c3 corresponden a cada una de las
ecuaciones.

r+y+z=0
w+y=1
w+2z=0

El complemento de la microestructura de P se muestra en la figura 3.7. Se caracteriza por
tener 8 vértices: <w,0>,<w,1>,<x,0>,<x,1><y,0>,<y,1>,<z,0>,<z,1> y doce hiperarcos.

La ecuacion x +y+ 2z = 0 no permite la asignacion {(z,0), (y,0), (z,1)} y otras tres asigna-
ciones. Asi, el complemento de la microestructura tiene cuatro hiperarcos ternarios que surgen
desde la restriccion x + y + z = 0. Cada restriccion binaria tiene dos hiperarcos binarios. En
total el complemento de la microestructura tiene cuatro hiperarcos ternarios y cuatro hiperarcos
binarios que surgen desde las tuplas no permitidas. También, hay cuatro hiperarcos binarios, uno
por cada variable, que corresponde a los pares de valores distintos para la misma variable, por
ejemplo, el hiperarco {(y,0), (y,1)}.

Recordando que un automorfismo de un grafo o hipergrafo es un mapeo biyectivo de los vér-
tices que conserva los arcos. Asi, con estas definiciones se puede definir simetria de restriccion
como sigue.

Definicion: Para una instancia de CSP P = (X, D, C'), una simetria de restriccion es un
automorfismo del complemento de la microestructura de P, figura 3.7.

Ejemplo. Considerando las simetrias de restriccion del CSP definido en el ejemplo anterior,

cuyo complemento de microestructura se muestra en la figura 3.7. Los automorfismos de este
grafo son:
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Figura 3.7: Complemento de la microestructura definida en el ejemplo.

Ademas del mapeo de la identidad (las permutaciones de los vértices son escritas en forma cicli-
ca, esto es, cambia primero los vértices (w,0) y (w, 1), cambiando simultdneamente (y,0) y
(y,1), y cambiando (z,0) y (z, 1), pero dejando (x,0) y (x, 1) sin cambiar).

Asi, los cuatro mapeos descritos, son el grupo de simetria de restriccion del CSP. También
se ve en este ejemplo que puede haber mds simetrias de solucion que simetrias de restriccion. El
CSP tiene sélo dos soluciones , {(w,0), (z,1), (y,1)(2,0)} y {(w, 1), (x,1), (y,0),(2,1)}. La
permutacién {(w, 0), (z,0), (y,1)}. La que realiza un mapeo de (w,0) a (2,0), (2,0) a (y, 1),
(y,1)a(w,0)y deja todos los otros pares variable-valor sin cambiar, es una simetria de solucion.

En [4] se aclara la relacion entre simetria de solucion y simetria de restriccion. Lo anterior
se debe a que se considera importante distinguir entre los dos tipos de simetrias, pues en general
puede haber mayor cantidad de simetrias de solucién que de simetrias de restriccion para un
CSP dado

Como conclusiéon de este apartado se puede decir que la principal razén para identificar
simetria en un CSP es para reducir el esfuerzo de busqueda en la exploracion de asignaciones
consideradas simétricamente equivalentes. Es evidente que, si el grupo de simetrias de solucién
es mas grande que el grupo de simetria de restriccidn, se dard una mayor reduccion de la bisque-
da a través de la utilizacién de simetrias de solucion.

Cuando se encuentran todas las soluciones, el objetivo de romper las simetrias es encontrar
una solucién de cada clase de equivalencia de simetria.

3.3.4 Simetria en n-reinas.

Baséandose en el problema de las n-reinas (figura 3.2), se ilustra la relacién existente entre
simetria de restriccion y simetria de solucion. Este problema es util para analizar la simetria
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Figura 3.8: Soluciones a n-reinas, n igual a 4, y el complemento del grafo binario.

debido a que la formulacion de CSP comin tiene diferentes tipos de simetria, algunas de las
cuales van mds alld del alcance de las primeras definiciones([4]).

La formulacién comun del problema de n-reinas como un CSP tiene n variables que corres-
ponden a las filas del tablero, llamadas 1, s, ..., r,. El dominio de los valores corresponde a las
columnas del tablero,llamados D = 1,2, ..., n. Las restricciones pueden ser expresadas como
sigue, para un CSP binario dado:

= para todo ¢, 7, 1 <i<n, r;#r;;
» para todo 7, 7, 1<i<n, |r; — r;|#[i — j|.

Considerado como un objeto geométrico, un tablero de ajedrez tiene ocho simetrias: re-
flexién en el eje vertical y horizontal y las dos diagonales, rotacién en 90°, 180° y 270°, y la
identidad.

Claramente, el conjunto de soluciones para una instancia de un problema de n-reinas es in-
variante bajo cada una de las ocho simetrias geométricas del tablero de ajedrez. Por lo tanto,
cada una de esas simetrias geométricas es una simetria de solucion del problema de n- reinas
para algin n dado, de acuerdo a la definicién de simetria de solucién entregado en 3.3.3. Sin
embargo, puede haber muchas otras simetrias de solucién para los casos de este problema. A
continuacién se muestran algunos de ellos.

El problema de 3-reinas no tiene soluciones; como en cualquier otro CSP sin solucién.

El problema de las 4-reinas tiene dos soluciones, como se muestra en la figura 3.8. En este
ejemplo se muestra el grafo, en el cual cada arista representa la asignacion al par variable-valor
que es permitida por las soluciones, dibujando asi la posicion de cada vértice, que representa un
par variable-valor, y un cuadro del tablero de ajedrez, que corresponde a su posicién sobre el
tablero.
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Figura 3.9: Soluciones a n-reinas, n igual a 5.

El problema de las 5-reinas tiene diez soluciones, las que se muestran en la figura 3.9.

3.3.5 [Estrategias para Explotar Simetrias.

Uno de los motivos principales para identificar simetrias en un CSP es el de reducir el es-
fuerzo de busqueda mediante la no exploraciéon de las asignaciones que son simétricamente
equivalentes a las asignaciones consideradas en el resto de la busqueda. Se puede ver que si el
grupo de simetrias de solucién es mds grande que el grupo de simetrias de restriccion, habrd po-
tencialmente una mayor reduccién de la bisqueda al usar simetrias de solucion, si ellas pueden
ser identificadas anticipadamente.

La simetria en un CSP es usualmente identificada, en la practica, aplicando el conocimiento
humano, es decir, el programador ve que alguna transformacion puede transformar una solucién
hipotética en otra hipotética solucion. La definicién de simetria de restriccion entregada en 3.3.3
puede ser usada para confirmar que las transformaciones candidatas son verdaderas simetrias.

Se han desarrollado diversas estrategias para explotar simetrias en la resolucion de un CSP.
Algunas de ellas son:

1.) Incorporar nuevas restricciones para romper simetrias. En [14] se muestra que algu-

nas simetrias en Problemas de Satisfaccion de Restricciones pueden ser removidas a través de
la incorporacion de ciertas restricciones a la formulacién del problema, lo que elimina aquellas
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restricciones simétricas. El nuevo problema mantiene todas las restricciones no simétricas pero
elimina las simétricas. Las nuevas restricciones se pueden agregar antes de comenzar la bisque-
da o durante ella.

2.) Modificacion de la estrategia de bisqueda. Se modifica la estrategia de biisqueda para
evitar visitar estados simétricos a los ya visitados. Para ellos se definen las soluciones candnicas
y se podan los subarboles que no las contienen. Esto puede ser visto en [7].

3.) Ruptura de simetrias durante la biisqueda. En [6] se introducen los arboles de busque-
da que excluyen simetria, y se describe con mayor detalle la implementacién de esta técnica,
denominada SBDS por sus definicion en inglés. La idea bésica de esta técnica es la de introducir
restricciones a un problema de modo que, después de backtracking la restriccion de SBDS garan-
tice que no hay equivalente simétrico de la decision permitida. Esta es una técnica dindmica, ya
que no se puede afiadir restricciones hasta no saber qué decision de biisqueda se esta realizando.
En términos generales SBDS puede trabajar sobre todo tipo de decisiones de busqueda. En otras
palabras, cuando se visita un subdrbol se afaden restricciones que evitan visitar un subdrbol
simétrico en el futuro.

4.) Heuristica de ruptura de simetrias. Al asignar una variable se rompen simetrias. En
[12] se estudia como la simetria puede ser usada para guiar la busqueda. Concretamente se lle-
va la busqueda hacia subespacios con un alto grado de asignaciones no simétricas, rompiendo
tantas simetrias como sea posible con cada asignacion de variable. La heuristica de ruptura de
simetria propone romper tantas simetrias como sea posible, orientando la bisqueda hacia sube-
spacios con menor nimero de estados simétricos.

3.4 Expresando Restricciones.

Una vez que se ha llegado a un punto de vista que permite tener restricciones que sean expre-
sadas facil y brevemente, existen opciones para elegir la exactitud de las restricciones. La forma
en que son escritas las restricciones afecta la eficiencia del modelo resultante, ya que afecta la
forma en que las restricciones propagaran durante la busqueda.

En [11] se menciona que la forma de las restricciones puede cambiar la cantidad de informa-

cioén que la propagacion entrega. Para ilustrar lo anterior se utilizan las siguientes restricciones:
Sean z, y, z variables enteras.

"X =Y

B Gl FY =2
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mc3:2y=2.

SiC =c¢,cyC' = ¢q,c3, Cy C' son equivalentes en el sentido que tienen ambas las mismas
soluciones. Sin embargo, si C'y C’ son hechas localmente consistentes, entonces en C” el do-
minio de z serd entero, no siendo necesariamente verdadero para C'.

Para llegar a tener un buen modelo del problema P, es necesario conocer el rango de restric-
ciones soportado por el solver, el nivel de consistencia exigido y tener alguna idea del grado
de complejidad del algoritmo de propagacion. Lo anterior estd muy lejos del ideal declarativo
existente. A continuacion se describen algunas de las opciones disponibles cuando se describen
restricciones:

3.4.1 Combinacion de Restricciones.

La combinacién de restricciones con el mismo dmbito puede ser una forma de expresarlas
maés brevemente. La union de dos restricciones con el mismo dmbito permite solo las tuplas que
ambas permiten en forma separada.

Hacer cumplir el mismo nivel de consistencia local sobre una conjuncién c¢; Acy como sobre
c1 y co en forma separada eliminard al menos el mismo ndmero de valores del dominio. Sin
embargo, puede o no reducir el tiempo de ejecucion, dependiendo de cudnto tiempo se consume
en hacer cumplir la consistencia en la conjuncion y en las restricciones en forma separada.

Un ejemplo se puede observar en el problema de las n-reinas [13]. Analizando el primer
punto de vista definido en 3.1, donde las variables x1, zo, ..., z,, representan las filas de cada
tablero, y los valores son 1, 2, ..., n, representando las columnas, la regla para que dos reinas no
estén en la misma columna o diagonal puede ser expresada a través de mas de una restriccion
entre cada par de variables, x; y z;, con i<j. Por ejemplo:

. xz’#l‘j;
"X F T
L 1'3—5177,7&]—2

La figura 3.10 muestra un estado al que se puede llegar durante la busqueda, cuando n = 6.
dos variables, z; y x5 ya han sido asignadas y los cuadros marcados con ” X" ya no estdn
disponibles.
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Figura 3.10: Un estado de bisqueda en 6-reinas.

3.4.2 Eliminacion de Variables.

Ciertamente la reduccién del nimero de variables se contrapone con la idea de utilizar diver-
sos puntos de vista para modelar un problema. Es probable que un modelo que requiere pocas
asignaciones de variables para describir las soluciones del problema sea un mejor modelo.

3.4.3 Restricciones Globales.

Desde el punto de vista de los algoritmos, es habitual ver las restricciones como relaciones
entre variables, sin asumir ninguna semantica. Esta idea no es adecuada cuando se trabaja so-
bre problemas reales. Existe un conjunto de restricciones con un significado bien definido que
aparecen a menudo en las aplicaciones. Explotar su semantica permite obtener procedimientos
de propagacion mas eficientes, con lo que disminuye la complejidad de los algoritmos.

Estas restricciones suelen ser no binarias, y se denominan genéricamente restricciones glo-
bales. El ejemplo clasico de restriccion global es la restriccion descomponible alldifferent
(21,29, ...,x;). Esta restriccién es equivalente a un conjunto de (i - (¢ — 1))/2 restricciones
binarias distintas entre las variables. Comtinmente, una restriccion global es semanticamente re-
dundante, en el sentido de que la misma relacion puede ser expresada como una conjuncion de
varias restricciones mas simples.

Los solvers poseen un rango de restricciones globales, desarrollado para reemplazar conjun-
tos particulares de restricciones que ocurren frecuentemente. Las restricciones globales permiten

que una sola restriccion sobre un nimero de variables reemplace un conjunto de restricciones.

Algunos ejemplos de restricciones globales titiles existentes se presentan a continuacion:

= Restriccion Alldifferent: Es la restriccién mas conocida, mas influyente y mds estudiada
en la programacion con restricciones, aparte de su simplicidad y aplicabilidad practica.
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Definicion[16]: Sean las variables x1, xs, ..., x,, luego:
alldif ferent (z1, 2, ..., x,) = ( (d1,da, ....dy) |V di € D(x;), Vi # j,d; #d; )

Un problema que puede ser modelado con restricciones alldifferent es el conocido pro-
blema de las n-reinas, 3.2, Una forma de modelar este problema es la de introducir
una variable x; para cada fila ¢ = 1,...,n, que va desde la columna 1 a la n. Esto
significa que en una fila 7, una reina es ubicada en la z; columna. El dominio de cada
z; es D(x;) = 1,2,...,n, y se expresa el "no ataque de las reinas"por las siguientes
restricciones:

l. z; #x;paral <i<j<n,

2.3 —x;F#i—jparal <1< j<n,

3.z, —xj#j—iparal <i<j<n.
La restriccién (1) dice que dos reinas no pueden estar en la misma columna y las restric-
ciones (2) y (3) establecen los casos de las diagonales. A continuacion se muestra un

modelo mds preciso, después de haber reordenado los términos de las restricciones (2) y
(3), transformédndose el modelo en:

alldif ferent(xy, xa, ..., T,),

alldif ferent(x; — 1,29 — 2,...,x, — n),

alldif ferent(x1 + 1,29 + 2...., 2, + 1),
€(1,2,..,n)paral <i<n.

v bh o=

Restriccion Element: Sea y una variable entera, z una variable con dominio finito y ¢ un
arreglo de variables, esto es ¢ = [x1, T, ..., 7,,|. La restriccion element establece que z es
igual a la y-ésima variable en ¢, 0 z = x,,. Una definicion mds formal es:

element(y, z, x1, ...,x,) = {(e, f,d1,d,) | e € D(y), f € D(2),Vid; e D(x;), f =d. }.

Este modelo puede ser aplicado en muchos problemas practicos, especialmente cuando se
desea modelar subindices variables ([16]).

Restricciones de Suma y Knapsack (mochila):La restriccion Sum es una de las que
ocurre mas frecuentemente. Sean, x1, o, ..., Z,, las variables. Para cada variable x; se aso-
cia un escalar ¢; € (). Ademads, sea z una variable con dominio D(z) C (). La restriccién
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Sum se define como :

Sum(xy,...,xn, 2,¢) ={ (dy, ..., dn,d) | Vid; e D(x;),d e D(2),d =", ¢;d; }. Tam-
bién se escribe z = Y | ;.

La restriccion Knapsack es una variante de la restriccion Suma. En lugar de restringir la
suma a un valor especifico, la restriccion Knapsack establece que la sumatoria posee un
limite superior © y un limite inferior /. tradicionalmente se escribe [ < 37" | ¢;x; < u. En
[16] se establece [ y u como una variable z, tal que D(z) = [/, u|. Luego, se define la
restriccion Knapsack como:

Knapsack(xy, ..., x,, z,¢) =

{ (dl, ,dn,d) | \V/Z dz € D(JZZ), d € D(Z), d S Z?:l Cidi } ﬂ
{ (dl, ceey dn,d) | Vi di € D(IEZ), de D(Z), Z?:l Cidi S d },

lo que corresponde a min D(z) < ¥, ¢;x; < max D(z).

3.4.4 Variables Auxiliares.

En la seccion 3.4 se comentaron algunas formas de representar las restricciones cuando se
elige una manera de representar un problema. Sin embargo, si se incluyen nuevas variables se
pueden tener mayores opciones de representacion y un mayor potencial de obtener un modelo
mds eficiente.

Las variables auxiliares son variables que se introducen en un modelo, debido a la dificultad
de expresar las restricciones en términos de las variables existentes o a expresar las restricciones
de una forma que se propague mejor. En [5, 17] se ejemplifica la utilizacion de variables auxilia-
res en un problema. En [5] un nimero de autos debe ser hecho en una linea de produccién. Cada
uno de ellos requiere de una o mds opciones que se instalan en diferentes estaciones de la linea.
La estaciones de opcién tienen capacidad menor que las del resto de la linea de produccién. Por
ejemplo, la estacion podria ser capaz de hacer frente a lo mas a un auto de cada dos. Los autos se
han organizado en una secuencia de produccidn a fin de que estas capacidades no sean superadas.

Segun [5], el punto de vista inicial tiene variables s;, 1 < ¢ < n, donde n es el nimero de
autos a producirse, o sea la longitud de la secuencia de produccioén. El valor s; representa al auto
a ser producido en la posicion ¢ en la secuencia, 0 mds precisamente la clase de auto. Puesto que
los autos que requieren el mismo conjunto de opciones pueden ser considerados como idénticos.
Algunas de las restricciones serian por ejemplo: El nimero de variables asignada a un nimero
especifico es igual al nlimero de autos en la clase correspondiente. Sin embargo, la opcién de las
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capacidades es dificil de expresar con estas variables por si solas.

Es asi como se introducen variables auxiliares booleanas 0;;, 1 <i < n, 1 < j < m tal
que 0;; = 1, siy solo si el auto en la :-ésima ubicacion en la secuencia requiere la opcion j. Las
restricciones que expresan la capacidad de opcidn son expresadas en términos de estas variables,
suponiendo que la capacidad de la opcion 1 es un auto de cada dos. Luego, la capacidad de la
opcidén puede ser impuesta usando las restricciones:

0i1 +0iy10 <1lparal <i<n

Las restricciones también deben expresar la relacion entre las variables auxiliares y las va-
riables originales, en este caso se hace por las restricciones:
0ij = Xs;5» 1 <1< n,1 <j<m,donde \;; = 1 siy sélo si la clase de auto % requiere la
opcion j.

Usualmente las variables auxiliares no son suficientes para formular un problema. Sin em-
bargo, las variables auxiliares en el problema de secuencias de autos puede constituir un modelo,
puesto que cada secuencia de produccion valida puede ser especificada como una completa asig-
nacion de estas variables.

Las variables auxiliares también son utiles en algunas ocasiones para ser utilizadas como
variables de buisqueda, lo que se da a conocer en [17].

3.4.5 Restricciones Implicitas.

También conocidas como restricciones redundantes, son aquellas restricciones que estan
contenidas en las restricciones que definen el problema. No cambian el conjunto solucién y
por lo tanto son 16gicamente redundantes.

Aunque las restricciones implicitas pueden reducir significativamente el tiempo de ejecu-
cion, la eleccidon de restricciones implicitas utiles es considerado un arte. Se establecen dos
criterios basicos. Primero, se requieren restricciones implicitas para las cuales especializados y
eficientes algoritmos de propagacion de restricciones estin disponibles, o restricciones de aridez
pequena. En segundo lugar,las circunstancias en las cuales una restriccion implicita lleva a la po-
da de valores adicionales deben ser obvias. Sin embargo, si bien estos criterios son deseables,
no son suficientes. La experimentacion es necesaria.

Una condicién necesaria para que una restriccion implicita sea util en la reduccién de la
bisqueda es que "prohiba” una o mds asignaciones compuestas que permiten las restricciones
existentes. Una restriccion compuesta que es prohibida por una restriccion implicita no conduce
a una solucioén, es asi que al realizar esta operacidén no cambia el espacio solucién. Sin la res-
triccién implicita la asignacion podria ocurrir durante la bisqueda y probar que no puede ser
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determinada puede tomar una gran cantidad de tiempo. En [5] se da a conocer un ejemplo de
este tipo de restricciones.

3.4.5.1 Restricciones Implicitas y Espacio de Basqueda.

Asegurar que una restriccion implicita no permite una asignacion que de otra forma seria
realizada no es suficiente para garantizar que las restricciones implicitas reduzcan el espacio de
busqueda. Puede ser que una asignacioén prohibida no ocurriera durante la bisqueda de todas
formas, dado cierto orden de buisqueda. Por lo anterior, en backtracking, el orden segun el cual
las variables son asignadas puede afectar el hecho de si serd beneficioso o no incorporar una
restriccién implicita o no.

Por ejemplo en [3] se comenta sobre agregar una restriccion implicita entre dos restricciones,
q y r, cuando existen restricciones binarias en un CSP entre py ¢ y entre p y 7. La restriccion cg,
puede ser obtenida de la unién de c,, y c,,. Los autores de [3] muestran a través de un algoritmo
de backtracking, que si tres variables p, ¢ y r son asignadas en este orden, la restriccion implicita
cqr 1O tendra efecto sobre el numero de nodos visitados. Por otro lado si el CSP ya contiene las
restricciones cp, y ¢4, al agregar la restriccion c,, puede reducir el nimero de nodos visitados,
con el mismo orden de busqueda.

3.5 En Busca de Soluciones

El problema de las n-reinas mostrado en (ver figura) consistente en ubicar n reinas en un
tablero de ajedrez con la condicién de que ninguna sea alcanzada por otra, es un buen ejemplo
para poder visualizar la forma en que un algoritmo de biisqueda de soluciones trabaja.

Como ya se menciond, se puede representar el problema de las n-reinas como un CSP usan-
do n variables, q1, ..., ¢,, las que representan las filas del tablero de ajedrez. El dominio de cada
variable seria 1, ..., n, que representa las columnas del tablero.

La idea es encontrar una asignacion de valor a cada variable tal que todas las restricciones
sean satisfechas. Es necesario un tipo de algoritmo para resolver éste y otros CSPs. Algunas de
las propiedades que se desea posean estos algoritmos son:

= Solidez: La solucién que el algoritmo encuentra es una solucion genuina.

= Completitud: El algoritmo garantiza encontrar una solucion en un tiempo finito. si es que
existe alguna. Por lo tanto si finaliza sin encontrar una solucion, se debe a que el problema
no tiene solucion.
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Solidez es la mds importante. Completitud también es una necesidad, asi todos los algoritmos
que se utilicen serdn completos. Pero existen algoritmos incompletos para resolver CSPs (por
ejemplo algoritmos de bisqueda local).

Si los problemas son muy dificiles de resolver, un algoritmo completo podria tardar demasia-
do en demostrar que una instancia no tiene solucién. Asi, un algoritmo que en teoria es completo
puede llegar a ser incompleto en la practica. En estas circunstancias es mejor utilizar un algorit-
mo que se sabe es incompleto, si tiene una mejor oportunidad de encontrar una solucién cuando
existe una. Por otro lado, si un problema no tiene solucién, un algoritmo incompleto no tendra
forma de detectarlo, no importando el tiempo que utilice en ejecutarse, mientras que un algorit-
mo completo puede ser capaz de probar que existe solucion.

3.5.1 Generar y Probar.

Una forma simple para encontrar una solucién a un CSP es generar todas las posibles asig-
naciones a las variables, de alguna forma sistemadtica, y probar cada una para ver si satisfacen
las restricciones. Si ocurre esto, se tiene una solucién y se puede parar (so solo se quiere una
solucion), de lo contrario se continda. Si todas las asignaciones ha sido probadas y no se ha
encontrado una solucidn, entonces no existe una solucién para el problema. Asi, este algoritmo
es tanto solido como completo.

si cada variable tiene m valores posibles y hay n variables, entonces existen m™ posibles
asignaciones. Se tendrdn que examinar todas é€stas, por si no existe una solucién o la dltima
asignacion es la inica solucidn o si se quiere una unica solucién o se quieren todas la soluciones
o se quiere la mejor solucién (en cuyo caso se encuentran todas las soluciones y se escoge la
mejor). Si existe solucidn y se desea escoger s6lo una, se podria ser muy afortunado y encontrar
que la primera asignacioén que se examina satisface las restricciones. En general, sin embargo,
se trata de un algoritmo realmente torpe.

Para explicar lo anterior, suponiendo que se tiene que las restricciones no permiten v; = 1
y v = 1, como en el caso de las n-reinas por ejemplo. Hay m™ 2 asignaciones en que esta
combinacién de valores aparece. Se deben generar todas las asignaciones y saber cudles de ellas
no son validas, pues el algoritmo no tiene forma de saber cudles de ellas son un error.La mayoria
de los algoritmos para encontrar soluciones a un CSP se basa en busqueda sistematica, y pueden
evitar en mayor o menor medida, considerar asignaciones parciales que no llevan a una solucién.

33



3.5.2 Busqueda Espacio-Estado.

Esta es una técnica fundamental en Inteligencia Artificial para resolver problemas. Dado un
estado inicial, uno o mas estados finales, y un conjunto de operadores los que produciran los
posibles sucesores de un estado, se quiere saber como llegar de un estado inicial a un estado final.

Se puede representar la bisqueda por un estado final como un érbol, con los nodos repre-
sentando los estados (el estado inicial serd el nodo raiz) y los arcos los posibles operadores.
Buscando la solucidn, se construye gradualmente el drbol, eligiendo en forma repetida un nodo
y uno de los operadores principales, creando un nuevo nodo que representa el estado resultante.
Dos técnicas de buisqueda importantes son Biisqueda en profundidad y Biisqueda en amplitud.

En la Biisqueda en Profundidad, siempre se elige explorar un nodo que es hijo del nodo mas
recientemente explorado. si este nodo no tiene hijos se retrocede hasta el camino que condujo
a este nodo hasta que se encuentra un nodo con un hermano inexplorado. Se debe guardar en
memoria todos los hermanos no explorados de un nodo en el camino desde el nodo actual hacia
la raiz del 4rbol (en caso de que se deba volver a uno de ellos).

En la Biisqueda en Amplitud, cada nodo en el nivel d es explorado antes que un nodo en el
nivel d + 1. Los requerimientos de memoria en este caso son mds grandes (y aumentan tanto
como se baje en el arbol).

Algunas de las ventajas de la bisqueda en amplitud son:

= Se encuentra el camino mads corto hacia el estado final (lo cual es importante en algunos
problemas.)

= En la bisqueda en amplitud se puede en algunos tipos de problemas quedar atrapado en
la exploracion de un camino infinito y asi nunca llegar a alcanzar un estado final.

3.5.2.1 Encontrar una solucién a un CSP como una bisqueda Espacio-Estado.

Una posible forma de encontrar una solucién a un CSP en términos de busqueda espacio-
estado se describe a continuacion:

= En el estado inicial, no se han asignado valores a las variables.

= Un estado final es un estado en que a cada variable se ha asignado un valor y todas las
restricciones son satisfechas (o sea, corresponde a una solucion).

= Un estado intermedio corresponde a soluciones en que a algunas variables les han sido
asignados valores y las restricciones relevantes son satisfechas.
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= [.os operadores son: - seleccionar una variable a la cual atn o se le ha asignado un valor;
- un nodo donde una variable ya ha sido seleccionada, seleccionar uno de los valores en
su dominio.

El 4rbol de busqueda que se forma de este modo cuando se resuelve un CSP tiene caracteristicas
especiales:

= el arbol de busqueda es finito; no puede haber caminos de largo infinito en €l.

= todas las soluciones ocurren en el mismo nivel en el drbol (por ejemplo, profundidad 2n, si
n es el nimero de variables, y se contabiliza el nodo raiz del arbol como profundidad 0. Se
tienen n niveles que corresponden a la eleccién de cada variable en un turno, alternando
con n niveles en los que se elige un valor para la variable actual.)

Debido a estas caracteristicas, se elige el algoritmo de busqueda en profundidad més que el al-
goritmo de busqueda en anchura.

Se asumird, para efectos de explicacion, que el orden en el que las variables son selec-
cionadas es predeterminado, asi que la seleccion de la préxima variable no se muestra como
parte del proceso de busqueda. Sin embargo, la estrategia de seleccion de variable en efecto
juega un importante rol en la resolucion exitosa de un CSP.

El algoritmo mds simple basado en busqueda en profundidad es llamado Backtracking
Simple.

1. Elegir una variable a la cual no se le ha asignado un valor. Si no existe ninguna, entonces
se detiene: una solucién ha sido encontrada.

2. Elegir un valor para esta variable.

3. Probar si la nueva solucion parcial satisface todas las restricciones relevantes (por ejemplo,
todas las restricciones que afectan a la variable actual y una o mas de las variables
anteriores, a las que ya se le ha asignado un valor):

= sies asi, volver al paso 1.

= sino es asi, elegir otro valor para esta variable; si no hay mas valores, retroceder a
una variable que ain posee valores que no han sido probados; si no hay tal variable,
parar: no hay solucién.

La figura 3.11 muestra el arbol de biisqueda para el problema de 4-reinas usando backtracking
simple. (Como ya se menciond, se ignora la seleccion de la proxima variable en este drbol de
bisqueda; se asume que las variables son consideradas en el orden ¢1,42,93,94)-
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Figura 3.11: Arbol de bisqueda para 4-reinas usando backtracking simple.

3.5.3 Forward Checking.

Debido a que el algoritmo de backtracking sélo revisa las restricciones entre la variable
actual y la variable anterior, lo que intenta muchas asignaciones las cuales pueden fallar. Por
ejemplo, si la reina en la primera fila, estd en la primera columna, no tiene sentido tratar de
ubicar otra reina en esta columna. El algoritmo de forward checking intenta evitar asignaciones
inutiles buscando el efecto futuro de una asignacién sobre las futuras variables (estas variables
son las que atn no han sido asignadas).

Cuando un valor es asignado a la variable actual, cualquier valor en el dominio de una vari-
able futura que entra en conflicto con la nueva solucién parcial es removida (temporalmente)
del dominio. La ventaja de esto es que si el dominio de una futura variable, llamada vy, llega
a estar vacio, se sabe inmediatamente que la solucion parcial actual es inconsistente, y como
antes, se intenta para otro valor de la variable actual o se intenta el algoritmo de backtrack a
la variable anterior; el estado de los dominios de las variables futuras, que estaba antes que
las asignaciones fracasaran, es restaurado. Con backtracking simple, este fracaso serd detectado
mucho mas tarde. Cuando vy llega a ser la variable actual y se intenta hacer una asignacion, se
descubrird que ninguno de sus valores son consistentes con la solucién parcial actual. Forward
checking por lo tanto permite ramas del arbol de buisqueda que llevaran al fracaso al ser podadas
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mas temprano que con backtracking simple.

Esto puede ser mostrado usando el problema de las 4-reinas. Si se comienza ubicando una
reina en la primera fila, entonces ninguna de las otras reinas puede ser ubicada en la misma
columna o en la misma diagonal. Los valores correspondientes al cuadrado atacado por esta
reina pueden ser removidos desde el dominio de las variables representadas por las reinas en las
filas 2 6 4, hasta que esta rama conduzca a un callejon sin salida, y la reina en la primera fila
sea movida. El arbol de busqueda completo construido a través de forward checking para este
problema se muestra en la figura 3.12. Los cuadrados con cruces denotan valores removidos
desde el dominio de variables futuras en asignaciones pasadas y actuales.

Cada vez que una nueva variable es considerada, se garantiza que todos sus valores restantes
sean consistentes con las variables anteriores, asi que chequear una asignacion con una asig-
nacién pasada ya no es necesario.

Las unicas restricciones que se necesitan considerar cuando se realiza forward checking son
esas que involucran tanto la variable actual y exactamente una variable futura. Estas restricciones
pueden ser restricciones binarias o restricciones de una aridez mayor en las cuales a todas ex-
cepto a estas dos variables se les han asignado valores. En este dltimo caso las restricciones se
convierten en binarias (aunque esto puede ser sélo temporal: se puede encontrar después que se
tiene que retroceder y deshacer algunas de estas asignaciones). Este es un ejemplo de por qué
las restricciones binarias o restricciones que involucran s6lo un pequefio nimero de variables
son tan importantes en un CSP; se puede utilizar restricciones binarias para propagar los efec-
tos de una asignacion a una variable no asignada, adn si las restricciones no son binarias en un
principio, ellas llegardn a ser binarias durante la bisqueda, cuando a las variables se les asignen
valores.

En cada nodo, forward checking hace mds trabajo que en backtracking simple, de modo que,
en general, puede tomar mds tiempo encontrar una solucién. Por ejemplo, es muy fécil satisfa-
cer las restricciones,puede ser que el backtracking simple encuentre una solucién sin tener que
retroceder a la variable anterior; en este caso, chequear el efecto de asignaciones sobre el do-
minio de variables futuras carece de esfuerzo. Esto rara vez sucede en la préctica, sin embargo,
casi siempre forward checking es mucho més rdpido que backtracking simple.

A través del siguiente ejemplo se muestra que forward checking puede ahorrar una canti-
dad arbitraria de trabajo comparado con backtracking simple: Suponer que se tiene las variables
x1, T2, T3, ..., T, donde x1, o, , tienen dominio 1, 2 y las restricciones sobre estas tres variables
son que todas ellas deben tener diferentes valores. Claramente este subproblema, y por lo tanto
el problema entero, no es factible. (No le interesa cudl es el dominio de las variables restantes
xs3, ..., Tn_1, 0 qué restricciones existen sobre estas variables: se asumird que esta parte del pro-
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Figura 3.12: Arbol de bisqueda para 4-reinas usando forward checking.
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blema puede ser resuelto sin dificultad.) El algoritmo de backtracking instanciara las variables
r1y T2 aly 2 respectivamente, y luego asignard valores a 3, ..., ,_1 a su vez, antes de des-
cubrir que no hay valor para x,, que sea consistente con las primeras dos asignaciones. Entonces
volverd a x,,_o y asi sucesivamente, aunque estas variables no son parte del subproblema que
causa la dificultad. Tomara una gran cantidad de tiempo descubrir que el problema no tiene solu-
cion. Forward checking, por otro lado, descubrird que no hay valores disponibles en el dominio
de z,, tan pronto como los valores se asignen a x; y =9, nunca considerara asignar valores a las
variables restantes.

3.5.4 Ordenamiento de Variable y de Valor.

En el ejemplo de las n-reinas explicado anteriormente, se han considerado las variables en
el orden ¢, g9, ..., qn, y los valores en el orden 1,2, ..., n. No existe una razon en particular para
creer que es la mejor orden en que se consideran las variables y los valores, y la seleccion de la
proxima variable a considerar y el valor que se asigna a ésta es claramente parte del proceso de
bisqueda.

El orden en que las variables son asignadas tiene un efecto dramético en el efecto utilizado
para resolver un CSP, como el orden en que cada valor de variable es considerado. Por ejemplo,
suponer que el problema tiene una solucion en la cual v; = l;, vy = [y, ..., y sucederd que se
elige el valor para cada variable de tal forma que el primer valor considerado para cada variable
es su valor en esta solucién. Entonces se puede encontrar esta solucién incluso utilizando back-
tracking simple, muy ripidamente.

Un buen orden de variable reducira el tamafio del drbol explorado por el algoritmo de busque-
da, en comparacién con un pobre ordenamiento.

El orden de variable puede ser un orden estdtico, en el cual el orden de las variables se
especifica antes que la busqueda comience, y no cambia posteriormente, 0 u orden dindmico
en el cual la eleccién de la proxima variable a ser considerada en cualquier punto depende del
estado actual de la busqueda. El ordenamiento dindmico no es factible para todos los algoritmos
de arbol de busqueda: por ejemplo, con backtracking simple no hay informacién extra disponible
durante la busqueda que pueda ser usada para realizar una eleccion diferente de ordenamiento
desde el orden inicial: todas las variables futuras ven lo mismo como lo hicieron al principio,
asi, no hay motivo para cambiar el orden.
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CAPITULO 4

Formalizacion de las Caracteristicas de Modelado a Utilizar

4.1

Caracteristicas de Modelado Seleccionadas

De la informacién descrita en el capitulo anterior se han extraido algunas caracteristicas
de modelado que serdn consideradas para analizar de qué forma influyen en la resolucién de
un CSP. Con ellas se realizardn algunas formulaciones de problemas cldsicos existentes en la
literatura.

Las caracteristicas de modelado a utilizar son las siguientes:

1.
2.

Utilizacion de diversos Viewpoints para representar un problema.

Identificar simetrias: Al modelar un problema se puede introducir simetria. El principal
motivo de la importancia es que explotando la simetria se puede reducir la cantidad de
busqueda necesaria para resolver el problema.

. Utilizar restricciones implicitas: Definidas como aquellas restricciones que estin con-

tenidas en las restricciones que definen el problema.

. Utilizar restricciones globales: Estas restricciones permiten que una sola restriccion sobre

un nimero de variables reemplace un conjunto de restricciones.

. Utilizar variables auxiliares: Son variables que se introducen en un modelo, debido a la

dificultad de expresar las restricciones en términos de las variables existentes o a expresar
las restricciones de una forma que se propague mejor.

Para aplicar el estudio realizado sobre las caracteristicas que intervienen en un modelado de
problemas como un CSP, se utilizaron los siguientes problemas:

1.

2.

N-Reinas

Cuadrados Magicos
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3. SEND + MORE = MONEY

Se han modelado los problemas utilizando una combinacién de las caracteristicas identificadas.
En el siguiente capitulo se describirdn los modelos definidos.

4.2 Resultados Esperados

De acuerdo al estudio de las caracteristicas de modelado que se ha realizado, se identifican
algunos resultados que se espera obtener producto de la implementaciéon de los modelos
definidos. Estos son:

= Al introducir restricciones para explotar simetrias, la cantidad de soluciones disminuye en
una proporcion igual a la cantidad de simetrias existentes. Es decir, una proporcion igual
ag.

= Al introducir restricciones para romper simetrias, el tiempo de ejecucion disminuye en
comparacion con el problema sin restricciones para romper simetrias.

= Al reemplazar las restricciones individuales por restricciones globales, la propagacion es
mayor, por lo que el tiempo de biisqueda disminuye.

= Al utilizar variables auxiliares, el tiempo de bisqueda disminuye.

= Al utilizar restricciones implicitas, el tiempo de ejecucion disminuye.
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CAPITULO 5

Formulacion de Modelos

5.1 Cuadrados Magicos

5.1.1 Descripcion

Un Cuadrado Magico es la disposicion de una serie de nimeros enteros en un cuadrado o
matriz de tal forma que la suma de los nimeros por cada columna, fila y diagonal sea la misma,
valor conocido como la constante mdgica. Usualmente los nimeros empleados para rellenar las
casillas son consecutivos, de 1 a n?, siendo n el nimero de columnas y filas del cuadrado magico
(por ejemplo, el valor para n en la figura 5.1 es 3).

Se debe considerar que la constante magica es igual a:

2
K:M (5.1)
2
4192
& |
8 1|6

Figura 5.1: Cuadrado Mégico, n= 3.

5.1.2 Formulacion Modelo 1

Se consideran para este modelo las siguientes caracteristicas:
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= Se utilizan "restricciones globales”.
= No se utilizan restricciones para remover simetrias.

Para representar este problema como un CSP se utilizan las variables que representen las
posiciones de cada nimero en el cuadrado. Los posibles valores para cada variable son los
ndmeros entre{1, ..., n?}.

El valor para la constante magica k es: @ = k.
1. Variables: x;; =Posicién del nimero en la fila 7 y columna j. Con i={1,...,n} y
J={1,...,n}.
2. Dominio: {1, ...,n%}.

3. Restricciones:

Y wyy =k Vi=1,...,n Restriccion en las Filas
raxig =k Vs =1,...,n  Restriccion en las Columnas
riTy =k Restriccion en la Diagonal positiva
i1 jmio1 Ti(n—j) = K Restriccion en la Diagonal negativa
alldif ferent(x;;) Vi,j =1,...,n Restriccién para todos los valores diferentes

5.1.3 Formulacion Modelo 2

Se consideran para este modelo las siguientes caracteristicas:
= Se utilizan "restricciones globales”.
= Se utilizan restricciones para remover simetrias.

Se utiliza la misma representacion que en el modelo 1 (ver 5.1.2),considerando que cada
variable representa la posicion del nimero ubicado en la fila ¢ y columna j. Ademads, los posi-

bles valores para cada variable son los nimeros entre {1,...,n?}.
El valor para la constante magica k es: w =k.
1. Variables: x;; =Posicion del nimero en la fila ¢ y columna j. Con i = 1,...,ny
jg=1...,n.
2. Dominio: {1,...,n?}.
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3. Restricciones:

Z?:l Ty =k Vi=1,...,n Restriccion en las Filas
Yo xig =k Vs =1,...,n  Restriccion en las Columnas
rixy =k Restriccion en la Diagonal positiva
i, i1 Ti(n—g) = k Restriccion en la Diagonal negativa
alldif ferent(x;;) Vi,j =1,...,n Restriccién para todos los valores diferentes
Tn1 < Tip Restriccion para romper simetrias
T11 < Tip Restriccion para romper simetrias
11 < Tpn Restriccion para romper simetrias
T < Tp1 Restriccion para romper simetrias

5.1.4 Formulacion Modelo 3

Se consideran para este modelo las siguientes caracteristicas:
= No se utilizan "restricciones globales”.
= Se utilizan restricciones para remover simetrias.

Se utiliza la misma representacion que en el modelo anterior (ver 5.1.2), considerando que
cada variable representa la posicion del nimero ubicado en la fila ¢ y columna j. Ademds, los

posibles valores para cada variable son los nimeros entre {1,...,n?}.
El valor para la constante magica k es: W = k.
1. Variables: z;; = Posicion del nimero en la fila ¢ y columna j. Con i = 1,...,ny
j=1,...,n.
2. Dominio: {1,...,n?}.

3. Restricciones:

Tz =k Vi=1,...,n Restriccion en las Filas
Yoz =k Vs =1,...,n  Restriccién en las Columnas
rixy =k Restriccion en la Diagonal positiva
Z?=1,j=ze1 Tin—jy = k Restriccion en la Diagonal negativa
Tnl # Tin Restriccion para romper simetrias
T11 # T1in Restriccion para romper simetrias
T11 F Tpn Restriccion para romper simetrias
T11 # T Restriccion para romper simetrias
Tij # Tji Vi,7 =1,...,n Restriccién todos los valores diferentes
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5.1.5 Formulacion Modelo 4

Se consideran para este modelo las siguientes caracteristicas:
= No se utilizan "restricciones globales”.
= No se utilizan restricciones para remover simetrias.

Se utiliza la misma representacion que en el modelo anterior, considerando que cada variable
representa la posicion del nimero ubicado en la fila 2 y columna j. Ademas, los posibles valores

para cada variable son los niimeros entre {1,...,n?}.
. 2
El valor para la constante magica k es: w =k.
1. Variables: z;; = Posicion del nimero en la fila 7 y columna j. Con¢ = 1,...,ny
j=1,...,n.
2. Dominio: {1,...,n?%}.
3. Restricciones:
Taxig =k Vi=1,...,n Restriccion en las Filas
iy =k Vj=1,...,n  Restriccién en las Columnas
Sz =k Restriccion en la Diagonal positiva
o1 i1 Ti(n—g) = k Restriccion en la Diagonal negativa
Tij # Tji Vi,j =1,...,n Restricciones para todos los valores diferentes

5.2 SEND + MORE = MONEY

5.2.1 Descripcion

El problema SEND + MORE = MONEY consiste en asignar a cada letra {s, e, n,d, m, o0, r,y}
un digito diferente del conjunto {0, ..., 9} de modo que se satisfaga la expresion send + more =
money.

5.2.2 Formulacion Modelo 1

Se consideran para este modelo las siguientes caracteristicas:
= Se utilizan "restricciones globales”.

= No se utilizan " variables auxiliares” .
1. Variables: {s,e,n,d, m,o,r,y}.
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2. Dominio:{0, ..., 9}.
3. Restricciones:

Restriccion en las Filas 10%(s +m) + 10%(e +0) + 10(n+7) + d + e = 10*m + 10%0 +
10%n + 10e + y

Restriccion para todas las variables diferentes alldifferent(s,e,n,d,m,o,r,y)

5.2.3 Formulacion Modelo 2

Otra forma de modelar el problema es utilizando variables auxiliares para descomponer la
ecuacion en una coleccidn de pequefias restricciones.
Se consideran para este modelo las siguientes caracteristicas:

= Se utilizan ”variables auxiliares”.
= Si se utilizan "restricciones globales”.
1. Variables: {s,e,n,d, m,o,r,y,c1,ca,c3}.

2. Dominio: Para

{e,n,d,o,r,y} ={0,...,9}
s=1{1,...,9}

m = {1}

{c1,¢9,c3} ={0,1}

3. Restricciones:

e+d=y+ 10

cit+n+r=e+ 10cy

co+e+o0o=n+ 10c3

cs+s+m=10m+o

alldif ferent(s,e,n,d,m,o,r,y) Restriccién para todas las variables diferentes

5.2.4 Formulacion Modelo 3

Otra forma de modelar el problema es utilizando variables auxiliares para descomponer la
ecuacion en una coleccidn de pequefias restricciones.
Se consideran para este modelo las siguientes caracteristicas:

» Se utilizan " variables auxiliares”.

= Se identifica "restriccién implicita”.

46



= Se utiliza "restriccion global”.
1. Variables: {s,e,n,d, m,o,7,y, c1, ¢z, c3}.

2. Dominio: Para

{e,n,d,o,r,y} ={0,...,9}
s=1{1,...,9}

m = {1}

{c1,¢9,c3} ={0,1}

3. Restricciones:

e+d=y+ 10¢

ci+n+7r=e+ 10c

co+e+o0o=n+10c3

c3+s+m=10m+o

c1 —9cy — 10cs+0=10 Restriccion obtenida de Restriccion 2 y 3
alldif ferent(s,e,n,d, m,o,r,y) Restriccion para todas las variables diferentes

5.2.5 Formulacion Modelo 4

Otra forma de modelar el problema es, ademds de introducir variables auxiliares para
descomponer la ecuacioén en una coleccién de pequefias restricciones, se genera una coleccion
de restricciones individuales para establecer que cada una de las letras son distintas entre si.

Se consideran para este modelo las siguientes caracteristicas:

= Se utilizan " variables auxiliares”.
= No se utilizan "restricciones globales”.
1. Variables: {s,e,n,d, m,o,r,y,c1,co,c3}.

2. Dominio: Para

{e,n,d,o,r,y} ={0,...,9}
s=1{1,...,9}

m = {1}

{C1,CQ,03} = {0,1}

47



3. Restricciones:

e+d=1y+10¢
cp+n+r=e+ 10c
co+e+o0=n-+ 10c3
c3s+s+m=10m+o
c1 —9cy — 10c3 + 0 = 0 Restriccion obtenida de Restriccion 2 y 3
s#e Restriccion para todas las variables diferentes
s#n

s#d

s# o0

S#ET

s#Y

s#Em

e#£n

e#d

e#o

e#r

eFy

e£m

n#d

n# o

n#r

n#y

n#m

d=#o

d#r

d#y

d#m

0FT

0FY

o#m

r#EY

r#m

y#m
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5.3 N-reinas

5.3.1 Descripcion

El problema de las n-reinas consiste en encontrar una distribucion de n reinas en un tablero
de ajedrez de n x n de modo tal, que éstas no se ataquen. Asi, no pueden encontrarse dos reinas
en la misma fila, columna o diagonal.

El Problema de las n-reinas es conocido usualmente como uno relacionado a un juego y
también como un problema apropiado para probar algoritmos nuevos. Sin embargo, tiene otras
aplicaciones ya que se le considera como un modelo de mdxima cobertura. Esto es, una solucion
al problema de las n-reinas garantiza que cada objeto puede ser accesado desde cualquiera de
sus ocho direcciones vecinas (dos verticales, dos horizontales y cuatro diagonales) sin que tenga
conflictos con otros objetos.

El problema de las n reinas cuenta con lo siguiente:

= Dos reinas no pueden estar en la misma Fila.
= Dos reinas no pueden estar en la misma Columna.

= Dos reinas no pueden estar en la misma Diagonal.

5.3.2 Formulacion Modelo 1
Se consideran para este modelo, las siguientes caracteristicas:
= No se utilizan "restricciones globales”.
= Se utiliza un ”viewpoint” para modelar el problema.

1. Variables: Este modelo utiliza una variable binaria x;; para representar la existencia de
una reina en el casillero (i,7).Coni=1,....nyj=1,...,n.

2. Dominio: Si existe una reina en el casillero ubicado en la posicion ij, z;; = 1y sino, vale
0.

3. Restricciones: Las restricciones abarcan las filas, las columnas,diagonales positivas y dia-
gonales negativas.

= Restriccion para filas: Se impide que existan dos reinas en la misma fila. Esto se
verifica sumando todos los valores de las casillas x;; para una fila determinada. Asf,
dicha suma deberia ser igual a 1 para todas las filas ya que deberia haber un solo 1
en cada fila. Esta restriccion se puede resumir de la siguiente forma:

j=1
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= Restriccion para columnas: Se impide que existan dos reinas en la misma columna.
Esto se verifica sumando todos los valores de las casillas x;; para una columna
determinada. Asi, dicha suma deberia ser igual a 1 para todas las columnas ya que
deberia haber un sélo 1 en cada columna. Esta restriccién se puede resumir de la
siguiente forma:

i=1

= Restriccion en diagonales: En las diagonales se debe revisar la definicion de los va-
lores de recorrido de la variable. En las diagonales, tanto positivas como negativas,
debe haber a lo mds una reina. Esto se verifica sumando los valores de las casillas
que forman las distintas diagonales.

Si se analiza la formacién de las diagonales positivas, se ve que éstas estardn
definidas por la suma k& = ¢ + j. Asi, todos los pares (i,j) que tengan el mismo
valor para k, estaran en la misma diagonal positiva.

De esta forma, se puede definir la restriccion para las diagonales positivas de la
siguiente forma:

Zinj<1 Vk=2,....2n o k=3,....2n—1 5.4)

i—1=1

——r

i+j=k
De igual forma, se analizan las diagonales negativas.Se puede verificar que éstas
estdn definidas por laresta k = ¢ — j varfaen el rango {2,...,2n} o {3,...,2n — 1}
dependiendo si se consideran las casillas de las esquinas.
De esta forma, se puede definir la restriccién para las diagonales negativas de la
siguiente forma:

Y a4y <1 Vk=-n,....n o k=-n+1,...,n—1 (5.5)

Formalizando el modelo, se tiene lo siguiente, tomando en cuenta la cantidad de reinas igual a
n:

1. Variables:

1 st existe una reina en la posicion (i,))
" 0 sino existe

2. Dominio: {0, 1}.

50



3. Restricciones:

Z?Zl ;=1 Vi=1...,n Restriccidn en las Filas
Ty =1 Vi=1,...,n Restriccion en las columnas
n n
Z Z riy; <1 VE=3,...,2n—1 Restriccion en las diagonales positivas
i=1j=1
——
i+j=k

n n

Z Z 2y <1 Vk=-n+1,...,n—1 Restriccion en las diagonales negativas
i=1 j=1

——

i—j=k

5.3.3 Formulacion Modelo 2

Se consideran para este modelo, las siguientes caracteristicas:
= No se utilizan "restricciones globales”.
= No se utilizan restricciones para remover simetrias.

= Viewpoint 2.

1. Variables: Otra forma de modelar el mismo problema es utilizando la variable z; para
representar la posicion de la reina en la fila :.

2. Dominio: En este caso, el dominio de z; seria {1, ..., n}. A diferencia del modelo anterior
(ver 5.3.2).

3. Restricciones: Estas abarcan las columnas y todas las diagonales, sin distinguir entre
positivas y negativas. Las filas se verifican por defecto, al tener que asignar un valor a
la variable. Es decir, por la forma del modelo, no puede haber dos reinas en la misma fila,
por lo que esa restriccidn se omite.

La restriccién de las columnas impide que existan dos reinas en la misma columna. Esto se
verifica observando los valores de las variables. Si estos son distintos, entonces se cumple
con la restriccion, si son iguales, no. Esta restriccién se puede resumir de la siguiente
forma:

T # Tj Vi# 7 coniyj € N (5.6)

Igualmente se tiene:
r;—x; #0 Vi#7 coniyj € N (5.7)

Al igual que en el modelo anterior (ver 5.3.2), en las diagonales, tanto positivas como
negativas, debe haber a lo mds una reina. Dada la definicién del modelo, el valor de la
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P2=(x2 v2)

P1=(x1.y1)

fx

Figura 5.2: Célculo de la pendiente de una recta.

variable indica la columna y el indice de la variable, la fila. Utilizando esos valores, se
puede calcular la pendiente de una recta que pase por los dos casilleros, z; y x; que se
estd verificando. Sabiendo que todas las diagonales positivas forman un dngulo de 45°
respecto a la base del tablero y que todas las diagonales negativas forman un angulo de
—45Y respecto a la misma base, si se calcula la pendiente y el dngulo resultante es aproxi-
madamente 45°, entonces los dos casilleros estdn en la misma diagonal.

En general, para poder encontrar la pendiente de una recta, basta con conocer dos puntos
de esa recta y calcular la diferencia entre las coordenadas de ambos puntos. Por ejemplo,
si se quiere calcular la pendiente de la recta de la figura 5.2, se calcula la variacién de
x, Ax = x9 — x1 y la variacién de y, Ay = y» — y;. Después, se calcula ﬁ—g y con este
resultado se calcula la tangente. Como la tangente de 45 = 1, eso significa que el Ax y el
Ay deben ser iguales. Para este caso, como no se quiere que las reinas estén en la misma
diagonal, esas diferencias deben ser distintas. De esta forma, se puede definir la restriccién

para las diagonales de la siguiente forma:
|z, — x| # |i — j| Vi#j coniyj € N (5.8)

Formalizando el modelo, se tiene lo siguiente, tomando en cuenta la cantidad de reinas igual a
n:

1. Variables: z; = posicién de la reina en la fila 4, con i={1, ... ,n}.

2. Dominio: {1,...,n}

3. Restricciones:

T # Tj Vi#j coniyj €{l,..,n} Restriccién en las Columnas
lw; —xj| #|i—j| Vi#j coniyj €{l,...,n} Restriccién en las Diagonales

5.3.4 Formulacion Modelo 3

Se considera para este modelo el modelo entregado anteriormente (ver 5.3.3), para el cual
se toman en cuenta las siguientes caracteristicas:

52



= Se utilizan "restricciones globales”.
= No se utilizan restricciones para remover simetrias.
La formulacién del modelo es la siguiente:
1. Variables: x; = posicién de la reina en la fila 4, con i={1, ... ,n}.
2. Dominio: {1,...,n}
3. Restricciones:

alldif ferent(xy, ..., x,) Restriccién en las Columnas
alldif ferent(xy — 1;x9 —2;...;2, —n)  Restriccién en Diagonal
alldif ferent(xy + 1;20 +2;...;2, +n)  Restriccién en Diagonal

5.3.5 Formulacion Modelo 4

Se considera para este modelo el modelo entregado anteriormente (ver 5.3.3), para el cual
se toman en cuenta las siguientes caracteristicas:

= Se utilizan restricciones para remover simetrias.
= No se utilizan "restricciones globales”.
La formulacion del modelo es la siguiente:
1. Variables: x; = posicién de la reina en la fila 7, con i={1,... ,n}.
2. Dominio: {1,...,n}

3. Restricciones:

T; # Vi# jconiyj € {l,...,n} Restriccién en las Columnas
|z, — x| # |1 — j| Vi# jconiyj € {l,...,n} Restriccién en las Diagonales
rool; = T180%; = coni € {l,...,n} Restriccion de simetrias

To70X; = leil,‘i = ’I"dgl‘i
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CAPITULO 6

Resultados Obtenidos y Analisis

Los modelos definidos han sido implementados en el solver Eclipse !, con el fin de validar
los resultados esperados que se dieron a conocer en el capitulo anterior.

6.1

Cuadrados Magicos

El resultado de la ejecucién de cada uno de los problemas implementados para Cuadrados
Mdgicos se muestra en la Tabla 6.1.

Tabla 6.1: Resultados obtenidos para Cuadrados Mdgicos

Modelo | Caracteristicas Numerode | Tiempo Back. Nodos
Soluciones | Total (seg.) | Totales | Visitados
1 Se utilizan restricciones globales
No se utilizan restricciones para remover simetrias 7.040 45,69 71720 | 226032
2 No se utilizan restricciones globales
Se utilizan restricciones para remover simetrias 880 5,7 6610 22907
3 Se utilizan restricciones globales
Se utilizan restricciones para remover simetrias 880 4,19 6141 22197
4 No se utilizan restricciones globales
No se utilizan restricciones para remover simetrias 7040 62,8750 78384 | 241978

Thttp://www.eclipseclp.org/
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Cantidad de Soluciones

5000 7040 7040
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4000
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1000

Soluciones

B Cantidad de Soluciones

Modelo Modelo Modelo Modelo
1 2 3 4

Maodelos

Figura 6.1: Cantidad de soluciones de cada modelo definido para Cuadrados Mégicos.

Tiempo Ejecucién (segundos)

70 A 62,8750

60 1
30 7

40 A

M Tiempo Ejecucion
{segundos)
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20 7

Tiempo {segundos)
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Modelol Modele2 Modelo3 Modelod

Madelos

Figura 6.2: Tiempo de ejecucién de cada modelo definido para Cuadrados Magicos.
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Nodos Visitados
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150000 1

100000 B Nodos Visitados
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0 £ : : . ¢
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Figura 6.3: Nodos visitados en cada modelo definido para Cuadrados Magicos.

Cantidad de Backtracks Totales
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1 2 3 4

~71720

W Cantidad de Backtracks
Totales

Cantidad de Backtrack

Modelos

Figura 6.4: Backtrack totales en cada modelo definido para Cuadrados Magicos.

6.1.1 Analisis de Resultados

Se observa que se cumple la regla asociada a cuando se introducen restricciones para romper
simetrias durante la busqueda. Esto es:

= Sea NSCRS = Numero de soluciones con restricciones para romper simetrias
= Sea NSSRS= Numero de soluciones sin restricciones para romper simetrias

= NSCRS =NSSRS /8
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Es decir, al introducir restricciones para romper simetrias se disminuye en 8 veces la can-
tidad de soluciones, lo que se relaciona con el nimero de simetrias que se identifican en una
matriz.

El tiempo total de ejecuciéon varia de acuerdo a si se utilizan restricciones para remover
simetrias o no, variando de menor forma si se utilizan restricciones globales. Esto es, se puede
observar que el tiempo utilizado por el modelo 3 es aproximadamente 15 veces menor que el
tiempo utilizado por el modelo 4. Considerando que en el modelo 3 se utilizan restricciones para
romper simetrias y se utilizan restricciones globales y en el caso del modelo 4 no se utilizan ni
restricciones globales ni restricciones para remover simetrias.

El nimero de nodos visitados es menor cuando se utilizan restricciones para remover

simetrias (modelos 2 y 3). Si a esto se agregan restricciones globales, el tiempo de ejecucion
y el nimero de nodos visitados serd menor.
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6.2 SEND + MORE = MONEY

El resultado de la ejecucién de cada uno de los problemas implementados para SEND +
MORE = MONEY se muestra en la Tabla 6.2.

Tabla 6.2: Resultados obtenidos para SEND + MORE = MONEY

Modelo | Caracteristicas Soluciones | Tiempo Back. Nodos
Total (seg.) | Totales | Visitados
1 Se utilizan restricciones globales
Se utilizan variables auxiliares 1 0,001 0 8
2 Se utilizan restricciones globales
No se utilizan variables auxiliares 1 0,01 0 8
3 No se utilizan restricciones globales
Se utilizan variables auxiliares 1 0,02 0 8
4 No se utilizan restricciones globales
Se utilizan variables auxiliares
se identifica restriccidon implicita 1 0,03 0 8

Cantidad de Soluciones

0.8
06 1
04 B Cantidad de Soluciones

02 1~

Cantidad de soluciones

0 ¥ T T T i
Modelol Modelo? Modelo3 Modelod

Modelos

Figura 6.5: Cantidad de soluciones de cada modelo definido para SEND + MORE + MONEY.
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Tiempo Ejecucién (segundos)
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Figura 6.6: Tiempo de ejecucién de cada modelo definido para SEND + MORE + MONEY.

Nodos Visitados
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Cantidad de Nodos
[ R e Y L I = TN e - ]

Modelol  Modelo2  Modelo3 Modelo 4
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Figura 6.7: Nodos visitados en cada modelo definido para SEND + MORE + MONEY.

6.2.1 Analisis de Resultados

Se observa que el tiempo de ejecucidn, si bien es pequeio para este problema, se reduce al
utilizar variables auxiliares en comparacion al no utilizar variables auxiliares.
El menor tiempo de ejecucion se obtiene al utilizar restricciones globales y variables auxiliares.
La cantidad de soluciones para este tipo de problemas no se reduce, pues es tnica. Siendo ttiles
las caracteristicas de modelado para reducir los tiempos de ejecucion.

6.3 N-Reinas

El resultado de la ejecucion de cada uno de los problemas implementados para N-Reinas
se muestra en la Tabla 6.3. Se utiliza el valor de n igual a 8 para realizar la comparacion de la
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implementacion de todos los modelos definidos.

Tabla 6.3: Resultados obtenidos para N-Reinas. N = 8.

Modelo | Soluciones Caracteristicas | Tiempo | Back. Nodos
Total | Totales | Visitados

1 Se utiliza un Viewpoint 1

No se utilizan restricciones para remover simetrias

No se utilizan restricciones globales 92 0,125 51 206
2 Se utiliza Viewpoint 2

No se utilizan restricciones globales

No se utilizan restricciones para remover simetrias 92 0,11 178 577
3 Se utilizan restricciones globales

No se utilizan restricciones para remover simetrias 92 0,09 167 561
4 No se utilizan restricciones globales

Se utilizan restricciones para remover simetrias 12 0,03125 34 103

B Cantidad de Soluciones

Cantidad de Soluciones
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€ 80 1

= p
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=
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Figura 6.8: Cantidad de soluciones de cada modelo definido para n-reinas. N = 8.
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Figura 6.9: Tiempo de ejecucion de cada modelo definido para n-reinas. N = 8.
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Figura 6.10: Nodos visitados en cada modelo definido para n-reinas. N = 8.

6.3.1 Analisis de Resultados

Para el problema de las n-reinas, se realizaron ejecuciones para distintos valores de n,
obteniendo para valores de n mayores o iguales a 8 que, el nimero de soluciones sin restricciones
para romper simetrias se encuentra directamente relacionado con el nimero de soluciones sin
restricciones para romper simetrias en una proporcion aproximada de 8, de acuerdo a lo que se
observa en la tabla 6.4.

61



Tabla 6.4: Relacién entre soluciones para modelos que utilizan restricciones para remover simetrias y
modelos que no utilizan restricciones para remover simetrias.

N | NSSRS | NSCRS | Proporcién

8 92 12 7,666

9 352 46 7,652
10 724 92 7,869
11 2680 341 7,859
12 14200 1787 7,946
13 73712 9233 7,983
14 | 365596 | 45752 7,990
15 | 2279184 | 285053 7,996

Se observa, ademds, que al introducir restricciones para remover simetrias, el nimero de no-
dos visitados y la cantidad de backtrack totales son menores que los resultados obtenidos para
los otros modelos que fueron implementados.

Al utilizar restricciones globales, se observa que el tiempo de ejecucion disminuye. Se real-
1z0 la prueba con otros valores de n mayores a 8 obteniéndose diferencias pequefias entre ambos
tiempos (tiempo de ejecucion para problema sin restricciones globales y tiempo de ejecucion
para problema con restricciones globales).

Con relacién a la cantidad de backtrack y nimero de nodos visitados, la cantidad disminuye

al ejecutar el problema con restricciones globales en comparacion con el resultado al ejecutar el
problema sin restricciones globales.
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CAPITULO 7

Conclusiones

Se han descrito los conceptos que se consideran importantes y decisivos al momento de de-
cidir por un modelo, designando a algunos como las caracteristicas de modelado a analizar. Para
ésto se han formulado algunos problemas cldsicos existentes en la literatura, utilizando las car-
acteristicas de modelado identificadas: Identificacion de simetrias, uso de restricciones globales,
utilizacién de diversos Viewpoints, presencia de restricciones implicitas.

Respecto a las formulaciones de modelado realizadas se puede concluir que de acuerdo a lo
estudiado se comprueba que la simetria juega un papel importante al momento de modelar un
problema. Se puede observar esto en los modelos del problema de los cuadrados méagicos. Si se
comparan las soluciones de los modelos 1 y 3 respectivamente, se puede ver que el modelo que
no explota simetrias, el modelo 1, posee 880 soluciones simétricas, que corresponde a 8 veces
las soluciones del modelo 3. Asi, al explotar las simetrias, se reduce en 8 veces la cantidad de
soluciones, debido a que se reducen las 8 diagonales presentes en una matriz. También se puede
ver este andlisis para el caso del modelo 4 de n-reinas, donde para valores de n mayores a 8 se
obtiene que la cantidad de soluciones para el modelos sin restricciones para remover simetrias
es aproximadamente 8 veces la cantidad de soluciones para el modelo con restricciones para
remover simetrias.

El principal objetivo de la deteccion de las simetrias en la programacién con restricciones
seria usarla para mejorar el rendimiento de la bisqueda de soluciones a un problema. La rup-
tura simetrfas se considera fundamental para la resolucion practica de algunos problemas, donde
existen simetrias que causan una bisqueda redundante. Sin embargo, se puede concluir que son
dificiles de utilizar, ya sea debido a un rendimiento impredecible como por las habilidades re-
queridas para realizar su implementacion.

No se puede decir que exista un método facil para trabajar con las simetrias, pero al lograr su

implementacién se pueden obtener resultados beneficiosos para mejorar el rendimiento de cada
problema.
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Estudiar los resultados que se obtienen al ejecutar cada uno de los problemas que involucran
restricciones para remover simetrias, resulta interesante para concluir una mayor cantidad de
lecciones aprendidas para un futuro trabajo.

En relacién con la utilizacién de restricciones globales, se observa que los tiempos de eje-
cucién disminuyen. Se considera que al trabajar en problemas mas complejos con restricciones
globales se mejorard en forma sustancial la eficiencia y solucién de los problemas.

Al utilizar distintos viewpoint es necesario considerar que se deben utilizar otras carac-
teristicas de modelado para poder obtener resultados mds eficientes en comparacion con otros
modelos. Por lo tanto, se concluye que el uso de distintos viewpoint no es por si s6lo una forma
de identificar reducciones en la busqueda de soluciones a los Problemas de Satisfaccion de Re-
stricciones.

El uso de restricciones implicitas en los problemas utilizados no entregaron reduccion en
la bisqueda de forma significativa, en comparacion con otros modelos. Debiese utilizarse en
otros problemas asociados a ecuaciones lineales, para poder comparar y ver si existen beneficios
importantes asociados a su utilizacion.

Para estudios futuros se deja abierta la idea para trabajar con técnicas de buisqueda distintas
a backtracking y utilizar problemas con complejidades mayores para asi observar desde otros
puntos de vista el efecto positivo que tiene el utilizar las caracteristicas de modelado que se
estudiaron en este trabajo de titulo.
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A. CODIGO FUENTE CUADRADOS MAGICOS

%Archivo: Modelos.pl

:-lib(ic).

- lib(lists).

magic(N) :-
init_backtrackst,
init_nodesv,
statistics(times, [TO|_D),
% modelol(N,Vars,Square),
% modelo2(N,Vars,Square),
% modelo3(N,Vars,Square),
% modelo4(N,Vars,Square),
labs(Vars,B,ND),
get_nodesv(ND),
statistics(times, [T1]_D),

%
%
%
%

no remueve simetrias, posee restricciones globales
remueve simetrias, no posee restricciones globales
con simetrias, con variables globales

no remueve simetrias, no posee restricciones globales

TimeFinal is T1-TO, % Calculo el tiempo total
write(" & Tiempo Total:& "),write(TimeFinal),
write(" & Bactrack totales:& "),write(B),
printf("" & Nodos visitados: & %d & %n ', [ND])-

%MODELO 1
modelol(N,Vars,Square) :-
NN is N*N,
Sum is N*(NN+1)//2,

% tamafo del cuadrado

% constante magica

printf(*'Sum = %d%n", [Sum]),

dim(Square, [N,N]D),

% variables

Square[1..N,1._.N] :: 1..NN, % dominio
Rows is Square[1..N,1._.N],

flatten(Rows, Vars)
alldifferent(Vvars),
for(1,1,N),
foreach(U,UpDiag),
foreach(D,DownDiag)
param(N, Square,Sum)

% restriccion de todas diferentes

do
Sum #= sum(Square[l,1..N]), % suma of row 1
Sum #= sum(Square[l..N,I]), % suma of column 1

U is Square[l,I],

D is Square[l,N+1-1]

).



Sum #= sum(UpDiag), % suma de diagonales

Sum #= sum(DownDiag) -

%MODELO 2
modelo2(N,Vars,Square) :-
NN is N*N,
Sum is N*(NN+1)//2,
printfF("'"Numero méagico = %d%n", [Sum]),
dim(Square, [N,ND),
Square[1..N,1._.N] :: 1..NN,

% cantidad de numeros

% suma magica

% Variables

% Dominio

Rows is Square[1..N,1._.N],
flatten(Rows, Vars),

Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,2]
Square[1,2]
Square[1,2]
Square[1,2]
Square[1,2]
Square[1,2]
Square[1,2]
Square[1,2]

#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=

Square[1,1] #\= Square[1,2],

Square[1,3],
Square[1,4],
Square[2,1],
Square[2,2],
Square[2,3],
Square[2,4],
Square[3,1],
Square[3,2],
Square[3,3],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[1,3],
Square[1,4],
Square[2,1],
Square[2,2],
Square[2,3],
Square[2,4],
Square[3,1],
Square[3,2],

Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]

#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=

Square[1,4],
Square[2,1],
Square[2,2],
Square[2,3],
Square[2,4],
Square[3,1],
Square[3,2],
Square[3,3],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[2,1],
Square[2,2],
Square[2,3],
Square[2,4],
Square[2,2],
Square[2,3],
Square[2,4],
Square[3,1],
Square[3,2],
Square[3,3],

Square[1,2] #\= Square[3,3], Square[1,4] #\= Square[3,4],
Square[1,2] #\= Square[3,4], Square[1,4] #\= Square[4,1],
Square[1,2] #\= Square[4,1], Square[1,4] #\= Square[4,2],
Square[1,2] #\= Square[4,2], Square[1,4] #\= Square[4,3],
Square[1,2] #\= Square[4,3], Square[1,4] #\= Square[4,4],

Square[1,2]

#\=

Square[4,4],

Square[2,1]

#\= Square[2,2],



Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,4]
(

for(1,1,N),

Square[2,3],
Square[2,4],
Square[3,1],
Square[3,2],
Square[3,3],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[2,3],
Square[2,4],
Square[3,1],
Square[3,2],
Square[3,3],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[2,4],
Square[3,1],
Square[3,2],
Square[3,3],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[3,1],

foreach(U,UpDiag),
foreach(D,DownDiag),

param(N, Square,Sum)

do

Sum #=
Sum #=

sum(Square[l,1..N]D),
sum(Square[1..N,I1]),

U is Square[l,I],
D is Square[l,N+1-1]

).

Sum #= sum(UpDiag),

Square[2,4]
Square[2,4]
Square[2,4]
Square[2,4]
Square[2,4]
Square[2,4]
Square[2,4]
Square[3,1]
Square[3,2]
Square[3,2]
Square[3,2]
Square[3,2]
Square[3,2]
Square[3,2]
Square[3,3]
Square[3,3]
Square[3,3]
Square[3,3]
Square[3,3]
Square[3,4]
Square[3,4]
Square[3,4]
Square[3,4]
Square[4,1]
Square[4,1]
Square[4,1]
Square[4,2]
Square[4,2]
Square[4,3]

% suma de filas

% suma de columnas

% suma de diagonales

Square[3,2],
Square[3,3],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[3,2],
Square[3,3],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[4,4],



Sum #= sum(DownDiag),

Square[1,1] #< Square[1,N],
Square[1,1] #< Square[N,N],
Square[1,1] #< Square[N,1],
Square[1,N] #< Square[N,1].

%MODELO 3
modelo3(N, Vars,Square) :-

NN is N*N,

Sum is N*(NN+1)//2,
printf(*'Sum = %d%n", [Sum]),
dim(Square, [N,N]D),
Square[1..N,1._.N] :: 1..NN,

% removiendo simetrias

% tamafo del cuadrado

% constante magica

% variables

% dominio

Rows is Square[1..N,1._.N],
flatten(Rows, Vars),
alldifferent(Vvars),
nl,write("Las variables son: "),write(Vars),
(

for(1,1,N),

foreach(U,UpDiag),

foreach(D,DownDiag),

% restriccion de todas diferentes

param(N, Square,Sum)

do
Sum #= sum(Square[l,1..N]), % suma de filas
Sum #= sum(Square[1..N,11), % suma de columnas
U is Square[l,1],
D is Square[l,N+1-1]

),

Sum #= sum(UpDiag), % suma de diagonales
Sum #= sum(DownDiag),

Square[1,1] #< Square[1,N],
Square[1,1] #< Square[N,N],
Square[1,1] #< Square[N,1],

Square[1,N] #< Square[N,1].

% removiendo simetrias

%MODELO 4

modelo4(N,Vars,Square) :-
NN is N*N,
Sum is N*(NN+1)//2,
printf(*'Sum = %d%n", [Sum]),
dim(Square, [N,ND),

% tamafo del cuadrado

% constante magica

% definicién de variable



Square[1..N,1._.N] :: 1..NN,
Rows is Square[1..N,1..N],
flatten(Rows, Vars),
Square[1,1] #\= Square[1,2],

posiciones diferentes. Sin Restriccion global

% dominio de variable (rango)

% restricciones para todas las

Square[1,1] #\= Square[1,3], Square[1,3] #\= Square[3,4],

Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,1]
Square[1,2]

Square[1,2] #\= Square[l,4], Square[1,4] #\= Square[3,4],
Square[1,2] #\= Square[2,1], Square[1,4] #\= Square[4,1],
Square[1,2] #\= Square[2,2], Square[1,4] #\= Square[4,2],
Square[1,2] #\= Square[2,3], Square[1,4] #\= Square[4,3],
Square[1,2] #\= Square[2,4], Square[1,4] #\= Square[4,4],
Square[1,2] #\= Square[3,1], Square[2,1] #\= Square[2,2],

Square[1,2]
Square[1,2]
Square[1,2]
Square[1,2]
Square[1,2]
Square[1,2]
Square[1,2]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]

#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=

#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=

Square[1,4],
Square[2,1],
Square[2,2],
Square[2,3],
Square[2,4],
Square[3,1],
Square[3,2],
Square[3,3],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[1,3],

Square[3,2],
Square[3,3],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[1,4],
Square[2,1],
Square[2,2],
Square[2,3],
Square[2,4],
Square[3,1],
Square[3,2],
Square[3,3],

Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,3]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]
Square[1,4]

Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,1]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,2]

#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=

#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=

Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[2,1],
Square[2,2],
Square[2,3],
Square[2,4],
Square[2,2],
Square[2,3],
Square[2,4],
Square[3,1],
Square[3,2],
Square[3,3],

Square[2,3],
Square[2,4],
Square[3,1],
Square[3,2],
Square[3,3],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[2,3],
Square[2,4],
Square[3,1],
Square[3,2],
Square[3,3],



Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,2]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,3]
Square[2,4]
Square[2,4]
Square[2,4]
Square[2,4]
Square[2,4]
Square[2,4]
Square[2,4]
Square[2,4]
(

#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=
#\=

for(1,1,N),
foreach(U,UpDiag),
foreach(D,DownDiag),

Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[2,4],
Square[3,1],
Square[3,2],
Square[3,3],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[3,1],
Square[3,2],
Square[3,3],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],

param(N, Square,Sum)

do

Square[3,1]
Square[3,2]
Square[3,2]
Square[3,2]
Square[3,2]
Square[3,2]
Square[3,2]
Square[3,3]
Square[3,3]
Square[3,3]
Square[3,3]
Square[3,3]
Square[3,4]
Square[3,4]
Square[3,4]
Square[3,4]
Square[4,1]
Square[4,1]
Square[4,1]
Square[4,2]
Square[4,2]
Square[4,3]

Square[3,2],
Square[3,3],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[3,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[4,1],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[4,2],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[4,3],
Square[4,4],
Square[4,4],

Sum #= sum(Square[l,1._.N]), % suma de Filas
Sum #= sum(Square[l1l..N,I1]),
U is Square[l,1],

D is Square[l,N+1-1]

% suma de columnas

).,
Sum #= sum(UpDiag), % suma de diagonales

Sum #= sum(DownDiag) -

%UTILIDADES
lab(AllVars,BT) :-
init_backtracks,
init_nodesv,
(fromto(AllVars, Vars, Rest, [])



do
choose_var_first_list(vars, Var,
indomain(Var ,max),
count_backtracks,
count_nodesv

).

get_backtracks(BT).

labs(AllvVars,BT,ND) :-

init_backtracks,

init_nodesv,

setval(cond,[]),

getval (cond,COND),

(fromto(AllvVars, Vars, Rest, COND)

do
choose_var_MRV(Vars, Var, Rest),
choose_val (var,Vval),
Var = Vval,
count_backtracks,
count_nodesv

),

get_backtracks(BT),

get_nodesv(N\D).

%Selecciona variables

%El primero de la lista

choose_var_first_list(List,Var,Rest):-
List = [Var|Rest],
get_domain_size(Var,L).

%Selecciona la variable con

%dominio mas pequefio

choose_var_MRV(List,Var,Rest):-
delete(var,List,Rest, 0, first_fail),
get_domain_size(Var,L).

choose_val (Var,Val):-

get_domain_as_list(Var,Domain),

member (Val ,Domain) .

Para medir BT

Rest),



- local variable(backtracks), variable(deep_fail).

init_backtracks :-
setval (backtracks,0).

init_backtrackst :-

setval (backtrackst,0).

get_backtrackst(B) :-
getval (backtrackst,B).

get_backtracks(B) :-
getval (backtracks,B).

count_backtracks :-

setval (deep_fail,false).

count_backtracks :-
getval (deep_fail,false),
setval (deep_fail,true),
incval (backtracks),
incval (backtrackst),
fail.

Para contar el numero de nodos visitados
init_nodesv:-

setval (nodesv, 0) .

get_nodesv(ND):-
getval (nodesv, ND).

count_nodesv:-

incval (nodesv).

% Se inicializa la variable

bactracks en cero



B. CODIGO FUENTE SEND+MORE=MONEY
% Archivo: MODELOS_SMM.pl

%

Ilamado de librerias

:-lib(ic).

:-lib(lists).
:-lib(viewable).
:-lib(branch_and_bound).
:-lib(ic_sbds).

%MODELO 1
modelol1([S,E,N,D],[M,0,R,E],[M.O0,N,E,Y]) :-

init_nodesv,

statistics(times, [TO|_D),

Digits = [S,E,N,D,M,0,R,Y], % definicion de variables
Digits -: [0..9], % definicion de dominios
alldifferent(Digits), % definicion de restricciones

S #\= 0,

M #\= 0,

1000*S + 100*E + 10*N + D

+ 1000*M + 100*0 + 10*R + E

#= 10000*M + 1000*0 + 100*N + 10*E + Y,
shallow_backtrack(Digits,B),

statistics(times, [T1]_D),

TimeFinal is T1-TO, % Calculo el tiempo total
printlist(Digits),

write(*Valores finales para S,E,N,D,M,0,R,Yz& "), printlist(Digits),
write(™ & Tiempo Total:& *),write(TimeFinal),
get_backtracks(BT),

get_nodesv(N\D),

write(® & Bactrack totales:& ") ,write(BT),

printf("* & Nodos visitados: & %d %n **, [ND]).-

% MODELO 2
modelo2(Digits) :-

init_backtrackst,

init_nodesv,

statistics(times, [TO]_D),

Digits = [S,E,N,D,M,0,R,Y], % definicidon de variables



Digits :: [0..9], % definicidén de dominio

Carries = [C1,C2,C3,C4], % variables auxiliares
Carries :: [0..1], % dominio de variables auxiliares
alldifferent(Digits), % restricciones

S #\= 0,
M #\= 0,
Cl#= M,

C2 + S + M #= 0 + 10*C1,

C3 + E + 0 #= N + 10*C2,

C4 + N + R #= E + 10*C3,

D+ E #= Y + 10*C4,
shallow_backtrack(Carries,B),
shallow_backtrack(Digits,B),
term_variables(Digits, Domain),
statistics(times, [T1]_D),

TimeFinal is T1-TO, % Calculo el tiempo total
nl,write("Resultado Final:"),nl, printlist(Digits),
nl,write("Tiempo Total:"),nl,write(TimeFinal),
get_backtracks(B),

get_nodesv(N\D),

nl,write("Bactrack totales:"),nl,write(B),
nl,printf("'Nodos visitados %d nodos%n'™, [ND])-.

% Modelo 3
modelo3(Digits) :-
init_backtrackst,
init_nodesv,
statistics(times, [TO|_D),
Digits = [S,E,N,D,M,0,R,Y], % definicion de variables

Digits :-: [0..9], % definicion de dominio

Carries = [C1,C2,C3,C4], % variables auxiliares
Carries :: [0..1], % dominio de variables auxiliares
S #\= E, S #\=Y,

S #\= N, E #\= N,

S #\= D, E #\= D,

S #\= M, E #\= M,

S #\= 0, E #\= 0,

S #\=R E #\= R



E #\=Y, M #\=Y,

D #\= M, 0 #\= R,

D #\= 0, 0 #\=Y,

D #\= R, R #\=Y,

D #\=Y, S #\= 0,

N #\= D, M #\= 0,

N #\= M, Cl#= M,

N #\= 0, c2 +S+ M#= 0 + 10*C1,
N #\= R, C3 +E+ 0 #= N + 10*C2,
N #\=Y, C4 + N+ R # E + 10*C3,
M #\= O, D+ E #=Y + 10*C4,

M #\= R,

term_variables(Digits, Domain),
lab(Carries,B), % etiquetado

lab(Digits,B), % etiquetado

statistics(times, [T1]_D),

TimeFinal is T1-TO, % Calculo el tiempo total
nl,write("Resultado Final:"),nl, printlist(Digits),
nl,write("Tiempo Total:"),nl,write(TimeFinal),
get_backtracks(B),

get_nodesv(N\D),

nl,write("Bactrack totales:"),nl,write(B),
nl,printf("'Nodos visitados %d nodos%n'™, [ND]).

% MODELO 4

modelo4(Digits) :-
init_backtrackst,
init_nodesv,
statistics(times, [TO]_D),
Digits = [S,E,N,D,M,0,R,Y], % definicidon de variables
Digits :: [0..9], % definicidén de dominio
Carries = [C1,C2,C3,C4], % variables auxiliares
Carries :: [0..1], % dominio de variables auxiliares
alldifferent(Digits), % restricciones

S #\= 0,
M #\= 0,
Cl#= M,

M #= 1,



C2 + S + M #= 0 + 10*C1,

C3 + E + 0 #= N + 10*C2,

C4 + N + R #= E + 10*C3,

D+ E #= Y + 10*C4,

10*C2 + 9*C3 - C4 - 0 - R #=0,
term_variables(Digits, Domain),
lab(Carries,B),

lab(Digits,B),

statistics(times, [T1]_D,

TimeFinal is T1-TO, % Calculo el tiempo total
nl,write("Resultado Final:"),nl, printlist(Digits),
nl,write("Tiempo Total:"),nl,write(TimeFinal),
get_backtracks(BT),

get_nodesv(N\D),

nl,write("Bactrack totales:"),nl,write(BT),
nl,printf("'Nodos visitados %d nodos%n'™, [ND]).

% MODELO 5

Modelo5(Digits) :-
init_backtrackst,
init_nodesv,
statistics(times, [TO]_1),

Digits = [S,E,N,D,M,0,R,Y], % definicidon de variables
Digits :: [0..9], % definicién de dominios

S #\= E, D #\= O,
S #\= N, D #\= R,
S #\= D, D #\=Y,
S #\= M, N #\= D,
S #\= 0, N #\= M,
S #\= R, N #\= 0,
S #\=Y, N #\= R,
E #\= N, N #\=Y,
E #\= D, M #\= O,
E #\= M, M #\= R,
E #\= 0, M #\=Y,
E #\= R, 0 #\= R,
E #\=Y, 0 #\=Y,
D #\= M R #\=Y



S #\= 0, + 1000*M + 100*0 + 10*R + E
M #\= 0, #= 10000*M + 1000*0 + 100*N + 10*E

1000*S + 100*E + 10*N + D +Y,
term_variables(Digits, Domain),
shallow_backtrack(Digits,B),

statistics(times, [T1]_D),

TimeFinal is T1-TO, % Calculo el tiempo total
nl,write("Tablero Final:"),nl, printlist(Digits),
nl,write("Tiempo Total:"),nl,write(TimeFinal),
get_backtracks(B),

get_nodesv(N\D),

nl,write("Bactrack totales:"),nl,write(B),
nl,printf("'Nodos visitados %d nodos%n'™, [ND]).

% UTILIDADES
lab(AllvVars,B) :-
init_backtracks,
init_nodesv,
( fromto(Allvars, Vars, Rest, [])

do
choose_var(Vars, Var, Rest),
count_backtracks, % agregado
count_nodesv,
choose_val(vVar, Vval),
Var = Val

).

get_backtracks(B),
get_nodesv(N\D).

shallow_backtrack(AllVars,B) :-

init_backtracks,

init_nodesv,

(foreach(Vvar,AllVars) do
once (indomain(Var)),
count_backtracks, % agregado
count_nodesv

).

get_backtracks(B),



get_nodesv(N\D).

labs(AllVars,BT) :-
init_backtracks,
setval(cond, 1),

getval (cond,COND),

(fromto(AllVars, Vars, Rest, COND)

do
choose_var_MRV(Vars, Var, Rest),
choose_val(var, Vval),
Var = Val,
count_backtracks
).

get_backtracks(BT).

% Seleccidén de Variables

% EI con dominio mas grande

choose_var(List,Var,Rest):-
List = [Var]Rest],
get_domain_size(Var,L).

% Selecciona la variable con dominio mas pequefio

choose_var_MRV(List,Var,Rest):-
delete(Var,List,Rest, 0, first_fail),
get_domain_size(Var,L).

% Seleccidn de Valor

choose_val(Var,val):-
get_domain_as_list(Var,Domain),
member(Val ,Domain).

% Para medir BT

% Va contando los Bactrack es decir cuando una variable que tenia un valor
% es desinstanciada y se elige otra variable.

- local variable(backtracks), variable(deep_fail).

init_backtracks :-

setval (backtracks,0). % Se inicializa la variable



% bactracks en cero
init_backtrackst :-
setval (backtrackst,0).

get_backtrackst(B) :-
getval (backtrackst,B).

get_backtracks(B) :-
getval (backtracks,B).

count_backtracks :-
setval (deep_Tail,false).

count_backtracks :-
getval (deep_fail,false),
setval (deep_Tfail,true),
incval (backtracks),
fail.

% Contar el numero de nodos visitados
init_nodesv:-
setval (nodesv,0).

get_nodesv(ND):-
getval (nodesv, ND).

count_nodesv:-
incval (nodesv).



C. CODIGO FUENTE N-REINAS

% Archivo: Modelo_1 2 3.pl
:-lib(ic).

-lib(lists).
:-lib(branch_and_bound) .
:-lib(ic_sbds).

queen(N,Board) : -
statistics(times, [TO|_D),

% modelol(N, Board), % Se define el Modelo 1
% modelo2(N,Board), % Se define el Modelo 2
% modelo3(N, Board), % Se define el Modelo 3

statistics(times, [T1|_D),

TimeFinal is T1-TO,

write("Tablero Final:& "),write(Board),
write(" & Tiempo Total:& "),write(TimeFinal),
get_backtracks(BT),

get_nodesv(ND),

write(" & Bactrack totales:& "),write(BT),
printf("" & Nodos visitados: & %d %n ', [ND])-

% MODELO 1
modelol(N, Board) :-
length(Board, N),
Board :: 1..N,
alldifferent(Board), % Las Filas son distintas
( fromto(Board, [Q1]Cols], Cols, []) do
( foreach(Q2, Cols), param(Ql), count(Dist,1, ) do
noattack(Ql, Q2, Dist)
)
).
noattack(Q1,Q2,Dist) :-
Q2 #\= Q1,
Q2 - Q1 #\= Dist,
Q1 - Q2 #\= Dist.

% MODELO 3
Modelo3 (N,Board) :-
length(Board,N), % Hay N reinas

Board :: 1..N, % Las filas estan en el intervalo 1..N



segura(Board), % No hay en mas de una reina en las

diagonales
alldifferent(Board), % Las Filas son distintas
lab(Board) . % Buscar los valores de L

%segura(L) se verifica si las reinas colocadas en las filas L no se atacan

%diagonalmente

segura([D)-
segura([Y]Board]) :-
no_ataca(Y,Board,1),

segura(Board).

%no ataca(Y,L,D) se verifica si: Y es un numero, L es una lista de numeros %[nl, . .
., nm]

%y D es un numero tales que, la reina colocada en la posicion (x,Y) no %ataca a las
colocadas en las posiciones (x +d, n1), . . , (x +d +m, nm).

no_ataca( Y,[1,))-

no_ataca(Y1,[Y2]L].D) :-

Y1-Y2 #\= D,
Y2-Y1 #\= D,
D1 is D+1,

no_ataca(Y1,L,D1).

% MODELO 2
Modelo2(N, Board) :-
dim(Board, [N]D),
Board[1..N] :: 1..N,
( for(1,1,N), param(Board,N) do
( for(J3,1+1,N), param(Board,l) do
Board[1] #\= Board[J],
Board[1] #\= Board[J]+J-1,
Board[1] #\= Board[J]+1-J

).
Board =.. [_|vars],
lab(Vars).

% UTILIDADES
lab(AllVars) :-

init_backtracks,



init_nodesv,
( fromto(AllvVars, Vars, Rest,
do
choose_var(Vars, Var, Rest),
count_backtracks, % Ejemplo de Indicador
count_nodesv,
% se Ilama a la heuristica que se define previamente
choose_val(var, Vval),
% se asigna el valor elegido a la variable. Se ejecuta %propagacion, si
falla vuelve para elegir otro variable.

Var = Val
).

% Seleccion de Variables
% Selecciono el primero de la lista
choose_var(List,Var,Rest):-
% se separa al vars tomando la cabecera, el resto de la lista es devuelto % en
Rest, por ello al final el rest sera igual a []
List = [Var]|Rest],

get_domain_size(Var,L).

% Seleccidn de Valor
choose_val(Var,Val):-
get_domain_as_list(Var,Domain),

member (Val ,Domain) .

% Para medir BT
% Este va contando los Bactrack es decir cuando una variable que tenia un % valor

es desinstanciada y se elige otra variable.

- local variable(backtracks), variable(deep_fail).
init_backtracks :-
setval (backtracks,0).

get_backtracks(B) :-
getval (backtracks,B).

count_backtracks: -

setval (deep_fail ,false).

count_backtracks :-

getval (deep_fail,false),



setval (deep_fail,true),
incval (backtracks),
fail.

% Para contar el numero de nodos visitados
init_nodesv:-

setval (nodesv,0).

get_nodesv(ND):-
getval (nodesv, ND).

count_nodesv:-

incval (nodesv).

% MODELO 4

% Archivo: Modelo_4._pl

- set_flag(gc_interval, 100000000).
- lib(fd).

- lib(fd_shds).

% queens/2 encuentra todas las soluciones
% N es el tamafo del tablero
% Se encuentran todas las soluciones descartando las simétricas
queens(N) :-
setval (solutions, 0),
statistics(times, [TO|_D),
(
queens(N, Board),
init_backtracks,
sbds_labeling(Board), % Ilamado a etiquetado para simetria
writeln(Board), % se imprime la solucidn encontrada
incval (solutions), % incrementa el valor de soluciones
fail

true
).
get_backtracks(B),
get_nodesv(ND),
statistics(times, [T1|_D),
T is T1-TO,
getval (solutions, S),



printf("'\n %d soluciones encontradas para %d reinas en %w segundos con %d
backtracks y %d nodos visitados\n",[S,N,T,B,ND]).-

queens(N, Board) :-
length(Board, N),
Board :: 1..N,
alldifferent(Board),
( fromto(Board, [Q1]Cols], Cols, []) do
( foreach(Q2, Cols), param(Ql), count(Dist,1, ) do
noattack(Ql, Q2, Dist)

),
Matrix =.. [[] | Board],
%listado de funciones para simetria
Syms = [
roo(Matrix, N),
r180(Matrix, N),
r270(Matrix, N),
rx(Matrix, N),
ry(Matrix, N),
rdl(Matrix, N),
rd2(Matrix, N)
1.
%se inicializa sbds
fd_sbds: (shds_initialise(Matrix, Syms, #=, []))-

noattack(Ql1,Q2,Dist) :-
fd: (Q2 #\= Q1),
fd:(Q2 - Q1 #\= Dist),
fd:(Q1 - Q2 #\= Dist).

% Predicados para simetria.

%Input: Matriz de variables de buUsqueda

%Input: Dimensidn del tablero, N

%lnput: [X,Y] Indice en la matriz de la variable para la cual se aplica simetria
%Input: Valor para la variable

%Output: Variable simétrica SymvVar

%Output: Valor simétrico SymValue

roo(Matrix, N, Index, Value, SymVar, SymValue) :-
SymVar is Matrix[Value],

SymvValue is N + 1 - Index.



r180(Matrix, N, Index, Value, Symvar, SymvValue) :-
SymVar is Matrix[N + 1 - Index],

Symvalue is N + 1 - Value.

r270(Matrix, N, Index, Value, Symvar, SymvValue) :-
SymVar is Matrix[N + 1 - Value],

SymValue is Index.

rx(Matrix, N, Index, Value, SymVar, SymValue) :-
SymVar is Matrix[N + 1 - Index],

SymValue is Value.

ry(Matrix, N, Index, Value, SymvVar, SymValue) :-
SymVar is Matrix[Index],

SymvValue is N + 1 - Value.

rdl(Matrix, _N, Index, Value, Symvar, SymvValue) :-
SymVar is Matrix[Value],

SymValue is Index.

rd2(Matrix, N, Index, Value, SymVar, SymValue) :-
SymvVar is Matrix[N + 1 - Value],

SymvValue is N + 1 - Index.

% Estrategias de BuUsqueda

sbds_labeling(AllVars) :-
init_nodesv,
( foreach(var, AllvVars) do
count_backtracks,
count_nodesv,

sbds_indomain(Var) % Seleccion de Valor

).

% Reemplazo para indomain/l que toma en cuenta SBDS.
sbds_indomain(X) :-

nonvar (X) .

sbds_indomain(X) :-
var(X),
mindomain(X, LWB),



fd_sbds: (shds_try(X, LWB)),
sbds_indomain(X) .

% Utilidades

search_space(Vars, Size) :-
( foreach(V,Vvars), fromto(1,S0,S1,Size) do
dvar_domain(V,D),
S1 is SO*dom_size(D)

% Para contar cantidad de backtracks

- local variable(backtracks), variable(deep_fail).

init_backtracks :-
setval (backtracks,0).

get_backtracks(B) :-
getval (backtracks,B).

count_backtracks :-
setval (deep_fail ,false).
count_backtracks :-
getval (deep_fail,false),
setval (deep_fail,true),
incval (backtracks),
fail.

% Para contar el numero de nodos visitados

init_nodesv:-

setval (nodesv,0).

get_nodesv(ND):-
getval (nodesv, ND).

count_nodesv:-

incval (nodesv).
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