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Presentacion

En el informe de la Organizacion de las Naciones Unidas para la Educacion, la ciencia y la
Cultura UNESCO (2012) se sefiala que el objetivo prioritario de ensefiar matematicas en
educacion basica es la alfabetizacion matematica para todos los jovenes. Una vez impartida
la aritmética su aprendizaje debiese permitir las competencias matematicas necesarias para
la participacion integral en la sociedad, y de esta forma preparar a los jévenes para encontrar
su lugar en el mundo, para hacer frente a los grandes desafios que enfrenta la humanidad. No
obstante, este objetivo esta lejos de ser una realidad y constituye el principal desafio para la

educacion matematica basica.

En el informe también se declara que los profesores son la clave para el desarrollo sostenible
de los sistemas educativos y en la actualidad constituyen el principal desafio para una
educacion matematica de calidad para todos (UNESCO, 2012, p. 25). En concordancia con
esta declaracion, el Informe del Programa Internacional para la Evaluacion de Estudiantes
(PISA) senala que los paises con economias desarrolladas dan prioridad a la formacion de
los profesores y suelen tener mejores resultados. Algunos paises que han mejorado su
rendimiento en PISA, como por ejemplo Brasil, Colombia, Estonia, Israel, Japon y Polonia,
han elaborado politicas para mejorar la calidad de sus profesores (OCDE, 2014). Las medidas
tomadas por estos paises consisten en afiadir requisitos para la obtencidon del titulo de

profesor, ofrecer incentivos para que estudiantes con alto rendimiento entren en la profesion,
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aumentar los salarios para atraer a mejores candidatos, proporcionar incentivos para que los

profesores participen en programas de formacion continua.

Particularmente en Chile, los bajos resultados del estudio comparativo internacional TEDS-
M, muestran debilidades en la preparacion de los docentes para ensefiar matematicas y
fundamentan una politica de evaluacion para profesores, a modo de habilitacion profesional
(Varas, Lacourly, Lopez y Giaconi, 2013). En este contexto resulta relevante tener un buen
sistema de medicion para la evaluacion de los profesores. A nivel mundial son pocas las
investigaciones que se centran en medir el conocimiento para la ensefianza de la matematica
y que lo relacionan con el aprendizaje de los estudiantes. Teniendo presente la importancia
de la matematica en la educacion de los nifios y la relevancia del conocimiento del profesor
en esa tarea, la autora de la presente investigacion construye instrumentos validos y
confiables que miden dos tipos de conocimientos del profesor acerca de las fracciones
(Rodriguez, 2012; Rodriguez y Olfos, 2018; Olfos, Goldrine y Estrella, 2014) con el
propodsito de explorar si esos dos tipos de conocimientos se constituyen en una variable

explicativa del aprendizaje del alumno en la conceptualizacion de las fracciones.
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Resumen de la tesis

El proposito del presente trabajo de tesis consistio en explorar el conocimiento del profesor
como variable explicativa del aprendizaje del alumno, centrandose en el tema de las
fracciones. El estudio se enfoco en dos tipos de conocimientos del profesor: “conocimiento
profundo” y “conocimiento sobre la ensefianza”. La pregunta que guia esta investigacion es:
(en qué medida influye el conocimiento del profesor en el aprendizaje de las fracciones en
alumnos de cuarto grado, de establecimientos educacionales de las ciudades de La Serena y
Coquimbo? A nivel nacional e internacional son pocos los estudios que han explorado el
efecto del conocimiento del profesor sobre el aprendizaje de los alumnos. En la literatura no
se reportan investigaciones, centrada en las fracciones, que determinen en qué medida el
conocimiento del profesor se constituye en variable explicativa del aprendizaje de los

alumnos.

El trabajo de tesis se organiz6 en cuatro capitulos. El capitulo 1 presenta la problematica a
investigar en didactica de la matematica, primero se muestran los bajos resultados obtenidos
por estudiantes chilenos en las pruebas de matematicas TIMSS y PISA; y los bajos resultados
de profesores tanto en pruebas nacionales INICIA' como en pruebas internacionales TEDS-
M, las cuales revelan que en Chile la formacion inicial docente requiere mejoras para alcanzar

estandares de calidad (MINEDUC, 2015). Posteriormente, se muestran estudios relacionados

! Prueba INICIA: Evaluacion diagnostica que mide conocimientos pedagogicos y disciplinarios alcanzados
por estudiantes egresados de carreras de pedagogia, con el proposito de entregar informacion acerca de la
calidad de la formacion inicial recibida y provista por las instituciones formadoras (Mineduc, 2017).
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con las dificultades que presentan estudiantes de primaria, estudiantes para profesor y
profesores en servicio, sobre la conceptualizacion de las fracciones. Estudios previos
sugieren que el aprendizaje de las fracciones por parte de los alumnos, puede estar limitado
por la comprension de las fracciones por parte del profesor (Ma, 2010; Newton, 2008). En
consecuencia resulta pertinente estudiar el efecto del conocimiento del profesor sobre el

aprendizaje del alumno, en fracciones.

El capitulo 2 presenta el marco teorico de la investigacion, partiendo con los trabajos
preliminares de Shulman (1986; 1987) y continuando con los avances realizados por
investigadores en la identificacion de conocimientos requeridos para ensefiar matematica. En
particular, en este trabajo de tesis se toma como sustento el modelo MKT de Ball et al. (2008)
y Hill et al. (2008). Luego, en base a la revision de literatura especializada, se plantean los
constructos: conocimiento profundo de las fracciones (Gallardo et al., 2008; Ma, 2010;
Tchoshanov, 2011; Tchoshanov et al., 2017) y conocimiento sobre la ensefianza de las
fracciones (Hill et al., 2008; Olfos et al., 2014). Posteriormente se presentan estudios acerca
del efecto del conocimiento del profesor sobre el rendimiento de los estudiantes, tanto en
paises desarrollados como en paises en desarrollo (Baumert et al., 2010; Carnoy y Arends,
2012; Cueto et al., 2017; Marshall et al., 2009; Marshall y Sorto, 2012; Metzler y Woessman,
2012; Tchoshanov, 2011; Tchoshanov et al., 2017). Finaliza el capitulo presentando el marco

conceptual de la investigacion: conocimiento profundo y conocimiento sobre la ensefianza.

El capitulo 3 presenta cuatro estudios sobre las fracciones. El primer estudio tuvo por objetivo
elaborar dos instrumentos con validez y confiabilidad aceptable, uno sobre el conocimiento
profundo del profesor acerca de las fracciones y otro sobre el saber del profesor acerca del

conocimiento que el alumno pone en juego al conceptualizar las fracciones en 4° grado. Este
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ultimo instrumento no abarcé en su totalidad el conocimiento sobre la enseflanza,
mencionado en el capitulo 2. Los instrumentos fueron aplicados en dos oportunidades a
grupos de 30 profesores de primaria y una vez a 20 estudiantes de la carrera de Pedagogia en
Matematicas. Finalmente se obtuvieron dos instrumentos, de 12 y 10 preguntas, con una
consistencia interna de 0.74 y 0.75 alfa de Cronbach (Rodriguez y Olfos, 2018).
Posteriormente, se elabora un instrumento con validez y confiabilidad aceptable (alfa de
Cronbach 0.77) para medir el conocimiento de los alumnos en fracciones enmarcado en el
curriculo de 4° basico (Rodriguez y Navarrete, 2020). Luego se administran los respectivos

instrumentos tanto para los alumnos como para sus profesores.

En el segundo estudio, se aplico pretest y postest a los alumnos, utilizando el postest como
variable dependiente. Los datos se analizan utilizando modelos multinivel, se obtuvo
informacion de 328 alumnos de 4° grado de 9 escuelas y de sus respectivos profesores de
matematicas. Los resultados muestran que el conocimiento del profesor, solo o en
combinacion con otros factores, explica alrededor del 10% de la variabilidad en el postest de
los alumnos, con una significacion del 10%. Considerando que en este estudio, el
conocimiento del profesor no alcanzo6 una significacion estadistica al 5%, se optd por una
estrategia que es coincidente con la utilizada en otros estudios (postest - pretest) como
variable dependiente (Mullens et al., 1996), la principal ventaja de utilizar puntuaciones de
avance es que son estimaciones mas justas del crecimiento académico de los alumnos. Con

este nuevo diseno y una ampliacion de la muestra, la autora realiza el tercer estudio.

En el tercer estudio, los datos son analizados utilizando modelos multinivel, se obtuvo
informacion de 714 alumnos de 4° grado de 23 escuelas y de sus respectivos profesores de

matematicas. Los resultados muestran que el conocimiento del profesor, solo o en
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combinacion con otros factores, explica alrededor del 6% de la variabilidad total del avance
de los alumnos, con una significacion al 5%. En el cuarto estudio se utiliz otra técnica

estadistica que es mas sensible a muestras pequefias.

En el cuarto estudio los datos son analizados mediante la técnica de analisis de regresion
multiple, se obtuvo informacién de 378 alumnos de 4° grado de 9 escuelas y de sus
respectivos profesores de matematicas. Los resultados de los andlisis de regresion muestran
que el efecto del conocimiento profundo del profesor es significativo en el aprendizaje por
alumno (p = 0.001), mas alla de lo explicado por el puntaje SIMCE del colegio, que también
es significativo (p = 0.02). El efecto de la dimension Conocimiento sobre la Ensefianza no

alcanza significacion estadistica al 5% al ser ajustada por SIMCE, el mejor ajuste.

El hallazgo mas relevante fue que el efecto del conocimiento profundo del profesor es
significativo en el avance de aprendizaje por alumno (p = 0.001). Este hallazgo indica que
cuanto mayor sea el conocimiento profundo del profesor en fracciones, estos son mas
propensos a tener una ensefianza eficaz. Por lo tanto, el conocimiento profundo del profesor
tiene potencial para llegar a ser parte de un modelo multifactorial que se considere un buen

predictor del aprendizaje de los alumnos.

El capitulo 4 presenta discusiones y perspectivas del trabajo de tesis. Primero se muestra un
resumen sobre el tema del conocimiento del profesor como factor explicativo sobre el
aprendizaje del alumno. Posteriormente se presenta una discusion de los hallazgos en relacion
a la literatura acerca del efecto del conocimiento del profesor sobre el aprendizaje del alumno.
Finalmente se presentan aportes y perspectivas futuras de la investigacion, y las referencias

y anexos.

23



Capitulo 1

Planteamiento de la investigacion

indice del capitulo

1.1 Area problematica: el rendimiento del estudiante y del profesor
€N fTACCIONES ...ttt 20
1.1.1 Rendimiento de estudiantes chilenos en pruebas internacionales..................... 28
1.1.2 Rendimiento de profesores chilenos en pruebas
nacionales € internacionales. ...........oov.iiiiiiiiii 31
1.1.3 Antecedentes sobre la conceptualizacion de las fracciones.......................... 35
1.1.3.1 Dificultades de los estudiantes en la conceptualizacién
de 1as fracCiones. .......oiuii i 40

1.1.3.2 Dificultades de profesores en la conceptualizacion

de 1as fracCIOoNes. ... ..ottt 66

1.2 Planteamiento del problema de investigacion.............ccovveiiiiiiiiiiii i, 80
1.2.1 Relevancia y pertinencia de 1a investigacion..............cooeviiiiiiiiiiiniineniinn. 81
1.2.2 Preguntas que orientan la investigacion...........oovevviiiiiiiiiiiiiiiiieeieennnnn, 84
1.2.3 Objetivos General y especificos de la investigacion................ceovvvveennnnn.. 85

24



Planteamiento de la investigacion

Los bajos niveles de logros alcanzados por estudiantes chilenos en las pruebas de
matematicas TIMSS y PISA, constituyen un desafio para que los investigadores logren
esclarecer qué factores o variables pueden explicar estos resultados. La literatura muestra que
una de esas variables es el conocimiento de los profesores. En la actualidad, existe gran
cantidad de investigaciones que han puesto de manifiesto la importancia del conocimiento
de los profesores, en relacion con los resultados de aprendizaje de los alumnos. No obstante,
falta evidencia cientifica que vincule la presencia de conocimientos del profesor, necesarios
para la ensefanza, con el avance o los logros de aprendizaje del alumno. Desde esta
perspectiva, la presente investigacion busca aportar con evidencia empirica para sustentar en
qué medida el conocimiento del profesor contribuye al avance de aprendizaje de los
estudiantes en matematicas, especificamente en la conceptualizacién de las fracciones. El
estudio se enfoca en dos tipos de conocimientos del profesor sobre las fracciones para la
ensefanza, uno es el “conocimiento profundo de las fracciones” y el otro es el “conocimiento

sobre la ensefianza de las fracciones” (Rodriguez, 2012; Rodriguez y Olfos, 2018).

En este capitulo se presentan estudios relacionados con las dificultades que presentan
estudiantes de primaria, estudiantes para profesor y profesores en servicio sobre la
conceptualizacion de las fracciones. La busqueda bibliografica se realizd en las bases de
datos Scopus, ScienceDirect y WoS, recurriendo a los descriptores en inglés combinados:
fracciones (fractions), estudiantes (students), dificultades (difficulties), profesor (teacher),
entre otros. Las busquedas dieron mas de un centenar de trabajos, de los cuales se eligieron

12 trabajos por su pertinencia.
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1.1 AREA PROBLEMATICA: EL RENDIMIENTO DEL ESTUDIANTE Y DEL

PROFESOR EN FRACCIONES

La formacion inicial del profesorado es uno de los factores que influye en la calidad de su
enseflanza y que afecta en los resultados de los estudiantes. Sanz y Martin (2014) sefialan
que los bajos resultados del conocimiento en matematicas de los alumnos de educacion
primaria y secundaria, pueden deberse a que el conocimiento del contenido y de la pedagogia

alcanzado por el profesorado no es el mas adecuado para ensefiar matematicas.

Baumert et al. (2010) sefialan que tanto en Estados Unidos como en Europa, se han planteado
interrogantes respecto de si la formacion de profesores en pregrado y continua tiene éxito en
proveer el conocimiento profesional necesario para realizar una ensefnanza de alta calidad.
Particularmente en Chile, los bajos resultados tanto en la evaluaciones internacionales TEDS-
M como en las pruebas nacionales Inicia, las cuales miden conocimientos disciplinarios y
pedagdgicos a profesores ndveles, indican que la formacion inicial docente requiere mejoras

para alcanzar estandares de calidad (Avalos y Matus, 2010; MINEDUC, 2015).

Varias investigaciones aluden a la importancia de la calidad del profesor en relacién con los
resultados de aprendizaje de los alumnos (Bruns y Luque, 2014; Eurydice, 2013; McKinsey
y Company, 2007; Mourshed, Chijioke y Barber, 2012; OECD, 2009). Sin embargo, en la
linea de investigacion de formacion de profesores, actualmente se mantiene en discusion la
caracterizacion del conocimiento profesional para la ensefianza de la matematica, y se hace
necesario estimar si este conocimiento influye en el avance o logros de aprendizaje de los
alumnos. Si bien se reconoce la relevancia de los profesores respecto de los resultados de
aprendizaje, no existe consenso respecto a qué se entiende por calidad de los profesores. El

concepto de calidad es controvertido y polisémico, a menudo se relaciona con conceptos
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como eficacia o eficiencia. Respecto a estos ultimos, la eficacia mide el grado de
cumplimiento de los objetivos deseados, mientras que la eficiencia se refiere a la

maximizacion de los resultados en relacion a los recursos invertidos (Canton, 2004).

Con respecto a la calidad, Barber y Mourshed (2008) en base a lo que reporta el informe
McKinsey y Company, detallan varios puntos como impulsores de una educacion de buena
calidad tales como: perfeccionar la seleccion de los profesores pre y post estudios de
pedagogia y elevar el estatus del profesor mediante un mejor salario inicial. Ademas de
mejorar la instruccion del profesor no s6lo en sus primeros afos de estudio, sino también con

perfeccionamiento continuo.

Barber y Mourshed (2008) afiaden que un profesor eficiente deberd poseer cierto conjunto
de caracteristicas susceptibles de identificacion antes de ejercer la profesion, tales como: un
alto nivel general de lengua y aritmética, fuertes capacidades interpersonales y de

comunicacion, el deseo de aprender y motivacion para ensefiar.

En el informe OCDE (2009) se sefiala que “los docentes eficientes poseen una gran capacidad
intelectual, son estructurados, cultos, y pueden pensar, comunicarse y planificar de manera
sistematica” (p. 108). Existe consenso en que varios aspectos importantes de la calidad del
docente no solo pueden ser reflejados por indicadores como las calificaciones, la experiencia
y las pruebas de habilidad académica, esto explica s6lo una parte del por qué algunos
profesores parecen ser mas eficaces que otros. La presente investigacion se plantea como
hipotesis que la calidad del profesor asociada a dos tipos de conocimientos relativos a la
conceptualizacion de las fracciones, influye en el avance de aprendizaje de sus estudiantes,
es decir, un profesor es mas eficiente en la medida en que logra que sus alumnos avancen en

el aprendizaje de las fracciones.
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1.1.1 Rendimiento de estudiantes chilenos en pruebas internacionales

Las pruebas TIMSS (Estudio Internacional de Tendencias en Matematicas y Ciencias)
evaluan los aprendizajes en Matematicas y Ciencias que los paises participantes esperan que
sus estudiantes alcancen en educacion basica. Ademas el estudio TIMSS analiza informacién
sobre directores, docentes y estudiantes por medio de cuestionarios, lo que permite
contextualizar los resultados de aprendizaje de los estudiantes. Este estudio se realiza cada
cuatro afios y constituye una oportunidad para que cada pais evalue el aprendizaje de sus

estudiantes comparados con estandares internacionales.

Chile participa en la medicion TIMSS de 8°basico desde el afio 1999. El afio 2007 Chile no
participo. En la Figura 1, se observa que los puntajes de los estudiantes chilenos entre 1999
y 2015 aumentaron 35 puntos confirmando una tendencia al alza en los Gltimos 16 afios.

Chile mejora en matemadticas, pero aun estd por debajo del promedio internacional de la

escala TIMSS (500 puntos).
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Figura 1. Tendencia de Resultados TIMSS en Matematicas 8°basico (1999 a 2015)
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El afio 2011 Chile se suma a la medicién TIMSS de 4° basico obteniendo como resultado 462

puntos (Figura 2) y el aiio 2015 obtiene como resultado 459 puntos (figura 3), los resultados

del pais se mantienen estable ubicandose bajo el promedio internacional (500 puntos y 525

puntos respectivamente).
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Figura 2. Resultados Matematicas 4° basico TIMSS (2011)
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Figura 3. Resultados Matematicas 4° basico TIMSS (2015)

Un estudio similar a TIMSS es el de PISA que evalta cada tres afios las competencias de

estudiantes de 15 afios, en Lectura, Ciencias Naturales y Matematicas. Los datos de PISA
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permiten a cada pais participante evaluar los resultados de su sistema educativo, conocer la
tendencia de los puntajes promedios en matematicas a lo largo del tiempo e identificar sus
fortalezas y debilidades, con el objetivo de orientar las politicas publicas en el ambito de la

educacion.

En la Figura 4, se muestra la tendencia del puntaje promedio en matematicas en PISA entre
los afios 2006 y 2015. Se observa que los puntajes de los estudiantes chilenos entre el 2006
y el 2012 presentan un leve aumento, sin conseguir ser estadisticamente significativo. El afio

2012 y 2015 el puntaje es el mismo.

430
420
410
400
390
380
370
360
1999 2003 2007 2011 2015

Figura 4. Tendencia de los resultados en Matematicas PISA (2006 a 2015)

A nivel internacional, de los 64 paises participantes en PISA (OCDE, 2012) los resultados
muestran que de aproximadamente 28 millones de estudiantes que participan, 11.5 millones
tuvieron un rendimiento bajo en matematicas. En particular, Chile se consolida como el
sistema educativo con mejores resultados en PISA (OCDE, 2016) en Latinoamérica, sin
embargo, su puntaje en matematicas continua por debajo del promedio internacional. La

constatacion de estos bajos resultados a nivel internacional constituye la base que podria
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sustentar la relevancia del estudio del conocimiento del profesor como factor explicativo del

aprendizaje del alumno.

A la luz de la creciente importancia de los estudios TIMSS o PISA el conocimiento
profesional de los profesores de matematicas y su influencia en el aprendizaje de los
estudiantes es de especial interés para los investigadores. Los estudios internacionales
reflejan fuertes diferencias en los logros matematicos de los asidticos y los occidentales. Estas
diferencias pueden ser atribuidas al menos en parte por la influencia de los profesores (Kaiser,

Blomeke, Busse, Dohrmann y Koénig, 2014).
1.1.2 Rendimiento de profesores chilenos en pruebas nacionales e internacionales

En Chile la evaluacion diagnostica Inicia (MINEDUC, 2012) se aplica a profesores recién
egresados y mide conocimientos disciplinarios y pedagdgicos, dentro de un programa para
mejorar la formacion inicial de los profesores. Los resultados de la prueba Inicia permiten a
las instituciones contar con un parametro externo para diagnosticar y revisar sus avances,

ademads de identificar las necesidades de reforzamiento para los egresados.

En el afio 2008, la prueba Inicia se realiza por primera vez evaluando a profesores voluntarios
egresados de pedagogia en Educacion Basica en conocimientos disciplinarios y habilidades
escritas. En el afio 2009 y 2011 se ampli6 la evaluacion para los egresados de Educacion
Parvularia y se incluye la prueba de conocimientos pedagégicos y TICS. El afio 2012 no se
evalua TICS, y se incluye a los egresados de pedagogia en Educacion Media, se evaltian
conocimientos pedagdgicos, habilidades escritas y conocimientos disciplinarios para los
egresados de Lenguaje y Comunicacion, Matematica, Historia Geografia y Ciencias Sociales,

Biologia, Fisica y Quimica.
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La prueba nacional Inicia (MINEDUC, 2015) muestra resultados bajos, con una puntuacion
mejor en lo pedagdgico en comparacion al conocimiento disciplinario matematico. Esto
coincide con los bajos resultados que obtuvo Chile en la prueba Teacher Education Study in

Mathematics TEDS-M (Tatto, 2013).

TEDS-M es un estudio comparativo a nivel internacional a gran escala sobre educacion
superior, desarrollado por la Asociacion Internacional para la Evaluacion del Rendimiento
Educativo (IEA) este estudio consiste en un examen de los procesos y resultados de la
formacion docente desde 1° a 8°. En este estudio participaron 17 paises: Chile, China Taipéi,
Espafia, Filipinas, Georgia, Malasia, Noruega, Oman, Alemania, Botsuana, Canada, Estados
Unidos, Polonia, Rusia, Singapur, Suiza y Tailandia. El disefio del estudio TEDS-M
contemplo tres componentes, la primera a nivel nacional, estudia las politicas generales de
formacion del profesorado, el sistema educativo y los contextos sociales. La segunda
componente se centra en las instituciones de formacion de profesorado y la tercera en los
resultados de la formacién, estudia el conocimiento matematico y de didactica de la

matematica que los futuros profesores adquieren en su formacion.

Siguiendo las ideas de Shulman (1987) en TEDS-M se considera que el conocimiento para
la ensefianza de las matematicas, tiene dos componentes: el conocimiento matematico y el
conocimiento didactico del contenido. Asi se elabora un cuestionario que abordd estos dos
tipos de conocimientos por separado. Para evaluar el conocimiento matematico, TEDS-M se
basé en el marco conceptual elaborado para TIMSS 2007, cuyo objetivo fue el conocimiento
de los futuros profesores de primaria sobre las matematicas escolares. En el caso de la

evaluacion del conocimiento didactico TEDS-M organizd este conocimiento en tres
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subdominios, curricular, planificacion de la ensefianza e implementacion de la ensefanza

(Goémez y Gutiérrez, 2014).

TEDS-M elabor6 la mayoria de las preguntas que evaluaban el conocimiento didactico del
contenido matematico. El resto de preguntas provenian de otros estudios como Learning
Mathematics for Teaching Projects y Mathematics Teaching for the 21st Century Project
(Goémez y Gutiérrez, 2014).

En Chile el estudio TEDS-M se orient6 de acuerdo a las politicas nacionales, las instituciones
y sus programas. La poblacion estudiada para nuestro pais fue de 16 universidades
pertenecientes al Consejo de Rectores de las Universidades Chilenas (CRUCH), 15
universidades privadas y 3 institutos profesionales (88% de las instituciones elegibles).

Participaron 1.403 futuros profesores y 392 formadores de las instituciones participantes.

Los resultados del estudio TEDS-M muestran que respecto de oportunidad para aprender, la
cobertura promedio respecto al marco de referencia internacional, no llega al 40% de los
topicos. Respecto del curriculo de formacion en conocimiento didactico de las matematicas
es un 30% de los topicos respecto al marco de referencia internacional y del curriculo de

formacion pedagogica general es de un 60% respecto del marco de referencia internacional.

En sintesis, comparado con los parametros del TEDS-M, los profesores chilenos no tuvieron
la suficiente oportunidad curricular para aprender las matematicas necesarias para ensefiar de
1° a 8° afo.

El TEDS-M aplic6 una prueba a 654 profesores chilenos de primaria. Respecto al promedio
internacional de 500 puntos, los futuros profesores lograron un puntaje de 413 puntos en

conocimiento matematico, y de 425 puntos en conocimiento didactico.

En Avalos y Matus (2010) se indica que los contenidos matematicos de TEDS-M cubren:
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Numeros: se evalua numeros naturales, fracciones y decimales, frases numéricas, patrones y
relaciones, nimeros enteros, razones, proporciones y porcentajes, nimeros irracionales,

teoria de numeros.

Geometria: se evalu6 formas geométricas, mediciones geométricas, ubicacion y movimiento.
En algebra se evalud patrones, expresiones algebraicas, ecuaciones, formulas y funciones,
calculo y andlisis, algebra lineal y abstracta. En Datos se evaludé organizacion y

representacion de datos, lectura e interpretacion de datos.

En Avalos y Matus (2010) se indica que los contenidos didacticos o pedagdgicos de las

matematicas de TEDS-M cubren:

Conocimiento curricular matematico se evalud saber establecer metas apropiadas de
aprendizaje, conocer distintos formatos de evaluacidn, seleccionar posibles trayectorias y
visualizar conexiones dentro del curriculo, identificar ideas clave en los programas de

ensefianza y conocer el curriculo de matematicas.

Conocimiento acerca de la planificacion para la enseflanza y el aprendizaje de las
matematicas se evaluo la planificacion y seleccion de actividades apropiadas, seleccionar
formatos de evaluacion, predecir respuestas tipicas de los alumnos, incluyendo sus
concepciones equivocadas, vincular los métodos didacticos con los disefios de instruccion,
identificar distintos enfoques para solucionar problemas matematicos, planificar clases de

matematicas.

Puesta en accion de las matematicas en contextos de ensefanza y aprendizaje se evalud
analizar o evaluar las soluciones o argumentos matematicos de los alumnos, analizar el
contenido de las preguntas de los alumnos, diagnosticar respuestas tipicas de los alumnos

que incluyan concepciones equivocadas, explicar o representar conceptos o procedimientos
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matematicos, generar preguntas potencialmente fecundas, resolver problemas matematicos

inesperados y proporcionar retroalimentacion adecuada.

Los datos del estudio TEDS-M revelan que Chile no esta preparando a sus futuros profesores
de educacion bésica para ensefiar matematicas respecto de los estdndares derivados de la
prueba TEDS-M a 17 paises del mundo. ;Por qué estos bajos resultados en el area del
conocimiento matematico?, algunos factores que pueden explicar esos resultados son la
insuficiencia de conocimientos matematicos adquiridos en la ensefianza media y la falta de
oportunidad para mejorar esta base de conocimientos mediante el curriculo de las

instituciones formadoras (Avalos y Matus, 2010)

Avalos y Matus (2010) recomiendan establecer condiciones mas rigurosas de ingreso a la
carrera de pedagogia en términos de conocimiento anterior, y oportunidades curriculares que
fortalezcan los conocimientos esenciales para poder ensefiar el curriculo de educacion basica.

Es necesario una profunda revision de la oferta curricular en las instituciones formadoras.
1.1.3 Antecedentes sobre la conceptualizacion de las fracciones

Las fracciones son conocidas por ser dificiles de aprender. Estudiantes de todo el mundo
tienen dificultades para aprender las fracciones, aun en paises donde la mayoria de los
estudiantes obtienen una comprension razonablemente buena de estas, como Japon o China
(Fazio y Siegler, 2011; Lortie-Forgues, Tian y Siegler, 2015; Tian y Siegler, 2017). Se han
propuesto varias hipdtesis para explicar por qué las fracciones son dificiles de aprender, por
ejemplo, para comprender las fracciones el sujeto requiere de una reorganizacion conceptual
respecto de los numeros naturales; ademads las fracciones pueden denotar conceptos
diferentes; y usar fracciones implica la articulacion del conocimiento conceptual con la

manipulacion de procedimientos (Gabriel et al., 2013).

35



Segun la teoria del desarrollo numérico (Siegler, Thompson y Schneider, 2011), los nifios
que aun no han aprendido fracciones, generalmente creen que las propiedades de los numeros
enteros son las mismas para todos los numeros. Desde el punto de vista matematico, existen
diferencias fundamentales entre los naturales y las fracciones, muchas de las propiedades que
son ciertas para los nimeros naturales no son ciertas para las fracciones. Por ejemplo, con
fracciones, las multiplicaciones no siempre conducen a una respuesta mayor que los
multiplicandos; la division no siempre lleva a una respuesta menor que el dividendo y las
fracciones no tienen sucesores unicos (Fazio y Siegler, 2011). Los nimeros racionales son
un conjunto densamente ordenado, mientras que los nimeros enteros forman un conjunto
discreto, es decir, entre dos nimeros racionales hay una infinidad de otros nimeros

racionales, mientras que entre dos niimeros enteros consecutivos, no hay otro niumero entero.

Otra dificultad inherente a la comprension de las fracciones, es que estas se asocian a diversas
situaciones y toman distintos significados, tales como: parte-todo, cociente, medida, razon y
operador, lo que las ubica en un contexto de aprendizaje complejo que conlleva altas
exigencias cognitivas para su conceptualizacion (Gallardo, Gonzalez y Quispe, 2008). Sin
embargo, a pesar de que las fracciones estan asociadas a distintos significados, la mayoria
de los estudiantes las ven como parte todo y de esta forma ellos tratan numerador y
denominador como entidades separadas. Més adelante, esta idea se transforma en un
obstaculo para el aprendizaje de la comparacion de fracciones, la equivalencia de fracciones,
la medida y otras ideas importantes que determinan el sentido numérico (Butto, 2013;
Escolano y Gairin, 2005). En consecuencia, aparecen errores tipicos como por ejemplo, en

la comparacion de fracciones (1/5 > 1/3) o en tareas de suma o resta (1/4 + 1/3 =2/7).
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Aunque durante las ultimas cuatro décadas se han identificado varios factores que
contribuyen a la comprension de por qué las fracciones son dificiles de aprender, la mayoria
de los investigadores coinciden en que uno de los factores preponderantes, corresponde al
hecho de que las fracciones no comprenden un solo constructo sino varios subconstructos
(Behr, Harel, Post y Lesh, 1993; Behr, Lesh, Post y Silver, 1983; Charalambous y Pitta-

Pantazi, 2007; Escolano y Gairin, 2005; Gallardo et al., 2008; Kieren, 1976, 1993).

Kieren (1976) fue el primero en separar el concepto de fraccion en cuatro subconstructos:
razon; operador; cociente; y medida. De acuerdo con Kieren (1976), la nocion parte todo esta
implicada en estas cuatro categorias, por esa razon no la describié como una quinta categoria.
Una explicacion de los subconstructos propuestos por Kieren es entregada por Gabriel et al.

(2013), quienes sefialan que:

El subconstructo razon expresa la nocion de una comparacion entre dos cantidades, por
ejemplo, cuando hay tres nifios por cada cuatro nifias en un grupo, en este caso, la relacion

de nifios a nifias es de 3:4; los nifios representan 3/7 del grupo y las nifias 4/7 del grupo.

El subconstructo operador considera fraccion como una funcion que puede ampliar o reducir
una cantidad y transformarla en un nuevo valor. Por ejemplo, para encontrar 3/4 de un
numero, dicho nimero se multiplica por 3 y luego se divide por 4, o bien el numero se divide

por 4 y luego se multiplica por 3.

El subconstructo cociente se refiere al resultado de una division, por ejemplo la fraccion 3/4

puede considerarse como un cociente.

En el caso del subconstructo medida (conmensurable), las fracciones se asocian con dos
nociones relacionadas entre si. En primer lugar, ellas se consideran nimeros que indican cuan

grandes son las fracciones. Por ejemplo, indicar si 1/3 es es mayor o menor que 1/4. En
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segundo lugar, se asocian con las medidas de un intervalo. Por ejemplo, ubicar fracciones en

la recta numérica.

Kieren (1976) sostiene que para comprender las fracciones se requiere, no solo la
comprension de cada uno de estos subconstructos por separado, sino también saber como se
interrelacionan. Behr et al. (1983) ajustaron las ideas de Kieren (1976), redefiniendo algunos
de los subconstructos y una subdivision de otros. El esquema incluye los siguientes siete

subconstructos:

El subconstructo medida del nimero racional, representa una reconceptualizacion de la
nocion parte-todo de fraccion. Aborda la pregunta ;cuanto hay de una cantidad relativa a una

unidad especificada de esa cantidad?

El subconstructo razén del numero racional, expresa una relacion entre dos cantidades, por
ejemplo, una relacion entre el nimero de nifios y nifias en una habitacion. El total de nifios

es ¥4 del total de niflos b, A es 3% de B

El subconstructo de velocidad del numero racional, define una nueva cantidad como una
relacion entre otras dos cantidades. Por ejemplo, la rapidez se define como una relacion entre

distancia y tiempo.

El subconstructo cociente del nlimero racional, interpreta un niimero racional como un
cociente indicado. Es decir, a/b se interpreta como “a” dividido por “b”. En el contexto
curricular, este subconstructo se ejemplifica con la siguiente situacion problematica: Hay 4
galletas y 3 nifios. Si las galletas se reparten equitativamente entre los tres nifios, /cuanta

galleta recibe cada nifio?

El subconstructo de coordenada lineal del nimero racional es similar a la nocion de Kieren
respecto de la interpretacion de la medida. Kieren hace hincapié en las propiedades asociadas
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con la topologia métrica de la recta numérica racional. Los nimeros racionales se interpretan
como puntos en una recta numérica, enfatizando que son un subconjunto de los nimeros

reales.

El subconstructo decimal del nimero racional, enfatiza propiedades asociadas con el sistema

de numeracion de base diez.

El subconstructo operador del nimero racional, impone al nimero racional un concepto de

funcién; un namero racional es un transformador.

En la década de los 80, Behr et al. (1983) senalan que las preguntas con respecto a cuales de
estos subconstructos podrian servir para desarrollar en los nifios el concepto de fraccion,
siguen sin respuesta. Sin embargo para Behr y sus colaboradores, parece plausible que el
subconstructo parte-todo, basado tanto en cantidades continuas como discretas, represente
una construccion fundamental para el desarrollo del concepto de nimero racional, ademas,

es un punto de partida para la instruccién que involucra a otros subconstructos.

Behr et al. (1983) propusieron un modelo tedrico que vincula los diferentes subconstructos y
recomiendan considerar parte todo, como una categoria adicional. Ellos también conectan
parte todo, al proceso de particion. En la figura 5 se muestra el modelo de Behr et al. (1983),
las flechas solidas sugieren relaciones establecidas y las flechas discontinuas sugieren
relaciones hipotéticas entre los constructos. El diagrama sugiere que el proceso de
particionamiento y el subconstructo parte todo son fundamentales para aprender los otros
subconstructos de los numeros racionales; el subconstructo razén es mas "natural" para
promover el concepto de equivalencia; el subconstructo operador se considera util para
desarrollar la comprension de operaciones multiplicativas en fracciones; el subconstructo

medida es considerado necesario para desarrollar competencia en operaciones aditivas en

39



fracciones. Finalmente, entender los cinco subconstructos se considera un requisito previo

para resolver problemas en el dominio de las fracciones.

Particionamiento y Parte -Todo

AR

‘ Razon ‘ l Operador | ‘ Cociente H Medida ‘

[ " . i L
e . ' P
V.. . ’

i 1 ]
| ' . . 1 | i \ I
’ . - ' L

[ Equivalencia ‘ ‘ Multiplicacion l Resolucion de Problemas| | Adicion

Figura 5. Esquema conceptual para la instruccion sobre numeros racionales (Behr et al., 1983).

A partir de los trabajos de Kieren (1976) y Behr et al. (1983) se han propuesto otros modelos
similares para describir los multiples subconstructos de las fracciones (Gabriel et al., 2013).
El modelo de Behr et al. (1983) ha sido citado con frecuencia por varios investigadores e
informado para el desarrollo del curriculo en matematicas (Charalambous y Pitta-Pantazi,

2007).
1.1.3.1 Dificultades de los estudiantes en la conceptualizacion de las fracciones

Como se ha mencionado en la seccion 1.1.3., varios investigadores han sugerido que uno de
los principales factores que contribuye a explicar las dificultades en el aprendizaje de las
fracciones, radica en la multidimensionalidad del concepto de fraccion. Los investigadores
coinciden en considerar cinco subconstructos interrelacionados: parte-todo, razon, operador,

cociente, y medida (Charalambous y Pitta-Pantazi, 2007).

Diversos investigadores han examinado la construccion de los distintos subconstructos de la
fraccion en estudiantes de primaria, con la finalidad de detectar las dificultades que presentan

los estudiantes al resolver tareas relacionadas con el concepto de la fraccion (Butto, 2013;
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Charalambous y Pitta-Pantazi, 2007; Clarke y Roche, 2009; Clarke, Roche y Mitchell, 2007;
Cortina, Cardoso y Zuidiga, 2012; Hansen, Jordan y Rodrigues, 2017; Loc, Tong y Chau,

2017; Tung-Pekkan, 2015).

Charalambous y Pitta-Pantazi (2007) examinan las construcciones de los cinco
subconstructos (parte todo, razon, operador, cociente y medida) de la fraccion en estudiantes
de primaria. En el estudio participaron 646 estudiantes de quinto y sexto grado. Para cumplir
con los objetivos del estudio se elabor6 una prueba en base al modelo de Behr et al. (1983) y
al plan de estudios que estaba operativo en Chipre, donde se realizé el estudio. La version
final de la prueba, se aplicd a 340 estudiantes de quinto grado y 306 estudiantes de sexto
grado, después de haber cubierto todas las nociones incluidas en el modelo de Behr et al.

(1983).

A continuacion, se muestran algunos ejemplos de tareas propuestas del estudio de
Charalambous y Pitta-Pantazi (2007). El ejemplo ntimero 1, se refiere al subconstructo Parte
todo, el ejemplo niimero 2 se refiere al subconstructo Cociente, el ejemplo nlimero 3 se refiere

al subconstructo Operador y el ejemplo nimero 4 se refiere al subconstructo Medida.

1. (Cual de las siguientes alternativas corresponde a 2/3?

o[ T T

(d) Tomar un conjunto de objetos, dividir en
tres pares ipeales ¥ tomar dos de ellos
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2. Tres pizzas estan divididas equitativamente entre cuatro nifios. /Cudnta pizza recibira cada
nifio?

3. Decida si la siguiente afirmacion es correcta: “Si dividimos un nimero por cuatro y luego
multiplicamos el resultado por 3, obtendremos el mismo resultado, que si multiplicamos este

numero por 3/4”

4. Localice el nimero uno, en cada una de las siguientes rectas numéricas (figura 6).

o —
ol
Y

'y

O_-_
"
PP

Figura 6. Rectas numéricas (Charalambous y Pitta-Pantazi, 2007)

Los resultados del estudio de Charalambous y Pitta-Pantazi (2007) revelan que los
estudiantes mostraron mayor desempefio en tareas relacionadas con el subconstructo parte
todo, seguidas por razon, cociente, operador y medida, en ese orden. El desempefio de los
estudiantes en las tareas relacionadas al subconstructo de medida, fue notablemente inferior
respecto del rendimiento en cualquier otro subconstructo. Los tres subconstructos restantes,
razon, cociente y operador de las fracciones resultaron ser de mediana complejidad para los
estudiantes. En general, los hallazgos del estudio de Charalambous y Pitta-Pantazi (2007)
sugieren que una comprension profunda de las diferentes interpretaciones de las fracciones,
puede elevar el rendimiento de los estudiantes en tareas relacionadas con equivalencia y

operaciones con fracciones.

Clarke et al. (2007) de manera anéloga a Charalambous y Pitta-Pantazi (2007) examinan las
construcciones de cuatro subconstructos de la fraccion en estudiantes australianos de sexto

grado. Para realizar el estudio utilizaron un cuestionario con 50 tareas centradas en el
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constructo fraccién como parte-todo, medida, cociente y operador. Estas tareas se probaron
en una muestra piloto de alrededor de 30 estudiantes de cuarto a noveno grado, las tareas
fueron refinadas y nuevamente piloteadas. Posteriormente, usando una seleccion del conjunto
de tareas, se entrevisto a 323 estudiantes de sexto grado a finales del afio escolar. Las tareas
se administraron individualmente durante un periodo de 30 a 40 minutos en las propias
escuelas de los estudiantes. A continuacion, se presentan ejemplos de las tareas y el
porcentaje de respuestas correctas de los estudiantes, reportadas en el estudio de Clarke et al.

(2007).
1. Fraccion como parte todo.
Tarea torta dividida (parte a y b).

A los estudiantes se les mostrd el modelo de una torta (Figura 7), y se les pregunto:

Figura 7. Tarea torta dividida (Clarke et al., 2007)

a) ;Qué fraccion del circulo es la parte B?
b) ;{Qué fraccion del circulo es la parte D?

La parte (a) fue relativamente sencilla, un 83% de alumnos respondieron 1/4. La parte (b) fue

mas dificil, solo el 42,7% de los alumnos dio una respuesta correcta.

Tarea conjunto de puntos. A los estudiantes se les mostré la Figura 8 y se les pregunt6 ";qué
fraccion de los puntos es negra?" Luego se les pidid que indicaran "otro nombre para esa

fraccion".

43



000000
000000
000000

Figura 8. Conjunto de puntos (Clarke et al., 2007)

El 76,9% dieron una respuesta correcta y solo el 53,5% de los estudiantes pudieron ofrecer

otro nombre correcto para la fraccion, siendo 4/6 la respuesta mas comun.

Tarea dibuja un todo (parte a). A los estudiantes se les mostrd un rectangulo (sombreado gris,

en la Figura 9) y se les pregunt6: "si esto es dos tercios" de una forma, dibuja toda la forma".

Figura 9. Solucion correcta de un alumno, parte a (Clarke et al., 2007)
El 64,1% pudo dibujar correctamente.
Tarea dibuja un todo (parte b). A los estudiantes se les presentd un rectangulo (parte

sombreada, en la Figura 10), se les dijo que eran "cuatro tercios" y se les pidid que mostraran

el todo.

PERE

Figura 10. Solucion correcta de un alumno, parte b (Clarke et al., 2007)

En este caso, el 40,5% dibujo una forma correcta, con poco menos de la mitad de estos

fragmentando el rectangulo original en cuatro partes, indicando tres de estos como el todo.
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2. Fraccion como operador (operadores simples).

A los estudiantes se les hicieron cuatro preguntas, sin modelos visuales, lo que requirié que
los estudiantes resolvieran mentalmente. Las preguntas eran las siguientes: ;la mitad de seis?
(97,2% de éxito);... juna quinta parte de diez? (73,4% de éxito);... /dos tercios de nueve?

(69,7% de éxito) y... jun tercio de la mitad?" (17,6% de éxito).
3. Fracciéon como Medida.

Recta numérica (partes a, b y c). A los estudiantes se les pidié que dibujaran una recta
numérica y ubicaran la fraccion dos tercios. Cuando los estudiantes no escribieron 0 y 1 en
su dibujo, el entrevistador les pregunt6: ;donde va el cero? ... ;doénde va 1? Solo el 51,1% de
los estudiantes lograron ubicar correctamente 2/3 en la recta numérica. Un error comun fue
colocar 2/3 después de 1 (figura 11), o dos tercios a lo largo de alguna linea, por ejemplo,

dos tercios del camino de 0 a 100 (figura 12).

Figura 12. Solucion incorrecta de otro alumno, parte a (Clarke et al., 2007)

Dada una recta numérica como se muestra en la Figura 13, se les pidi6 a los estudiantes que
marcaran, a su vez, las fracciones 6/3 (parte b) y 11/6 (parte c¢). Solo 32,8% y 25,4% tuvieron
éxito, respectivamente. Muchos colocaron 6/3 en 6 o 3. Varios estudiantes localizaron 11/6

a la derecha de 6.

45



-t—J[l——---—l-—-_- . - l | |

Figura 13. Tarea recta numérica, parte b y ¢ (Clarke et al., 2007)
4. Fracciones como cociente.
Tarea pizza. A los nifios se les mostr6 una imagen (Figura 14), y se les dijo, tres pizzas se

reparten equitativamente entre cinco nifias.... ;Cudnto recibe cada nifia? Los estudiantes

fueron invitados a usar papel y lapiz si parecian necesitarlo.

QL[HBL

7\ ‘,/‘\ 7\
v U U

Figura 14. Tarea Pizza (Clarke et al., 2007)

El 30,3% de los estudiantes de 6° grado respondieron correctamente la tarea pizza.

Los hallazgos del estudio de Clarke et al. (2007) indican que el rendimiento en las tareas
relativas al subconstructo parte todo, fue razonablemente bueno en preguntas sencillas y
tipicas. Pero cuando la tarea no se presentaba en una forma estandar, los estudiantes
presentaron mayores dificultades para encontrar la solucion correcta. La tarea del conjunto
de puntos mostrdé que los estudiantes manejaban bien la situacion discreta. Respecto del
subconstructo operador, para la mayoria de los estudiantes la tarea resultd sencilla, con
excepcion de la pregunta encontrar un tercio de la mitad. Los autores sugieren dar mayor
énfasis a los temas en que los estudiantes presentan mayor dificultad, como por ejemplo,

tareas relacionadas con fraccion como medida.
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Clarke y Roche (2009) presentan una investigacion focalizada en el subconstructo de medida,
especificamente el aspecto cuantitativo de las fracciones (qué tan grande es la fraccion). En
el estudio utilizan 15 tareas para entrevistar a un total de 323 estudiantes australianos de sexto
grado, de 11 a 12 afos de edad. Las escuelas y los estudiantes fueron elegidos para ser
representativos, en variables como el tamafio de la escuela, la ubicacion, la proporcion de
estudiantes que no hablaba inglés y el nivel socio-econdémico. Un equipo de diez
entrevistadores, todos profesores de primaria, con al menos cuatro afios de experiencia
participaron en un entrenamiento de un dia, sobre el uso de las tareas, incluyendo ver
entrevistas en un video y discutir las posibles estrategias, que los estudiantes podrian usar

para cada tarea.

Clarke y Roche (2009) indican que los estudiantes habian participado en ocho entrevistas
similares, en diferentes contenidos matematicos en los tltimos siete anos. Esto es importante
ya que los estudiantes estaban acostumbrados a que se les pidiera que expresaran sus
razonamientos sobre tales problemas, aunque por primera vez, las tareas fueron relativas a
las fracciones. Durante cada entrevista, se mostraron ocho pares de fracciones al alumno, un
par a la vez. Estas fracciones fueron 3/8 y 7/8, 1/2'y 5/8, 4/7 y 4/5,2/4 y 4/8,2/4 y 4/2,3/7y
5/8,5/6 'y 7/8, 3/4 y 7/9. Cada par, escrito en una tarjeta, se coloco frente al estudiante, y se
le pidi6 al estudiante que apuntara a la fraccion mas grande de la pareja, explicando su
razonamiento. No hubo limite de tiempo. No se les dio oportunidad a los estudiantes de
escribir o dibujar nada, el interés del estudio fue ver si los estudiantes tenian acceso seguro a

estrategias distintas de la estrategia denominadores comunes.
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En el estudio de Clarke y Roche (2009) se presenta el porcentaje de estudiantes que indicaron

correctamente qué fraccion era mdas grande, dando una justificacién razonable para su

eleccion. En la tabla 1 y tabla 2, se presentan los resultados del estudio.

Tabla 1

Porcentaje de respuestas correctas*

Par de fracciones Respuestas correctas (%)
3/8y7/8 77,1
2/4y4/8 64,4
1/2y5/8 59,4
2/4y4/2 50,5
4/7y 4/5 37,2
3/7y5/8 20,4
5/6y7/8 14,9
3/4y7/9 10,8

*Nota Fuente: Porcentaje de estudiantes de sexto grado que eligen correctamente la fraccion con una
explicacion adecuada (n = 323), modificado desde (Clarke y Roche, 2009)

Tabla 2

Estrategias usadas por los estudiantes*

Par de Explicacion verbal del estudiante Uso de estrategia
fracciones Satisfactorio/insatisfactorio
3/8y7/8 "Las piezas son del mismo tamafo, son octavos y 7 es mas de 3" Satisfactorio

172y 5/8 "1/2 es equivalente a 4/8, entonces 5/8 es 1/8 mas" Satisfactorio

4/7y 4/5 "4 esta mas cercade Sque4esa 7" Insatisfactorio
2/4y4/8 "Ambos equivalen a la mitad" Satisfactorio
3/7y5/8 "5/8 es mas de la mitad y 3/7 es menos de la mitad" Satisfactorio
5/6y7/8 "Lo mismo porque a cada uno le queda uno" insatisfactorio

*Nota fuente: Estrategias estudiantiles dadas para las elecciones correctas en cada tarea de pares de fracciones
(n=323), modificado desde (Clarke y Roche, 2009)

Los resultados del estudio de Clarke y Roche (2009) muestran que al menos un tercio de los

estudiantes de sexto grado, parece tener una comprension basica y parcial de las fracciones.
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El 38,5% de todas las soluciones incorrectas (para las cuales se elige 3/8 como el mas grande
entre 3/8 y 7/8) dieron la siguiente explicacion: "nimeros mas pequefios significan fracciones
mas grandes". En general, los datos de las entrevistas, muestran que los estudiantes carecen
del sentido de tamafio en relacion con las fracciones, centrandose por separado en el
numerador y el denominador. Se hipotetiza que las estrategias usadas por los estudiantes
exitosos, podrian formar la base de enfoques de instruccion, que pueden producir el tipo de
comprension conectada y requerida para el desarrollo del razonamiento proporcional en afios

posteriores.

Cortina et al. (2012) reportan un estudio que consistio en aplicar 297 cuestionarios a igual
nimero de alumnos de sexto grado de 13 escuelas primarias. Algunas de esas escuelas
estaban en los Altos de Chiapas y otras en el sur de la Ciudad de México. El cuestionario
incluy6 19 preguntas relativas al subconstructo de medida (aspecto cuantitativo de las
fracciones) y parte todo. Las primeras seis preguntas implicaron comparar la cantidad de
leche contenida en dos cartones (figura 15). Para responder a estas preguntas, primero se
solicito verbalmente a los estudiantes, marcar el nivel de leche que indicaba la fraccion escrita

al pie de cada carton de leche.

P

- : <= El nivel de la leche
cuando el carlén esta lleno

Figura 15. Ejemplo de pregunta (Cortina et al., 2012)
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Posteriormente se les pide que indiquen cudl de los dos cartones estd mas lleno. Las
fracciones a comparar fueron: 1/3 y 1/2,3/4y 1/4, 1/3y 2/3,2/4y 1/2,4/9y3/4y 5/10y

1/2.

La séptima pregunta del estudio de Cortina et al. (2012), implicé comparar la cantidad de
leche que se utilizd para hacer tres diferentes pasteles. Las fracciones a comparar fueron 5/4
de litro, 8/9 de litro y 1 litro, escritas respectivamente al pie de cada pastel. En seis de las 12
preguntas restantes, se les solicita a los estudiantes que sombreen la parte del area de cada
circulo indicada por la fraccion. Para esta actividad las fracciones utilizadas fueron 1/2, 2/4,
3/4,1/3,2/3 y 3/3. En cada una de las seis preguntas restantes aparecia un rectangulo con una
fraccion escrita al pie de cada rectangulo. Una vez mas se les pidid a los estudiantes que
sombrearan la parte del area indicada por cada fraccion. En esta oportunidad las fracciones

utilizadas fueron 1/2, 1/4, 3/4, 1/8, 4/8 y 8/8.

Cortina et al. (2012) clasifican los cuestionarios en cuatro categorias: A, B, C y D, de acuerdo
a las respuestas correctas dadas por los estudiantes de sexto grado. En la categoria A, fueron
agrupados los cuestionarios en los que los estudiantes respondieron correctamente a las
preguntas de los cartones de leche, asi como el de los tres pasteles y los de los circulos y
rectangulos (20%). En la categoria B, los estudiantes respondieron correctamente las
preguntas de los cartones de leche, asi como los de los circulos y rectangulos, pero que se
equivocaron en la pregunta de los tres pasteles (19,5%). En la categoria C, los estudiantes
representaron la fraccion 1/2 como la mitad de algo, pero que representaron incorrectamente
la mayoria de las otras fracciones (29,7%). En la categoria D, los estudiantes no representaron
ninguna fraccidn correctamente de manera consistente, incluyendo 1/2 (30,1%), al interpretar

el significado cuantitativo de una fraccion, estos alumnos parecian recurrir tnicamente a sus
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conocimientos de los nimeros naturales, considerando que aquellos simbolos con nimeros

mas grandes representaban cantidades mayores, por ejemplo, 2/4 es mayor que 1/2.

Los resultados del estudio de Cortina et al. (2012) sugieren que muchos nifios estan
terminando la primaria en México con una comprension muy limitada del concepto de
fraccion, algunos de ellos no parecen haber desarrollado nociones cuantitativas basicas, que
les permitan interpretar de forma correcta el significado de las notaciones fraccionarias mas
comunes, como por ejemplo: 1/2, 1/4, 1/3, 3/4. Lo que indica que una gran cantidad de estos
nifios se encontraban muy rezagados en su comprension del significado cuantitativo de las

fracciones, de acuerdo con los programas de estudio vigentes en México.

Butto (2013) realiza un estudio de corte cualitativo, en el que participaron 26 alumnos de
sexto basico de una escuela publica de México, las edades de los alumnos oscilaron entre 10
a 12 afios de edad. Los objetivos del estudio fueron describir las dificultades que presentaban
los alumnos en el aprendizaje de las fracciones, disefiar y aplicar una secuencia didéctica y
reportar la evolucion de las nociones matematicas. En la primera parte del estudio, se disefia
y aplica un cuestionario inicial y entrevista clinica individual, el objetivo de la entrevista fue
profundizar en las ideas que cada estudiante tiene sobre las fracciones, y de esta forma
conocer en detalle antecedentes sobre este tema, por medio del cuestionario inicial. Se
exploran las ideas de mitad, entero o unidad, fraccionamiento en cantidades continuas y
discretas, representacion de fracciones propias e impropias en la recta numérica, suma y resta

de fracciones.

Los resultados del estudio de Butto (2013) en el cuestionario inicial muestran que los
alumnos presentan menos dificultad en actividades que abordan la idea de la mitad. En las

actividades que abordaron la idea de representacion de fracciones propias e impropias, los
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alumnos mostraron més dificultad en la representacion de fracciones impropias. En las

actividades que abordaban la idea de fraccionamiento en cantidad discreta, los alumnos

presentaron dificultades para reconocer la parte del todo. Las actividades que presentaron

mayor dificultad fueron las relativas a ubicar fracciones en la recta numérica. En la figura 16,

se presentan actividades del cuestionario inicial.

1. Marca con unacruz las figuras que representan una
mitad.

17. Representa las siguientes fracciones en la recta
numérica: 1/2, 2/4, 4/5, 1/3.

3. Escribela fraccion que representala parte coloreada:

Figura 16. Actividades del cuestionario inicial (Butto, 2013)

Los resultados de la aplicacion de la secuencia didéctica del estudio de Butto (2013) muestra

que los alumnos no presentan dificultades con la idea de la mitad y la representacion de

fracciones propias en la recta no numérica, por lo que estas ideas no se presentan en el

cuestionario final. Las preguntas que presentaron mayor dificultad para los alumnos fueron

las que abordaron las ideas de fraccionamiento en cantidad discreta, la equivalencia de

fracciones y la ubicacion de fracciones propias e impropias en la recta numérica. Sin

embargo, en el cuestionario final se observa que hubo avances en la comprension de la

equivalencia de fracciones, asi como en el fraccionamiento en cantidad discreta, a partir de
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estos resultados se percibe un avance conceptual en los alumnos. Pero se mantienen las
dificultades en actividades relativas a la ubicacion de fracciones propias e impropias en la

recta numérica.

Butto (2013) concluye que a partir de los resultados de su estudio, se percibe un avance
conceptual en los estudiantes, superando algunas dificultades presentadas en el cuestionario
inicial, lo que revela que el paso de los nimeros enteros a los numeros fraccionarios es un
proceso lento, que requiere la comprension de los diversos subconstructos involucrados en
el constructo de las fracciones. Ademas, Butto (2013) sefala que en lo que respecta al modelo
matematico propuesto por Kieren (1976) se percibe que algunos estudiantes se encuentran
en el nivel inicial, expresando un conocimiento basico, como las ideas de particionamiento,
equivalencia y la formacion de la unidad. Butto (2013) agrega que las ideas de medida,
cociente, razén y operador, estan en un nivel en que pocos estudiantes de educacion basica
pueden acceder, si la instruccion escolar no les ofrece un modelo conceptual distinto al

modelo parte-todo.

Tung-Pekkan (2015) investiga como diferentes tipos de representaciones graficas se
relacionan con el conocimiento fraccional de los estudiantes. En su estudio administraron
una prueba de fracciones a 646 estudiantes de cuarto y quinto grado de los Estados Unidos.
En la prueba se presentan tres tipos de representaciones gréficas: circulos, rectangulos y
rectas numéricas. Los estudiantes completaron las pruebas individualmente en sus
escritorios, no se impuso ninguna restriccion de tiempo, pero la prueba se termind en la clase
que fue de 40 minutos. A continuacion se presentan algunos ejemplos de la prueba, cada uno

de ellos con el porcentaje de estudiantes que respondieron correctamente.
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En la figura 17 se muestra la pregunta n®1 de la prueba, esta pregunta relativa al subconstructo
parte todo (diagrama circular) resultd ser muy facil para los estudiantes. El1 98% de los 646

estudiantes responden correctamente 1/4.

1. ;Qué fraccidn del diagrama circular esta sombreada? (escribe la fraccion)

Figura 17. Fraccion unitaria representada por una parte sombreada de un diagrama circular (Tung-Pekkan,
2015)

En la figura 18 se muestra la pregunta n°2 de la prueba, esta pregunta relativa al subconstructo
parte todo (diagrama rectangular) también resultod ser muy facil para los estudiantes. E1 99%

de los 646 estudiantes escriben la fraccion 1/5.

1. Qué fraccién del rectingulo esta sombreada? (escribe la fraccion)

Figura 18. Fraccion unitaria representada por una parte sombreada de un rectangulo (Tung-Pekkan, 2015)
Enla figura 19 se muestra la pregunta n°3 de la prueba, esta pregunta relativa al subconstructo
medida (ubicar una fraccidn en la recta numérica) resultd ser mas dificil para los estudiantes.

Solo el 48% de los 646 estudiantes escriben la fraccion 1/3.
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3. ;Qué fraccion mmestra la letra "c" en la recta numérica? (escribe la fraccion)

Figura 19. Fraccion unitaria representada en la recta numérica (Tung-Pekkan, 2015)
En la figura 20 se muestra la pregunta n°5 de la prueba, en esta pregunta el 80% de los 646

estudiantes dibujan los 3/4 del diagrama circular.

es la umdad,

di:ujcmaim.gmpaurammar%dctm umdad.

Figura 20. Representacion de una fraccion propia en un diagrama circular (Tung-Pekkan, 2015)
En la figura 21 se muestra la pregunta n°6 de la prueba, en esta pregunta el 79% de los 646

estudiantes dibujan los 5/6 del rectangulo.

6. 5i esta e la unidad,

dibuje una magen para mostrar %deesu unidad

Figura 21. Representacion de una fraccion propia en un rectangulo (Tung-Pekkan, 2015)
En la figura 22 se muestra la pregunta n°7 de la prueba, solo el 35% de los 646 estudiantes

ubico correctamente 2/3 en la recta numérica.
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Figura 22. Fraccion propia en la recta numérica, dada la unidad (Tung-Pekkan, 2015)

En la figura 23 se muestra la pregunta n°9 de la prueba, solo el 34% de los 646 estudiantes

dibujo la imagen solicitada.

9. Siesto es % de ua todo,

dibuje la magen de ese todo. (No tiene que ser
&l erculo completo)

Figura 23. Reconstruyendo el todo, a partir de la representacion (sector circular) de una fraccion unitaria
(Tung-Pekkan, 2015)

En la figura 24 se muestra la pregunta n°10 de la prueba, el 74% de los 646 estudiantes

dibujo la imagen solicitada.

10. 51 esto - es% de un todo,

dibuje la magen de ese todo.

Figura 24. Reconstruyendo el todo, a partir de la representacion (rectangular) de una fraccion unitaria
(Tung-Pekkan, 2015)

En la figura 25 se muestra la pregunta n°11 de la prueba, solo el 23% de los 646 estudiantes

ubico correctamente el “1” en la recta.
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11. Cologue "1" en la recta numeérica

|
1
0 1
3

Figura 25. Reconstruyendo la unidad, a partir de la representacion (recta numérica) de una fraccion unitaria
(Tung-Pekkan, 2015)

En la figura 26 se muestra la pregunta n°13 de la prueba, solo el 17% de los 646 estudiantes

respondio6 correctamente.

3

13, Siesto esTde un todo, dibuja la imagen de ese todo.

(Mo tiene que ser el circulo completo). Explica tu razonamiento.

Figura 26. Reconstruyendo el todo, a partir de la representacion (sector circular) de una fraccion propia
(Tung-Pekkan, 2015)

En la figura 27 se muestra la pregunta n°14 de la prueba, solo el 19% de los 646 estudiantes

respondid correctamente.

14, 5i esto - gg% de un todo,

dibuja la magen de ese todo. Explca o razonammiento.

Figura 27. Reconstruyendo el todo, a partir de la representacion (rectangular) de una fraccion propia
(Tung-Pekkan, 2015)
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En la figura 28 se muestra la pregunta n°15 de la prueba, solo el 28% de los 646 estudiantes

respondio6 correctamente.

15. ;Doénde colocarias "1" en la recta numérica? Explica tu razonamiento.

O_—
ml b ——

Figura 28. Reconstruyendo la unidad, a partir de la representacion (recta numérica) de una fraccién propia
(Tung-Pekkan, 2015)

En la figura 29 se muestra la pregunta n°17 de la prueba, el 80% de los 646 estudiantes

respondio6 correctamente 5/3.

17. Siesta . es laumdad, [cudl es la fraccidn que muestra las partes sombreadas

de los upaentes diagramas? (Escnber como una fraccion mpropia o Como i mEners mio).

Figura 29. Fraccion impropia que representan diagramas circulares (Tung-Pekkan, 2015)

En la figura 30 se muestra la pregunta n°18 de la prueba, solo el 37% de los 646 estudiantes

respondid correctamente 5/4.
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18. Si el Rectingulo A (rectangulo superior) es la unidad, ; qué fraccion
muestra ¢l rectangulo B (rectangulo mfenor)?

l" _

Figura 30. Fraccion impropia que representa un rectangulo dividido en partes iguales (Tung-Pekkan, 2015)

En la figura 31 se muestra la pregunta n°19 de la prueba, solo el 37,9% de los 646 estudiantes

respondio6 correctamente.

Figura 31. Fraccion impropia en la recta numérica (Tung-Pekkan, 2015)
Los hallazgos del estudio de Tung-Pekkan (2015) indican que los estudiantes mostraron un
rendimiento similar en preguntas que requieren un razonamiento parcial de las fracciones,
relacionadas con representaciones de circulo y rectdngulo. Sin embargo, el rendimiento de
los estudiantes fue significativamente mas bajo en preguntas cuya representacion grafica fue
la recta numérica. Los resultados también muestran que independiente de la representacion,
su rendimiento fue menor en preguntas que requerian un pensamiento fraccional mas
avanzado, como por ejemplo, las preguntas relativas a reconstruir un todo a partir de la

representacion grafica (circulo, rectdngulo o recta numérica) de una fraccion propia.
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Hansen et al. (2017) investigan la evolucion en el conocimiento de las fracciones, en 536
estudiantes de los Estados Unidos, el estudio se inicia en tercer grado y después de los afios
de instruccion, termina en sexto grado. El disefio longitudinal, permiti6 ver la imagen
completa de este periodo clave del aprendizaje de las matematicas, ademas de identificar
antecedentes de dificultades persistentes en el aprendizaje de las fracciones. Las covariables
incluidas en el estudio fueron edad al ingreso de tercer grado, estado de ingresos, membresia

del distrito escolar, estado de educacion especial y género.

El concepto de fraccion se evalud usando seis preguntas desarrolladas por Hecht et al. (2003,
citado por Hansen et al., 2017) y 22 preguntas de fracciones publicadas en las Evaluaciones
Nacionales del Progreso Educativo (NAEP, por sus siglas en inglés). Las preguntas que
evaluaron el concepto de fraccion requerian que los estudiantes sombrearan una figura o un
conjunto de figuras (por ejemplo, "Sombrear 4/5 de 10 circulos"). Las preguntas de NAEP
cubrieron un rango del concepto de fraccion, incluyendo el entendimiento de la totalidad de
la parte (por ejemplo, "La figura muestra que se ha comido una parte de la pizza. ;Qué parte
de la pizza todavia estd alli?"), también incluia preguntas de estimacion (por ejemplo, “sumar
7/8 + 12/13”), de comparacion y equivalencia de fracciones (por ejemplo, ";Qué imagen

muestra que 3/4 es lo mismo que 6/8?").

Hansen et al. (2017) sefialan que aunque los estudiantes, en promedio obtuvieron ganancias
constantes respecto del concepto de las fracciones, descubrieron cursos de crecimiento
empiricamente distintos, dos cursos representaban a un grupo de estudiantes que progresaron
poco durante el estudio, mientras que tres cursos representaban a los estudiantes que lograron

un progreso adecuado. En el transcurso del estudio, los estudiantes en los cursos de mas alto
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rendimiento respondieron correctamente el doble de preguntas que los estudiantes en los

cursos de bajo rendimiento.

Hansen et al. (2017) sefialan que los resultados de los estudiantes en el sexto grado, mostraron
que habia brechas sustanciales y persistentes entre estudiantes de bajo rendimiento,
particularmente en preguntas que requerian colocar fracciones en una recta numérica,
determinar fracciones equivalentes, comparar y ordenar fracciones. Los estudiantes de bajo
rendimiento tuvieron dificultades cuando encontraron tareas que requerian flexibilidad con
fracciones, como aquellas en las que el denominador de la fracciébn no correspondia
directamente con las piezas mostradas (por ejemplo, "Sombrear 4/5 de 10 circulos"). Cabe
senalar que los estudiantes de ambos grupos mostraron dificultades cuando se les presentaron
problemas de estimacion de fracciones (por ejemplo, "Estime la suma: 7/8 + 12/13"), los
autores del estudio sugieren que se debe dedicar mas atencidon en esta area para todos los
estudiantes. Al final del sexto grado, muchos estudiantes con dificultades persistentes en los
procedimientos de fracciones experimentaron dificultades en preguntas que implicaban

sumas y restas de fracciones, incluso en preguntas con denominadores comunes.

Hansen et al. (2017) destacan que el estudio revela las dificultades casi universales que
experimentan los estudiantes en el calculo de las fracciones. La mayoria de los estudiantes,
respondieron correctamente menos de la mitad de los problemas de calculo de las fracciones
al final del estudio, a pesar de que se espera que al final del afio escolar los estudiantes de
sexto grado sumen, resten, multipliquen y dividan las fracciones. Los autores agregan que
los patrones de error en suma y resta indicaron que muchos estudiantes del grupo de bajo
rendimiento, operaban con los numeradores y denominadores de las fracciones como si

fueran cuatro nimeros enteros separados. La tendencia a generalizar demasiado las
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estrategias de numeros enteros cuando se trabaja con fracciones sugiere problemas

fundamentales con la estructura bipartita de las fracciones.

Loc et al. (2017) muestran las dificultades y errores que cometen estudiantes al resolver
ejercicios relacionados con el concepto de fraccion. Participan del estudio 478 estudiantes de
cuarto y quinto grado de siete escuelas de Vietnam. A continuacion se reportan tres preguntas
realizadas a los estudiantes, la pregunta 1 y 2 tuvo por objetivo evaluar la capacidad de los
estudiantes para identificar la “fraccion” dada por iméagenes. En el caso de la pregunta 3, el
objetivo fue evaluar la capacidad de los estudiantes para identificar la "fraccion" y realizar la
suma dada por las imagenes. En la figura 32, se muestra la pregunta 1, relativa al

subconstructo parte todo.

a4

a) Lafraccion que indica las partes sombreadas del circulo es ? ]

@ b) Lafraccion que indica las partes sombreadas del circulo es % ]

c) Lafraccién que indica las partes sombreadas en el triangulo es % ]

d) Lafraccién que indica las partes sombreadas en el rectangulo es % ]

Figura 32. Pregunta 1, parte todo continuo (Loc et al., 2017)
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Respecto de la pregunta 1 (figura 32), el 98% de los 478 estudiantes responde correctamente
en a) verdadero; el 60% responde correctamente b) falso; el 32.6% de los estudiantes
responde correctamente en c¢) falso; y el 71% responde correctamente en d) verdadero.
Muchos estudiantes no prestaron atencion a la condicion de "partes iguales" para identificar
el concepto de fraccion, es decir, a muchos estudiantes se les ocurri6 la respuesta incorrecta

(40% en el item b y en el caso de ¢ un 67%).

La pregunta 2 del estudio, consta de 3 partes (a, b y ¢). Se solicita a los estudiantes (por
escrito) que completen escribiendo sobre la linea de puntos la fraccion correspondiente. En

la figura 33, se muestra la pregunta 2 del estudio.

En la figura a, el rectangulo incluye 12 cuadrados iguales La figura b, incluye 6 bloques en forma de L, todos iguales

« Cudl ¢3 Ia fraccidn que wndica las partes negras

- Cual e la fraccion que indsca las partes blancas La fraccion que indica las partes tachadas es ......

En la figura ¢, la fraccion que indica las partes negras es ...

Figura 33. Pregunta 2, parte todo (continuo y discreto) y medida (Loc et al., 2017)
Respecto de la pregunta 2, parte a, el 61% del total de estudiantes responde correctamente
que la fraccion 5/12 indica las partes negras del total de 12. En la parte b, el 71% del total de

estudiantes responde correctamente que la fraccion es 2/6 y en la parte c, el 76.8% del total
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de estudiantes respondieron correctamente que la fraccion que indica las partes negras es 5/8.

La pregunta 3 del estudio, se muestra en la figura 34.

a. Las partes tachadas de las imdgenes H1 y H2 representan fracciones. Vamos a
representar la suma de las dos fracciones tachando en la imagen H3.

H1 H2 H3

b. Las partes grises de las imagenes H4 y H5 representan fracciones. Por favor escriba
con las fracciones apropiadas sobre los puntos.

- -

Figura 34. Pregunta 3, sumas de igual denominador dada por imagenes (Loc et al., 2017)
Respecto de la pregunta 3, en la parte a, el 91% del total de los estudiantes responde

correctamente y en la parte b, el 44.6% responde correctamente.

Loc et al. (2017) luego de analizar las respuestas erroneas de los estudiantes, concluyen que
algunas de las razones que pueden explicar las dificultades y errores que cometieron los

alumnos son las siguientes:

(1) Los alumnos de primaria aprendieron el concepto de fraccion intuitivamente y de manera
informal. Estudiaron este concepto observando figuras, no por definicion formal de fraccion,
en los ejercicios del libro de texto de los alumnos se observa que para identificar la "fraccion"
no hubo ejercicios considerados como no ejemplos de un todo dividido en partes desiguales

como en la pregunta 1, ejercicios muy utiles para que los estudiantes entiendan el concepto.
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(2) La nocién de una fraccion en si misma es un concepto dificil porque esta relacionada con
el concepto de nimeros racionales. Por lo tanto, para comprender el concepto de fraccion,

los estudiantes deben hacer varios ejercicios relacionados.

(3) Debido al habito de hacer matematica en un entorno de nimero natural anterior, los
estudiantes también cometen facilmente los errores debido a su confusion de las fracciones

con numeros naturales.

Loc et al. (2017) sugieren usar ejemplos y no ejemplos para ayudar a los estudiantes a
entender la fraccion de una manera correcta, ademas de usar representaciones diferentes
durante el proceso de ensefianza del tema "Fraccion" como: lineas de nimeros, modelos de

area, modelos de volumenes.

En sintesis, las investigaciones centradas en el conocimiento conceptual de las fracciones
presentadas en la seccion 1.3.1.1, muestran que los estudiantes tienen mas éxito en las tareas
sencillas y tipicas relativas al subconstructo parte todo, desarrollando poco conocimiento en
los otros subconstructos (Butto, 2013; Charalambous y Pitta-Pantazi 2007; Clarke, Roche y
Mitchell, 2007; Tung-Pekkan, 2015). Hay estudios que muestran que los alumnos presentan
dificultades en tareas poco usuales y que requieren de un pensamiento mas avanzado respecto
del subconstructo parte todo (Clarke et al., 2007; Loc et al., 2017; Tung-Pekkan, 2015). Los
trabajos de Clarke y Roche (2009) y Cortina et al. (2012) se centran en el subconstructo
medida especificamente en el aspecto cuantitativo (que tan grande es la fraccion). Los
resultados de ambos trabajos muestran que varios estudiantes carecen del sentido de tamafo
en relacion con las fracciones, en general los alumnos recurren a los conocimientos de los
numeros naturales para resolver las tareas propuestas, centrandose por separado en

numerador y denominador.
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Varios investigadores coinciden en senalar que la comprension del subconstructo medida,
resulta ser una de las mas dificiles para los estudiantes (Butto, 2013; Charalambous y Pitta-

Pantazi 2007; Clarke et al., 2007; Tung-Pekkan, 2015; Hansen et al., 2017).
1.1.3.2 Dificultades de los profesores en la conceptualizacion de las fracciones

Diversas investigaciones muestran que estudiantes para profesor y profesores en servicio
presentan dificultades en fracciones similares a las identificadas en los alumnos (Ma, 2010;
Newton, 2008). Estudios previos sugieren que el aprendizaje de las fracciones por parte de
los alumnos, puede estar limitado por la comprension de las fracciones por parte del profesor
(Ma, 2010; Van Steenbrugge, Lesage, Valcke y Desoete, 2014). La falta de conocimiento
matematico para la ensefianza puede afectar la manera en que los profesores critican los libros
de texto, seleccionan el material para ensefiar, estructuran sus cursos y conducen la

instruccion (Crossman, Wilson y Shulman, 2005).

Van Steenbrugge et al. (2014) sefhalan que los estudios relativos al conocimiento de los
profesores sobre las fracciones se han centrado principalmente en solo uno de los aspectos,
como por ejemplo en el subcontructo razén, o en la multiplicacion de fracciones o en la
division de fracciones, por lo que resulta relevante investigar el conocimiento que los
profesores tienen tanto en los cinco subconstructos (parte todo, medida, razon, operador y
cociente) como en las cuatro operaciones. A continuacion, se reportan estudios relacionados
con dificultades que presentan profesores en servicio y estudiantes para profesor en la

conceptualizacion de las fracciones.

Moseley, Okamoto y Ishida (2007) realizan un estudio comparativo cuyo objetivo fue
examinar la conceptualizacion de las fracciones por parte de profesores de cuarto grado de

Estados Unidos y Japoén. Los autores examinaron el conocimiento de los cinco
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subconstructos de las fracciones (parte todo, cociente, razoén, medida y operador). Se
entrevistaron a seis profesores de los Estados Unidos y siete de Japon. Los profesores fueron
seleccionados para proporcionar una muestra similar de docentes de escuelas de buen
desempeiio en ambas naciones. Ambos grupos estaban formados principalmente por
maestros experimentados, la mayoria de los cuales tenian una experiencia de mas de diez

anos ensefiando.

Para realizar el estudio Moseley et al. (2007), dispusieron de 15 tarjetas, en cada una de ellas
se presentan cada uno de los cinco subconstructos (parte todo, cociente, razon, medida y
operador) con tres tipos de representaciones: un problema verbal (figura 35), una
representacion pictorica (figura 36) y un valor expresado en notacion matematica (figura 37).
Las tarjetas se entregan de manera desordenada a los profesores, se les solicita que agrupen
las tarjetas de manera consistente. Por lo tanto, se espera que los profesores realicen cinco
agrupaciones, con tres tarjetas en cada grupo (texto, imagen y notacion). Todos los
participantes fueron instruidos para verbalizar sus pensamientos al hacer sus agrupaciones.
Un entrevistador tomd notas mientras los participantes organizaban las tarjetas en grupos,
documentando acerca de las agrupaciones realizadas, asi como las reacciones importantes de

los profesores respecto de la tarea.
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Parte todo

Cociente

Razon

Mi familia tiene 10 peces,
viviendo en un tangue de 15
galones, el mas grande se llama
Harvey. Harvey tenia 10 onzas
de alimento para €l v comid 6
onzas. (Qué parte de su
alimento comié?

Mi hermano decidic tomar
nuestra gran pecera de 6
galones v dividirla entre 8
tanques mas pequefios de 1
galon. ;Cuanto del gran tanque
puso en cada tangue mas
pequefio?

Papa limpid mmestra gran
pecera, tiene 9 peces realmente
limpios. Puso 18 galones de
agua v 6 libras de grava en el
tanque. ;Cual es la relacion de
la grava con el agua en el
tangue?

Medida

Operador

Nuestra familia posee 10
peces tropicales y mi madre va
a poner 5 galones de agua en
nuestro tanque vacio de 20
galones. ;Cudnto mds leno
estard el tanque después de
que ella ponga el agua en &7

Mi tia estaba preparando una
pecera para su pez dorado v
las instrucciones le indicaron
que usara 18 lbras de grava y
solo tenia 9 ;Por cusnto
deberia reducir 1a cantidad de
otras cosas que planea poner
en el tanque para que pueda
usar 9 libras en lugar de 187

Figura 35. Problemas verbales, de los cinco subconstructos de las fracciones (Moseley et al., 2007)
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Figura 36. Representacion pictorica, de los cinco subconstructos de las fracciones (Moseley et al., 2007)
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Figura 37. Notacion matematica de los cinco subconstructos de las fracciones (Moseley et al., 2007)
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Los resultados del estudio de Moseley et al. (2007) revelaron que los profesores
estadounidenses se centraron en gran medida en el subscontructo parte todo, incluso cuando
este era inapropiado, mientras que los profesores japoneses se centraron correctamente en los
subscontructos subyacentes. Los profesores de los Estados Unidos, a menudo emparejaron
solo dos de las tres tarjetas para cada uno de los subconstructos. En general, fueron capaces
de encontrar una sola coincidencia para cada problema verbal, pero luego mostraron
dificultad con las tarjetas restantes. Los profesores de los Estados Unidos, rara vez
combinaron el simbolo de notacion matematica de las fracciones con las iméagenes. En
cambio, parecen haberse centrado en encontrar una unica solucién para cada problema
verbal. La tinica excepcion fue en el caso de las tarjetas que representan el subconstructo

operador. Estas tarjetas se agruparon de manera consistente entre si.

Las interpretaciones de las tarjetas de los profesores estadounidenses, a menudo carecian de
estabilidad a lo largo de la entrevista, en comparacion a los profesores japoneses que en
general, se tomaron el tiempo para hacer una clasificacion altamente detallada de las tarjetas,
en la que revelaron sus pensamientos a medida que avanzaban hacia la finalizacién. Dos de
los siete profesores japoneses hicieron cambios en sus agrupaciones iniciales. Pero los
cambios que hicieron no alteraron las estructuras basicas. Mas bien, cada maestro movio solo
dos tarjetas de las ubicaciones originales a grupos nuevos. La organizacion de dos de los siete
maestros japoneses estaba en perfecto acuerdo con el andlisis formal. Los otros cinco
maestros reconocieron los cinco subconstructos de los nimeros racionales, pero tuvieron
dificultades para ubicar las tarjetas de texto, imagen y notacion relacionadas con el

subconstructo parte todo.
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Salazar, Martinic y Maz (2011) realizan una investigacion descriptiva y exploratoria, cuyo
objetivo fue identificar los significados que ponen de manifiesto 17 profesores chilenos de
5° afo basico en la ensefianza de las fracciones, analizando los modelos, las representaciones
y los recursos utilizados. Los profesores participantes pertenecen a diversas regiones a lo
largo de todo Chile, ellos participaron en el proceso de evaluacion del profesor a nivel
nacional, del programa Profesor Mas, del afio 2009. La muestra es intencional y por
conveniencia, ya que se eligieron los profesores que trabajaron el concepto de fraccion,
contenido de estudio de la investigacion. Las clases de los profesores son grabadas en videos

y posteriormente analizadas.

Salazar et al. (2011) sefialan que la interpretaciéon que predomina en los profesores es el
subconstructo parte-todo. De acuerdo a un analisis parcial de tres clases, se observa que los
profesores utilizan contextos continuos, en dos casos estan presentes los modelos de areas
representados por figuras geométricas como cuadrados y rectangulos, sin tomar en cuenta la
medida de magnitudes. El vocabulario utilizado por los profesores se relaciona con parte-

todo, haciendo alusion al todo como unidad, el que se divide en mitades, tercios, cuartos, etc.

Salazar et al. (2011) concluyen que en la ensefianza de las fracciones predominan las
nociones del subconstructo parte-todo, por lo general figuras geométricas como el rectangulo
y el cuadrado. Agregando que de esta forma los estudiantes no construyen el concepto de
nimero racional, sino que la fraccion resulta ser una relacion simboélica compuesta por dos
nimeros naturales. Los profesores hacen referencia al todo como unidad, sin precisar que
¢éste debe contener una determinada cantidad de una magnitud medible. A los estudiantes se
les oculta el todo medible, evidenciando que existen ciertas limitaciones en la ensefianza de

las fracciones en Chile.
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Pinto y Ribeiro (2013) administraron tareas a 27 futuros profesores portugueses, de dos
instituciones de ensefianza superior. Con las diferentes tareas presentadas a los futuros
profesores, se pretende tener acceso al conocimiento relativo al concepto de niumero racional.
En particular, examinan si este conocimiento les permite reconocer diferentes significados
de las fracciones (parte-todo, medida, cociente y operador); identificar y reconstruir la unidad
de referencia; reconocer fracciones equivalentes y relacionar diferentes representaciones;
comparar y ordenar nimeros racionales, reconociendo su densidad. Estas tareas se basan en
temas que alumnos de cuarto afo de escolaridad debiesen estar en condiciones de resolver.
A continuacidn se presentan algunos ejemplos de las tareas propuestas por los autores y su

respectivo analisis.

En una de las tareas (figura 38) se solicit6 a los futuros profesores identificar las imagenes
que tienen pintados 2/3. E1 36% de los estudiantes identifican errdbneamente la imagen E, que
esta dividida en 3 partes, pero no en partes iguales, aunque son todos tridngulos no son iguales

ni en area, ni en perimetro (Pinto y Ribeiro, 2013).
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Figura 38. Fraccion como parte-todo, respuesta de un estudiante para profesor (Pinto y Ribeiro, 2013)
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Una tarea que involucra la fraccién como cociente es la siguiente: "10 amigas piden 6 pasteles
para compartir, ;qué parte de pastel come cada una?". So6lo el 21% de los estudiantes
respondid correctamente. Sin embargo, la mayoria de las respuestas correctas presentan el
recurso de esquemas y la representacion decimal, evidenciando procedimientos aditivos

(Pinto y Ribeiro, 2013). Ejemplos de respuesta de dos estudiantes se presentan en la figura
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Figura 39. Fraccion como cociente, respuestas de dos estudiantes para profesor (Pinto y Ribeiro, 2013)

Del 79% de los estudiantes que evidenciaron poca familiaridad con el significado de la
fraccidn como cociente, en su mayoria presento el mal entendido: “el dividendo tiene que ser
siempre superior al divisor”, lo que lo llevo a intercambiar el dividendo por el divisor (Figura
40). Por lo tanto, los estudiantes no se dieron cuenta de la imposibilidad contextual de dividir

amigas por pasteles (Pinto y Ribeiro, 2013).
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Figura 40. Fraccion como cociente, respuesta de un estudiante para profesor (Pinto y Ribeiro, 2013)
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Una tarea de este estudio que involucra la fraccion como operador es: "En su cumpleafios
Manuel llevo a la escuela una bolsa con 30 gomas. Dio a sus compaiieros de clase 3/5 de esas
gomas. /Con cudntas gomas quedé Manuel?". El 64% de los estudiantes no pudo calcular el
3/5 de 30. Los estudiantes plantearon soluciones que evidencian, por un lado,
desconocimiento de que la fraccion puede tener otros significados mas alla de parte-todo, y
que los estudiantes recurren al algebra sin darle sentido, disociada de las representaciones
pictoricas empleadas (Pinto y Ribeiro, 2013). Ejemplo de respuesta de un estudiante, se

muestran en la figura 41.

Figura 41. Fraccion como operador, respuesta de un estudiante para profesor (Pinto y Ribeiro, 2013)

En una tarea relacionada con la fraccion como medida, se solicita a los estudiantes identificar
dos fracciones no equivalentes en grupos de cuatro fracciones en las que dos eran
equivalentes, en esta tarea el 43% de los estudiantes respondieron incorrectamente. En cuanto
a la comparacion, ordenacion y densidad de nimeros racionales, también se identificaron
dificultades en la mayoria de los estudiantes. E1 93% mostro dificultades en la comparacion
de fracciones, del cual el 77% no respondio. El 23% que presento una respuesta errada mostro
dificultades en comparar fracciones, incluso con igual denominador (Figura 42). La densidad
de nimeros racionales fue identificada solo por el 27% de los estudiantes. Aunque muchos
estudiantes admitieron que habia infinitos nimeros entre los numeros 2 y 21/5, hubo algunos

que no pudieron encontrar un numero entre los referidos, y surgieron respuestas como 1,5.
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Figura 42. Comparacion de fracciones, ejemplo de respuesta de un alumno (Pinto y Ribeiro, 2013)

Pinto y Ribeiro (2013) sefialan que la mayoria de los futuros profesores presentan dificultades
en todos los subconstructos estudiados, por consiguiente, una falta de sentido del niimero
racional. Las dificultades reveladas definen un punto de partida bastante bajo en la formacion
de profesores en relacion con la conceptualizacion de las fracciones. Los futuros profesores
muestran un conocimiento del sentido de nimero racional alineado con las mismas
dificultades que presentan los alumnos de primaria, descritas en la literatura. Los autores del
estudio agregan que estas dificultades reveladas son también responsabilidad de los
formadores de profesores y corresponde a uno de los aspectos que urge atender en la

formacion de profesores.

Jakobsen et al. (2014) disefian y aplican un cuestionario sobre un problema relativo a
fracciones. El cuestionario se disefa para examinar el conocimiento de 49 estudiantes para
profesor de primaria de Noruega. El propodsito del estudio es contribuir a una mejor
comprension del conocimiento de los futuros profesores sobre el tema. El cuestionario se
inicia con la presentacion de un problema que supuestamente un estudiante en la escuela
primaria (al menos en el grado 6) seria capaz de resolver. El problema es el siguiente: “si
dividimos cinco barras de chocolate por igual entre seis nifios, ;qué cantidad de chocolate

obtendria cada nino?”. Con el proposito de permitir un espacio para la reflexion, el
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cuestionario se dividio en dos partes. En la primera parte la tarea consistié en resolver el
problema y en la segunda parte se solicitdo a los futuros profesores dar sentido a siete

producciones de diferentes alumnos para el mismo problema.

Las producciones de los siete alumnos fueron tomadas de investigaciones previas. Jakobsen
et al. (2014) sefalan que las soluciones de los siete alumnos tienen un razonamiento correcto
respaldado por una divisiéon representada por dibujos, pero algunas de ellas solo se
representan en el registro de dibujo como el de Mariana (figura 43). En el caso de la solucion
de Mariana, el razonamiento que conduce a la divisién es correcto, pero no incluye
representacion numérica de la division efectuada. Una representacion numérica

correspondiente al dibujo seria: 1/2+1/4+1/12 de una barra.
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Figura 43. Solucion de la alumna Mariana, que dice: “cada nifio obtiene:” (Jakobsen et al., 2014)

Jakobsen et al. (2014) sefialan que las soluciones de otros alumnos muestran una
combinacion de dibujos, lenguaje natural y lenguaje numérico y que las respuestas alcanzan
diferentes grados de precision. Por ejemplo, un estudiante dio la siguiente solucion: "cada
nifio obtiene 5/6 de cada barra", lo que significaria que cada nifio obtendria 5 barras, lo que
es una respuesta incorrecta. La figura 44, muestra que Sofia agrup6 de a cinco los rectangulos

pequefios rellenandolos con distintos patrones. Cada patron de relleno se usa para formar la
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cantidad de chocolate para cada nifio. Aunque su dibujo presenta una posible subdivision de

la barra, la respuesta dada no es correcta.
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Figura 44. Solucion de un alumno que dice: “Cada nifio obtiene 5/6 de cada barra” (Jakobsen et al., 2014)
Respecto de la primera parte de la tarea, Jakobsen et al. (2014) clasifican las respuestas de
los 49 futuros profesores de primaria en seis categorias de acuerdo con el tipo de
representacion numérica utilizada (nimero natural, fracciones diferentes o numero decimal),
lo que les permite obtener informacion sobre el conocimiento de los futuros profesores. De
los 49 futuros profesores noruegos que participaron, dos de ellos no respondieron la pregunta:
“si dividimos cinco barras de chocolate por igual entre seis nifios, ;qué cantidad de chocolate
obtendria cada nifio?”, pero hicieron algunos comentarios sobre la segunda parte de la tarea,
cuando se les dieron las respuestas del alumno. Respecto de las respuestas de los 47 futuros
profesores noruegos restantes, algunos de ellos presentaron mas de una solucién. Las

respuestas se agruparon en seis tipos diferentes:

a) La solucion indicé que cada nifio recibe 5/6 de una barra de chocolate.
b) La solucion establece que cada nifio recibe 5 piezas de chocolate.

c¢) La solucion establece que cada nifio obtiene 0.83.

d) La solucion establece que cada nifio recibe 1/6 del chocolate.

e) La solucion establece que cada nifio recibe 5/6 de cada barra de chocolate.
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f) Otros intentos de solucidon que no se ajustan a las categorias anteriores.

La solucion a), fue la solucion mas frecuente, 22 de los 47 futuros profesores tenian esta
respuesta como una solucion, de ellos 14 tenian esto como la tnica solucion, mientras que
ocho lo complementaban con el nimero decimal 0,83 (solucién c). Ocho de ellos presentaron
la representacion decimal y fraccional sin ninguna explicacion sobre como y por qué las dos
soluciones representaban la misma cantidad. La solucion b) fue la segunda solucién mas
frecuente entre los futuros profesores. Una estrategia de solucion en esta categoria era dividir
cada barra de chocolate en seis piezas "iguales", y luego concluir que tendrian un total de 30
piezas de chocolate, concluyendo que cada nifio obtendria 30: 6 = 5 piezas cada una. Cinco
de los futuros profesores tenian una solucién que encajaba en la categoria d), de estos, tres

de ellos tenian esto como la tinica solucion.

Jakobsen et al. (2014) sefialan que para la mayoria de los futuros profesores, sus propias
respuestas al problema (si dividimos cinco barras de chocolate por igual entre seis nifos,
(,qué cantidad de chocolate obtendria cada nifio?) involucraron aspectos matematicos
similares a los presentados en las producciones de los alumnos, agregando que los diferentes
tipos de respuestas al problema planteado, muestran aspectos que deben enfocarse al

comienzo de la formacidon docente, para elevar su conocimiento de las fracciones.

Van Steenbrugge et al. (2014) analizan el conocimiento de las fracciones de estudiantes para
profesor, ellos estudian el conocimiento procedimental y el conocimiento de los
subconstructos: parte todo, medida, razon, operador y cociente de las fracciones. Participan
del estudio 290 estudiantes para profesores de escuela primaria (184 de primer afio y 106
alumnos de ultimo afio), matriculados en dos institutos de formacion de profesor en Flandes

(afio académico 2009-2010). Los profesores de las escuelas primarias flamencas son
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generalistas, por lo tanto, los maestros en practicas reciben capacitacion en todas las materias
escolares, incluidas las matematicas. El grupo total consistio en 43 estudiantes varones y 247

mujeres, lo que es representativo de la poblacion de profesores de Flandes.

Van Steenbrugge et al. (2014) desarrollaron y administraron una prueba para medir la
comprension de las fracciones por parte de los futuros profesores. La primera parte de la
prueba incluye 39 preguntas que abordan el conocimiento conceptual de las fracciones, las
que se elaboraron en base a estudios previos. La segunda parte de la prueba incluye 13
preguntas que tratan el conocimiento procedimental de las fracciones las cuales se tomaron
de libros de texto de matematicas. Todas las preguntas de la prueba estan basadas en el
curriculo de matematicas de la escuela primaria. En el momento de la administracion de la
prueba, a todos los estudiantes para profesor de primer afo ya se les habia ensefado
fracciones; pero no se les habia entrenado para ensenar fracciones. A todos los estudiantes

de tercer ano se les ensefio fracciones y se les entrend para ensefiar fracciones.

Los resultados del estudio de Van Steenbrugge et al. (2014) revelan una jerarquia respecto
del nivel de dominio de los cinco subconstructos (parte todo, medida, operador, razon y
cociente) por parte de los estudiantes para profesor. Por ejemplo, en la pregunta relativa al
subconstructo medida, el 63,10% de los 290 estudiantes no pudo hallar un nimero ubicado
entre 1/8 y 1/9. Algunos estudiantes escribieron una fraccion que no se ubico entre las dos
fracciones dadas, otros indicaron explicitamente que no existe una fraccion entre 1/8 y 1/9.
El 43,44% de los 290 estudiantes no pudo resolver la pregunta, “By how many times should
we increase 9 to get 15?”, que interpretamos como “por cuanto debiéramos aumentar 9 para
obtener 15? y el 35,52% no pudo ubicar el nimero uno en una recta numérica cuando se dio

el origen y el nimero mixto 2 %. Ademas, el 35.52% no pudo resolver el problema: "Peter
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prepara 14 pasteles. El divide estos pasteles por igual entre sus 6 amigos, jcuanto pastel
recibe cada uno de ellos? En conclusion, el estudio revela que el conocimiento de los

subconstructos de las fracciones por parte de los futuros profesores es insuficiente.

Otro hallazgo del estudio de Van Steenbrugge et al. (2014), revela que los puntajes del
conocimiento procedimental fueron significativamente mas altos que los puntajes del
conocimiento conceptual. Ademas, se observa que el afio de formacién docente de los
estudiantes no tuvo un impacto significativo sobre el conocimiento procedimental y el
conceptual de los futuros profesores, ni en su capacidad para explicar la razon de ser de un
procedimiento o del significado conceptual. Los estudiantes para profesor de tercer afio no
superaron a los de primer afio. Los autores del estudio sefialan que aunque los hallazgos se
refieren solo a dos institutos en Flandes, este resultado cuestiona el impacto de la formacion
del profesor, considerada un periodo crucial para obtener una comprension profunda de las

fracciones.

En sintesis, las investigaciones presentadas en la seccion 1.3.1.2, muestran que tanto los
estudiantes para profesor como profesores en servicio presentan dificultades similares a las
identificadas en los alumnos de primaria, reportadas en la seccion 1.1.3.1. Hay estudios que
muestran las dificultades que presentan futuros profesor en los distintos subcontructos de las
fracciones (Jakobsen et al., 2014; Pinto y Ribeiro, 2013; Van Steenbrugge et al., 2014). En
general, los estudios revelan la falta de dominio por parte de los profesores en el tema de las
fracciones, lo que cuestiona el efecto real de la formacion de los profesores de ensenanza

primaria.
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1.2 Planteamiento del problema de investigacion

El conocimiento que los profesores requieren para realizar una ensefianza efectiva en relacion
con temas matematicos especificos se ha convertido en un foco de creciente interés, tanto
para investigadores que estudian el tema como para autoridades educativas (Pino-Fan,

Godino y Font, 2018).

El conocimiento disciplinar y para la ensefianza influye en la calidad de la ensefianza de un
profesor, por lo que resulta relevante que la formacion inicial docente proporcione los
conocimientos requeridos para su practica profesional. Cabe entonces la pregunta, ;qué
conocimientos permiten que un profesor realice una ensefanza efectiva? En relacion al
presente trabajo de tesis doctoral, la pregunta es mas especifica, ;qué conocimientos permiten

a un profesor realizar una ensefianza efectiva sobre las fracciones?

Aunque es obvio que ensefar depende de conocer bien el tema, preguntas sin respuestas
sobre el conocimiento especifico necesario para enseflar matematicas siguen preocupando
tanto a investigadores como a formadores de profesores (Ball, 2017). En la actualidad, uno
de los principales desafios en la linea de investigacion de formacion de profesores para
ensefiar matematicas es definir el conocimiento profesional requerido para la tarea de ensefiar
de manera efectiva. Otro desafio es la necesidad de obtener evidencia empirica que vincule

la presencia de ciertos conocimientos del profesor con el logro de aprendizaje de los alumnos.

Las investigaciones existentes en paises desarrollados muestran que el conocimiento de los
profesores sobre la matematica que ensefian tiene un efecto en el aprendizaje de los
estudiantes. Sin embargo, en paises en desarrollo son escasos los estudios sobre la relacion
entre el conocimiento de los profesores y el aprendizaje de los alumnos (Cueto, Ledn, Sorto

y Miranda, 2017).
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Los estudios acerca del efecto del conocimiento del profesor sobre el aprendizaje del alumno
han abordado una amplia gama de temas matematicos, sin centrarse en un tema en particular
(Baumert et al., 2010; Carnoy y Arends, 2012; Cueto et al., 2017; Hill, Rowan y Ball, 2005;
Marshall et al., 2009; Marshall y Sorto, 2012; Metzler y Woessman, 2012; Tchoshanov,
2011; Tchoshanov et al., 2017). Analizar un tema en profundidad puede permitir detectar las
fortalezas y debilidades, tanto de los estudiantes como de los profesores y de las relaciones
entre ellas. Desde la perspectiva de lo especifico y a partir de la revision de literatura, la
presente investigacion explora el conocimiento del profesor como variable explicativa del

aprendizaje del alumno, centrandose en la conceptualizacion de las fracciones.
1.2.1 Relevancia y pertinencia de la investigacion

El tema de las fracciones es considerado como uno de los contenidos mas relevante, complejo
y problematico a tratar en la escuela primaria, tanto a nivel nacional como internacional. Las
fracciones se presentan en todos los niveles: ensefianza bésica, media y superior. De acuerdo
con la Common Core State Standard Initiative (CCSSI, 2010), se espera que los estudiantes
de tercer y cuarto grado desarrollen la comprension de las fracciones como medida; de cuarto
a sexto grado adquieran competencia en la aritmética con fracciones y resuelvan problemas;
en los grados sexto y séptimo apliquen la aritmética de las fracciones para resolver problemas
de proporciones y porcentajes. Mds alld de estas pretensiones, muchos estudiantes inclusive
algunos con logros destacados muestran escasa competencia con respecto a la comprension
y el uso de las fracciones, después de completar la instruccién primaria (Tian y Siegler,

2017).

En el curriculo chileno (Ministerio de Educacion, 2012), el estudio de las fracciones se inicia

en tercer afo de ensefianza basica, nivel en el que se espera que los alumnos sean capaces de
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explicar que una fraccion de uso comun representa la parte de un todo y de comparar
fracciones con igual denominador. En cuarto afio de ensefianza basica se espera que los
alumnos expliquen que una fraccion representa la parte de un todo o de un grupo de elementos
y un lugar en la recta numérica, comparen y ordenen fracciones, resuelvan adiciones y
sustracciones de fracciones con igual denominador e identifiquen, escriban y representen
fracciones propias y nimeros mixtos hasta el 5. En quinto afio de ensefianza basica se espera
que los alumnos desarrollen la comprension de fracciones propias, impropias y equivalentes,
y que sean capaces de resolver problemas aplicando adiciones y sustracciones de fracciones
propias. En sexto afio se espera que los estudiantes sean capaces de comprender las fracciones
y los numeros mixtos, ademads de resolver adiciones y sustracciones de fracciones propias e
impropias y nimeros mixtos con numeradores y denominadores de hasta dos digitos. Pese a
lo que se espera respecto de los aprendizajes sefialados sobre el tema de las fracciones, hay
investigaciones que muestran que estudiantes chilenos presentan escasa competencia

respecto de la conceptualizacion de las fracciones (Olfos, 2011; Olfos et al., 2014).

El National Mathematics Advisory Panel (2008) indica que la dificultad en el aprendizaje
de las fracciones es un fendmeno generalizado y un inconveniente para nuevos avances en
matematicas y otros dominios que dependen de las matematicas, incluyendo el Algebra. En
concordancia con esta informacion, varias investigaciones proporcionan evidencia de
relaciones predictivas entre la comprension de las fracciones y el aprendizaje del Algebra,
aprendizaje que conforma una base fundamental en la matematica de formacion superior
(Siegler et al., 2012; Siegler, Fazio, Bailey y Zhou, 2013; Torbeyns, Schneider, Xin y
Siegler, 2015). Un estudio con datos representativos de los Estados Unidos y el Reino Unido,

reveld que el conocimiento de las fracciones de estudiantes de primaria, predice el
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conocimiento del Algebra y el rendimiento de matematicas en la escuela secundaria, cinco o
seis afos mas tarde, incluso después de controlar estadisticamente el coeficiente intelectual,
la memoria de trabajo, el nivel educacional y el nivel socioeconémico de la familia de los

estudiantes, ademas de otros tipos de conocimientos matematicos (Siegler et al., 2012).

Asi, la comprension de las fracciones es un componente critico en el aprendizaje de la
matematica y una puerta de entrada a muchas ocupaciones, la importancia de las fracciones
se extiende mas alla de las clases de matematicas y mas alld de los afios escolares. Las
fracciones son importantes para las ciencias fisicas, bioldgicas, sociales y para una amplia
gama de ocupaciones que no requieren matematica avanzada, incluyendo enfermeria,

carpinteria y mecéanica automotriz (Tian y Siegler, 2017).

La pertinencia de la investigacion estd dada tanto por las dificultades que se presentan en el
aprendizaje de las fracciones, como por la importancia del conocimiento de los profesores en
atencion al logro de los aprendizajes de los estudiantes. Diversos investigadores sefialan que
tanto el conocimiento disciplinar como el conocimiento para la ensefianza de los profesores
tiene un efecto sobre el logro de aprendizaje de los alumnos (Baumert et al., 2010; Carnoy y
Arends, 2012; Cueto et al., 2017; Hill, Rowan y Ball, 2005; Marshall et al., 2009; Marshall
y Sorto, 2012; Metzler y Woessman, 2012; Tchoshanov, 2011; Tchoshanov et al., 2017).
Estos estudios no se han focalizado en un tema en particular por lo que resulta pertinente
estudiar la influencia del conocimiento del profesor sobre el rendimiento de los estudiantes
centrado en la conceptualizacion de las fracciones. En consecuencia, el estudio resulta ser

relevante, pertinente y de interés para la didactica de la matematica.
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1.2.2 Preguntas que orientan la investigacion

A partir de la revision de literatura, el presente estudio se enfoca en dos tipos de
conocimientos del profesor, el “conocimiento profundo de las fracciones™ y el “conocimiento

sobre la ensenanza de las fracciones” (Rodriguez, 2012).
Las preguntas que guian la presente investigacion son:

1. ¢Influye el conocimiento del profesor en el aprendizaje de las fracciones en alumnos de
cuarto grado, de establecimientos educacionales de las ciudades de La Serena y

Coquimbo?

2. (Influye el conocimiento profundo del profesor en el aprendizaje de las fracciones en
alumnos de cuarto grado, de establecimientos educacionales de las ciudades de La Serena

y Coquimbo?

3. (Influye el conocimiento sobre la ensenanza de las fracciones del profesor en el
aprendizaje de las fracciones en alumnos de cuarto grado, de establecimientos

educacionales de las ciudades de La Serena y Coquimbo?
1.2.3 Objetivos General y especificos de la investigacion
Objetivo general:

Determinar en qué medida el conocimiento del profesor se constituye en variable explicativa

del aprendizaje de las fracciones en alumnos de cuarto grado.
Objetivos especificos:

1. Explorar en qué medida el conocimiento del profesor acerca de las fracciones, en
asociacion con el nivel socioecondmico de la escuela, los conocimientos previos de los

alumnos y el nivel de conocimientos en matematicas que se alcanza en las escuelas

84



(SIMCE), contribuye al conocimiento que alcanzan los alumnos en la conceptualizacion
de las fracciones en cuarto grado.

Explorar en qué medida el conocimiento profundo del profesor acerca de las fracciones,
ajustados por el nivel socioecondmico y el nivel de conocimientos en matemadticas que
se alcanza en las escuelas (SIMCE), influye sobre el aprendizaje de las fracciones en
alumnos de cuarto grado.

Explorar en qué medida el conocimiento sobre la ensefianza de las fracciones, ajustados
por el nivel socioeconémico y el nivel de conocimientos en matematicas que se alcanza
en las escuelas (SIMCE), influye sobre el aprendizaje de las fracciones en alumnos de

cuarto grado.
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Marco teorico de la investigacion

2.1 Antecedentes sobre el Conocimiento para la Enseiianza de las matematicas

En 1983 Shulman dict6 una conferencia en la Universidad de Texas y reflexion6 sobre lo que
¢l titulo “El paradigma perdido en investigacion para la ensefanza” sefialando que ese
paradigma era el de la materia de estudio y su interaccion con la pedagogia llevada a cabo
por los profesores. Hasta ese entonces las investigaciones se habian enfocado en las formas
de comportamiento del profesor mas que en su pensamiento. Por otra parte, la psicologia
cognitiva del aprendizaje se habia enfocado en los aprendices ignorando los tdpicos
relacionados con los profesores (Garritz y Trinidad-Velasco, 2004). Para abordar esta
problematica Shulman (1986) planted6 las siguientes preguntas ;Como los profesores toman
una parte de un texto y lo transforman de manera que sea comprensible para sus estudiantes?
(Cuadles son las fuentes de analogias, metaforas, ejemplos, demostraciones y reformulaciones

que el profesor usa en el aula?

Shulman (1986) es pionero en distinguir categorias de contenidos, enfocadas en los
conocimientos que desarrollan los profesores para ensefiar, €l distingue el Conocimiento del
Contenido (CK, por sus siglas en inglés), Conocimiento Pedagdgico del Contenido (PCK,
por sus siglas en Inglés) y conocimiento curricular. De estas tres categorias, el PCK ha
captado un alto interés por los investigadores. Shulman (1986, p. 9) identifica el PCK como
“la forma particular del conocimiento que incorpora los aspectos del contenido mas
pertinentes a su ensefianza”; y posteriormente Shulman (1987, p. 8), lo identifica como “esa
amalgama especial de contenido y pedagogia que es el campo propio de los profesores, su

forma especial de comprension profesional”. La idea principal del PCK radica en la
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ensefianza, que incluye saber como representar el contenido para que otros lo entiendan,
ademas de la comprension de lo que hace que el aprendizaje de un tema especifico sea facil

o dificil.

Shulman (1986, p. 9) define CK como "la cantidad y organizacién del conocimiento per se
en la mente de los maestros" y el conocimiento curricular involucra saber como se organizan
los temas, tanto dentro de un afio escolar como a lo largo del tiempo y el conocimiento de la

variedad de materiales de ensefanza disponibles en relacion con los programas de estudio.

Posteriormente Shulman (1987) presenta siete categorias: conocimiento del contenido,
conocimiento pedagdgico general, conocimiento del curriculo, conocimiento pedagogico del
contenido, conocimiento de los aprendices y de sus caracteristicas, conocimiento de los
contextos educativos, y conocimiento de los fines educativos. Shulman pone énfasis en el
conocimiento de los profesores, en las multiples maneras que ellos presentan el contenido a
sus estudiantes. Tal conocimiento se basa en la comprension de los contenidos de los
profesores, y como esos contenidos se transforman de manera que sean comprensible para
los estudiantes. Chevallard (1991) maneja un concepto similar al PCK, el de transposicion
didéctica: Un contenido de saber que ha sido designado como saber a ensefar, sufre
modificaciones adaptativas que lo hacen apto para ocupar un lugar entre los objetos de
enseflanza. La similitud del PCK y la transposicion didéctica es que ambas ponen el foco en

la ensenanza de un contenido (Garritz y Trinidad-Velasco, 2004).

El proyecto del equipo de Shulman, puede ser catalogado como un Programa de
Investigacion Lakatosiano cuyo propoésito fue desarrollar un marco teérico que permitiera

describir los componentes del “conocimiento base” para la ensefianza. De este modo, se
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convierte en marco epistemoldgico para la investigacion en didacticas especificas (Bolivar,

1993; 2005).
2.1.1 El conocimiento matematico para la ensefianza

Desde la importante contribucion de los trabajos de Shulman (1986, 1987) varios
investigadores han mostrado diversas conceptualizaciones, acerca de lo que los profesores
necesitan saber para ensefiar matematicas (Ball, 1990; Ball, 2000; Ball, Hill y Bass, 2005;
Ball, Thames y Phelps, 2008; Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-Catalan, 2013; Hill, Ball
y Schilling, 2008; Krauss, 2007; Ma, 1999; Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005; Sanchez,

2011).

Ma (1999) alineada con la conceptualizacion de Shulman (1986) realiza un estudio de corte
cualitativo en el que compara el conocimiento que ponen en juego en la tarea de ensefiar
profesores chinos y norteamericanos. En su trabajo se evidencia que los profesores chinos
del nivel primario disponen de un conocimiento profundo y sustancial del contenido
matematico, claramente mayor que el de los profesores norteamericanos; esto es, una
Comprensiéon Profunda de las Matematicas Fundamentales (CPMF), que contribuiria a
explicar el éxito de los estudiantes chinos por sobre los estudiantes norteamericanos en las
pruebas internacionales. Un profesor con CPMF posee un conocimiento profundo del
curriculo escolar, conceptual e interconectado, un conocimiento del contenido matematico
que "va mas alla de poder calcular en forma correcta y dar fundamentos para algoritmos de

calculo” (Ma, 2010, p. 9).

Segun Ma (1999), los profesores deben conocer bien las matematicas que ensefan cada dia,
sentir seguridad y comodidad al referirse a los contenidos, es decir, un conocimiento

esencialmente matematico. En su estudio la nocion de CPMF se muestra habilitadora del
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conocimiento didactico del contenido matematico. El marco de la CPMF tiene las siguientes

cuatro propiedades:

Conectividad: El conocimiento del profesor debe estar completamente conectado, debe ser
capaz de ver como los conceptos matematicos se relacionan entre si. El profesor siente que
es necesario enfatizar y hacer conexiones explicitas entre los conceptos y los procedimientos
que los estudiantes estan aprendiendo. Para evitar una experiencia fragmentada de temas
aislados en matematicas, estos maestros tratan de presentar un "cuerpo unificado de

conocimiento" (Ma, 1999, p.122).

Multiples Perspectivas: El conocimiento del profesor le permite acercarse a la matematica de
diversas maneras, lo que significa que el profesor debe tener un completo conocimiento de
cada tema matematico que ensefia. Los profesores haran hincapié¢ en la idea de que son
posibles multiples soluciones, pero también hacen hincapié en las ventajas y desventajas del
uso de ciertos métodos en determinadas situaciones. El objetivo es dar a los estudiantes una

comprension flexible del contenido.

Ideas basicas: El conocimiento del profesor le permite comprender que las matematicas
fundamentales se componen de ideas bésicas, las cuales se repiten a lo largo del aprendizaje
de las matematicas. Los profesores deben construir una base sélida sobre la que se construira

el futuro aprendizaje de sus alumnos.

Coherencia Longitudinal: El profesor debe saber que el conocimiento se construye sobre el
conocimiento anterior. Los profesores CPMF estan conscientes de todo el curriculo elemental
(y no s6lo a los grados que estan ensenando o han ensefado). Estos maestros saben de donde
vienen sus alumnos y hacia donde se dirigen en el curriculo de matematicas. Por lo tanto, se

darén la oportunidad de revisar lo que ellos sienten que son "piezas claves" en los paquetes
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de conocimientos, o sentar las bases adecuadas para algo que serd aprendido en el futuro. De
esta forma, Ma ofrece el marco CPMF para captar el contenido matematico necesario para

comprender e instruir el pensamiento de los escolares.

Rowland et al. (2005) realizan un estudio acerca del conocimiento del contenido matematico
de profesores en formacion de educacion primaria del Reino Unido, analizan 24 videos de
sesiones de aula de 149 profesores principiantes que impartieron clases a estudiantes de tres
a ocho afios de edad y de siete a once afios de edad. El objetivo de esta investigacion fue
localizar las formas en que se funda el conocimiento y la ensefianza del profesor de
matematica. A los profesores participantes se les pide una copia de la planificacion de la clase
observada. El investigador/observador escribe un extracto de la leccion (400-500 palabras)
relatando lo que sucedi6 en la clase. La investigacion de Rowland y colaboradores surge del
analisis de datos que llevo a la identificacion de un "cuarteto de conocimiento", con cuatro
dimensiones o unidades, a través de los cuales se puede observar los conocimientos
matematicos y didacticos puestos en practica de estos profesores principiantes. De esta forma
surge el modelo el cuarteto de Conocimiento (The Knowledge Quartet — KQ) cuyas
dimensiones o unidades se denominan: fundamento, transformacidon, conexion y

contingencia (figura 45).

Contingencia

Figura 45. Modelo el cuarteto de Conocimiento (Rowland et al., 2005)
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El fundamento es la primera dimension del modelo KQ y tiene sus raices en la
fundamentacion de los antecedentes teoricos y en las creencias de los alumnos en practica.
Se refiere al conocimiento, la comprension y al aprendizaje de los alumnos practicantes antes
y después de la academia, en la preparacion intencionadamente o no, de su rol en el aula.
Esta dimension se diferencia de las otras tres dimensiones en el sentido de que se trata del
conocimiento que poseen. Las componentes clave de este marco conceptual son: el
conocimiento y la comprension de las matematicas. Esta categoria que Rowland y
colaboradores denominan ‘“fundamento” coincide con lo que Shulman (1987) llama
“comprension”.

Las tres categorias restantes, se diferencian de la primera debido a que estas se refieren a las
formas y contextos en los que el conocimiento influye en la preparacion y desarrollo de la
ensefanza. Estas categorias se centran en el conocimiento en accion que se demuestra tanto
en la planificacion como en el acto de ensefiar. En el caso de la transformacion se basa en la
observacion de Shulman de los conocimientos para la ensefianza caracterizado por la
capacidad de un maestro para transformar el conocimiento que posee de manera que sean
pedagbdgicamente poderoso. Esta caracterizacion se pone de manifiesto en la redaccion de
Ball que distingue entre saber algo de matematicas “para si mismo” con la finalidad de poder
ayudar a otra persona a aprenderlo. Como indica Shulman (1986), el exponer ideas a los
alumnos implica representarlas en forma de analogias, ilustraciones, ejemplos, explicaciones
y demostraciones. Esto incluye el uso de ejemplos para ayudar a la formacion de conceptos,

para demostrar los procedimientos, y la seleccion de actividades para los estudiantes.

La siguiente dimension denominada Conexion se refiere a la coherencia en la planificacion

o la ensefianza que se muestra a través de un episodio, una clase o una serie de clases. La
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Matematicas es notable por su coherencia como un cuerpo de conocimiento y como un campo
de investigacion. En una discusion de “comprension profunda de las matemadticas
fundamentales”, Duckworth sefiala que “profundidad” y “amplitud” intelectual es cuestion
de hacer conexiones (Ma, 1999). Ademas de la integridad de los contenidos matematicos en
la mente del maestro y su gestion a través del discurso matematico en el aula, la concepcion
de la coherencia incluye la secuenciacion de los temas de instruccion dentro y entre las clases,
incluyendo el orden de tareas y ejercicios. En gran medida, estos reflejan las decisiones que
implican no so6lo el conocimiento de las conexiones estructurales dentro de las matematicas
mismas, sino también el conocimiento de las demandas cognitivas relativas a diferentes

temas y tareas.

La cuarta dimensiéon denominada contingencia se refiere a lo que es casi imposible de
planificar. Los dos componentes que constituyen esta categoria se derivan de los datos y son
la preparacion para responder a las ideas de los nifios y la preparacion en caso de tener que
desviarse de la planificacion. Shulman (1987) propone que la ensefianza generalmente
comienza a partir de algin tipo de texto, un programa de estudios, en tltima instancia, una
secuencia de acciones planificadas, destinados a ser llevado a cabo por el profesor dentro de
una leccion o unidad de algin tipo. Mientras que el estimulo para la ensefianza de los
profesores puede ser planificado, algunas de las respuestas de los estudiantes no se pueden
prever. Una vision constructivista del aprendizaje proporciona una perspectiva valiosa sobre
las contribuciones de los nifos dentro de las clases. Cuando un nifio articula una idea, esto
apunta a la naturaleza de su construccion del conocimiento, que puede o no puede ser

exactamente lo que el profesor anticip.
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Al reflexionar respecto de las cuatro dimensiones presentadas en el modelo de Rowland et
al. (2005) surgen ciertas interrogantes. Si el Fundamento se refiere al conocimiento y las
comprensiones adquiridas antes y durante la formacion Universitaria de los profesores, es
valido cuestionar si el profesor practicante tiene un soélido conocimiento de las matematicas
que va a ensefiar, /Puede este conocimiento ser suficiente o necesario para lograr aprendizaje
en los alumnos?, tras esta interrogante ;Puede el profesor realizar una adecuada
transformacion de sus conocimientos? ;Puede el profesor responder a situaciones
inesperadas que ocurren en el aula? ;Qué tipo de conocimientos necesita? Hay
investigaciones que han puesto de manifiesto la insuficiencia de conocimiento
procedimental, instrumental de profesores, incluso de temas elementales para la ensefianza
de la matematica (Ball 1990; Ma, 1999). Aludiendo a Ma (1999) ;Puede un profesor realizar
conexiones o responder a preguntas de sus alumnos que no estan planificadas sin tener una

comprension profunda de las matematicas fundamentales?

Pareciera ser que la fluidez de estas cuatro dimensiones se dara si el profesor tiene una
comprension profunda de las matematicas elementales, pero sin duda que existen otros
conocimientos que permiten realizar una ensefianza efectiva, el tema es de real importancia
debido al creciente interés que existe en la actualidad por detectar cuédles son esos
conocimientos matematicos y didacticos que permiten ensefiar de manera que los alumnos
puedan aprender. El marco conceptual de Rowland et al. (2005) introduce un instrumento
util para observar, describir y reflexionar sobre como el conocimiento matematico y didactico
del profesor de educacion primaria entra en juego en el aula, es decir, como lo implementa

en su practica.
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El estudio de Rowland y colaboradores tiene la fortaleza de investigar la practica de los
profesores, considerando que los trabajos en esta linea de investigacion ponen énfasis en la
importancia de estudiar el conocimiento profesional de los docentes en el dia a dia de lo que
ocurre en sus aulas, esto puede contribuir a identificar desde la practica el dominio de los
conocimiento necesarios para ensefar y posteriormente ofrecer un indicador, algo que oriente
a los profesores de tal forma que puedan adquirir este tipo de conocimientos y de esa forma
evidenciar si esos son los conocimientos requeridos para la tarea de ensefar matematica de
manera efectiva, como también seria util investigar cual de las dimensiones del cuarteto de
conocimiento KQ, son mejores predictores del rendimiento estudiantil. Asi, por ejemplo, si
el fundamento o la contingencia son mejores predictores se podria dirigir los esfuerzos a

mejorar este tipo de conocimiento en los profesores.

De manera andloga al estudio de Rowland et al. (2005), Ball et al. (2005) sobre la base de
muchos estudios de casos distinguen cuatro categorias del conocimientos, a saber, el
conocimiento comun del contenido, el conocimiento especializado del contenido, el
conocimiento del contenido y de los estudiantes y el conocimiento del contenido y de la
ensefianza. Con posterioridad Ball et al. (2008) sefialan que en el pasado, el enfoque de
aquello que los profesores necesitaban saber condujo a una serie de posiciones, cada una de
ellas con sus propios argumentos. Actualmente se ha establecido como primera hipotesis que
los profesores necesitan saber, lo que esta en el plan de estudios, méas un nimero adicional
de afios de estudios universitarios en matematicas. Una segunda hipotesis es que los
profesores necesitan conocer el plan de estudios, pero “mas profundo”, ademds de una cierta
cantidad de conocimientos pedagogicos del contenido y advierten que en ambos casos, no

esta claro qué es exactamente lo que constituye el conocimiento adicional de las matematicas.
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Una pregunta central que guia la investigacion de Ball y colaboradores es ;Qué necesitan
saber los docentes para ser capaz de ensefar de manera efectiva?, esta es una pregunta que
podria ser investigada tomando varios caminos, examinando los planes de estudio, pedir a
los matematicos expertos y educadores de las matemadticas identificar el nucleo de las
nociones matematicas y habilidades que los docentes debiesen desarrollar, o mediante la
revision de investigacion referente a los estudiantes, conocer aquellos aspectos de las

matematicas en que los alumnos tienen dificultades (Stylianides y Ball, 2004).

En el afio 2008, Debora Ball y el equipo de la Universidad de Michigan, concentrados en
torno al proyecto Learning Mathematics for Teaching (LMT), a través del estudio de la
practica de profesores de primaria lograron caracterizar con detalle el conocimiento requerido
para ensefiar matematica; y han sefialado que el PCK de los profesores es un significativo
predictor de los logros de aprendizaje matematico de los alumnos. La figura 46 muestra la
propuesta del modelo de conocimiento matematico para la ensefiaza (MKT) originado en el
proyecto LMT (Aprendizaje de la matematica para la ensefianza) de la Universidad de

Michigan (Ball, Thames y Phelps, 2008; Hill, Ball y Schilling, 2008).

Conocimiento del contenido Conocimiento pedagégico del contenido

p—— *\

Conecimients comin Conocimiento del contenido
2el contenido y de los estudiantes
(CCK) (KCS)

C . (alizad Conocimients del
curricele

pe
del contenido
Conocimiento del

horizente matemitico (SCK) Comecimients del contenide
yde la ensedanza
(KCT)
———— e

Figura 46. Modelo del conocimiento matematico para la ensefianza (MKT)
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El modelo MKT se divide en dos dominios del conocimiento: el conocimiento del contenido
y el conocimiento pedagogico del contenido. El lado izquierdo del o6valo muestra
“conocimiento del contenido” que se encuentra fuera de la conceptualizacion del PCK de

Shulman y contiene:

Conocimiento comin del contenido (Common Content Knowledge — CCK) se describe como
el conocimiento que toda persona educada debiese tener, operar correctamente, conocer
definiciones, propiedades, teoremas, es decir, el conocimiento que se utiliza en muchas otras

profesiones u ocupaciones que también utilizan las matematicas.

Conocimiento especializado del contenido (Specialized Content Knowledge — SCK) que
permite a los maestros participar en tareas especificas de ensefianza, por ejemplo elegir y
usar representaciones eficaces para ensefiar, incluir la precision de las ideas matematicas, dar
explicaciones matematicas de reglas y procedimientos comunes. Examinar y entender los

métodos inusuales de resolucion a problemas (Ball et al., 2005).

Conocimiento del horizonte matematico se refiere a los conocimientos de las conexiones con
contenidos anteriores y posteriores, asi como conocimientos de los principios del
conocimiento matematico. Por ejemplo, conectar la division con la teoria de la divisibilidad

en Z (Climent, Romero-Cortés, Mufioz- Catalan y Contreras, 2013).

Hill et al. (2008) contribuyendo a precisar este conocimiento, establecen tres categorias del
PCK propuesto por Shulman. El lado derecho del 6valo del modelo MKT muestra

conocimientos asociados al PCK y contiene:

Conocimiento del contenido y los estudiantes (Knowledge of Content and Students — KCS)

es el conocimiento que los profesores tienen de sus alumnos en relacion a su saber
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matematico, conocer el razonamiento de los aprendices, sus errores tipicos, sus dificultades,

sus estrategias mas frecuentes en relacion a topicos de la matematica.

Conocimiento del contenido y de la ensefianza (Knowledge of Content and teaching — KCT)
es el conocimiento mediante el cual el profesor sabe construir a partir del razonamiento de
los estudiantes estrategias adecuadas para lograr aprendizaje y para tratar de corregir sus

concepciones erroneas.

Conocimiento del curriculum se refiere al conocimiento de los cursos en donde se imparten
los distintos contenidos y materiales curriculares, por ejemplo, saber en qué curso se inicia

la division. (Climent et al., 2013).

En la actualidad el modelo MKT de Ball et al. (2008) se ha convertido en un importante
referente a nivel internacional. Sin embargo, los autores del MKT han sefialado que se
requiere una mayor precision en la naturaleza de cada subdominio del conocimiento del
profesor. Atendiendo a esta necesidad, Carrillo y su grupo de investigacion de la Universidad
de Huelva han precisado algunos aspectos del modelo MKT y han considerado el caracter
especializado del modelo completo, no solamente de uno de sus subdominios, redefinen el
modelo MKT dando origen al modelo MTSK: conocimiento especializado del profesor de

matematicas (Carrillo et al, 2013).

Carrillo et al. (2013) toman como sustento tedrico las nociones de Shulman (1986) y de Ball
etal. (2008) y destacan la importancia que tiene diferenciar entre el conocimiento matematico
para la ensefianza y el conocimiento matematico que tienen otros profesionales. Carrillo y
su grupo de investigacion de la Universidad de Huelva, presentan el modelo MTSK cuyo
proposito es avanzar en el andlisis y la conceptualizacion del conocimiento especifico que el

profesor tiene o puede tener para la ensefianza de las matematicas (figura 47).
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Figura 47. Modelo del conocimiento especializado del profesor de matematicas (MTSK)

Aguilar et al. (2013) explican los subdominios del conocimiento del contenido matematico

CK:
Conocimiento de los Temas: aspectos fenomenologicos, significados, definiciones, ejemplos,

que caractericen aspectos del tema abordado, ademas de referirse al contenido disciplinar de

las matematicas que figura en manuales y textos matematicos.

Conocimiento de la Estructura de la Matematica: sistema integrado de conexiones que le
permita comprender y desarrollar conceptos avanzados desde una perspectiva elemental y

conceptos elementales mediante el tratamiento a través de una vision avanzada.

Conocimiento de la Practica Matematica: conocimiento de las formas de conocer, crear o
producir en matematicas, conocimiento de aspectos de la comunicacion matematica, del

razonamiento y la prueba. Saber, por ejemplo, qué es definir y como usar definiciones.

Aguilar et al. (2013) explican los subdominios del conocimiento didactico del contenido

PCK:
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Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas: distintas estrategias que permitan al
profesor fomentar un desarrollo de las capacidades matemadticas procedimentales o
conceptuales. Conocer la potencialidad de recursos, ejemplos 0 modos de representacion para

hacer comprensible un contenido determinado.

Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje de las Matematicas: caracteristicas del
proceso de comprension de los estudiantes sobre los distintos contenidos, del lenguaje

asociado a cada concepto, asi como de errores, dificultades u obstaculos posibles.

Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje de las Matematicas: conocimiento acerca
de lo que el estudiante debe/puede alcanzar en un curso escolar determinado; conocimiento
de las capacidades conceptuales, procedimentales y de razonamiento matemadtico que se
promueve en determinados momentos educativos. Consideramos, ademas de lo prescrito en
el curriculo institucional, lo que proviene de las investigaciones y de las opiniones de

profesores expertos acerca de logros de aprendizaje.

Asi, la litertatura muestra que los investigadores han avanzado en la caracterizacion del

dominio de conocimientos que los profesores requieren para la ensenanza de las matematicas.
2.1.2 El conocimiento profundo sobre las fracciones

Ma (1999) compard el conocimiento que ponen en juego en la tarea de ensefar profesores
norteamericanos y chinos. En su estudio, Ma (1999) analiza el tipo de comprensién que
distingue a los dos grupos de profesores uno es procedimental, es decir, saber como realizar
un algoritmo y el otro es conceptual, es decir, saber por qué tiene sentido matematicamente
realizar ese algoritmo. Ma considera que los profesores deben poseer un conocimiento

profundo del curriculo escolar, conceptual y conectado.
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En general en el campo de la cognicion matematica existe cierto acuerdo en diferenciar dos
tipos de conocimientos: el procedimental y el conceptual. Rittle-Johnson, Siegler y Alibali
(2001) definen el conocimiento procedimental como la capacidad de ejecutar pasos para
resolver rutinas de tareas, y conocimiento conceptual como una “comprension implicita o
explicita, de los principios que rigen un dominio y de las interrelaciones entre unidades de

conocimiento en un dominio” (p. 346).

Pero ;Qué significa tener un conocimiento conceptual de las fracciones? varios
investigadores proponen que el conocimiento conceptual de las fracciones incluye la
comprension de sus diferentes significados tales como parte todo, cociente, operador, razon
y medida (Behr, Harel, Post y Lesh, 1992; Escolano y Gairin, 2005; Kieren, 1993). En base
a estos estudios Gallardo, Gonzalez y Quispe (2008, p. 362) distinguen los distintos

significados de las fracciones:

Parte-todo. Significado que se manifiesta al concebir a la fraccion a/b como la
relacion existente entre dos cantidades especificas: un “todo” o unidad b (continua o
discreta), representando un numero total de partes iguales, y una “parte” a, destacando

un numero particular de esas partes iguales tomadas del total.

Cociente. Significado que enfatiza la fraccion a/b como la operacion de dividir un
numero natural entre otro no nulo. En este caso, la fraccion es el resultado de una
situacion de reparto donde se busca conocer el tamafo de cada una de las partes

resultantes al distribuir a unidades en b partes iguales.

Medida. Significado que tiene su origen en medir cantidades de magnitudes que,
siendo conmensurables, no se corresponden con un multiplo entero de la unidad de

medida. La fraccion a/b emerge entonces de la necesidad natural de dividir la unidad
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de medida en b subunidades iguales y de tomar a de ellas hasta completar la cantidad

exacta deseada.

Razon. Este significado muestra a la fraccion como indice comparativo entre dos
cantidades o conjuntos de unidades. La fraccion a/b como razén evidencia la
comparacion bidireccional entre los valores a y b, siendo esencial el orden en el que
se citan las magnitudes comparadas: si la relacion de A respecto de B es a/b, entonces

B es a/b respecto de A.

Operador. Significado que hace actuar a la fracciéon como transformador o funcion
de cambio de un determinado estado inicial. Asi, la fraccion a/b empleada como
operador es el nimero que modifica un valor particular n multiplicdndolo por a y
dividiéndolo por b. Los porcentajes, por ejemplo, son un caso particular de fraccion

como operador.

Gallardo et al. (2008) realizaron un estudio de corte cualitativo en el que participaron

profesores en formacidn, quienes resolvieron ejemplos de los significados de fraccion: parte-

todo, en sus contextos continuo y discreto, cociente, medida, razén y operador,

respectivamente (Tabla 3).

El estudio de Gallardo et al. (2008) proporciona un método para la organizacion de

situaciones matematicas, asi como una referencia objetiva con la que es posible enfrentar la

interpretacion en términos de comprension de las acciones de los estudiantes.

Varios estudios han considerado a las fracciones como una relacion parte-todo, un cociente,

un operador, una razoén y una medida. La tabla 4, muestra ejemplos de diferentes tareas que

evaltan los distintos significados de las fracciones.
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Tabla 3
Ejemplos de tareas asociadas a los significados de la fraccion*

Parte-todo | Si divido una barra de chocolate en cuatro trozos iguales y tomo tres, ;qué significado

(continuo) matematico tiene para usted la accioén de tomar tres de un total de cuatro trozos?

Parte-todo | Sien una reunioén de amigos son tres chicos y cuatro chicas, ;qué parte del grupo de amigos son

(discreto) chicos?

Cociente | Tres amigos quieren repartirse cinco chocolates de manera equitativa, ;cuanto chocolate
corresponde a cada uno de los amigos?

Medida I————— |||
————) | |00
De la observacion de la figura. ;Qué parte de a es b? -
Razén En una mesa hay nueve libros de los cuales cinco son de matematicas y cuatro de investigacion,
,qué se puede decir del numero de libros de investigacion respecto al nimero de libros de
matematica?

. o 4 . (o .
Operador | Ep un salén de los 35 alumnos aprueban matematica los 5 » Lcuantos aprueban matematica? ;Qué

- e , L4
significado matematico tiene aqui la fraccion E?

*Nota Fuente: Distribucion de las tareas atendiendo a los significados de la fraccion, (modificada desde

Gallardo et al., 2008)

Varios investigadores sefialan que el conocimiento conceptual de las fracciones es un factor
que explica el aprendizaje de matematicas mas avanzadas. Por ejemplo, Byrnes y Wasik
(1991) mostraron que el conocimiento conceptual de las fracciones explica el aprendizaje de
la capacidad de realizar procedimientos de adiciéon y multiplicacion con fracciones. Por
ejemplo, indican que los niflos con alto conocimiento conceptual sobre las fracciones

detectarian el error de sumar numerador con numerador y denominador con denominador

1 1 2 ey, , . ’ .
(E t3= E) corrigiéndose a si mismos, porque notarian que la respuesta es una cantidad

menor que uno de los sumandos. Byrnes y Wasik (1991) sefialan que el conocimiento
conceptual hace posible la construccion de nuevos procedimientos. La aplicacion de
procedimientos en ocasiones produce resultados que deben ser explicados y al tratar de
explicar tales resultados, el conocimiento conceptual se enriquece. Por lo tanto, los

conocimientos conceptual y procedimental se afectan mutuamente a lo largo del tiempo. Lo
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cual sugiere que si existen altos niveles de conocimiento conceptual, los procedimientos se

realizaran correctamente.

Tabla 4

Principales tareas utilizadas para la medicién de los diferentes sentidos de las fracciones *

Significado Ejemplo Estudios que la utilizaron
Indique el nimero fraccionario que Byrnes y Wasik (1991); Hetch y Vagi (2010;
representa este grafico 2012); Osana y Pitsolantis (2013)
[T
Represente en el siguiente cuadrado la Fuchs et al. (2013; 2014); Hallett, Nunes y
fraccion 2 Bryant (2010); Hallett, Nunes, Bryant y
4 Thorpe (2012); Hecht y Vagi (2010; 2012);
Parte-todo ] Osana y Pitsolantis (2013)
Indique cuales de los siguientes graficos
representan la misma cantidad Byrnes y Wasik (1991)
1
I |
Escriba un numero fraccionario que se situ¢ Rittle-Johnson, Siegler y Alibali (2001).
entre - y =
474 Hallet et al. (2010; 2012); Rittle-Johnson,
) . ) 4 Siegler y Alibali (2001).
Indique una fraccion equivalente a 3
Medida
-2 -1 0 +1 +2 Charalambous y Pitta-Pantazi (2007); Fuchs
Ubique los néimeros = ; 2 ; —2 etal. (2013; 2014); Hallet et al. (2010)
274 4
Sefiale el namero de mayor valor Fuchs et al. (2.013); Hallet et al. .(2010; 2012);
1 19, iy 2 2, Hetch y Vagi (2010; 2012); Rittle-Johnson,
b V8 TG VS £RL VS T Siegler y Alibali (2001).
Ocho nifias se reparten tres pizzas mientras
Razén que tres niflos se reparten una pizza. /Quiénes Byrnes y Wasik (1991); Charalambous y
comeran mas pizza, los niflos o las ninas? Pitta-Pantazi (2007); Hallet et al. (2012)
Sin efectuar el calculo, sefiale si el siguiente
enunciado es correcto: “Si se divide un
Operador numero por cuatro y luego se multiplica el Charalambous y Pitta-Pantazi (2007)
mismo por tres se obtendria el mismo
resultado que si multiplicaramos tal niimero
por 3/4”.
Decida si la siguiente afirmacion es correcta
“2/3 es igual al resultado de 2 divido en 3” Charalambous y Pitta-Pantazi (2007); Osana
Cociente y Pitsolantis (2013)

*Fuente: Tabla modificada desde Stelzer, Andrés, Canet Juric, Introzzi y Urquijo (2016).
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De manera andloga al estudio de Byrnes y Wasik (1991), los hallazgos del estudio de
Charalambous y Pitta-Pantazi (2007) indican que el conocimiento conceptual, en este caso
una comprension profunda de los diferentes significados de las fracciones, puede elevar el
rendimiento de los estudiantes en tareas relacionadas con las operaciones. Es decir, el
conocimiento conceptual puede predecir el desempeno procedimental. Estos hallazgos
sugieren que, en vez de apresurarse para proporcionar a los estudiantes diferentes algoritmos
para ejecutar operaciones con fracciones, los profesores deberian poner énfasis en la

comprension de fracciones.

Fuchs et al. (2013) sefialan que aunque se ha demostrado que el conocimiento conceptual
interviene en el desarrollo del procedimental y viceversa, el conocimiento conceptual tiende
a tener un efecto mayor sobre el desarrollo del conocimiento procedimental que al revés. El
enfoque principal del estudio de Fuchs et al. (2013) fue la interpretacion de la fraccion como
medida, a pesar de que es una forma menos intuitiva que la interpretacion parte todo. Los
resultados de su estudio muestran que en cuarto grado la instruccion centrada en el sentido
de medida, producia un mayor aprendizaje de la capacidad de efectuar calculos aritméticos
con fracciones, respecto de la instruccion centrada en el sentido de las fracciones como parte-

todo.

Fuchs et al. (2014) sefialan que en Estados Unidos, el curriculum en cuarto grado presenta
las fracciones asociadas a dos subconstructos. Uno se refiere a la comprension de la relacion
parte-todo, con la cual los nifios entienden una fraccion como una o mas partes de un objeto
(por ejemplo, cinco partes de una pizza) o un subconjunto de un grupo de objetos (por
ejemplo, dos de cinco pizzas). La comprension de parte-todo se representa tipicamente

utilizando un modelo de 4rea, en el que una region de una figura se sombrea o un subconjunto
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de objetos se distingue de otros objetos. El otro subconstructo se refiere a la comprension de
la fraccion como medida, que a menudo se representa por medio de rectas numéricas. La
interpretacion de la medida es menos intuitiva que la comprension parte-todo. Los hallazgos
de la investigacion de Fuchs et al. (2013; 2014) sugieren que la ensefianza centrada en el

subconstructo medida seria clave para el aprendizaje de las fracciones.

En concordancia con las investigaciones expuestas en los parrafos anteriores, Rittle-Johnson,
Schneider y Star (2015) sefialan que existe cierto consenso en sefialar que el conocimiento

conceptual a menudo apoya y conduce al conocimiento procedimental.

La autora de la presente tesis doctoral propone el constructo del conocimiento profundo de
las fracciones como un conocimiento conceptual y conectado, en el sentido de Ma (2010) y
Tchoshanov et al. (2011; 2017). Los autores Behr et al. (1983), Charalambous y Pitta-Pantazi
(2007), Gallardo et al. (2008) y Kieren (1976) han estudiado cinco subconstructos: parte
todo, cociente, razon, medida y operador. Considerando que este estudio se realiza en cuarto
grado, queda afuera el subconstructo razéon que es un contenido de sexto basico. Los

significados de los cuatro subconstructos se obtienen de Gallardo et al. (2008).

El constructo conocimiento profundo de las fracciones se compone de los subconstructos que

a continuacion se describen:
1) Parte todo. El profesor manifiesta el significado del subconstructo al concebir a la
.y a .y . 4
fraccion , como la relacion entre dos cantidades, “b” representa el numero de partes

iguales en que se ha dividido un todo (discreto o continuo) y “a” representa el nimero de
partes iguales tomadas de “b”. Por ejemplo, lo manifiesta al indicar la fraccion que

representa un grafico y al representar graficamente una fraccion.
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2)

3)

4)

Cociente. El profesor manifiesta el significado del subconstructo al concebir a la fraccion

a .y « o qe , s
» Como la operacion de dividir un nimero natural “@” entre otro no nulo “b”. La fraccion

a . .y ~
L s el resultado de una situacion de reparto donde se busca conocer el tamafio de cada

una de las partes resultantes al distribuir @ unidades en b partes iguales, o bien determinar
la cantidad de partes. Por ejemplo, lo manifiesta al identificar esquemas que representan
situaciones de reparto equitativo.

Medida. El profesor manifiesta el significado del subconstructo al concebir la fraccion
% como un numero que hace referencia a una magnitud que, siendo conmensurable, no se
corresponde con un multiplo entero de la unidad de medida. Por ejemplo, lo manifiesta
al ubicar niimeros fraccionarios en la recta numérica, al indicar nimeros fraccionarios
entre dos numeros, al indicar cudl de dos fracciones es mayor y al indicar valores
equivalentes a una fraccion.

Operador. El profesor manifiesta el significado del subconstructo al concebir a la fraccion
%como un transformador. La fraccion % es el numero que modifica un valor n
multiplicandolo por “a@” y dividiéndolo por “b”. Por ejemplo, lo manifiesta al calcular la

fraccion de un numero.

2.1.3 El conocimiento sobre la ensefianza de las fracciones

La literatura advierte, que el conocimiento que requiere un profesor para ensefiar matematica

no se limita al conocimiento matematico. Existe un conocimiento complementario que se

mantiene en discusion desde que Shulman (1986) identificara el revolucionario constructo

del PCK. En su forma mas simple, el PCK se refiere al conocimiento de como hacer que el

contenido sea comprensible a los alumnos, lo que implica el conocimiento necesario para
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realizar con éxito la tarea de ensefar. Shulman (1986) sefiala que un componente primario
del PCK se refiere al saber del profesor respecto de como los alumnos aprenden un contenido,
dicho conocimiento se compone de la comprension de lo que hace que el aprendizaje de
temas especificos sean faciles o dificiles para los estudiantes. Segun Shulman (1987), el
PCK es de especial interés porque identifica los cuerpos distintivos del conocimiento para la
ensefianza. Representa la mezcla entre contenido y pedagogia por la que se llega a una
comprension de como determinados temas se organizan, representan y adaptan a los diversos
intereses y habilidades de los alumnos, y se presentan para la instruccion. El PCK es la
categoria que con mayor probabilidad distingue entre la comprension del especialista en un

contenido del saber y la comprension del pedagogo.

Tomando como sustento la nocion del PCK de Shulman (1986), el grupo de investigacion de
Ball (Ball et al., 2008) sefala que los profesores deben anticiparse a las dificultades que una
tarea puede presentar a los estudiantes. Esta componente del PCK, denominada
“conocimiento del contenido y de los estudiantes” fue identificada en Hill et al. (2008) como
un componente clave del PCK, requerido para ensefar, distinto al conocimiento que los
docentes tienen del contenido en si, un profesor podria tener un solido conocimiento del
contenido matematico, y escasos conocimientos de como los estudiantes aprenden ese
contenido en particular. Asi, esta nocion adquiere particular interés para los investigadores

porque identifica los conocimientos especificos para la ensefianza.

El PCK ha sido capturado por los investigadores de diversas formas. Por ejemplo, en su
estudio Marshall et al. (2009) solicitan a profesores de Camboya que construyan una

actividad de ensefianza y respondan preguntas sobre los tipos de errores que cometen los
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estudiantes. La ensefnanza del profesor se mide por el trabajo en la pizarra, se captura el grado

de actividad en la clase basado en las respuestas del profesor y del alumno.

En la investigacion de Marshall y Sorto (2012) capturan el PCK de los profesores por medio
de la observacion de clases. Ellos advierten que los puntajes de matematicas de los
estudiantes son mas bajos en las escuelas donde pasan més tiempo copiando y resolviendo
problemas individualmente, siendo esta una actividad predominante en areas de zonas rurales
de Guatemala. Las actividades mas productivas en su lugar parecen ser aquellas que
involucran a los estudiantes en el proceso de aprendizaje, que incluyen conversaciones

directas, trabajo en grupos y envian estudiantes a la pizarra.

Carnoy y Arends (2012) usan cintas de videos para evaluar la profundidad de la ensefianza
en el aula y asi obtener una mayor comprension de como la calidad de la ensenanza puede
influir en el aprendizaje de los estudiantes. Se filmaron lecciones por cada profesor durante
el afio 2009. Dos expertos en enseflanza de las matematicas utilizaron un protocolo para
evaluar cada leccion. Carnoy y Arends (2012) sefialan que el esfuerzo invertido en cubrir el
plan de estudios, por parte de los profesores, es un factor importante en los logros de

aprendizaje que los estudiantes obtienen en las aulas de sexto grado en Sudafrica.

Cueto et al. (2017) analizan un subdominio del PCK de profesores de Perti, denominado el
conocimiento de los estudiantes y el contenido, el cual se midi6 a través de una prueba donde
se les solicita a los profesores que expliquen los errores comunes de los estudiantes en suma,
resta, multiplicacion y divisién de nameros enteros y fracciones. La prueba de los profesores

cubre contenidos de pruebas nacionales estandarizadas del Peru para estudiantes.

En Chile, Varas et al. (2013) tomando como sustento el estudio de Hill et al. (2008)

desarrollan un instrumento para evaluar el subdominio del PCK denominado el conocimiento
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del contenido y de los estudiantes (KCS). El instrumento fue administrado a 83 profesores
en servicio y a 156 estudiantes para profesor. Del estudio se concluye que el conocimiento
del contenido y de los estudiantes, no se expresa ni se puede evaluar en ausencia de un
contexto matematico. En general, se observa que los profesores con mejores resultados en la

prueba tenian mayor formacion matematica.

Olfos et al. (2014) examinan y estiman el PCK de 53 profesores chilenos mediante la
evaluacion de dos componentes: las concepciones de la ensefianza y su organizacion, y el
conocimiento del contenido y de los estudiantes (KCS). Respecto a la concepciéon de la
ensefianza y su organizacion evalian dos componentes: la orientaciéon constructivista del
profesor hacia el aprendizaje y las matematicas, y su conocimiento de como organizar su
ensefianza. Respecto del KCS se evalua el conocimiento del profesor relativo al pensamiento
de los estudiantes, es decir, las dificultades, los conocimientos adquiridos, los errores

frecuentes y estrategias habituales utilizadas por los estudiantes.

Olfos et al. (2014) sustentados en las ideas de Shulman examinan el conocimiento de la
ensefianza del contenido, el cual incluye el conocimiento del profesor sobre la organizacion
del curriculo matematico de la escuela y su secuenciacion, asi como las concepciones
constructivistas de las matematicas y las teorias del aprendizaje propuestas por conductistas
o académicos, en la medida en que orientan la toma de decisiones, la planificacion y las

acciones del docente en el aula. Los autores sefialan que las acciones incluyen:

a) Organizacidn de tareas. El reconocimiento de secuencias de contenido adecuadas y
el disefio de escenarios de ensefanza se consideran en la organizacion de tareas
matematicas en el contexto del aula. Las secuencias adecuadas estan vinculadas tanto

al curriculo escolar como a los analisis o al desglose de las tareas matematicas de los
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alumnos. El disefio de escenarios de aprendizaje depende de la situacion; por lo tanto,
incluye potencializar las conexiones entre ideas, como la contextualizacion, las
analogias, los ejemplos y los contragjemplos, y las ideas unificadoras. El disefio de
escenarios también considera como el profesor construird una escena para el
aprendizaje, usard analogias, creara conflictos cognitivos o integrara otras disciplinas,

mientras mantiene el enfoque constructivista del aprendizaje.

b) Orientacion constructivista. Este subcomponente de la ensefianza incluye las
concepciones del profesor sobre el significado del aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas. Las concepciones del profesor sobre el aprendizaje de las matematicas
estan asociados con sus creencias sobre como se produce el aprendizaje y, en
consecuencia, sobre como el contenido matematico se transforma en contenido
educativo. Las siguientes categorias emergen de la perspectiva de las concepciones
del maestro sobre las teorias del aprendizaje: conductismo, cognicion,
significativismo y socioconstructivismo, relacionadas respectivamente con exponer y
organizar redes de conceptos, unir diferentes conocimientos, participar y argumentar
en grupos.

El conocimiento que el profesor alcanza respecto a la relacion de los alumnos con el
contenido matematico, es decir, conocer sus errores tipicos, dificultades y estrategias mas
frecuentes, utilizadas por los estudiantes en relacion a los temas de la matemadtica escolar,
forma parte del conocimiento didactico del profesor (Artigue, Douady, Moreno y Gomez,

1995; Carrillo et al., 2013; Hill et al., 2008).

La didactica francesa ha producido numerosos conocimientos sobre las concepciones de los

alumnos, los obstaculos y dificultades que intervienen en el aprendizaje de una nocion de un

111



dominio matematico, como por ejemplo las fracciones, numeros decimales, algebra,

geometria, entre otros (Artigue et al., 1995).

Artigue (1990) sefiala que para Brousseau el error no es simplemente el efecto de la
ignorancia, del azar, sino el efecto de un conocimiento anterior, que fue exitoso, pero que
ahora se revela falso y que se establece como obstaculo. El distingue tres origenes
fundamentales de los obstaculos que se encuentran en la ensefianza de las matematicas, a
saber, un origen ontogenético correspondiente a los obstaculos unidos a limitaciones de las
capacidades cognitivas de los estudiantes. Un origen didactico correspondiente a obstaculos
ligados a opciones del sistema de ensefianza y otro epistemologico correspondiente a

obstaculos relacionados a la resistencia de un saber mal adaptado, en el sentido de Bachelard.

Rico (1995) sefiala que cuando un alumno proporciona una respuesta incorrecta a una
cuestion matematica, se puede decir que su respuesta es erronea, el error es conocimiento
deficiente y es un dato objetivo que se encuentran en el proceso de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas. Socas (2007) sefiala que la mayoria de los investigadores considera que
los errores no tienen un caracter accidental, sino que surgen de estrategias que los alumnos
emplean en la solucion de una situacion problemadtica y son consecuencia de experiencias

anteriores en matematicas.

Asi desde la didéctica de la matematica, parece necesario avanzar en la delimitacion de las
causa de los errores que cometen los alumnos, ademas de tener una explicacion de cada error,
para ser conscientes de lo que condiciona el error y que se convierte en dificultades u
obstaculos en el aprendizaje. En particular, varios investigadores sefalan que las dificultades

que tienen los alumnos en el uso de las fracciones, se deben tanto a la gran cantidad de
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significados que tienen las fracciones como también a los conocimientos previos que tienen

los alumnos.

Gonzalez (2015) presenta una clasificacion de los errores mas importantes que muestran los
alumnos en el uso de las fracciones, en base a los estudios previos realizados por autores
como, por ejemplo Llinares y Sanchez (1998), Godino (2004) y Egodawatte (2011). La

clasificacion que presenta es la siguiente:

1) Errores por descuido o distraccion, estos tienen que ver con falta de concentracion de

los alumnos.

2) Errores por desconocimiento de la respuesta estos incluyen respuestas en blancos e
incompletas o resultados propuestos al azar, por ejemplo, simplificacion incompleta,

operaciones con enteros o error en la jerarquia de las operaciones.
3) Errores por defecto en la comprension del concepto (Gonzélez, 2015):
a) Error en la conmutatividad de las operaciones en la resta y la division de
fracciones:a—b =b —a; a:b = b:a.
b) Error en la ordenacion de fracciones como por ejemplo, los alumnos consideran
que % < gporque 2 es menor que 3. De esto se desprende que las propiedades de

los nimeros naturales pueden ser un obstaculo para el aprendizaje de los numeros

racionales.
¢) Comparaciéon cualitativa incorrecta. Aqui se incluyen errores que comete el
. . . 1 1
alumno como por ejemplo, senala que la mitad de cesun- argumentando que la
mitad de 6 es 3.
d) Consideracion ilegitima de dividir o restar un nimero con otro mayor.
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e) Relacionar multiplicar con ampliar y dividir con reducir.
f) Extrapolacion del calculo de los naturales a las fracciones como por ejemplo, los
. 1,2 3
alumnos suman los numeradores y los denominadores Sts=5- Los alumnos

no consideran la fraccidon como un nimero en si mismo sino como dos nimeros

naturales sin relacion entre si.

g) Error relacionado con equivalencia de fracciones. Ante la busqueda de fracciones
equivalentes los alumnos utilizan el método aditivo de los naturales en
8 _ 14

) . 2
numeradores y denominadores, por ejemplo: e

h) Aplicacion sistematica de procedimientos erréneos: sobresimplificacion, error en
el algoritmo de la suma, error en el algoritmo de la multiplicacion, multiplicacion
cruzada incorrecta, comun denominador incorrecto, division o multiplicacion

incorrecta, dividir en lugar de multiplicar y visceversa.

Hill et al. (2008) establecen tres categorias del PCK, presentadas en el modelo MKT que
contiene: conocimiento del contenido y los estudiantes, conocimiento del contenido y de la
enseflanza y conocimiento del curriculum. Hill et al. (2008) definen el conocimiento del
contenido y de los estudiantes como “el conocimiento de como los estudiantes piensan, saben
o aprenden un contenido en particular” (p. 375). Esta definicion incluye el conocimiento de

las concepciones erroneas, dificultades y estrategias utilizadas por el alumno.

Un ejemplo referido a los errores de los estudiantes corresponde a los malos entendidos que
. . 2,1 3 . . .

se producen al sumar fracciones (por ejemplo, to= E)' Un ejemplo referido a estrategias

consistiria en saber que los estudiantes abordaran de diversas maneras el problema de sumar

56+9, algunos estudiantes contaran, otros afiadiran 10 y luego restaran 1 y otros utilizaran un
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algoritmo estandar (Hill et al., 2008). Nétese que este conocimiento, en base a los ejemplos

dados, se muestra 1til durante la ensefianza y en su preparacion.

En la presente investigacion la autora trabajara parte del constructo de Hill et al. (2008) y de
Olfos et al. (2014). Del estudio de Hill et al. (2014) se abordara la componente conocimiento
del contenido y de los estudiantes y del estudio de Olfos et al. (2014) la componente
orientaciéon constructivista. Estas componentes formaran parte del constructo propuesto
“conocimiento sobre la ensefianza de las fracciones”, el cual incluyen los siguientes

subconstructos:

1) Conocimiento de errores comunes de los alumnos. El profesor identifica y obtiene

explicaciones de los errores de los alumnos, advierte que los errores surgen del contenido.

2) Conocimiento de las dificultades de los alumnos. El profesor identifica y comprende

cudles son las dificultades o barreras mas frecuentes de los alumnos y que inducen al error.

3) Conocimientos adquiridos por los alumnos. El profesor conoce las conceptualizaciones y
los conocimientos previos adquiridos del alumno; por ejemplo, el profesor sabe lo que son

capaces de hacer los estudiantes de tercer grado.

4) Estrategias usadas por los alumnos. El profesor estd familiarizado con las posibles

soluciones que utilizaran sus alumnos al resolver una cuestion matematica.

5) Orientacion constructivista. Incluye las concepciones del profesor sobre el significado de
aprender matematicas y sobre el proceso ensefianza y aprendizaje de las matematicas, asi
como las creencias constructivistas de las matematicas y las teorias del aprendizaje
propuestas por conductistas o académicos, en la medida en que orientan la toma de

decisiones, la planificacion y las acciones del docente (Olfos et al., 2014).
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De esta forma, el constructo propuesto conocimiento sobre la ensefianza de las fracciones, se
refiere al conocimiento que el profesor tiene de los errores comunes de los alumnos, de las
dificultades, de los conocimientos adquiridos, de las estrategias cominmente usadas por los

alumnos respecto a la conceptualizacion de las fracciones y de su orientacion constructivista.
2.2 Efecto del conocimiento del profesor sobre el rendimiento de los estudiantes

Ante el cuestionamiento de por qué la ensefianza de algunos profesores es mas efectiva que
la de otros, tiene sentido pensar intuitivamente, que el conocimiento matematico de un
profesor afecte su capacidad de ensefiar matematicas y por extension, influya en el
aprendizaje de sus alumnos (Marshall y Sorto, 2012). Los primeros estudios que relacionaron
el conocimiento matematico del profesor con el rendimiento de los estudiantes, en su mayoria
lo midieron con variables proximas tales como: cursos de matematicas, experiencia,
certificados de titulos y grados. Las variables proximas representan una medida indirecta del
conocimiento matematico del profesor. Estas investigaciones que utilizaron variables
proximas mostraban poca o ninguna relacion estadistica entre el conocimiento del profesor

y el aprendizaje del estudiante (Grossman, Wilson y Shulman, 1989).

En la década del 90, se presentan estudios en los cuales se obtiene una medida mas directa
del conocimiento matematico del profesor, por medio de pruebas validadas. Estos estudios
muestran un efecto positivo entre el conocimiento matematico del profesor y el rendimiento
estudiantil (Harbison y Hanushek 1992; Mullens, Murnane y Willett, 1996). En su estudio
Harbison y Hanushek (1992) relacionan caracteristicas del profesor como la experiencia
docente, salario, afios de educacion formal y el rendimiento en pruebas de matematicas. El

estudio se realiza en escuelas primarias en una zona rural del noreste de Brasil.
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Los resultados del estudio de Harbison y Hanushek (1992) muestran que la relacion entre la
experiencia docente y el rendimiento de los estudiantes en matematicas no es
estadisticamente significativa. Sin tener en cuenta la significacion estadistica, la conclusion
nuevamente es que los efectos son pequefios. Un afio adicional de experiencia equivale
aproximadamente a un cuarto de un punto adicional de ganancia en logros de matematicas,
esto implica que un aumento de una desviacion estdndar en la experiencia (siete afnos)
corresponde a menos de dos puntos de ganancia. Las caracteristicas de los profesores, tales
como afios de educacién formal, salario, experiencia docente e incluso participacion en

programas de formacion tienen poco o ningiin impacto en el rendimiento de los estudiantes.

El hallazgo mas interesante del estudio de Harbison y Hanushek (1992) se refiere a la
competencia de los profesores en las mismas pruebas de matematicas que se administraron a
los estudiantes de cuarto grado. Harbison y Hanushek (1992) encuentran que el conocimiento
de las matematicas de los profesores tiene un efecto positivo en el rendimiento de sus
estudiantes de cuarto grado, ellos escriben: " En cuarto grado, una mejora de diez puntos en
el promedio del conocimiento matematico del profesor... produciria un incremento de cinco
puntos en el logro de los estudiantes; esto es equivalente a una mejora del 10% respecto de

las puntuaciones medias de los estudiantes " (p. 114).

Mullens et al. (1996) sefialan que los estudios cuantitativos que abordan el tema del efecto
del conocimiento del profesor sobre el aprendizaje de los alumnos, generalmente utilizan
cuatro tipos de variables, como indicadores potenciales de la eficacia de la ensefianza, estas
son: logros educativos de los docentes, participacion en programas de formacién, el
conocimiento de la materia (puntajes en pruebas) y estrategias de instruccion usadas por los

profesores. La logica que subyace a medidas de este tipo de variables, es que la ensefianza es
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una actividad compleja que requiere tanto del conocimiento de la materia como las

habilidades pedagdgicas.

Mullens et al. (1996) relacionan caracteristicas de los profesores con el rendimiento de los
estudiantes. Las caracteristicas de los profesores son: el nivel de competencia del profesor en
matematicas (nivel de una prueba de finalizacion de la escuela primaria), programas de
formacion pedagogica y graduados de la escuela secundaria. El rendimiento del estudiante
se mide por medio de pruebas cuyas preguntas se elaboraron en base al curriculo de segundo
y tercer grado. El estudio se realiza en escuelas primarias de la ciudad de Belice, participaron

alumnos de tercer grado y sus respectivos profesores.

Los resultados del estudio muestran que los estudiantes aprendieron conceptos mas
avanzados, si sus profesores mostraron una fuerte capacidad matematica durante su propia
escolarizacion en la escuela primaria. Si se conoce la competencia matematica de un maestro
de la escuela primaria, la informacién sobre la finalizacion de la escuela secundaria
proporciona pocos datos adicionales utiles. Sin embargo, si la informacion sobre la capacidad
matematica no esta disponible, el conocimiento de la graduacion de la escuela secundaria es
util. Esta relacion entre la finalizacion de la escuela secundaria y el aprendizaje del estudiante
tiene una base sustantiva. En Belice, todos los estudiantes de secundaria toman cuatro afos
de matematicas cubriendo una gama mas amplia de conceptos que de la escuela primaria.
Por otra parte, respecto del programa de formacion pedagdgica, los resultados muestran que
no existe una relacion estadisticamente significativa entre la formacion pedagdgica en Belice

y el aprendizaje de conceptos avanzados por parte de los estudiantes.

Mullens et al. (1996) concluyen que el conocimiento matematico de un maestro es importante

para el aprendizaje del estudiante y que la finalizacion de la escuela secundaria puede ser un
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indicador secundario confiable de la competencia de la materia. Los autores aclaran que
aunque cada estudiante de secundaria completa el mismo proceso de escolarizacion, los
graduados poseen diferentes niveles de conocimiento matematico. Si el conocimiento del
maestro es de hecho, es un determinante clave del aprendizaje del estudiante, entonces una

medida més directa de ese conocimiento sera el mejor predictor de ese aprendizaje.

En el afio 2008, en el informe National Mathematics Advisory Panel se establece la
importancia del conocimiento matematico de los profesores, como factor en los logros de
aprendizaje de sus alumnos. No obstante, en el informe se critica la falta de evidencia
cientifica que vincule la presencia de ciertos conocimientos matematicos especificos para la
ensefianza con los logros de aprendizaje de los alumnos, pues la mayoria de las
investigaciones miden otras variables, tales como: certificado de titulo, cursos de
matematicas y/o grados y pruebas validadas. En general, estos estudios mostraron resultados
inconsistentes, de cinco estudios de alta calidad que usaron certificado del profesor como una
variable proxima, tres informaron de una relacion positiva con el rendimiento de los
estudiantes, mientras que dos informaron que la relacion no fue significativa. Del mismo
modo, de los siete estudios de alta calidad, que utilizaron cursos del profesor y/o grado como
medidas de conocimiento matematico para la enseflanza, cuatro informaron de una relacion
positiva entre estas medidas y el rendimiento de los estudiantes, y tres informaron una

relacion negativa.

En el informe del National Mathematics Advisory Panel (2008) se sefiala que el unico
estudio que midi6 directamente el conocimiento matematico utilizado al ensefiar por medio
de pruebas y su incidencia en los logros de aprendizaje es el trabajo de Hill et al. (2005).

Desde entonces, varios investigadores han estimado la incidencia de conocimientos
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matematicos para la ensefianza de los profesores sobre los logros de aprendizaje de los
alumnos (Baumert et al., 2010; Carnoy y Arends, 2012; Cueto et al., 2017; Marshall et al.,
2009; Marshall y Sorto, 2012; Metzler y Woessman, 2012; Olfos et al., 2014; Tchoshanov,

2011; Tchoshanov et al., 2017).

2.2.1 Estudios realizados en paises desarrollados acerca del efecto del conocimiento

del profesor sobre el rendimiento de los estudiantes

El trabajo de Hill et al. (2005) es pionero en estimar el efecto del conocimiento matematico
para la ensenanza de los profesores sobre los logros de aprendizaje de los alumnos. En su
estudio, se describen los resultados del proyecto Learning Mathematics for Teaching. Las
pruebas elaboradas en el proyecto miden el MKT de los profesores, que incluye conocimiento
matematico comun, conocimiento especializado del contenido matematico y conocimiento
del contenido matematico y de los estudiantes. Participan del estudio 334 profesores de
primer grado y 365 de tercer grado con 1.190 y 1.773 alumnos, respectivamente, dentro de

115 escuelas de los Estados Unidos.

La recoleccion de datos se centrd en dos cohortes de estudiantes, uno que ingreso al estudio
en el jardin infantil y fue seguido hasta el segundo grado y otro que ingreso al estudio en
tercer grado y fue seguido hasta el final del quinto grado. En el caso de cada cohorte, los
datos se recopilaron en dos oleadas: en 2000-2001, se recogi6 informacion sobre estudiantes
de primer y tercer grado en 53 escuelas; en 2001-2002, se recopild informacién sobre 62
escuelas adicionales. En el estudio se discuten solo los datos sobre los estudiantes de primer
y tercer grado. Se administra una prueba Terra Nova a los estudiantes en el otofio y primavera
de cada afio académico. La prueba Terra Nova administrada a los estudiantes incluye

preguntas acerca de nimeros, operaciones o pre-algebra y algebra.
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El estudio realizado por Hill et al. (2005) incluyé tres formas de medir el conocimiento
matematico de los profesores a través de cursos, certificados y pruebas de conocimientos
matematicos para la ensefianza, que incluyeron preguntas relativas a los contenidos de
numeros, operaciones y geometria. Se informo de una relacion positiva y significativa entre
las puntuaciones de las pruebas de los profesores y los resultados de sus alumnos en la prueba
Terra Nova. Pero la relacion entre cursos, certificados de los profesores y el rendimiento de

los alumnos no fue significativa.

Los resultados del estudio de Hill et al. (2005) indican que el conocimiento matematico para
la ensefianza que se relaciona con el aprendizaje de los estudiantes, no fue capturado por los
cursos o certificados de los profesores, sino por sus resultados en pruebas con preguntas
especificamente disefiadas para medir su conocimiento utilizado en la ensefianza. Hill y sus
colaboradores precisan que solo un 43% (primer grado) y un 53% (tercer grado) de las
preguntas de las prueba de Terra Nova cubren temas relacionados con las pruebas de
conocimientos matematicos para la ensefianza, lo que lleva a tener una alineacion imperfecta
entre la variable conocimiento matematico de los estudiantes y la variable conocimiento de
los profesores, siendo probable que se subestime el tamafio del efecto del conocimiento de
los profesores sobre el logro de aprendizaje de los estudiantes en matematica. Posiblemente
dicho efecto sea mayor que el estimado en su estudio, asi este resultado es relevante dado
que puede orientar a las politicas destinadas a mejorar el rendimiento en matematicas de los

alumnos.

Posterior al reporte del informe del National Mathematics Advisory Panel (2008), se publica
el trabajo de Baumert et al. (2010) donde se presentan los hallazgos del proyecto COACTIV

en Alemania, que evalta el logro de aprendizaje de 4.353 alumnos de décimo grado en el
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transcurso de un afio, medidos con dos pruebas PISA y los conocimientos de sus 181
profesores en 194 cursos. Los conocimientos evaluados son CK, PCK y conocimiento
pedagdgico general de los profesores. La prueba de papel y lapiz utilizada para evaluar el CK
de los profesores cubre temas relativos a aritmética, algebra, geometria, funciones y
probabilidad, contenidos matematicos que son obligatorios de quinto a décimo grado. Para
evaluar el PCK del profesor se incluyeron preguntas relativas a su capacidad para reconocer

conceptos erroneos, dificultades y estrategias de solucion de los estudiantes.

Baumert et al. (2010) utilizan la técnica de analisis estadistico multivariante denominada
modelos de ecuaciones estructurales multinivel. Los resultados del estudio revelaron un
efecto positivo del conocimiento pedagogico del contenido matematico de los profesores
sobre el avance de aprendizaje de los estudiantes. Baumert et al. (2010) sefialan que tanto en
Estados Unidos como en Europa, se han planteado preocupaciones acerca de la formacion de
pregrado, cuestionando si dicha formacidén tiene éxito en entregar el conocimiento

profesional que los futuros profesores necesitan para realizar una instruccion de alta calidad.

Otro estudio que otorga evidencias acerca de las afirmaciones de que el conocimiento
matematico de los profesores juega un papel importante en la ensefianza de esta materia es
el trabajo de Hill, Blunk, Charalambous, Lewis et al. (2008), quienes utilizan una
metodologia mixta con cinco estudios de casos y datos cuantitativos para estudiar el MKT
de los profesores. En lugar de estudiar a cada profesor por separado se compara sus diferentes
niveles de MKT para comprender como se expresa en la instruccion. Los niveles de MKT

son medidos con un instrumento rigurosamente desarrollado y probado por Hill et al. (2005).

Hill, Blunk et al. (2008) desarrollan un marco conceptual para visualizar la calidad de la

instruccion matematica (MQI) y lo utilizan para cuantificar la relacion entre MKT y MQL
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Registran las lecciones de los maestros en una rubrica disefiada para representar las fases de
MQI y correlacionan estos resultados con la puntuacion de los profesores en una evaluacion

de lapiz y papel relacionada con el MKT.

Los resultados del estudio de Hill, Blunk et al. (2008) revelan una asociacion positiva en los
niveles de MKT y el MQI, mostrando fuertes vinculos entre el conocimiento del profesor y
la calidad matematica de su practica en el aula. La conclusion de este estudio es que existe
una poderosa relacion entre lo que un maestro sabe, como lo sabe y lo que puede hacer en el
contexto de la instruccion. Una limitacion del estudio es que no tiene datos del rendimiento
de los estudiantes, por lo que no es posible mostrar el efecto de la calidad matematica de la
practica en el aula del profesor sobre el rendimiento estudiantil. Sin embargo, Hill y sus
colaboradores creen que es probable que asi sea, argumentando que el hecho de que los
profesores presenten representaciones y ofrezcan explicaciones matematicas precisas a sus

estudiantes aumentaria las oportunidades de aprendizaje.

Tchoshanov (2011) parte de un supuesto similar al del Panel (2008) al sefialar que no
solamente importa la cantidad de cursos de matematicas que tiene un profesor, sino mas bien,
saber qué tipo especifico de conocimiento matematico posee un profesor. El objetivo
principal de su estudio consistié en medir el tipo cognitivo del profesor y su asociacion con
el éxito de estudiantes de sexto a octavo grado medidos con una prueba estatal estandarizada.
En el estudio participaron 102 profesores y 2.400 alumnos. El estudio se realiz6 en una zona

urbana en el suroeste de EE.UU., con el 70% de la poblacion de origen mexicano.

El tipo cognitivo se refiere al tipo de conocimiento del contenido del profesor y procesos de
pensamiento necesarios para llevar a cabo una tarea exitosamente, en términos de

conocimiento de hechos y procedimientos (Tipo 1), conocimiento de conceptos y conexiones
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(Tipo 2) y conocimiento de modelos y generalizaciones (Tipo 3). Se estudian los tres tipos
cognitivos. La prueba administrada a los profesores incluy6 preguntas relativas a sentido
numérico, algebra, geometria y medida, probabilidad y estadistica. Los objetivos de la prueba
de los profesores fueron alineados con los objetivos correspondientes a las pruebas estatales

estandarizadas para estudiantes.

Tchoshanov (2011) también examiné la relaciéon entre el tipo de conocimiento de los
profesores y la practica docente. En general, se examinaron las siguientes preguntas de
investigacion: ;qué tipo de conocimiento del contenido del profesor es fundamental para el
éxito del estudiante? ;En qué medida el tipo cognitivo del profesor esta asociado con el
rendimiento de los estudiantes? ;El tipo cognitivo del profesor se correlaciona con la practica
docente y la calidad de la leccion? El estudio explora si el conocimiento de los hechos y
procedimientos de los profesores tendra un efecto diferente en el éxito o logro de los alumnos,
en relacion con el conocimiento de los conceptos y las conexiones, o el conocimiento de

modelos y generalizaciones.

El conocimiento Tipo 1, requiere el conocimiento de recuerdo y aplicacion de matematicas
basicas, reglas y algoritmos para llevar a cabo los procedimientos de rutina. Por ejemplo, si
un maestro es capaz de recordar una regla de division de fracciones o resolver un problema
sencillo de division de fracciones tal como 1 % : %, entonces se dice que ¢l tiene conocimiento
de los procedimientos de la division de fracciones.

El conocimiento Tipo 2, es diferente que el tipo 1 en el sentido que se centra en la
comprension conceptual a través de una mayor cantidad y calidad de las conexiones entre los
procedimientos y las ideas matematicas. Por ejemplo, tareas tales como resolver el siguiente
problema de divisién de fracciones 1%:% en mas de una forma (por ejemplo, dibujar un
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diagrama o ilustrarlo con objetos manipulables) o crear una historia para el problema de
division de una fraccion dada requiere un conocimiento conceptual mas que solo el

procedimental.

El conocimiento Tipo 3, es mas tedrico requiere probar conjeturas, haciendo
generalizaciones, la demostracion de teoremas, etc. Por ejemplo, mas de la mitad de los
profesores analizados en el estudio tuvieron dificultades para responder correctamente a la

.. .. ., a ac ..
siguiente pregunta ;Es la siguiente afirmacion cio = (a, b, c y d son enteros positivos)

c
d
siempre verdadera? Tal tarea requiere un tipo diferente de conocimiento que se denomina el

conocimiento de modelos y generalizaciones.

Tchoshanov (2011) sefiala que los tipos cognitivos del conocimiento de los maestros no son
jerarquicos en el sentido de que el maestro no necesariamente debe poseer un tipo cognitivo

previo. Los objetivos de la investigacion fueron los siguientes:

= Se disefio una Encuesta del Conocimiento del Contenido del Profesor (TCKS) para evaluar

el tipo cognitivo del conocimiento del contenido de los profesores.

= Se evalu¢ el tipo de conocimiento del contenido de los profesores y la correlacion con el

logro del estudiante en la prueba estandarizada obligatoria del estado.

= Se examind la asociacion entre el tipo de conocimiento del contenido docente, la practica

docente, y la calidad de la leccion.

= Se evalud el conocimiento y la comprension del profesor de un tema de contenido

especifico, la division de fracciones.

El estudio de Tchoshanov (2011) explor6 si el conocimiento del contenido de los hechos y

procedimientos docentes tienen diferentes efectos sobre el rendimiento de los estudiantes y
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la practica docente, en relacion con el conocimiento de los conceptos y las conexiones o el
conocimiento de modelos y generalizaciones. Un hallazgo importante de su estudio fue que
la correlacion entre el rendimiento de los alumnos en las pruebas estandarizadas y los tipos
1 y 3 de los conocimientos del contenido del profesorado fue cercana a cero y no significativa
(r=0.06, p=0.537, r = 0.02, p = 0.853 respectivamente). Por el contrario, la correlacion
entre el rendimiento y el tipo 2 de los conocimientos de contenidos del profesorado fue
positiva, débil pero significativa (r = 0.26, p = 0.009 <0.01). Los resultados del estudio
sugieren que el conocimiento del profesor de los conceptos y las conexiones tiene un
potencial para ser un buen predictor de profesores exitosos, que puedan impactar

positivamente en el rendimiento de los estudiantes en matematicas.

Tchoshanov (2011) sefiala que el tipo de conocimiento del contenido es importante, un
profesor con conocimiento del contenido limitado solo a procedimientos matematicos tiene
menos oportunidad de influir sobre el éxito estudiantil que un profesor que conceptualmente
entiende el tema. Sin embargo, resulta evidente que no sélo el conocimiento del contenido
matematico del profesorado es importante, sino también la capacidad de ensefiar con eficacia.
El conocimiento del contenido docente, aisla otras categorias del conocimiento del profesor
y puede no proporcionar una imagen completa de una relacion entre el conocimiento de los
maestros y el logro del estudiante. Por lo tanto, se necesitan estudios futuros sobre el

conocimiento integrado de los profesores y su impacto en el éxito del estudiante.

Tchoshanov et al. (2017) sefiala que aunque existen numerosos estudios que se centran en la
comprension de los conocimientos de los profesores, hay una escasez de investigaciones que
proporcionen un estudio en profundidad sobre las diversas facetas de dichos conocimientos

y su relacion con el rendimiento de los estudiantes. De esta forma su estudio considera los
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siguientes tipos cognitivos de los conocimientos de contenidos del profesorado: el
conocimiento de los hechos y procedimientos, el conocimiento de los conceptos y las
conexiones, y el conocimiento de modelos y generalizaciones. El estudio se basé en las
siguientes preguntas de investigacion: (En qué medida los diferentes tipos cognitivos del
conocimiento de los contenidos matematicos del profesor se asocia con el rendimiento de los
estudiantes en Rusia? ;Cudl es la naturaleza de la relacion entre los diferentes tipos

cognitivos del conocimiento del contenido matematico de los profesores?

En el estudio de Tchoshanov et al. (2017) participaron 90 profesores con 6.478 estudiantes
de quinto a décimo primer grado en escuelas de diferentes regiones de Rusia. El estudio
comprendi6é dos niveles de andlisis de datos cuantitativos. Primero, se explor6 la relacion
entre cada tipo cognitivo del conocimiento del contenido de los profesores y el puntaje
general de la prueba de conocimiento del contenido del profesor (TCKS) y su relacion con
el rendimiento del estudiante. En segundo lugar, se estudia la relacion entre cada tipo
cognitivo del conocimiento del contenido del profesor, para profundizar la comprension de
las asociaciones. En el estudio, se usé una prueba de conocimientos del contenido del
profesor sobre los tipos cognitivos del docente y datos de rendimiento del alumno, estos
ultimos fueron informados por los profesores participantes y verificados con precision por

los jefes de departamento.

El desempefio del estudiante se refiere al grado obtenido en una evaluacion acumulativa a
final del afio académico, que se compone de cinco a seis problemas abiertos que reflejan los
principales conceptos abordados en el curso. Este criterio de rendimiento del estudiante es
utilizado como uno de los indicadores de calidad docente en las escuelas rusas. La prueba de

los profesores aborda los temas principales del curriculo de quinto a noveno grado:
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aritmética, algebra y funciones, probabilidad y estadisticas y geometria (incluida la
medicion).

Los resultados del estudio muestran que la correlacion entre el tipo cognitivo T1 y el
rendimiento del alumno fue positiva, débil pero significativa (r = 0.2076, p = 0.0496) y la
correlacion entre el tipo cognitivos T2 y el rendimiento del alumno también fue positiva,
débil pero significativa (r = 0.2295, p = .0296). Sin embargo, la correlacion entre el tipo
cognitivo T3 y el rendimiento del alumno fue débil pero no alcanza significacion estadistica
(r=0.1904, p = 0.678). El hallazgo mas importante fue la correlacion entre el puntaje total
en el TCKS de los profesores y el rendimiento del estudiante fue positiva, débil pero
significativa (r = 0.2903, p = 0.0055 < 0.01). Estos resultados, sugieren que el conocimiento
del contenido de los maestros juega un papel importante en el rendimiento del alumno en la

escuela secundaria inferior.

Asi, en las ultimas tres décadas varios investigadores han recurrido a variables relacionadas
con los conocimientos y habilidades de la practica en el aula de los profesores, con la
hipdtesis de que tanto los conocimientos como las practicas pedagdgicas, pueden ser clave
para aumentar el nivel de aprendizaje de los estudiantes. Esto incluiria el conocimiento de la
matematica de los docentes como también otros tipos de conocimiento, como por ejemplo
relacionados con el PCK. Sin embargo, en paises en desarrollo, incluyendo los de América

Latina, hay escasez de estudios sobre el tema (Cueto et al., 2017).

2.2.2 Estudios realizados en paises en desarrollo acerca del efecto del conocimiento del

profesor sobre el rendimiento de los estudiantes

Marshall y Sorto (2012) sefialan que considerando los resultados de mas de 40 afios de

analisis estadisticos, relacionados con el efecto del conocimiento del profesor con el
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aprendizaje del alumno, la mayoria de los estudios han tenido que conformarse con
caracteristicas de los docentes basadas en cursos de matematicas, certificacion y grados, estos
son sustitutos pobres para medir el conocimiento real del profesor. Lo que ha motivado a

desarrollar una nueva linea de investigacion centrada en el conocimiento del profesor.

El aumento de la calidad del profesor es un objetivo deseable en paises en desarrollo, la
literatura en educacion matematica informa que el CK y el PCK de los profesores son
componentes claves de la calidad del docente y estrechamente relacionado con el rendimiento
del alumno. Considerando la falta de estudios en torno al tema, en especial en paises en
desarrollo, algunos investigadores han explorado la relacion y el efecto del conocimiento del

profesor sobre el aprendizaje del estudiante.

Algunos estudios realizados en paises en desarrollo muestran que el conocimiento
matematico de los profesores es relevante para el aprendizaje (Harbison y Hanushek, 1992;
Metzler y Woessman, 2012; Mullens et al., 1996). Sin embargo, la literatura sugiere que otros
tipos de conocimientos del profesor también pueden contribuir a promover el aprendizaje de
los estudiantes. Shulman sugiri6 que el conocimiento de la materia es necesario, pero no
suficiente para una ensefianza de alta calidad; los maestros deben saber como importar el
conocimiento y tener en cuenta los procesos cognitivos de los estudiantes en contextos

especificos (Cueto et al., 2017).

Metzler y Woessman (2012) sefialan que uno de los enigmas mas grandes en la funcion de
produccion educacional, lo constituye el problema de la calidad del profesor, si bien hay
pruebas claras de que la calidad docente es un determinante clave del aprendizaje del
estudiante, poco se sabe sobre qué caracteristicas observables especificas de los docentes

pueden afectar el aprendizaje de los alumnos. Un atributo que se ha demostrado que con
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mayor frecuencia se correlaciona de forma significativa con el rendimiento del alumno, es la

habilidad académica de los docentes, medida por puntajes en pruebas de rendimiento.

Metzler y Woessman (2012) estiman el impacto de las habilidades académicas de los
profesores (medidas por pruebas) sobre el rendimiento estudiantil de una escuela de primaria
de Peru, utilizan datos de una “evaluacion nacional peruana de logros estudiantiles” del afo
2004, se evalian dos materias: matematicas y lectura. Las pruebas por asignatura
administradas a los profesores permiten una mediciéon que abarca el conocimiento del
docente en matematicas y lectura. Tanto las pruebas de los estudiantes como las de los
docentes en ambas asignaturas, fueron escaladas utilizando el modelo de Rasch en la Unidad

de Medicidn de la Calidad del Ministerio de Educacion del Peru.

En el estudio de Metzler y Woessman (2012) se evalué una muestra representativa de
estudiantes de sexto grado, cubriendo un total de mas de 12.000 estudiantes en casi 900
escuelas primarias seleccionadas al azar. La muestra es representativa a nivel nacional, se
comparan areas urbanas vs. rurales, publicas vs. Privadas, y multi-grado vs. escuelas
"completas", lo que permite identificar el impacto del rendimiento de los profesores en una

materia especifica (lenguaje o matematica) sobre el rendimiento de los estudiantes.

De manera andloga al estudio de Harbison y Hanushek (1992) y Mullens et al. (1996) los
resultados del estudio de Metzler y Woessman (2012) muestran que el conocimiento de la
materia del profesor ejerce un impacto estadisticamente significativo en el rendimiento del
estudiante. Una vez corregidos los errores de medicion en las calificaciones de los exdmenes
docentes, los resultados sugieren que un aumento de una desviacion estandar en los puntajes
de los examenes de los profesores, aumenta los puntajes de las exdmenes de los alumnos en

alrededor del 9% de una desviacidon estandar en matematicas. Esto indica que en contextos
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en desarrollo como el peruano, el conocimiento matematico de los profesores tiene un efecto

en los logros de aprendizaje de los estudiantes.

Marshall et al. (2009) realizan un estudio en el que relaciona el rendimiento del estudiante
con variables relativas a los antecedentes familiares, caracteristicas del docente y de la
escuela en Camboya. Participan del estudio aproximadamente 200 escuelas visitadas en 2006
(tercer grado) y 2007 (sexto grado). El tamafio de la muestra efectivo es de al menos 400
estudiantes, para analizar los datos se utiliza un modelo lineal jerarquico (multinivel). El
rendimiento de los estudiantes se obtiene de los puntajes de pruebas que fueron disenadas
para medir los componentes basicos del plan de estudios, utilizando los estandares oficiales
y los textos de tercer y sexto grado. Hay un gran énfasis en las habilidades cognitivas, como

el conocimiento, comprension, con algunas preguntas de aplicacion y de andlisis.

Los resultados del estudio de Marshall et al. (2009) indican que en ambas materias en sexto
grado, el rendimiento es significativamente mayor cuando mas estudiantes informaron que
fueron enviados a la pizarra para trabajar en actividades. En sexto grado el rendimiento
estudiantil en matematicas es significativamente mas alto cuando los profesores pueden
responder correctamente a las preguntas de nivel primario del contenido matematico. El logro
de matematicas de tercer grado es aproximadamente 25 puntos mas alto (0.25 desviaciones
estandar) cuando el docente estd en el grupo de mayor puntaje del PCK y 18 puntos mas
para maestros con niveles medios de PCK, en relacion con los profesores que tienen una

menor puntuacion.

Marshall et al. (2009) concluye que los profesores deben estar bien informados sobre el
contenido a ensefiar. Los resultados de su estudio muestran que el conocimiento del

contenido matematico de los profesores predice puntajes mas altos en el rendimiento en
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matematicas de los estudiantes en sexto y tercer grado. Por otra parte, la asociacion positiva
entre logro del estudiante y el uso de la pizarra en clase, sugiere que enviando nifios a la
pizarra permite una instruccion individualizada y oportunidades para explicar los errores y

resaltar las respuestas correctas.

Marshall y Sorto (2012) tomando como sustento el PCK de Shulman, realizan un estudio en
el que utilizan datos del area rural de Guatemala para analizar el efecto del conocimiento de
los profesores sobre el logro del aprendizaje en matematicas de los estudiantes. La
recoleccion de datos comenzo6 a fines del afio escolar 2001, con un conjunto de pruebas de
espafiol y de matemadticas en una muestra representativa a nivel nacional de aulas rurales de
tercer grado. Se recolectaron datos durante todo el afio escolar 2002 en una submuestra de
55 escuelas extraidas de la muestra del Programa PRONERE (Proyecto de evaluacion
Nacional de Evaluaciéon del Rendimiento Escolar) en tres estados. Los estados fueron
seleccionados para cubrir los tres principales tipos de comunidad en zonas rurales de
Guatemala: en su mayoria indigenas. Los profesores participantes respondieron una prueba
de matematicas con preguntas relativas a los niveles de primaria y secundaria, ademas se

realizaron observacion de las clases.

Marshall y Sorto (2012) encuentran que la variable conocimiento especializado del
conocimiento matematico del profesor se correlaciona significativamente con la variable
conocimiento matematico comun (r = 0.4) y evidencian de que el acceso de los profesores a
los cursos universitarios estd asociado a niveles mas elevados de conocimiento del contenido
especializado en matematicas. Esto apoya los esfuerzos continuos en paises como Guatemala
para mejorar los niveles de capacitacion docente. Por otra parte, los puntajes de matematicas

de los estudiantes son mas bajos en las escuelas donde pasan mds tiempo copiando y
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resolviendo problemas individualmente, siendo esta una actividad predominante en areas
como las zonas rurales de Guatemala. Las actividades mas productivas en su lugar parecen
ser aquellos que involucran a los estudiantes en el proceso de aprendizaje, que incluyen
conversaciones directas, trabajo en grupos y envian estudiantes a la pizarra. Asi, los
resultados sugieren mecanismos especificos por los cuales los maestros pueden tener un
impacto sustancial en el aprendizaje de los estudiantes, incluso en contextos extremadamente

pobres.

Carnoy y Arends (2012) realizan un estudio cuyo propdsito es evaluar empiricamente
factores asociados a la escuela y al aula que contribuyen a los logros de aprendizaje en
matematicas de estudiantes de sexto grado, en la region fronteriza ubicada al noroeste de
Sudafrica y el sudeste de Botswana. En el aula, se pone énfasis en el conocimiento
matematico de los profesores, la pedagogia y la oportunidad de aprender. La hipodtesis del
estudio es que el conocimiento matematico y el pedagogico del profesor se relacionan con la
amplitud y profundidad de su ensefianza en las aulas, ademas de la efectividad de su

ensefianza, medida por los logros de aprendizaje de los estudiantes.

Carnoy y Arends (2012) recopilan datos durante el afio académico 2009. Investigadores de
la Universidad de Botswana, el Consejo de Investigacion de Ciencias Humanas en Sudafrica
y la Universidad de Stanford muestrearon aleatoriamente 130 aulas de matematicas de sexto
grado en 120 escuelas (60 en cada pais). De las escuelas y aulas de la muestra, 116 escuelas
y 126 aulas suministraron datos incluidos en el andlisis. Para obtener la informacion
necesaria, evalian el conocimiento matematico de los estudiantes en marzo y noviembre del
afio 2009. La prueba del estudiante fue la misma para ambos paises. Fue esencialmente una

prueba de quinto grado con algunas preguntas relacionadas con el plan de estudios de sexto
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grado, que es muy similar en los dos paises. Algunas de las preguntas de la prueba

administrada a los profesores fueron tomadas de la prueba del estudiante.

Carnoy y Arends (2012) sefialan que la gran mayoria de los 5.500 estudiantes de la muestra
total provenia de familias pobres y asistian a escuelas gratuitas. Esto puede ayudar a explicar
por qué los estudiantes en ambos paises obtuvieron resultados bajos en la prueba del nivel de
quinto grado (promedio de 28.6% en la prueba inicial al Noroeste de Sudafrica y 34.6% en
Botswana) y obtuvieron ganancias relativamente pequefias (tres puntos porcentuales en
Sudafrica y cuatro puntos porcentuales en Botswana). Estas diferencias fueron
estadisticamente significativas. Los resultados sugieren que para ambas regiones, mejorar la
calidad de la ensefianza tiene un impacto importante en la cantidad de matematicas que

aprenden los estudiantes durante el afo.

Cueto et al. (2017) realizan un estudio en el que analizan el PCK de profesores,
especificamente el subdominio que se refiere al conocimiento de los estudiantes y el
contenido matematico. Los datos utilizados provinieron del estudio longitudinal Young
Lives. En este estudio, utilizan datos de una submuestra de 572 estudiantes en 132 escuelas
primarias del Peru, seleccionadas al azar. El estudio se enfoca solo en los nifios de Young
Lives que estaban en cuarto grado y sus respectivos profesores de matematicas. Se selecciono

el cuarto grado porque era el grado predominante en la muestra.

En primer lugar, se explora si el PCK de los profesores se asocia positivamente con el nivel
socioecondmico. En segundo lugar, se explora si existe una asociacion positiva entre PCK y
el rendimiento de los estudiantes controlando las variables individuales, familiares, docentes
y de nivel escolar. Finalmente, se explora qué caracteristicas de los maestros se asocian con

puntajes mas altos del PCK.
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Los resultados del estudio de Cueto et al. (2017) muestran que el nivel socioecondémico del
estudiante a la edad de un afio, el nivel socioeconémico para los mismos nifios a los ocho
afos y los afios de escolaridad de la madre en el momento en que el nifio tenia un afio de edad
se correlacionan con el puntaje del PCK de los profesores (r = 0.21, r = 0.19 y r = 0.28,
respectivamente), todos estadisticamente significativo (p <0.05). Estos resultados refuerzan
la idea de que el nivel socioeconémico esta relacionado con la distribucion de la calidad del
profesor. Si bien la asociacion entre el nivel socioecondmico y el rendimiento en las escuelas
ha sido informada, hay menos estudios que muestran una asociacion entre el nivel
socioeconomico y calidad de los profesores. Este hallazgo lleva a pensar en formas de evaluar
las habilidades de los profesores y asignarlos de una manera mas equitativa o tal vez
promover la igualdad mediante la asignacion de profesores mas calificados para estudiantes

que son mas pobres.

Cueto et al. (2017) encuentran una correlacion débil, positiva pero significativa entre el PCK
de los profesores y el rendimiento estudiantil en matematicas (r= 0.17, p <0.05). Los
resultados mostraron que los estudiantes con puntajes mas altos tienen mas probabilidades
de tener un maestro con PCK mas alto. Sin embargo, esta asociacion fue significativa solo
en el modelo que usa el PCK como una variable dicotomica. En el modelo final, el efecto
PCK ya no era significativo, el mejor predictor del rendimiento estudiantil para el final de
cuarto grado fue el nivel socioeconémico, capturado a la edad de un afo. Asi como la
educacion materna y la ubicacion de la escuela en un area rural, lo que representa un sistema
desigual para los estudiantes respecto al aprendizaje de las matematicas. Cueto et al. (2017)

ponen énfasis en la necesidad de una asignacion justa de maestros y sefialan que parece que
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hay un circulo de refuerzo entre el nivel socioecondmico, las habilidades de sus profesores y

las puntuaciones de los estudiantes en una prueba de matematicas.

2.3 Marco conceptual de la investigacion: conocimiento profundo y conocimiento

sobre la ensefanza

Considerando la complejidad del problema de la presente investigacion se ha preferido
estudiar mas alla de las conceptualizaciones existentes en una teoria. Para estudiar los
conocimientos matematicos para la ensefianza se utilizan nociones del modelo MKT (Ball et
al., 2008). Para estudiar el CK se utiliza la nociéon de conocimiento profundo (Ma, 2010;
Tchoshanov, 2011; Tchoshanov et al., 2017). Para estudiar el PCK se utilizan la nocion del
conocimiento del contenido y los estudiantes (Hill et al., 2008) y la orientacion
constructivista (Olfos et al., 2014). Para estudiar el objeto matematico se utilizan los
significados de cuatro subconstructos de las fracciones que se obtienen de Gallardo et al.

(2008).

A continuaciodn se ofrece una sintesis del marco conceptual asociado a este estudio. La Figura
48, proporciona una vision del marco conceptual del estudio. En la presente investigacion se
utilizan nociones del modelo conocimiento matematico para la ensefianza MKT (Ball et al.,
2008). Una de esas nociones corresponde al dominio CK, especificamente al subdominio del
conocimiento especializado del contenido. La otra nocion corresponde a al dominio del PCK,
especificamente al subdominio conocimiento del contenido y los estudiantes y conocimiento

del contenido y de la ensefianza.

En la figura 48, se observa que del subdominio conocimiento especializado del contenido
matematico (SCK), se desprende el constructo conocimiento profundo de las fracciones y del

subdominio conocimiento del contenido y los estudiantes (KCS) y conocimiento del
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contenido y de la ensefianza (KCT), se desprende el constructo conocimiento sobre la
ensefianza de las fracciones. Ambos constructos adaptados para cumplir con los objetivos de

la investigacion.

El constructo conocimiento profundo de las fracciones se define como un conocimiento
conceptual y conectado (Ma, 2010; Tchoshanov, 2011; Tchoshanov et al., 2017) que incluye
la comprension de diferentes subconstructos que se manifiestan al concebir a la fraccion
como parte todo, cociente, operador y medida (Gallardo et al., 2008). Con base en la
investigacion de Hill et al. (2008), en este estudio el constructo conocimiento sobre la
ensefianza de las fracciones se refiere al conocimiento que tiene el profesor respecto del
pensamiento de los alumnos; los errores comunes, dificultades, conocimientos adquiridos y
estrategias utilizadas por los estudiantes. Del subdominio conocimiento del contenido y la
ensefianza (KCT) se desprende la componente orientacion constructivista, que incluye las
concepciones constructivistas y no constructivistas del profesor acerca del aprendizaje y
enseflanza de las matematicas. Las concepciones del profesor estan relacionadas con sus
creencias sobre como se produce el aprendizaje lo que puede incidir en la forma en como el

profesor transforma el contenido matematico en contenido a ensefiar (Olfos et al., 2014).
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Figura 48. Marco Conceptual del Estudio
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RESUMEN

Hace tres décadas, Shulman (1986) argument6 que el conocimiento de los profesores es
complejo y multidimensional. El fue pionero en distinguir tipos de conocimientos para la
ensefianza de un contenido, a saber, Conocimiento del Contenido (CK), Conocimiento
Pedagogico del Contenido (PCK) y conocimiento curricular. Desde la categorizacion inicial
de Shulman, varios investigadores han presentado diversas conceptualizaciones acerca de los
conocimientos requeridos para la ensefianza de la matematica (Ball et al., 2008; Hill et al.,

2008; Ma, 1999; Tchoshanov et al., 2017).

Ball et al. (2008) y Hill et al. (2008), a través del modelo conocimiento matematico para la
ensefianza (MKT) presentan categorias de conocimientos asociados al CK y al PCK. En
cuanto al CK, distinguen: conocimiento comun del contenido (CCK) y conocimiento
especializado del contenido (SCK). En cuanto al PCK, distinguen: conocimiento del
contenido y los estudiantes (KCS), Conocimiento del contenido y de la ensenanza (KCT) y
Conocimiento del curriculum. Ma (1999), alineada con la conceptualizacion de Shulman
(1986), considera que es deseable que los profesores posean un conocimiento profundo del
curriculo escolar, conceptual e interconectado. En su estudio, el conocimiento profundo de

los profesores chinos se muestra habilitador del PCK.

Parte de los esfuerzos que realizan los investigadores en la modelacion de los conocimientos
necesarios para la enseflanza de la matematica comprende la elaboracion de instrumentos
validos, para medir ese conocimiento en los profesores. Hill et al. (2005) son pioneros en
medir el conocimiento matematico utilizado al ensear, por medio de pruebas, y su efecto en
los logros de aprendizaje de los estudiantes. Con posterioridad al trabajo de Hill et al. (2005),

algunos investigadores han estimado el efecto tanto del CK como el PCK de los profesores
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sobre los logros de aprendizaje de los alumnos en matematicas (Baumert et al., 2010; Carnoy
y Arends, 2012; Cueto et al., 2017; Marshall et al., 2009; Marshall y Sorto, 2012; Metzler y
Woessman, 2012; Olfos et al., 2014; Tchoshanov, 2011; Tchoshanov et al., 2017). En
general, estos estudios han abordado una amplia gama de temas matematicos, sin centrarse
en un tema en particular. Desde la perspectiva de lo especifico, el presente estudio explora el
efecto del conocimiento del profesor sobre el conocimiento del alumno, centrandose en la

conceptualizacion de las fracciones.

A partir del modelo MKT (Ball et al., 2008) y la revision de literatura sobre el conocimiento
del profesor para ensefiar matematicas, en el presente trabajo de tesis se construye un marco
conceptual, constituido por el constructo conocimiento profundo de las fracciones y por el
constructo conocimiento sobre la ensefianza de las fracciones. El primero, conocimiento
profundo, se desprende del SCK, y el segundo, conocimiento sobre la enseianza se desprende
del KCS y KCT. La autora de la presente tesis propone el constructo “conocimiento profundo
de las fracciones” como un conocimiento conceptual y conectado (Ma, 2010; Tchoshanov.,

2011; Tchoshanov et al., 2017).

En cuanto al conocimiento profundo de las fracciones el modelo abarca los cuatro
significados de la fraccion: parte todo, cociente, operador y medida (Behr et al., 1983;
Charalambous y Pitta-Pantazi, 2007; Gallardo et al., 2008; Kieren, 1976, 1993). En cuanto
al “conocimiento sobre la ensefianza de las fracciones” el modelo abarca el conocimiento
del profesor sobre conocimientos adquiridos por los alumnos, sus errores, dificultades y
estrategias, ademas de la orientacion del profesor en tanto es mas o menos constructivista

(Hill et al., 2008; Olfos et al., 2014).
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Cuatro estudios sobre las fracciones

Introduccion a los cuatro Estudios

Los bajos niveles de logros alcanzados por estudiantes chilenos tanto en pruebas nacionales
como internacionales (MINEDUC, 2017) constituyen un desafio para que los investigadores
logren esclarecer qué factores inciden en el éxito de los estudiantes en matematicas. Aunque
internacionalmente se reconoce que un factor clave lo constituye el conocimiento del
profesor, aun se mantiene en discusion la identificacion de ese conocimiento. Asi, el presente
trabajo de tesis doctoral emerge frente a la problematica de identificar qué conocimientos

matematicos y didacticos requiere un profesor para realizar una ensefianza efectiva.

Shulman (1986) introdujo por primera vez tipologias de conocimiento del profesor
requeridos para enseflar: CK, PCK y conocimiento curricular. Con posterioridad al trabajo
de Shulman (1986), en el campo de la educacion matematica, varios investigadores han
presentado diversas conceptualizaciones acerca de los conocimientos requeridos para la
ensefnanza (Ball et al., 2008; Hill et al., 2008; Ma, 1999; Tchoshanov et al., 2017). Tomando
como sustento estas investigaciones y en base al modelo MKT de Ball et al. (2008) y Hill et

al. (2008) se construye el marco conceptual para el estudio (seccion 2.3, capitulo 2).

En el marco conceptual del estudio se presentan dos tipos de conocimiento del profesor: “el
conocimiento profundo” y “el conocimiento sobre la ensefianza” centrado en las fracciones.
La literatura muestra que las fracciones son un tema relevante, ademas es un tema
especializado que no se aprende en la vida cotidiana. Su tratamiento depende del curriculo y

se aprende o no se aprende, segin lo ensefie 0 no lo ensefie el profesor. Por ende, el
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conocimiento del profesor ocupa un lugar importante en el proceso de ensefianza y

aprendizaje de las fracciones.

El objetivo del trabajo de tesis doctoral es determinar en qué medida el conocimiento
profundo y el conocimiento sobre la ensefanza del profesor, se constituyen en variables
explicativas del aprendizaje del alumno en fracciones. Para cumplir con este objetivo, un
primer paso consistio en elaborar instrumentos validos y confiables que midan el
conocimiento del profesor y el aprendizaje del alumno en los temas mencionados. Para la
elaboracién de estos instrumentos se utilizaron de base las preguntas de dos pruebas
previamente elaboradas, en el contexto del trabajo de tesis de magister en didactica de la
matematica (Rodriguez, 2012). Algunas preguntas de las pruebas (Rodriguez, 2012) se
modificaron y administraron a grupos de profesores con el proposito de mejorar las
propiedades de los instrumentos. Finalmente se logra construir dos instrumentos validos y
confiables. Este estudio de los instrumentos corresponde al ESTUDIO 1 de esta tesis

doctoral.

Un segundo paso para cumplir con el objetivo de la tesis consistio en establecer un nivel de
asociacion entre el aprendizaje del alumno y del profesor. Para ello, la autora de la presente
tesis elabora un instrumento con validez y confiabilidad aceptable para medir el aprendizaje
de los alumnos en fracciones enmarcado en el curriculo de 4° basico (Rodriguez y Navarrete,
2020). Luego se administran los respectivos instrumentos tanto para los alumnos como para
sus profesores. En este estudio se aplico pretest y postest a los alumnos, utilizando el postest
como variable dependiente. Los datos se analizan utilizando modelos multinivel. Los

resultados muestran que el conocimiento del profesor, solo o en combinacién con otros
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factores, explica alrededor del 10% de la variabilidad en el postest de los alumnos, con una

significacion del 10% (ESTUDIO 2).

Considerando que en el ESTUDIO 2, el conocimiento del profesor no alcanzd una
significacion estadistica al 5%, se opto por una estrategia utilizada en la literatura (Mullens
et al., 1996), que substrae el puntaje del pretest al postest de cada alumno y asi proporciona
una puntuaciéon de ganancia o avance de aprendizaje, que se convierte en la variable
dependiente en los analisis de regresion subsiguientes. La principal ventaja de utilizar
puntuaciones de avance es que son estimaciones imparciales del crecimiento académico de
los alumnos. Con este nuevo disefio y una ampliacion de la muestra, la autora realiza el tercer
estudio (ESTUDIO 3), posteriormente los datos son analizados utilizando modelos
multinivel. Los resultados indican que, de la variabilidad observada en la conceptualizacion
de las fracciones por los alumnos, el 76% se podria atribuir al conocimiento previo de los
alumnos y del 24% restante a las variables a nivel de la escuela. La varianza entre las escuelas

estaria explicada en un 26% por el conocimiento del profesor, con una significacion al 5%.

El “conocimiento profundo” y el “conocimiento sobre la ensefianza” fueron tratadas como
una sola covariable en los estudios 2 y 3 debido a que por si solas no tenian suficiente
significacion estadistica. La autora decide realizar un cuarto estudio (ESTUDIO 4) en el que
se tratan las variables “conocimiento profundo” y “conocimiento sobre la ensefianza” de
manera independiente. Los resultados de los andlisis de regresion muestran que el efecto

conocimiento profundo del profesor es significativo en el aprendizaje del alumno (p=0.001).

El primer estudio se publica en enero del afio 2018 en la Revista Electronica de Investigacion
Educativa (Scopus). El segundo estudio, fue aceptado en la Revista Cultura y Educacion

(WOS). En el afio 2017, el tercer estudio pasoé al proceso de revision por pares en la Revista
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de Investigacion Educativa (Scopus), pero no fue aceptado para su publicacion debido a que
los revisores de la revista consideraron que era necesario ampliar la muestra de profesores.
El cuarto estudio fue aceptado en la Revista Electronica de Investigacion Educativa (Scopus)
para ser publicado en el volumen 22(1), enero-marzo de 2020. A continuacion se presentan

los cuatro estudios.
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Estudio 1: Instrumentos consistentes para la ensefianza de las fracciones en 4° grado
Resumen

En Chile y, en general, para todos los sistemas educativos del mundo es conveniente disponer
de instrumentos consistentes que midan los conocimientos que requiere un profesor para
lograr que sus alumnos aprendan; instrumentos utiles para la formacion inicial y continua del
profesorado. El propoésito de este estudio consistio en elaborar dos instrumentos consistentes,
uno sobre el conocimiento profundo del profesor acerca de las fracciones y otro sobre el saber
del profesor acerca del conocimiento que el alumno pone en juego al conceptualizar las
fracciones en 4° grado. Los instrumentos fueron aplicados en dos oportunidades a grupos de
30 profesores de primaria y una vez a 20 estudiantes de la carrera de Pedagogia en
Matematicas. Tras los respectivos procedimientos psicométricos se obtuvieron dos
instrumentos, de 12 y 10 preguntas, con una consistencia interna de 0.74 y 0.75 alfa de

Cronbach.
Palabras clave: Fracciones, validacion de instrumentos, ensefianza de las Matematicas.
1. Introduccion

En el informe de la Organizacion de las Naciones Unidas para la Educacion, la Ciencia y la
Cultura (UNESCO, 2012) se declara que los profesores son la clave para el desarrollo
sostenible de la educacion. Diversas investigaciones han puesto de manifiesto la relevancia
de la calidad de los profesores respecto a los resultados de aprendizaje de los alumnos
(Eurydice, 2013).

El estudio Teacher Education Study in Mathematics (TEDS-M) revela que Chile no esta

preparando a sus futuros profesores de educacidon primaria para ensefiar matematicas.
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Algunos factores que pueden explicar esos resultados son la insuficiencia de conocimientos

matematicos adquiridos en la ensefianza media (Avalos y Matus, 2010).

En Chile, a los profesores noveles se les estdn haciendo evaluaciones masivas que miden
conocimientos disciplinarios y didacticos, pero se requieren instrumentos consistentes para
la evaluacion del profesorado. Considerando los recientes hallazgos internacionales —que
coinciden en identificar al profesor como el principal factor para el mejoramiento en la
calidad de la educacion (Bruns y Luque, 2014; UNESCO, 2012), y la necesidad de disponer
de instrumentos de calidad que midan los conocimientos del profesorado— esta investigacion
tuvo por objetivo elaborar dos instrumentos consistentes sobre el conocimiento del profesor

acerca de la ensefanza de las fracciones en 4° grado.

Shulman (1986) es precursor en identificar el conocimiento que requiere un profesor para
ensefar un contenido, al que denomina “conocimiento pedagogico del contenido” (CPC),
reconociéndolo como “la forma particular del conocimiento que incorpora el aspecto del
contenido que guarda mas relacion con la ensefianza”. Asi, desde que Shulman identificara
el CPC, en las ultimas tres décadas diversos investigadores han contribuido a precisar el
dominio de los contenidos requeridos para ensefiar matematicas (Ball, 1990; Ball, 2000; Ball,
Hill y Bass, 2005; Ball, Thames y Phelps, 2008; Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-
Catalan, 2013; Hill y Ball, 2004; Hill, Ball y Schilling, 2008; Krauss, 2007; Ma, 1999;

Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005).

Este estudio se bas6 en dos subdominios de conocimientos del modelo Mathematical
Knowledge for Teaching (MKT) (Ball et al., 2008): uno es el conocimiento especializado del
contenido y otro es el conocimiento del contenido y de los estudiantes, especificamente se

analiz6 el conocimiento matematico para la ensefianza.
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Parece ser evidente que un profesor debe manejar los conocimientos que ensefia; sin
embargo, hay investigaciones que ponen de manifiesto la insuficiencia en temas elementales
para la ensefanza de las matematicas (Ball 1990; Ma, 2010; Sorto, Marshall, Luschei y

Carnoy, 2009).

Mediante un estudio de corte cualitativo, Ma (1999) compard6 el conocimiento que ponen en
juego en la tarea de ensefiar profesores estadounidenses y profesores chinos. Ma analiza el
tipo de comprension que distingue a los dos grupos de profesores: uno es procedimental, es
decir, saber como realizar un algoritmo, y el otro es conceptual, es decir, saber por qué tiene

sentido matematicamente realizar ese algoritmo.

Segin Ma (1999), corroborado por MT21 (2007), un factor clave para otorgar educacion
matematica de calidad es un conocimiento profundo del contenido matematico por parte del
profesor. Para promover el aprendizaje de las matematicas los profesores deben tener una
comprension profunda de las matematicas fundamentales (CPMF). En este estudio
adaptamos las caracteristicas de CPMF de Ma (2010) y presentamos las categorias del

conocimiento profundo de las fracciones (Cprofu-f):

1) Conectividad. El profesor realiza conexiones explicitas entre los conceptos y los
procedimientos matematicos. Por ejemplo, propone ordenar fracciones en la recta
numérica.

2) Multiples perspectivas. El profesor aprecia varios enfoques para una solucion, y puede
dar explicaciones matematicas para esos enfoques. Los profesores muestran una
comprension flexible de las fracciones, por ejemplo, presentan diversas representaciones

en contextos discretos y/o continuos.
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3) Ideas basicas. El profesor es consciente de los conceptos y principios matematicos. Los
profesores tienden a repasar y reforzar estas ideas basicas. Por ejemplo, plantea
situaciones de fracciones en que la unidad difiere de 1.

4) Coherencia longitudinal. El profesor muestra una comprension fundamental del curriculo
escolar, da oportunidad de repasar conceptos previos y sentar las bases de un concepto
que serd aprendido en el futuro. Por ejemplo, comprende la importancia de la propiedad

de densidad en los nameros reales.

En este estudio se aborda particularmente la ensefianza de las fracciones, tema recurrente en
los niveles escolares primario a terciario, central en el desarrollo del pensamiento
proporcional, y en el estudio de los nimeros racionales, los porcentajes, los decimales y las

razones (Cortina, Cardoso y Zuniga, 2012).

Las fracciones son dificiles de aprender y de ensefar, su complejidad ha llevado a muchas
investigaciones (Behr, Harel, Post y Lesh, 1993; Block y Solares, 2001; Carpenter, Fennema
y Romberg, 1993; Fandifio, 2009; Freundenthal, 1983; Kieren, 1993; Rojas, Flores y Carrillo,
2011; Salazar, Martinic y Maz, 2011; Streefland, 1991; Valdemoros, 2010). Las fracciones
se asocian a diversas situaciones y toman distintos significados, por ejemplo, parte-todo,
cociente, medida, razon y operador, lo que las ubica en un contexto de aprendizaje complejo
que demanda altas exigencias cognitivas para su conceptualizacion (Gallardo, Gonzalez y
Quispe, 2008).

El conocimiento que el profesor alcanza respecto a la relacion de los alumnos con el
contenido, es decir, errores, dificultades y estrategias utilizadas por los estudiantes, es uno de

las componentes del conocimiento didactico del profesor. Este conocimiento docente
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considera como los alumnos razonan y aprenden un contenido en particular (Artigue,

Douady, Moreno y Gémez, 1995; Carrillo et al., 2013; Hill et al., 2008).

Con base en la investigacion de Hill et al. (2008), en este estudio las caracteristicas del saber
del profesor acerca del conocimiento que el alumno pone en juego al conceptualizar las

fracciones (Cconceptua-F) son las siguientes:

1) Conocimiento de errores comunes de los alumnos: El profesor identifica y obtiene

explicaciones de los errores de los alumnos, advierte que los errores surgen del contenido.

2) Conocimiento de las dificultades de los alumnos: El profesor identifica y comprende

cudles son las dificultades o barreras mas frecuentes de los alumnos y que inducen al error.

3) Conocimientos adquiridos por los alumnos: El profesor conoce las conceptualizaciones y
los conocimientos previos adquiridos del alumno; por ejemplo, el profesor sabe lo que son

capaces de hacer los estudiantes de tercer grado.

4) Estrategias usadas por los alumnos: El profesor estd familiarizado con las posibles

soluciones que utilizaran sus alumnos al resolver una cuestion matematica.
1.1 Marco conceptual para la construccion de los instrumentos

En la presente investigacion utilizamos nociones del modelo del conocimiento para la
enseflanza de matematicas propuesto por Hill et al. (2008), enriquecido con las ideas de Ma
(1999). Las dimensiones del marco conceptual se declaran en los siguientes términos (ver
figura 49); se operacionaliza el conocimiento profundo de las fracciones presentes en el
curriculo y para conceptualizar la dimension Cprofu-F utilizaremos las caracteristicas del
conocimiento del profesor respecto a la conectividad, multiples perspectivas, ideas basicas y

coherencia longitudinal. Ademads, se operacionaliza el conocimiento del profesor acerca del

152



saber del alumno Cconceptua-F, en cuanto los conocimientos adquiridos, a las dificultades,

errores, estrategias usuales en el tema de las fracciones y el conocimiento del curriculo.

onectividad
multiples perspectivas
ideas hasicas

oherencia longitudinal

Cprofu-F

__conocimientos adquiridos
Cconceptua-F ificultades

ITOTes COMunes
sirategias usuale:

Figura 49. Esquema del marco conceptual.

2. Método

Este estudio se circunscribe al contenido de las fracciones seglin lo que establece el curriculo

chileno en el Programa de Estudio de 4° grado (Mineduc, 2003). En la tabla 5 se observa que

tales contenidos estan presentes en la construccion de las preguntas de los instrumentos,

proveyendo validez de contenido.

Tabla 5

Contenidos minimos obligatorios para fracciones 4° grado*
Contenidos del Programa 4° grado Test Cprofu-F Test Cconceptua-F
Unidad fracciones N° Pregunta N° Pregunta
Situaciones de reparto equitativo 11-12 2-9
Lectura y escritura de fracciones 4-5 6-7
Familias de fracciones de igual valor 9-10 3-8
Ubicacion de fracciones mayores que la 3 10
unidad en la recta numérica
Uso de fracciones para precisar la 6-7-8 1
descripcion de la realidad
Total 12 10

*Fuente: Mineduc (2003).
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El instrumento para medir el Cprofu-F contiene preguntas referidas a las cuatro categorias

(ver tabla 6). Lo que ofrece validez de contenido del instrumento en relacion al constructo

Cprofu-F.
Tabla 6
Categorias contenidas en el instrumento sobre el Cprofu-F de los profesores
Cprofu-F N° Pregunta
Conectividad 1-2-3
Multiples Perspectivas 6-9-10
Ideas basicas 4-5-11-12
Coherencia Longitudinal 7-8

El instrumento para medir el Cconceptua-F contiene preguntas referidas a las cuatro
categorias (ver tabla 7), lo que ofrece validez de contenido al instrumento en relacion al

constructo Cconceptua-F.

Tabla 7
Categorias Cconceptua-F contenidas en el instrumento sobre el Cconceptua-F de los profesores
Cconceptua-F N° Pregunta
Conocimientos Adquiridos 1-2-3
Dificultades mas frecuentes de los alumnos 6-9-10
Errores posibles de los alumnos 4-5-11-12
Estrategias usuales de los alumnos 7-8

2.1 Etapas y procedimientos

Para analizar el grado de dificultad y discriminacion de las preguntas se utilizaron los
parametros establecidos para la aceptacion de preguntas, planteados por Guilford (1975)
donde el rango aceptable para el indice de dificultad oscila entre 0.2 y 0.85, y en el caso de
la discriminacion se asume un indice minimo de 0.3. También consideramos a Backhoff,
Larrazolo y Rosas (2000), quienes clasifican las preguntas segun su nivel de dificultad,
agrupandolas como “altamente dificiles” (<0.32); “medianamente dificiles” (0.33 a 0.52);

“de dificultad media” (0.53 a 0.73); “medianamente faciles” (0.74 a 0.86); y “altamente
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faciles” (> 0.86). Backhoff et al. (2000) sehalan que entre mas alto es el indice de

discriminacion, la pregunta diferenciara mejor a las personas con altas y bajas calificaciones.

la. etapa: Eleccién de un instrumento desarrollado y probado. Se comenzd con un
instrumento que constaba de 37 preguntas relativas al conocimiento matematico y didactico
sobre fracciones (Olfos, Guzman y Galbiati, 2010). Del total de preguntas de ese instrumento
se eligieron 23 preguntas pertinentes para la investigacion, posteriormente se analizaron en

funcién de sus indices de discriminacion y de dificultad, y se mejoro su redaccion.

2a. etapa: Revision y redaccion de preguntas Cprofu-F. De las 23 preguntas elegidas, se
consideran 10 preguntas relativas al conocimiento del profesor acerca de las fracciones, 4 de
las preguntas no fueron modificadas y 6 fueron adaptadas. Se agregaron 4 preguntas con el
propodsito de cubrir contenidos del curriculo. Las preguntas se aparearon para medir lo

mismo, esto permiti6 construir el instrumento Cprofu-F con 14 preguntas.

3a. etapa: Construccién y redaccién de preguntas de Cconceptua-F. De las 23 preguntas
seleccionadas, se eligieron 13 preguntas relativas al conocimiento del profesor respecto del
saber del alumno, las cuales se agruparon de diversas formas para ver cual de ellas presentaba
mejor indice de discriminacion y dificultad. Finalmente se eligieron 6 preguntas que fueron
modificadas, luego se duplicaron las preguntas para medir lo mismo, se revis6 la redaccion
y los distractores. Esto permitio construir el instrumento final Cconceptua-F constituido por

10 preguntas.

4a. Etapa: Primera aplicacion del instrumento Cprofu-F y Cconceptua-F. El instrumento
Cprofu-F fue respondido por 30 profesores de primaria y el instrumento Cconceptua-F fue

respondido por 27 de los 30 profesores de primaria.
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5a. Etapa: Modificacion del instrumento Cconceptua-F. La consistencia de Cprofu-F fue
aceptable, no asi la de Cconceptua-F, por lo que se examinaron y mejoraron los enunciados

de las preguntas.

6a. Etapa: Segunda aplicacién de los instrumentos Cprofu-F y Cconceptua-F. Los
instrumentos se aplicaron a 30 profesores de primaria y posteriormente a 20 estudiantes de
la carrera de pedagogia en matematica.

3. Resultados

Se obtuvo un instrumento Cprofu-F con una confiabilidad aceptable, estimada con el
coeficiente alfa de Cronbach 0.74 y un instrumento Cconceptua-F con una confiabilidad
también aceptable, estimada con el 0.75. En la tabla 8 se muestran los indices de dificultad y

discriminacion de los instrumentos Cprofu-F y Cconceptua-F.

Tabla 8
indices de discriminacion y dificultad de los instrumentos Cprofu-F y Cconceptua-F
Pregunta Indice de Indice de Pregunta Indice de Indice de
Cprofu-F dificultad discriminacion Cconceptua-F dificultad discriminacion
1 0.9 0.4 1 0.8 0.2
2 0.7 0.3 2 0.6 0.4
3 0.6 0.9 3 0.7 0.4
4 0.7 0.6 4 0.4 0.6
5 0.8 0.5 5 0.6 0.7
6 0.6 0.8 6 0.7 0.7
7 0.8 0.4 7 0.7 0.6
8 0.8 0.3 8 0.5 0.8
9 0.8 0.3 9 0.5 0.9
10 0.8 0.4 10 0.7 0.8
11 0.8 0.4
12 0.8 0.5

Con el fin de ilustrar el contenido de los instrumentos se presenta una pregunta de Cprofu-F

y una pregunta de Cconceptua-F.
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La pregunta 7 del instrumento Cprofu-F (ver tabla 9) se relaciona con la categoria coherencia
longitudinal, en la cual la respuesta del profesor debe reflejar que no sélo sabe lo que ensefia
en cierto nivel, sino que maneja un conocimiento de todo el curriculo. El profesor que

responde que muchas fracciones cumplen esa condicion, sabe que Q es denso en R.

Tabla 9
Pregunta 7 Cprofu-F
Juan busca una fraccion entre 7/8 y 1, ;qué frase es correcta?

. No la encontrara, puesto que 8/8 es igual a 1.

. Sélo es posible encontrar una fraccion entre esos nimeros.
. Muchas fracciones cumplen esa condicion.

. Ninguna de las anteriores.

o o ®

o

Respuesta correcta: c. Categoria: Coherencia Longitudinal

La pregunta 10 del instrumento Cconceptua-F (ver tabla 10), corresponde a la categoria
conocimiento del profesor sobre las dificultades frecuentes de los alumnos. La respuesta
correcta del profesor se basa en su conocimiento para comprender la dificultad comun que
presentan los alumnos en este tipo de preguntas. La literatura advierte que los nifios no
siempre comprenden la representacion de las fracciones en la recta numérica. El profesor que
responde correctamente se da cuenta que el entero es dos, y que el alumno usualmente no ve

dos enteros.
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Tabla 10
Pregunta 10 Cconceptua-F

Aqui hay dos segmentos de recta numérica de 2 unidades de longitud cada una. En cada segmento las
distancias entre las marcas son iguales. La profesora solicito escribir la fraccion representada por la letra B.
Algunos alumnos escribieron 3/4. Ello puede deberse principalmente a que:

a.3/4 de 2 es 3/2.

b. La ubicacion de A corresponde a 1.

c. B esta ubicado en las tres cuartas parte del segmento de recta dibujado.
d. No me parece clara la pregunta.

Respuesta correcta: ¢. Categoria: Dificultades mas frecuentes de los alumnos

4. Discusion y conclusiones del estudio 1

El estudio se enfoco en la construccion de dos instrumentos consistentes, uno que evalta el
conocimiento profundo del contenido acerca de las fracciones enmarcado en el curriculo,
Cprofu-F, y otro que evalta el saber del profesor respecto al conocimiento que el alumno

pone en juego al conceptualizar las fracciones en 4° basico, Cconceptua-F.

El andlisis de los indices de dificultad y discriminacion, ademas de la revision de los
distractores y de la redaccion de las preguntas del instrumento inicial (Olfos et al., 2010)
permitieron dilucidar que las preguntas referentes al conocimiento del contenido que
presentaban mejores indices de dificultad y discriminacidon median un conocimiento
matematico que difiere en ciertos aspectos al presentado en otras investigaciones
relacionadas con el tema. Por ejemplo, Ball et al. (2008) utilizan la expresion “conocimiento
matematico” para ensefiar, distinguiendo las componentes, “conocimiento del contenido

comun” (CCK) y “conocimiento del contenido especifico” (SCK). Si el profesor reconoce
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una respuesta incorrecta es el CCK, mientras que dimensionar la naturaleza del error es el

SCK, si el profesor se basa principalmente en su conocimiento matematico.

El instrumento inicial del proyecto FONIDE (Fondo de Investigaciéon y Desarrollo en
Educacion) presentaba preguntas que median las componentes del CCK y del SCK
propuestos por Ball (2008), estas preguntas presentaban grados de dificultad y discriminacion
aceptable, pero ademas advertimos que aquellas preguntas que presentaban mejores indices
de dificultad y de discriminacion median un conocimiento matematico del profesor que se
aproximaba mas a la idea de comprension profunda de las matematicas fundamentales de Ma
(2010). Asumimos que este saber del profesor es un tipo “especial” de conocimiento
matematico para la ensefianza, que denominamos “conocimiento profundo”, y supusimos

que este conocimiento se podia evaluar confiablemente.

Al analizar las preguntas Cconceptua-F del instrumento inicial FONIDE, advertimos que las
que mejor discriminaban eran aquellas que median el conocimiento profundo referente a la
comprension conceptual del profesor, estos hallazgos nos condujeron a elaborar un esquema
del marco conceptual en base a los objetivos presentados. En este estudio se presenta un
esquema que difiere en parte del modelo matematico para la ensenanza de Hill et al. (2008),
asumimos que el Cconceptua-F estd contenido en el CPC, y este a su vez esta contenido
dentro del Cprofu-F, lo que es consistente con las ideas de Shulman (1986), que ubica el CPC
entre el conocimiento del contenido y el conocimiento pedagdgico. Hill et al. (2008)
diferencian el conocimiento del contenido, del conocimiento pedagdgico del contenido. El

conocimiento de los estudiantes y el contenido (KCS), se encuentra dentro del CPC.

La construccion del esquema del marco conceptual, ademas de las investigaciones expuestas

en este trabajo, permitio construir las preguntas de los instrumentos Cprofu-F y Cconceptua-
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F. El instrumento Cprofu-F mostré confiabilidad aceptable en las tres aplicaciones, por lo
que no fue modificado. Este resultado se acerca a los resultados de Ball (2008), que logrd

medir con éxito el conocimiento matematico para ensefiar.

El andlisis de la confiabilidad de la primera version del instrumento Cconceptua-F, no era
aceptable (alfa de Cronbach 0.6), como ocurre en otros estudios que declaran que el
Cconceptua-F es una componente que resulta dificil medir. Por ejemplo, Ball y su grupo de
investigacion no lograron las propiedades sicométricas aceptables para medir el
conocimiento de los estudiantes y el contenido (alfa de Cronbach 0.5). Al reflexionar respecto
a las preguntas que presentaban mejor grado de dificultad y discriminacion, advertimos que
ademas de medir Cconceptua-F estas median conocimiento profundo, lo que incidié en la
adopcion del marco conceptual esquematizado en la figura 49, y consecuentemente, en la

reformulacion de las preguntas del Cconceptua-F.

En sintesis, se evalua las dimensiones Cprofu-F y Cconceptua-F, conformando dos
instrumentos con validez de contenido y confiabilidad aceptable. El trabajo de validacion
presenta definicion conceptual para medir el constructo, mostramos tres tablas de
especificaciones que proporcionan validez de contenido a ambos instrumentos. Cabe hacer
notar que estos instrumentos tienen validez tedrica y permiten identificar cudl es el nivel de
conocimiento de un profesor. Se postula que este es el conocimiento que requiere para
ensefar. Pero no hay evidencias de que este conocimiento sea una condicion necesaria o
suficiente para favorecer los aprendizajes de los estudiantes o al menos llevar adelante una
instruccion de calidad. En este sentido, emerge el desafio de recabar evidencias al respecto,

ambito de investigacion al que se abren los resultados de este estudio.
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Los antecedentes del Estudio 1 se encuentran en tesis de magister (Rodriguez, 2012). Con
posterioridad a este estudio, los instrumentos se refinaron. El instrumento “conocimiento
profundo” no se modificé para el trabajo de tesis doctoral. El instrumento “el saber del
profesor acerca del conocimiento que el alumno pone en juego al conceptualizar las
fracciones en 4° grado” se modificd levemente y se agregd la componente “orientacion
constructivista”, dicha componente se muestra como un factor que se asocia con el
aprendizaje del estudiante (Olfos et al., 2014). En el presente trabajo de tesis doctoral el

instrumento modificado se denomina “conocimiento sobre la ensefianza”.

Los instrumentos “conocimiento profundo” y “conocimiento sobre la ensefianza” fueron
administrados a una muestra de 62 profesores de cuarto basico de 60 escuelas de la ciudad
de La Serena correspondiente al 66% de la poblacion de profesores de cuarto basico de la
ciudad de La Serena en el ano 2015. La participacion de los profesores fue voluntaria. Ambos

instrumentos mostraron una confiabilidad aceptable (> 0.7).
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Estudio 2: Contribucion del conocimiento del profesor al conocimiento del alumno en

matematicas
Resumen

El objetivo de este estudio es establecer en qué medida el conocimiento del profesor, en
asociacion con el nivel socioeconomico de la escuela, los conocimientos previos de los
alumnos y el nivel de conocimientos en matematicas que se alcanza en las escuelas,
contribuye al conocimiento que alcanzan los alumnos en la conceptualizacion de las
fracciones en cuarto grado. Se obtuvo informacion de 328 alumnos de 4° grado de 9 escuelas
y de sus respectivos profesores de matematicas. Los resultados revelan que, de la variabilidad
observada en la conceptualizacion de las fracciones, el 77% se podria atribuir a las variables
de nivel del alumno mientras que el 23% restante a las variables de nivel de la escuela. El
38% de la varianza intra-escuela se explicaria por los conocimientos previos de los alumnos,
y practicamente toda la varianza entre-escuelas estaria explicada por el nivel académico de
la escuela o bien en un 32% por el nivel socioecondmico de la escuela. El conocimiento del
profesor, solo o en combinacidon con otros factores, explica alrededor del 10% con una

significacion del 10%.
Palabras clave: Fracciones, Conocimiento del profesor, anélisis multinivel.
1. Introduccion

Las diferencias en los niveles de logros alcanzados por distintos paises en las pruebas de
matematicas TIMSS y PISA han abierto nuevas interrogantes sobre los factores que
explicarian tales diferencias. Los conocimientos previos y las habilidades de los alumnos
explican en parte la variabilidad en el aula, pero ello no explica las diferencias entre escuelas

0 mas aun, entre paises. Otra variable que explica las diferencias de logro en matematicas es
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el capital cultural o el nivel socioeconémico de la familia del alumno (OCDE, 2016). Pero
ello, como se observa en TIMSS y PISA, no explica que China o Finlandia tengan mejores
resultados que Alemania o EEUU. Otros factores que explican los logros del alumno son el
ambiente de aprendizaje en la escuela, el liderazgo del director y, los resultados de la escuela

en evaluaciones nacionales (Printy, 2010).

El conocimiento que el profesor requiere para ensefiar matematicas y lograr que sus alumnos
aprendan, efectivamente, esta asociado al nivel de conocimiento que alcanzan los alumnos.
En el estudio PISA (OCDE, 2016) se informa que algunos paises que han reducido su
porcentaje de alumnos con bajo rendimiento se benefician de profesores mas cualificados.
En el informe de la Organizacion de las Naciones Unidas para la Educacion, la ciencia y la
Cultura (UNESCO, 2012) se declara que los profesores son la clave para el desarrollo
sostenible de la educacion y que constituyen el principal reto para una educacion de calidad
para todos. Diversas investigaciones han puesto de manifiesto la relevancia de la calidad de
los profesores respecto de los resultados de aprendizaje de los alumnos (Eurydice, 2013;

OECD, 2009).

Shulman (1986) es pionero en distinguir categorias de contenidos, enfocadas en los
conocimientos que desarrollan los profesores para ensefiar, ¢l distingue el conocimiento del
contenido (CC), conocimiento pedagogico del contenido (CPC) y conocimiento curricular.
De estas tres categorias, el CPC ha captado un alto interés por los investigadores. Shulman
(1986, p. 9) identifica el CPC como “la forma particular del conocimiento que incorpora los
aspectos del contenido mas pertinentes a su ensefianza”; y posteriormente Shulman (1987, p.
8), lo identifica como “esa amalgama especial de contenido y pedagogia que es el campo

propio de los profesores, su forma especial de comprension profesional”.
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En 1987 Shulman hace referencia a siete tipos de conocimientos, a saber: CC, conocimiento
pedagogico general, conocimiento curricular, CPC, conocimiento de los aprendices y de sus
caracteristicas, conocimiento del contexto educativo, y conocimiento de los fines educativos.
Categorizacion que desafié a varios investigadores a proponer otras tipologias y a precisar
los dominios asociados a los conocimientos que desarrollan los docentes al ensefiar
matematicas (Ball, 1990; Ball, 2000; Ball, Hill y Bass, 2005; Ball, Thames y Phelps, 2008;
Hill y Ball, 2004; Hill, Rowan y Ball, 2005; Hill, Ball y Schilling, 2008; Krauss, 2007,

Krauss, Baumert y Blum, 2008; Ma, 1999).

Por su parte, Ma (1999) evidencia que los profesores chinos del nivel primario disponen de
un conocimiento profundo y sustancial del contenido matematico, claramente mayor que el
de profesores de nivel primario norteamericanos; esto es, una Comprension Profunda de las
Matematicas Fundamentales, que contribuiria a explicar el éxito de los estudiantes chinos
sobre los estudiantes norteamericanos en las pruebas internacionales. Esta concepcion acerca
de la relevancia del conocimiento matematico del profesor en los logros de sus alumnos ha

sido corroborada en otros estudios (Schmidt, Blomeke y Tatto, 2011).

Ball et al. (2005), sustentados en varios estudios de caso, distinguen cuatro categorias de
conocimiento en el profesor, a saber, el conocimiento del contenido comun, el conocimiento
especializado del contenido, el conocimiento de los alumnos y el contenido, y el
conocimiento de la ensefianza y el contenido. Posteriormente Ball et al. (2008) sefialan que
el CPC de los profesores es un predictor significativo de los logros de aprendizaje matematico
de los alumnos, y presentan el modelo Conocimiento Matematico para la Ensefianza con tres
categorias asociadas al CPC y tres al CC. Las categorias asociadas al CPC son: conocimiento

del contenido y de los estudiantes, conocimiento del contenido y de la ensefianza, y
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conocimiento del curriculum. Las categorias asociadas al contenido matematico son:
conocimiento comun del contenido, conocimiento especializado del contenido y

conocimiento del horizonte matematico.

Asociado a estos avances en la literatura, Rodriguez (2012) construye instrumentos para
medir dos tipos de conocimientos del profesor de primaria, centrado en el contenido de las
fracciones; a saber, el conocimiento profundo de las fracciones y el conocimiento sobre la
ensefianza de las fracciones. Olfos, Goldrine y Estrella (2014) publican un estudio sobre la
relacion entre el CPC del profesor y su relacion con el conocimiento del alumno. Dado que
el conocimiento del alumno sobre las fracciones estd asociado al aprendizaje del algebra y al
éxito en matematicas superiores el tema tiene impacto en la formacion cientifica de los

jovenes (Siegler et al., 2012; Torbeyns, Schneider, Xin, y Siegler, 2015).

El presente trabajo se suma a un grupo de investigaciones que estudia la relacion entre el
conocimiento de los profesores y el rendimiento de los estudiantes (Baumert et al., 2010;
Harbison y Hanushek, 1992; Hill et al., 2005). El objetivo de la presente investigacion es
establecer en qué medida el conocimiento del profesor, en asociacion con el nivel
socioeconomico (NSE) de la escuela, los conocimientos previos de los alumnos y el nivel de
conocimientos en matematicas que se alcanza en las escuelas, contribuye al conocimiento
que alcanzan los alumnos en la conceptualizacion de las fracciones en cuarto grado. Asi este
estudio expo-facto con pre y post test, bajo un modelo multinivel, siguiendo la metodologia
expuesta por Pardo, Ruiz y San Martin (2007), se explora el conocimiento del profesor como

factor explicativo del conocimiento del alumno en fracciones.
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2. Método
2.1 Participantes

En este estudio participaron 328 estudiantes de 4to basico ubicados en 13 aulas atendidas por
9 profesores de 9 establecimientos escolares, 3 municipales y 6 subvencionados,
proporcional a la cantidad de estos tipos de escuelas en la ciudad de La Serena; cercano al
10% de la poblacion de establecimientos. Los grupos se obtuvieron de un muestreo
proporcional, con participacion voluntaria y corresponden a un grupo de escuelas que dista
en 'z desviacion estdndar de la media poblacional (Sig< .01). Los 9 establecimientos de la
muestra constituyen una cifra cercana a la estimada como suficiente para llevar adelante el
analisis estadistico. En efecto, Mass y Hox (2005) sostienen que si se esta interesado en los
efectos fijos del modelo, 10 grupos de 30 individuos en el segundo nivel son suficientes para
llevar adelante el estudio. Los datos fueron tomados durante el afio escolar 2015. El nimero
de alumnos oscila entre 9 y 76 por escuela (ver Tabla 11). Seis de los 9 profesores son
mujeres. En promedio tienen 13 afios de experiencia, con un minimo de 2 y maximo de 34.
Todos los docentes tienen el titulo de profesor, 8 de educacion basicay 1 de matematica. De
los profesores generalistas de educacion basica 2 tienen cursos de especializacion en
matematicas, 4 tienen pos-titulo de mencion en matematicas y 1 en Ciencias Naturales y 1

tiene la mencidn en trastornos del aprendizaje.

Tabla 11

Tipos de Escuela y Nimero de Cursos y Alumnos por Escuela
Escuelas MA CG ME AE TR CO JC GR SB Total
Tipo P-sub P-sub P-sub P-sub Mun Mun P-sub P-sub Mun
Cursos 1 2 2 2 1 1 1 2 1 13
Alumnos 28 48 47 58 18 9 26 76 18 328
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2.2 Instrumentos
Prueba de conocimientos de los alumnos sobre las fracciones

Esta prueba se administro a los alumnos en dos oportunidades, al inicio del afio escolar como
Pretest y al final del afio como Postest. La prueba consta de 22 items de seleccion multiple
organizados de acuerdo a una matriz de especificaciones enmarcada en los contenidos
curriculares (MINEDUC, 2012) de la unidad de “Fracciones”, segiin lo muestra la Tabla 12.
La prueba mostr6 una confiabilidad de .77 segliin el coeficiente alfa de Cronbach. A

continuacion se presentan dos ejemplos de preguntas del test para los alumnos.

Pregunta 10: Dimension Concepto de fraccion
10. ;Qué relacion se muestra correctamente en los esquemas?

Esquema A Esquema B

Dificultad item .43
D]] | I I | Dicriminaciéon .58
Correl item test .41

| I I I I |

1 1
a) Elesquema A muestra que 5 €8 menor que —

b) El esquema A muestra que § esigual a %
1 1
¢) Elesquema B muestra que 5 ©s mayor que —

1 1
d) Enambos esquemas se muestra que 5 €8 menor que —

Pregunta 16: Dimension Identificacion y representacion de fracciones

16. Pamela y Daniela comparten 3 chocolates en partes iguales, y sin que
le sobre chocolate, ;qué cantidad le toco a cada una? Dificultad item .73
Dicriminacion .48
a) Un chocolate a cada una. Correl item test .57
b) Un chocolate y medio para cada una.

¢) Un chocolate a cada una, y quedo el tercero.

d) Dos chocolates para Pamela y un chocolate Daniela.
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Tabla 12
Matriz de Especificaciones Prueba para los Alumnos

items
Conocimientos previos 6
Comprension de las fracciones 9
Adicioén y sustraccion de fracciones de igual denominador en contexto 3
Identificacidn y representacion de fracciones propias y nimeros mixtos hasta 5 4

Prueba de conocimiento del profesor sobre fracciones y su ensefianza.

Esta prueba fue administrada a inicios de afo a los 9 profesores que ensefiaron matematicas
a los alumnos participantes en el 4° grado. El instrumento esta conformado por 24 items de
seleccion maultiple, 10 referidos al conocimiento profundo sobre las fracciones y 14 al
conocimiento sobre la ensenanza de las fracciones. La fiabilidad del instrumento es .74 segun
el coeficiente alfa de Cronbach. En la dimension de conocimiento profundo de las fracciones

la consistencia interna es .58 y en conocimiento sobre la ensenanza es .60 (Rodriguez y Olfos,

2018). A continuacion se presentan dos ejemplos de items del test para los profesores.

Pregunta 14: Dimensién Conocimiento de la ensefianza de las fracciones

Laura y Andrés, alumnos de 4° basico, discuten la justificacion de la regla: “para determinar si una

fracciébn es mayor que otra, se verifica que el producto del numerador de la primera por el
denominador de la segunda sea mayor que el producto entre el denominador de la primera y el
numerador de la segunda”. ;Quién justifica correctamente?

e Justificacion de Laura: “La regla es valida porque en las fracciones propias el numerador es
menor que el denominador”

e Justificacion de Andrés: “Esa regla se obtiene de amplificar cada una de las fracciones por el
denominador de la otra y constatar que se comparan los numeradores de fracciones de igual
denominador”

La de Laura

La de Andrés

Ambos dan argumentos incorrectos.

En realidad, no sé bien qué argumento es correcto.

ao o

e Indice de dificultad: 0,40
e Indice de discriminacion: 0,67
e Correlacion con el instrumento: 0,58
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Pregunta 23: Dimension conocimiento sobre las fracciones

Aqui hay dos segmentos de recta numérica de 2 unidades de longitud cada una. En cada segmento las
distancias entre las marcas son iguales. ;Qué fraccion corresponde a B?

A. 3/4
B. 273
C. 32
D. 4/5

e indice de dificultad: 0,43
e Indice de discriminacion: 0,78

e (Correlacion con el instrumento: 0,58

Variables contextuales
- Puntuaciones SIMCE Matematicas

El indice SIMCE (Sistema de Mediciéon de la calidad de la Educacién) Matematicas
corresponde al promedio alcanzado por el establecimiento escolar en las Ultimas 5
mediciones censales anuales que realizd el gobierno a los alumnos de cuarto grado,
abarcando una muestra representativa de los contenidos curriculares de matematicas de tercer

y cuarto grado (MINEDUC, 2012).
- Puntuaciones NSE

El indice NSE corresponde al nivel econémico medio de las familias de los estudiantes de la
escuela. Los indices son publicos y estan disponibles en http://www.simce.cl/. Se sabe que
el NSE esta relacionado con la calidad de las condiciones de vida del alumnado y el contexto
en que se desarrolla la actividad pedagogica en la escuela: el NSE alto se vincula con mejores
condiciones que tienden a ayudar a los alumnos a aprender. En consecuencia, puesto que el

NSE medio de los estudiantes no es el mismo en todas las escuelas, las diferencias
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observadas tanto en el pre-test como en el post-test de los alumnos de distintas escuelas

podrian estar explicadas, al menos en parte, por las diferencias en el NSE de los alumnos.
2.4 Procedimientos

Para la administracion de las pruebas a los alumnos se solicitd autorizacion a los directores
y apoderados. Las pruebas fueron administradas por un asistente del proyecto en las primeras
horas de las jornadas habituales de los alumnos, dando 60 minutos de tiempo. La prueba a
los profesores fue administrada en conjunto a todos en una sala, dando 60 minutos de tiempo.

Se proveyo a los docentes un estimulo econdmico por su participacion en el proyecto.

El analisis de los datos incluyo estadistica descriptiva sobre las variables SIMCE, NSE y
Cono_profe como medidas a nivel de escuela, y sobre las variables Pretest y Postest como
medidas a nivel de alumnos. Luego se realizo el analisis inferencial con asociaciones lineales
y modelos multinivel. Se exploraron distintos modelos multinivel, incluso el del efecto
conjunto de las co-variables. Finalmente se presenta la mejor cadena de resultados. En estos
modelos, las escuelas constituyen una variable categorica (Escuela) que contribuye a explicar

las variaciones en la variable dependiente, Postest. Los andlisis multinivel se inician con el
Modelo ANOVA de un Factor de Efectos Aleatorios (AEA), denominado incondicional o

AEA, que no incluye variables independientes y adopta la forma Y= Bo; + ejj, donde las
Bojrepresentan las medias de las escuelas para la variable Postest y los residuos ej; constituyen
la variacion aleatoria en torno a la media poblacional. En este modelo la Escuela se considera
como un factor de efectos aleatorios. La ganancia que aporta el factor Escuela se evalua
comparando el modelo AEA con un modelo inicial que no incluye el factor Escuela,

atendiendo al estadistico de ajuste “desvianza” -2LL (McCullag y Nelder, 1989).
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Posteriormente, se comparan otros modelos explicativos de los resultados del Postest que
permiten establecer cuando un modelo supera al otro. La diferencia entre los estadisticos -
2LL correspondientes a dos modelos se distribuye segtn chi-cuadrado con grados de libertad
igual al nimero de parametros en que difieren los dos modelos. Mientras menor es el valor

del estadistico, mejor es el ajuste del modelo (Pardo et al., 2007).

Se continta con 3 Modelos Regresion con Medias como Resultado (RMR). Se estudian los
tres modelos por separado, el grado en que las variables NSE, SIMCE y Cono_profe dan
cuenta de las diferencias entre escuelas, en el nivel 2. Cada uno de los 3 modelos RMR afiade
separadamente una covariable z (NSE, SIMCE y Cono_profe) al modelo incondicional en el

nivel 2.

Luego se continua con los Modelos ANCOVA de un Factor de Efectos Aleatorios (ACEAsS).

Al incluir una covariable del nivel 1, el modelo en ese nivel adopta la forma:

Yij = Boj + Bryxij + e (con xij = Xij — X)
En el nivel 2, el término Poj no cambia (Boj = Yoo + Yo1 Zj + uoj), y el término Pij es el mismo
para todas las escuelas: Bi; = yi0. El coeficiente yio representa la pendiente media que

relaciona el Postest medio de los alumnos con sus puntuaciones en el “Pretest —

MediaPretest”, Pretest_c. Sustituyendo se obtiene el modelo combinado:

Yij =Yoo+ Yo1 zj + y10 Xi + (oj + &)
Desde estos modelos se pasa al Modelo Regresion con Coeficientes Aleatorios (RCA). En el
modelo de RCA, las pendientes B1j = y10 + uij corresponden a una variable, por lo que cada

escuela tiene su pendiente. Se finaliza el analisis con Modelos Regresion con Medias y

Pendientes como Resultado (RMPR). Con el modelo RMR se explica parte de la variabilidad
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entre las medias (nivel 2), quedando por averiguar qué variable(s) podria(n) dar cuenta de la

variabilidad observada entre las pendientes. El modelo multinivel utilizado es:
Yij=700+ yo1 (SIMCE_c); + v 02 (Cono_pf_c); + v 10 (Pretest_c);; + vy 11 (Pretest_c);;

(SIMCE_c); + v 12 (Pretest_c);; (Cono_pf_c); + (uoj + uij (Pretest_c);; + eij),

donde:
v o0 = Postest medio de todos las escuelas.

v o1 = efecto principal del SIMCE; indica si el Postest de las escuelas con media alta en SIMCE

difiere de las escuelas con media baja en el SIMCE (controlado el efecto del Cono_pf_c).

v 02 = efecto principal del Cono_pf_c; indica si el resultado en el Postest de los escuelas con
profesores con poco conocimiento difiere del de las escuelas con profesores de mayor

conocimiento (controlado el efecto del SIMCE).
v 10 = pendiente media que relaciona el resultado en el Postest con las puntuaciones Pretest.
uoj = efecto de la j-ésimo escuela sobre las medias.
uyj = efecto de la j-ésimo escuela sobre las pendientes.
ejj = errores o residuos aleatorios del nivel 1.

Lo caracteristico de este modelo es que incluye dos interacciones entre variables de distinto

nivel (Pretest_c del nivel 1, y SIMCE_c y Cono_pf_c del nivel 2).

v 11 = efecto conjunto de las variables Pretest:c y SIMCE_c; indica si la relacion entre los
puntos del Pretest y del Postest es o no el mismo cuando cambia el SIMCE medio de

las escuelas.
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v 12 = efecto conjunto de las variables Pretest_c y Cono_pf c; indica si la relacion entre las
puntuaciones en el Pretest y el Postest es o no la misma cuando cambia Cono_pf ¢ en

las escuelas.

Usando el modelo RMPR del procedimiento Mixed Models del SPSS se obtiene el ajuste
que pronostica la variable Postest en términos de las variables Pretest, SIMCE_c y

Cono_pf c.
3. Resultados
3.1 Estadisticos descriptivos

La Tabla 13 muestra las variables SIMCE, NSE y Cono_profe que se miden a nivel de escuela,

y se asigna el mismo valor a todos los alumnos de la respectiva escuela.

Tabla 13

Estadisticos Descriptivos
Variable Nivel N Minimo Maximo M DT.
SIMCE escuela 328 228 300.6 274.63 20.63
NSE escuela 328 1 4 3.56 0.82
Cono_profe escuela 328 4 21 16.01 4.55
Pretest alumno 328 3 21 13.30 3.33
Postest alumno 328 4 22 15.06 3.61

Como se observa en la Tabla 13, hay una diferencia de 1.7 puntos entre las medias de las

variables Pretest y Postest. Ademads se aprecia que la desviacion aumenta de 3.33 a 3.61.
3.2 Asociaciones lineales entre las variables

La tabla 14 muestra las correlaciones entre las variables estudiadas. La mayor asociacion se
da entre NSE y SIMCE. Le sigue la relacion Pretest Postest, en tercer lugar la asociacion

SIMCE Cono_ profe y luego la asociacion SIMCE Postest. Cabe observar que todas las
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asociaciones son significativas. Estas altas asociaciones auguran la prediccion del Postest en

funcion de las variables SIMCE, Pretest y Cono  profe.

Tabla 14
Correlaciones entre las Variables

N =328 NSE Pretest Cono_profe  Postest
SIMCE JO(**)  36(*F) S104%) A8(**)
NSE 25(+%) 24(%%) 29(*%)
Pretest A3(%) 67(*%)
Cono_profe 29(%%)

Correlacion Pearson bilateral. **p< .01 *p< .05

3.3 Relaciones multinivel
La escuela como factor en el modelo jerarquico

La Tabla 15 muestra los resultados agregados del Postest a nivel de Escuela.

Tabla 15
Estadisticos Descriptivos por Escuela
N N N M DT Coeficiente
Escuela profesores Cursos alumnos Postest Postest de variacion
AE 1 2 58 16.16 3.094 19.2%
CG 1 2 48 13.92 2.974 21.4%
CcoO 1 1 9 13.44 3.609 26.8%
GR 1 2 76 17.55 2.294 13.1%
JC 1 1 26 14.04 3.944 28.1%
MA 1 1 28 12.50 3.815 30.5%
ME 1 2 47 14.21 3.575 25.2%
SB 1 1 18 11.88 3.103 26.2%
TR 1 1 18 15.83 3.519 22.2%
Total 9 13 328 15.067 3.6130 24.0%

Como se observa en la Tabla 15, la media de la variable Postest varia entre escuela y escuela.
En la escuela SB el promedio de Postest es 11.88 puntos y en la escuela GR el promedio es
17.55; cercana a la razon 2:3. El coeficiente de variacion asociado a la escuela GR es 13.1%,
menos de la mitad del valor asociado al de la escuela MA, 30.05%; antecedentes que auguran
la pertinencia del factor Escuela en el modelo multinivel y un modelo explicativo mas
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ajustado. Efectivamente, el indice de correlacion intra-clase, que es el mejor indicador de la

pertinencia del analisis multinivel, es 0,23; lo que significa que el 23% de la variabilidad total

de la variable Postest, corresponde a las diferencias entre las medias de las escuelas, 3.03/

[3.03 + 10.04].

Modelo ANOVA de un Factor de Efectos Aleatorios (AEA)

Bajo este Modelo, para los 328 estudiantes, la media muestral del Postest es 15.07. En

cambio, la media de las 9 medias de los Postest de las escuelas es 14.39.

La tabla 16 (primera fila, modelo AEA) muestra la diferencia en el estadistico -2LL asociada

a los modelos AEA e inicial. Esta diferencia de 67.34 se distribuye segin chi-cuadrado con

1 grado de libertad asociado al factor Escuela (p <.0001); por lo que se rechaza la hipdtesis

de que el efecto del factor Escuela sea nulo.

Tabla 16

Criterios de Informacion

Modelo Descripcion del modelo 2LL Diferencia
Inicial No incluye el efecto Escuela 1773.86 -

AEA Incluye el efecto Escuela 1706.52 67.34%%%*
RMR Incluye el efecto del NSE 1702.43 4.19%
RMR Incluye el efecto del SIMCE 1696.63 9.89%*
RMR Incluye efecto Conocimiento Profesor 1708.31 -1.79
ACEA Incluye efectos NSE y Pretest 1554. 53 218.90%**
ACEA Incluye efectos SIMCE y Pretest 1551.26 145.37%%*
ACEA Incluye efectos Cono_profe y Pretest 1553.75 154.56%%%*
RCA Incluye efectos Pretest 1549.75 4.78%*
RMPR Incluye efectos Pretest SIMCE Cono_pf 1567.52

*¥E*Xp< 001, **p< .01; *p< .05

La Tabla 17 muestra el valor estimado de la constante, que es el unico pardmetro de efectos

fijos de este modelo. Se trata de una estimacion de la media poblacional de las 9 escuelas en

la variable dependiente Postest. Para el modelo AEA, la estimacion es [ =14.45.

175



Tabla 17
Estimaciones de los Parametros de Efectos Fijos

Modelo Pardmetro Estimacion  Error tipico gl Estadistico t p.
Inicial ~ Interseccion 15.07 3.6130 327 (F) 5704.290  <.001
AEA Interseccion 14.45 .6168 8.259 23.433 <.001
RMR Interseccion 14.84 .55 6.878 26.886 <.001
NSE ¢ 1.02 .50 8.835 2.043 .07
RMR interseccion 15.08 0.23 5.526 65.78 <.001
SIMCE_c 0.08 0.01 7.184 7.47 <.001
RMR interseccion 14.61 0.67 6.599 21.80 <.001
Cono_pf ¢ 0.09 0.13 174 0.71 0.50
ACEA Interseccion 14.87 0.35 6.956 42.16 <.001
Pretest_c 6.39 0.05 324.671 14.12 <.001
NSE_c 0.38 0.33 10.220 1.14 28
ACEA Interseccion 15.04 0.21 4.938 72.65 <.001
Pretest_c 0.62 0.05 324.478 13.74 <.001
SIMCE_c 0.04 0.01 7.212 4.14 .004
ACEA Interseccion 14.92 0.32 591 46.45 <.001
Pretest_c 0.65 0.45 312.44 14.54 <.001
Cono_pf ¢ .10 .063 7.16 1.64 .14
RCA Interseccion 14.79 362 9.10 40.81 <.001
Pretest_c .651 .058 7.71 11.32 <.001
RMPR Interseccion 15.14 .199 2.88 75.70 <.001
Cono_pf ¢ .09 .046 6.57 1.99 .09
pretest c .60 .061 5.39 10.00 <.001
SIMCE_c .03 011 6.36 3.05 .02
SIMCE_c* pretest_c -.002 .003 8.19 -.70 Sl
Cono_pf c* pretest_c -.009 .013 8.82 -7.4 48

(a) Variable dependiente: Postest
Si bien, el estadistico Wald en la Tabla 18 da la significacion del efecto del procedimiento
MIXED del SPSS, en este estudio usamos el estadistico -2LL, que, segiin advierten Pardo et

al. (2007) es mas fiable para tamafios de muestra pequefios.
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Tabla 18
Estimaciones de los Parametros de Covarianza

Modelo  Parametro Estimacion Error Wald Z p
tipico
Inicial ~ Varianza total Varianza 13.05 1.02
AEA Residuos 10.04 79 12.64 <.001
Varianza = Escuela Varianza 3.03 1.7 1.81 .07
RMR Residuos 10.04 79 12.64 <.001
Escuela (NSE_c) varianza 2.07 1.61 1.64 .10
RMR Residuos 10.01 0.79 12.66 <.001
Escuela (SIMCE_c) varianza 0.15 0.22 0.68 0.50
RMR Residuos 10.04 0.80 12.63 <.001
Escuela (Cono_pf_c) varianza 3.19 1.91 1.67 0.95
ACEA  Residuos (NSE_c) 6.31 .50 12.63 <.001
Interseccion Varianza .79 Sl 1.54 0.12
ACEA  Residuos (SIMCE_c) 6.31 0.50 12.62 <.001
Interseccion Varianza 0.17 0.20 0.85 0.40
ACEA  Residuos (Cono pf c) 6.32 0.50 12.61 <.001
Interseccion Varianza 0.62 0.46 1.36 0.17
RCA Residuos 6.18 49 12.50 <.001
Interse+pretest_c [suj=Escuela] NE (1 1) 0.95 .55 1.7 .08
. NE (21) -.072 .07 -1.0 31
NE (2 2) .012 .01 .80 42
RMPR  Residuos 6.2560 .50 12.41 <.001
Interse+pretest_c [suj=Escuela] NE (1 1) 1190 23 53 .60
. NE (2 1) .0065 .04 .16 .88
NE (2 2) .0097 .015 .55 .52

AEA: ANOVA de un Factor de Efectos Aleatorios; RMR: Regresion con Medias como Resultados; ACEA:
ANCOVA de un Factor Efectos Aleatorios. RCA: Regresion con Coeficientes Aleatorios. RMPR: Regresion con
Medias y Pendientes como Resultados.

NE (1 1): varianza de las medias
NE (2 1): Covarianza entre medias y pendientes
NE (2 2) Varianza de las pendientes

Modelos Regresion con Medias como Resultado (RMR)

En esta seccion se estudian tres modelos RMR por separado, La Tabla 17, modelos RMR,
muestra las estimaciones de los dos parametros de efectos fijos: el de la interseccion (¥ nse_c
= 1484, ¥ simcec= 1508 y ¥ cono pfc= 14.61, respectivamente) y de la pendiente,
coeficiente asociado a la covariable (Yo1 Nse_c = 1.02, Jo1 simce_c = 0.08 ¥ Yo1 cono_pf ¢ = 0.01,

respectivamente) dando una estimacion del Postest en la poblacion de escuelas.
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La Tabla 18, modelo RMR, muestra que la estimacion de la varianza de los residuos

(6% nse_c = 10.04, 6% simce_ ¢ = 10.01'y 62 cono_pt ¢ = 10.04) es similar a la del modelo AEA
(6% = 10.04). La variabilidad del nivel 1 no se veria afectada por la presencia de una
covariable del nivel 2. Sin embargo, la estimacion de la variabilidad entre las escuelas ha
disminuido en dos casos, pero no a causa del conocimiento del profesor. En efecto, para el
caso de la covariable NSE_c, la variabilidad entre las escuelas pas6 de 3.03 en el modelo
AEA a 2.07 en el modelo RMR; para SIMCE_c, pas6 de 3.03 en el modelo AEA a 0.15
en el modelo RMR, y para el caso de la covariable Cono_pf ¢, la variabilidad entre las
escuelas pas6 de 3.03 en el modelo AEA a 3.18 en el modelo RMR. Mas alla de estas
variaciones, el estadistico Wald no permite aseverar que hay cambios. No obstante, dado que
el estadistico de Wald es conservador para muestras pequefias, se podria pensar que queda

por explicar parte de las diferencias entre las escuelas.

Comparando el estadistico -2LL, con el modelo AEA se obtuvo -2LL = 1706.52. En cambio
al incluir las interacciones en el modelo RMR, se obtiene: -2LL = 1702.43 para NSE_c, -2LL
=1696.63, para SIMCE_c y -2LL = 1708.31 para Cono_pf _c. La diferencia entre 1706.52
y el valor de la variable -2LL es 4.19 para NSE_c, 9.89 para SIMCE _c y -1.78 para
Cono_pf c. La respectiva diferencia se distribuye segin chi-cuadrado con 1 grado de
libertad. La probabilidad de encontrar valores mayores o iguales que 3.84 es 0.05. Por ende,
para los dos primeros casos se rechaza la hipdtesis nula. Esto es, después de controlar el
efecto del NSE y, separadamente, el efecto del SIMCE, el resultado en el Postest medio no
es el mismo en todas las escuelas. Esto es, la varianza de las medias de las escuelas es mayor

que cero. En el tercer caso esto no sucede.
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Modelos ANCOVA de un Factor de Efectos Aleatorios (ACEASs)

Al anadir una nueva co-variable, de nivel 1 en este caso, se obtienen, entre otros, los
resultados que muestran las tablas 16, 17 y 18. La tabla 17 (modelo ACEAs) ofrece las
estimaciones de los tres parametros de efectos fijos del modelo: (1) la constante o
interseccion (Yoo = 14.87 para NSE, 700 = 15.04 para SIMCE, y ¥00= 14.91 para el modelo
que incluye al conocimiento del profesor), que sigue siendo una estimacion del Postest medio
en la poblacion de escuelas; (2) el coeficiente asociado a la variable de nivel 2 centrada (sea
ésta NSE_c, 701 = 0.63; SIMCE_c, 701 =0.62, 0 Cono_pr_c, yo1= 0.64), que es similar al
obtenido antes de incluir la covariable Pretest (véase modelo RMR); y (3) el coeficiente
asociado a la variable Pretest (710= 0.37 para NSE, y10= 0.04 para SIMCE, y 710= 0.10 para
conocimiento del profesor), que indica que por cada unidad que aumentan las puntuaciones

del Pretest, el Postest aumenta .37,.04 y 0.10 unidades respectivamente.

La tabla 18 (modelo ACEAs) muestra las estimaciones de los dos pardmetros de covarianza.
La estimacion de la variabilidad entre las escuelas ha disminuido en dos de los tres casos con
respecto a los modelos RMR. Para NSE_c ha bajado de 2.07 a 0.79; para SIMCE_c ha subido
de 0.15a0.17, y para Cono_pf_c ha bajado de 3.19 a 0.62. Y la varianza de los residuos ha
pasado de 10.04 en el modelo AEA a 6.3 para el modelo ACEA, similarmente para las tres
covariables: NSE_c, SIMCE_c y Cono_pf _c. Por tanto, al corregir el resultado en el Postest
mediante las puntuaciones en el Pretest, la variabilidad intra-escuelas se ha visto reducida en

un 37.25%
Modelo Regresion con Coeficientes Aleatorios (RCA)

En el modelo de RCA, cada escuela tiene su pendiente. La tabla 17 (RCA) presenta una

estimacion de parametros de efectos fijos. El valor de la constante (700 = 14.80) continta
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reflejando la media de Postest en la poblacion de escuelas y el valor del coeficiente que se
asocia a la variable Pretest_c (¥10=0.65) estima la pendiente media. Este coeficiente revela
que por cada punto de aumento en el Pretest, el Postest aumenta 0.65 puntos. El nivel critico
(p <0.001) del estadistico t permite sostener que las puntuaciones del Pretest se relacionan

positivamente con el Postest.

La tabla 18 (Modelo RCA) contiene las estimaciones de cada uno de los pardmetros de

covarianza incluidos en el modelo RCA:

(1) La varianza de los residuos corresponde a una medida de la variacion de los alumnos
alrededor de la recta de regresion de su escuela. El valor estimado, 6.18, es menor que 10.04;
siendo este ultimo el valor estimado con el modelo AEA. Al agregar las puntuaciones del
Pretest en el modelo de regresion considerando una ecuacion por escuela, la variabilidad
intra-escuela disminuye alrededor de un 38.45%. Bajo el modelo ACEA, las puntuaciones en

el Pretest conseguian reducir la variabilidad intra-escuela un 37.25%.

(2) La varianza de las medias (6% = 0.95, p = 0.08) no es significativamente mayor que cero.

Por tanto, no hay evidencias que los resultados de los Postests medios sean diferentes.

(3) La covarianza entre medias y pendientes (62,1 = -0.72) no es mayor que cero (p = 0.31).
(4) La varianza de las pendientes (NE 22) = .012) no es significativamente mayor que cero
(p = 0.42). Por tanto, no se puede inferir que las pendientes de estas ecuaciones de regresion

sean iguales en todas las escuelas.
Modelos Regresion con Medias y Pendientes como Resultado (RMPR)

Al estudiar el modelo RMR ha quedado establecido que SIMCE explicaria el 99.50% y NSE

el 32% de las diferencias observadas en los Postests medios de las escuelas, es decir, gran
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parte de la variabilidad entre las medias (nivel 2): quedando por averiguar qué variable(s)

podria(n) dar cuenta de la variabilidad observada entre las pendientes.

Con el modelo RMPR se obtiene el ajuste que pronostica la variable Postest en términos de
las variables Pretest, SIMCE_c y Cono_pf _c. En el modelo RMPR, el valor del estadistico -
2LL es 1567.52 (ver Tabla 16), es superior al anterior. No parece que el modelo que incluye
pendientes aleatorias consiga mejor ajuste que el modelo que no las incluye. Y a igual ajuste,

el principio de parsimonia debe llevar a elegir el modelo més simple, el modelo RCA.
3.4 A modo de sintesis

El estudio de la variable “conocimiento del profesor” se realizé junto a otros factores que
reconocidamente inciden en el conocimiento del alumno. La explicacion del conocimiento
del alumno se dio en términos de la variabilidad intra-escuelas y la variabilidad entre
escuelas. Con el modelo AEA, se evidencid que el 23% de la variabilidad del conocimiento
de los alumnos corresponde a la diferencia entre escuelas (el 77% es intra-escuela). Con el
modelo RMR, el 99.5% de la variabilidad entre escuelas la explicaria el SIMCE, o bien el
32% lo explicaria el NSE. Por su lado, el conocimiento del profesor tendria un leve efecto

negativo.

Al incorporar la variable Pretest_c con el modelo ACEA, la variabilidad intraescuelas se
redujo en un 37.25%. Con el modelo RCA, la variabilidad intraescuela se redujo
aproximadamente un 38.45%. En cuanto a los efectos aleatorios en el modelo RMPR, el
88.84% de las diferencias entre las escuelas es atribuible en su mayor parte a SIMCE, segun
se evidencid en los modelos ACEA y RMR. Se observa que el efecto del profesor es leve y
solo alcanzaria a tener significatividad estadistica al 10%, no al 5% como tradicionalmente

se considera en estudios de educacion.
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4. Discusion del estudio 2

Este estudio muestra, al igual que otros estudios basados en métodos multinivel, la incidencia
del profesor en los factores asociados a los alumnos. En efecto, existen estudios que muestran
la influencia del profesor en aspectos socio-afectivos de los alumnos (Murillo y Herndndez,
2011), como también sobre el clima de aula en que se desenvuelve el profesor en el
rendimiento escolar (Murillo y Martinez, 2018) y sobre la influencia de las expectativas
individuales del profesor en el rendimiento de los alumnos (Cervini, Dari, Quiroz y Atorresi,

2016).

En el presente estudio se evidencia el poder explicativo de las covariables Pretest, SIMCE y
NSE, y el modesto efecto que podria atribuirse al conocimiento del profesor sobre las
fracciones y sobre su ensefianza, en relacion a la conceptualizacion de las fracciones
alcanzada por alumnos de 4° grado. Los resultados de esta investigacion muestran una
asociacion similar a la de un estudio anterior (Olfos et al., 2014). El hallazgo de la baja
asociacion entre el conocimiento del profesor y la conceptualizacion del alumno, es similar
al encontrado por Harbison y Hanushek (1992) quienes escriben: " En cuarto grado, una
mejora de diez puntos en el promedio del conocimiento matematico del profesor... produciria
un incremento de cinco puntos en el logro de los estudiantes; esto es equivalente a una mejora

del 10% respecto de las puntuaciones medias de los estudiantes " (p. 114).

En consecuencia, el estudio constituye un aporte a la investigacion sobre la relacion entre el
conocimiento del alumno y el conocimiento de los profesores. El resultado de este estudio
podria estar asociado a la fuerte segregacion escolar en Chile: los establecimientos mas

exitosos concentran estudiantes mas habiles, profesores mas efectivos y se da un mejor clima
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ambiente escolar; lo que lleva a que la variable conocimiento del profesor por si sola no se

muestre tan relevante en la determinacion de la comprension del alumno.

Se sugiere a futuro, junto con estudiar la relacion en otras poblaciones de profesores,
mantener la rigurosidad metodoldgica e incorporar una medida adicional, por ejemplo
factores actitudinales del profesor hacia el aprendizaje del alumno. Los profesores
constituyen un elemento clave para el mejoramiento de la calidad de la educacion en un pais
y este estudio ha abierto nuevas interrogantes. La literatura ain mantiene el desafio de
identificar con certeza los factores asociados al profesor que benefician los aprendizajes

escolares, como la conceptualizacion de las fracciones.

Estudio 3: Efecto del conocimiento del profesor acerca de la ensefianza de las fracciones

sobre el aprendizaje de los alumnos en 4° grado
Resumen

El objetivo de este estudio es otorgar evidencias empiricas acerca del efecto del conocimiento
del profesor sobre el aprendizaje de los alumnos en la conceptualizacion de las fracciones,
en asociacion con los conocimientos previos de los alumnos, nivel socioeconémico y nivel
académico de las escuelas. Mediante la técnica de andlisis estadistico multinivel con dos
niveles, alumno y escuela, se obtuvo informacion de 714 alumnos de 4° grado de 23 escuelas
y de sus respectivos profesores de matematicas. Los resultados indican que, de la variabilidad
observada en la conceptualizacion de las fracciones por los alumnos, el 76% se podria atribuir
al conocimiento previo de los alumnos y del 24% restante a las variables a nivel de la escuela.
La varianza entre las escuelas estaria explicada en un 26% por el conocimiento del profesor,
en un 8% por el nivel socioeconémico de la escuela. El nivel académico de la escuela no se

muestra significativo en este estudio que se enfoca en el avance del alumno sobre el
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conocimiento de las fracciones como medida del aprendizaje. Los resultados del estudio son
similares a otras investigaciones que muestran un efecto positivo del conocimiento de los

profesores, medido por pruebas, en el aprendizaje de los alumnos.

Palabras clave: Conocimiento Matematico para la ensefianza; Conocimiento del profesor;

fracciones; modelos multinivel.
1. Introduccion

En las ultimas tres décadas, diversos investigadores han identificado los conocimientos
necesarios para la ensefianza. Shulman (1986) ha sido pionero en distinguir tres tipos: el
conocimiento del contenido (CK), conocimiento pedagogico del contenido (PCK), y el
conocimiento curricular. E1 PCK ha recibido gran aceptacion por los investigadores,
Shulman (1986) define el PCK como “la forma particular del conocimiento que incorpora
los aspectos del contenido mas pertinentes a la ensefianza” (p. 9), este revolucionario
constructo radica en la enseflanza de la materia e incluye saber como representar el contenido
para que otros lo entiendan. A partir de la propuesta de Shulman (1986) varios investigadores
han presentado diversas conceptualizaciones del conocimiento requerido para ensefar
matematica (Ball, Thames y Phelps, 2008; Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-Catalan,
2013; Hill, Ball y Schilling, 2008; Ma, 2010; Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005;

Stylianides y Stylianides, 2014; Tchoshanov et al., 2017).

Ball et al. (2008) a través del estudio de la practica de profesores de primaria caracterizaron
el conocimiento requerido para enseflar matematica; presentan el modelo conocimiento
matematico para la ensefianza (MKT), el cual se divide en dos dominios: el CK y el PCK. A
la vez el CK se divide en conocimiento comun del contenido, conocimiento especializado

del contenido y conocimiento del horizonte matematico. E1 PCK se divide en conocimiento
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de la ensefianza del contenido, conocimiento del curriculo, y conocimiento de los alumnos y

el contenido matematico.

Ma (2010) alineada con la conceptualizacion de Shulman (1986) y Ball et al. (2008)
considera que los profesores deben poseer un conocimiento especial que complemente y
supere al conocimiento del contenido y al pedagogico. La propuesta de Ma se relaciona con
la nocién de comprension profunda de las matematicas fundamentales (PUFM). Un profesor
con PUFM posee un conocimiento profundo del curriculo escolar, conceptual e
interconectado, un conocimiento del contenido matematico que "va mas alla de poder

calcular en forma correcta” (Ma, 2010, p. 9).

Existe abundante literatura referida a la importancia del profesor como factor para mejorar
la calidad de la educacion (Bruns y Luque, 2014; Eurydice, 2013; UNESCO, 2012). No
obstante, falta evidencia cientifica que vincule la presencia de ciertos conocimientos
matematicos especificos para la ensefianza con el aprendizaje de los alumnos (National
Mathematics Advisory Panel, 2008). El National Mathematics Advisory Panel (2008)
sefalan que el Unico estudio que midi6 directamente el conocimiento matematico utilizado
al ensefiar y su incidencia en el aprendizaje es el trabajo de Hill, Rowan y Ball (2005), en el
cual se elaboran pruebas que miden el MKT de los profesores, los resultados del estudio
muestran que el MKT de los profesores se relaciona significativamente con el rendimiento

de los alumnos de primer y tercer grado.

Posterior al reporte del National Mathematics Advisory Panel (2008), se publica el trabajo
de Baumert et al. (2010) en el cual se evalua el conocimiento matematico comun, PCK y
conocimiento pedagogico general de los profesores. Una cuestion central en el debate

referente a la eficacia del profesor de matematicas, es saber hasta qué punto las universidades
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tienen éxito en entregar los conocimientos que necesitan los futuros profesores de
matematicas (Kaiser, Blomeke, Busse, Dohrmann y Konig, 2014). Particularmente en Chile,
los bajos resultados tanto en la evaluaciones internacionales TEDS-M como en las pruebas
nacionales Inicia que miden conocimientos disciplinarios y pedagdgicos a profesores
noveles, indican que la formacién inicial docente requiere mejorar para alcanzar estandares

de calidad (MINEDUC, 2015; Tatto et al., 2012).

Considerando la necesidad de obtener evidencia que relacione conocimientos matematicos
especificos para la ensefianza con el aprendizaje de los alumnos, el objetivo del presente
estudio, es otorgar evidencias empiricas acerca del efecto del conocimiento del profesor sobre
el aprendizaje de los alumnos en la conceptualizacion de las fracciones, en asociacion con
las variables nivel socioecondmico (NSE) de la familia, conocimientos previos de los
alumnos (Pretest) y nivel académico que alcanzan las escuelas segun el Sistema de Medicion
gubernamental de la calidad de la educacion (SIMCE). Estas variables han sido reconocidas
en la literatura como factores que afectan el rendimiento del alumno en matematicas (Bartau,

Azpillaga y Joaristi, 2017; Murillo y Hernandez, 2011; OCDE, 2016).

Dado a que los alumnos se encuentran agrupados en escuelas y las escuelas tienen
caracteristicas distintas, lleva a que los alumnos de una misma escuela no se puedan
considerar sujetos independientes entre si, lo que constituye un serio incumplimiento de la
independencia entre observaciones, supuesto basico del modelo de regresion lineal (Pardo,
Ruiz y San Martin, 2007). Por esta razon se identifica la estructura de los sistemas educativos
como de tipo jerarquico, y para atender a estas estructuras, en estadistica se han desarrollado

los modelos multinivel que permiten abordar este tipo de estructuras jerarquicas a nivel de
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alumno, escuela y contexto, para distinguir con mayor precision la aportacién de cada nivel

(Murillo, 2008).

El presente estudio se suma a varias investigaciones que estudian la relaciéon entre el
conocimiento del profesor y el rendimiento de los alumnos (Baumert et al., 2010; Harbison
y Hanushek, 1992; Hill et al., 2005; Tchoshanov, 2011; Tchoshanov et al., 2017) y busca
contribuir a estos avances enfocandose en el conocimiento del profesor sobre las fracciones
y su ensefianza, que contempla dos dimensiones, uno es el “conocimiento profundo de las
fracciones” y el otro es “conocimiento sobre la ensefianza de las fracciones” (Rodriguez y

Olfos, 2018).

Las fracciones son muy dificiles de entender para la mayoria de los alumnos, su complejidad
ha sido motivo de estudio de numerosas investigaciones (Bailey, Siegler y Geary, 2014). Las
dificultades que enfrentan los alumnos para realizar operaciones basicas con fracciones
conduce a errores comunes que aparecen en el aprendizaje del dlgebra, el cual conforma una
base fundamental en la matematica de formacion superior (Siegler et al., 2012; Siegler,
Fazio, Bailey y Zhou, 2013; Torbeyns, Schneider, Xin y Siegler, 2015). Por otra parte, existen
investigaciones que muestran que los profesores de primaria presentan dificultades para el
tratamiento de las fracciones en el aula (Depaepe et al., 2015; Salazar, Martinic y Maz, 2011;
Valdemoros, 2010). La literatura citada muestra la relevancia del conocimiento del profesor
sobre el aprendizaje de los alumnos y que atin se mantiene en discusion la caracterizacion
del conocimiento del profesor para la ensefianza de la matemadtica y como este influiria en

los logros de aprendizaje de los alumnos.
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2. Método

El objetivo del presente estudio ex post facto, es otorgar evidencias empiricas acerca del
efecto del conocimiento del profesor sobre el avance de los alumnos en la conceptualizacion
de las fracciones, en asociacion con las variables NSE, Pretest y SIMCE. Para cumplir con
el objetivo del estudio se utiliza la técnica de anélisis estadistico multinivel con dos niveles:
alumno y escuela, siguiendo la metodologia de ajuste de multinivel expuesta por Pardo et al.
(2007). Se explora el conocimiento del profesor como factor explicativo del conocimiento

del alumno en fracciones.
2.1 Poblacion y Muestra

En este estudio participaron 714 alumnos de 4° grado atendidos por 23 profesores de 23
escuelas subvencionadas por el estado, de las cuales 8 son municipales y 15 administradas
por particulares, proporcional a la cantidad de estos tipos de escuelas en las ciudades de La
Serena y Coquimbo; cercano al 15% de la poblacion de establecimientos en estas ciudades.
Las escuelas se obtuvieron de un muestreo proporcional, con participacion voluntaria y
corresponden a un grupo de escuelas cuyo nivel académico promedio segin SIMCE dista en
0,68 desviacion estandar de la media poblacional (Sig< 0.5), esto es, alrededor del 50% de
las muestras de escuelas (de tamafio 23) tienen un SIMCE mas cercano al promedio de 257.05
puntos en SIMCE alcanzado por la poblacion de las 158 escuelas de las ciudades Serena y
Coquimbo. Los datos fueron tomados durante los afios escolares 2015 y 2016. El nimero de
alumnos por escuela oscila entre siete y 76 por escuela (ver Tabla 19). Tres profesores son
hombres y 20 son mujeres. En promedio tienen 13 afios de experiencia, todos los docentes

tienen el titulo de profesor, 22 de educacion basica y uno de matematica.
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Tabla 19
Tipos de escuela, nimero de cursos y alumnos por escuela

Escuelas El E2 E3 E4 ES5 E6 E7 E8 E9 E10 El1l1 EI2 EI3

Tipo P P P P P M M P M P M M P
Cursos 1 2 2 2 1 1 1 2 1 2 1 1 1
Alumnos 28 48 47 58 18 9 26 76 18 56 25 19 11

P= escuelas particulares; M= escuelas municipales

Continuacion de la Tabla 19

Escuelas E14 EI5 El6 E17 EI8 EI9 E20 E21 E22 E23 Total

Tipo M P M P M P M P M P 23
Cursos 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 29
Alumnos 33 35 62 16 21 30 41 17 7 13 714

2.2 Variables

1. Profesor: Puntaje obtenido de la prueba del profesor sobre las fracciones y su ensefianza.

La prueba se describe en la siguiente seccion de instrumentos.

2. NSE: Puntaje obtenido del nivel socioeconémico de las familias de los alumnos de las
escuelas. Los puntajes del NSE por las escuelas son publicos y estan disponibles en linea

http://www.simce.cl/

3. SIMCE: puntaje promedio obtenido por las escuelas de las ultimas 5 pruebas anuales
SIMCE realizadas en el pais, abarcando una muestra representativa de los contenidos
curriculares de matematicas de 30 y 4° grado (MINEDUC, 2012). La variable SIMCE es
un indicador del nivel académico de la escuela a la que asiste el alumno. Los puntajes de la
prueba SIMCE obtenidos por las escuelas son publicos y estan disponibles en linea

http://www.simce.cl/

4. Pretest: puntaje obtenido de la prueba del alumno sobre las fracciones al inicio del 4°

grado. La prueba se describe en la siguiente seccion de instrumentos.
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5. Avance: puntaje obtenido de restar las puntuaciones de pretest a las puntuaciones del
postest, esta diferencia corresponde a la variable dependiente del estudio. El postest es la
misma prueba pretest pero aplicada a final de 4° grado. Se utiliza el puntaje de avance en
el aprendizaje dado que la principal ventaja de utilizar estas puntuaciones es que son
estimaciones imparciales del crecimiento académico de los alumnos (Mullens, Murnane y

Willett, 1996).
2.3 Instrumentos

Prueba de conocimientos de los alumnos sobre las fracciones. Esta prueba se administro a
los alumnos y corresponde al Pretest y al Postest que consta de 22 items de seleccion
multiple organizados de acuerdo a una matriz de especificaciones enmarcada en los
objetivos de aprendizaje (MINEDUC, 2012) de la unidad de “Fracciones” que se muestra
en la Tabla 20. La prueba mostré una confiabilidad de .77 segin el coeficiente alfa de

Cronbach.

Tabla 20
Matriz de Especificaciones Prueba para los Alumnos

Objetivos de Aprendizaje items

Representar una fraccion de manera concreta, pictdrica y simbdlica

Describir situaciones en las cuales se puedan usar fracciones

Comparar fracciones con igual denominador

Explicar que una fraccion representa la parte de un todo o de un grupo de elementos y un
lugar en la recta numérica.

Mostrar que una fraccion puede tener representaciones diferentes

Comparar y ordenar fracciones

Sumar y restar fracciones de igual denominador en contexto

Identificar y representar de fracciones propias y nimeros mixtos hasta 5

[SSIN SN SN )

IS I O )

Prueba de conocimiento del profesor sobre las fracciones y su ensefianza. Esta prueba fue
administrada a inicios del 2015 a 9 profesores y del 2016 a 14 profesores que ensefiaron
matematicas a los cursos participantes. El instrumento estd conformado por 24 items de

seleccion multiple, 10 referidos al conocimiento profundo sobre las fracciones y 14 al
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conocimiento sobre la ensefianza de las fracciones. La fiabilidad del instrumento es .85
seguin el coeficiente alfa de Cronbach. En la dimension de conocimiento profundo de las
fracciones la consistencia interna es .75 y en conocimiento sobrela ensefianza es .73, los

antecedentes de esta prueba se encuentran en (Rodriguez y Olfos, 2018).
2.4 Procedimientos

Para la administracion de las pruebas a los alumnos se solicitd autorizacion a los profesores,
directores y apoderados. Las pruebas fueron administradas por un asistente de investigacion
del proyecto en las primeras horas de las jornadas habituales de los alumnos, dando 60
minutos de tiempo. Los profesores respondieron la prueba simultineamente en una sala en

lapso de 60 minutos de tiempo.
3. Resultados
3.1 Estadisticos descriptivos

La Tabla 21 muestra las variables Avance y Pretest del nivel 1 y las variables Profesor, NSE
y SIMCE del nivel 2. Los datos descriptivos que muestra la tabla 21 corresponden al nimero

de sujetos, puntaje minimo y maximo, la media y la desviacion tipica de cada variable.

Tabla 21

Estadisticos Descriptivos
Variable Nivel N Minimo Maximo M DT
Avance alumno 714 -8 13 1.84 3.05
Pretest alumno 714 0 21 12.41 3.67
Profesor escuela 23 3 21 12.38 5.41
NSE escuela 23 1 4 3.34 0.80
SIMCE escuela 23 221 301 264.79 21.31

3.2 Correlaciones entre variables

La tabla 22 muestra las correlaciones entre las variables estudiadas. La mayor correlacion se

da entre NSE y SIMCE, le sigue la relacion Pretest y Avance, en tercer lugar la correlacion

191



SIMCE y Pretest y luego Profesor y SIMCE. Se observa que estas correlaciones son

significativas al 1%.

Tabla 22
Correlaciones entre las Variables

N=714 NSE SIMCE Pretest Avance
Profesor 21(%%) 36(%%) A3(%%) A2(%%)

NSE 64(*%) 28(*%) .07
SIMCE 38(*%) .06
Pretest -.39(*%)

Correlacion Pearson bilateral. ** p < .01

3.3 Relaciones multinivel

La escuela como factor en el modelo jerdrquico. La escuela es una variable categdrica que
contribuye a explicar las variaciones en la variable dependiente, Avance. La Tabla 23 muestra
la escuela, el tipo de escuela, el nimero de alumnos por escuela, la media y la desviacion
tipica del Avance. Como se observa en la Tabla 23, la media del Avance varia entre escuela
y escuela. En la escuela E7 la media del Avance (0.5 puntos) es un cuarto de la media del
Avance de la escuela E4 (2.0 puntos). Antecedentes que pronostican la pertinencia del factor

Escuela en el modelo multinivel.

Modelo nulo o modelo ANOVA de un Factor de Efectos Aleatorios (AEA). El modelo méas
simple es el denominado modelo nulo o AEA, el cual no incluye variables explicativas y
cuya expresion formal es Yij= Boj + eij, donde Poj representa los promedios del Avance de las
escuelas y los residuos ejj constituyen la variacion aleatoria en torno al promedio poblacional.
Martinez y Murillo (2014) sefialan que el modelo nulo se establece como base para la
estimacion de la varianza explicada a partir de la cual se van evaluando las aportaciones de

modelos mas elaborados.
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Tabla 23
Estadisticos Descriptivos por Escuela

N M DT
Escuela Tipo alumnos Avance Avance

El P 28 1.14 2.20
E2 P 48 1.10 3.32
E3 P 47 1.55 3.22
E4 P 58 2.00 2.62
ES P 18 0.50 2.45
E6 M 9 2.56 2.55
E7 M 26 0.50 2.70
E8 P 76 2.96 2.47
E9 P 18 1.89 2.42
E10 P 56 2.32 3.70
Ell M 25 1.44 3.30
El12 M 19 1.53 4.65
E13 M 11 3.73 3.13
El4 P 33 2.52 2.58
E15 P 35 1.63 2.12
El6 P 62 1.84 2.71
E17 P 16 2.44 2.78
E18 M 21 1.48 3.38
E19 P 30 1.80 3.55
E20 P 41 1.73 2.84
E21 P 17 -0.65 3.16
E22 M 7 1.71 4.15
E23 P 13 3.69 3.44
Total 23 714 1.80 3.05

Para estimar el aporte del factor Escuela se evalia comparando el modelo nulo o AEA, con
el modelo inicial que no incluye el factor Escuela, atendiendo al estadistico de ajuste
“desvianza” -2LL (McCullag y Nelder, 1989). Posteriormente, se comparan con los modelos
explicativos Regresion con Medias como Resultados (RMR) y ANCOVA de un Factor de
Efectos Aleatorios (ACEA. Las comparaciones permiten establecer cuando un modelo
supera al otro. La diferencia entre los estadisticos -2LL correspondientes a dos modelos se
distribuye seglin chi-cuadrado con grados de libertad igual al nimero de parametros en que
difieren los dos modelos. Mientras menor es el valor del estadistico -2LL, mejor es el ajuste

del modelo.
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Los resultados que siguen caracterizan el ajuste o ganancia explicativa aportada por distintos
modelos en relacion a -2LL. La tabla 24 (segunda fila, modelo AEA) muestra la diferencia
en el estadistico -2LL asociada a los modelos AEA e inicial. Esta diferencia de 9.11 se
distribuye seguin chi-cuadrado con 1 grado de libertad (asociado al factor escuela con p <
.01); por lo que se rechaza la hipdtesis de que el efecto del factor Escuela sea nulo. Al avanzar
desde el modelo AEA a RMR, se observa que el modelo RMR no supera al AEA (las
diferencias -7.66, 0.15, 0.67 no son significativas). En el caso del modelo ACEA se observa
que el modelo que supera a los anteriores es el que incluye el efecto Profesor y Pretest (la

diferencia 149.30 es significativa).

Tabla 24

Criterios de Informacion
Modelo Descripcion del modelo 2LL Diferencia
Inicial No incluye el efecto Escuela 3620.86 -
AEA Incluye el efecto Escuela 3611.75 9.11%%*
RMR Incluye efecto del SIMCE 3619.41 -7.66
RMR Incluye el efecto del NSE 3611.60 0.15
RMR Incluye el efecto Profesor 3611.08 0.67
ACEA Incluye efectos SIMCE y Pretest_c 3470.36 149.04%%**
ACEA Incluye efectos NSE y Pretest_c 3462.68 148.92%%**
ACEA Incluye efectos Profesor y Pretest_c 3461.78 149.30%**

w0k < 001; **p< .0l

La Tabla 25 muestra el valor estimado de la constante o interseccidon, que es el Unico
parametro de efectos fijos de este modelo. Se trata de una estimacion de la media poblacional
de las 23 escuelas en la variable dependiente Avance. Para el modelo AEA, la estimacion es

it=1.78 aparece acompafiada de su error tipico, sus grados de libertad, su valor tipificado t.

Si bien, el estadistico Wald en la Tabla 26 da la significacion del efecto del procedimiento
MIXED del SPSS, en este estudio usamos el estadistico -2LL, que, segin sefialan Pardo et
al. (2007) es mas fiable para tamafos de muestras pequefias. La varianza del factor (Escuela

= 0.38) indica cudnto varia la variable Avance entre las escuelas de toda la poblacion, y la
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varianza de los residuos (residuos =8.97) indica cuanto varia la variable Avance, dentro de

cada escuela. Segun estas estimaciones, la variabilidad entre las escuelas representa el 4%,

0.38 /[0.38 + 8.97], de la variabilidad total del Avance. El cociente 0.041 recibe el nombre

de coeficiente de correlacion intraclase (CCI) y representa el grado de variabilidad existente

entre las distintas escuelas en comparacion con la variabilidad existente entre los alumnos de

la misma escuela. El 96% de la varianza esta explicada por las diferencias dentro de cada

escuela. Dado que la cantidad de escuelas es pequena, el estadistico Wald resulta exigente y

el 4% no llega a ser significativo al 5%. (Ver Tabla 26, 0.10>0.05).

Tabla 25

Estimaciones de los Pardmetros de Efectos Fijos

Modelo Parametro Estimacié  Error tipico
n gl Estadistico t p.
Inicial Interseccion 1.84 0.11 713 16.09 0.00
AEA Interseccion 1.78 0.18 16.89 9.98 0.00
RMR interseccion 1.77 0.19 16.8 9.58 0.00
SIMCE_c 0.001 0.01 14.65 0.12 0.91
interseccion 1.74 0.18 18.07 9.78 0.00
NSE_c 0.25 0.20 22.11 1.25 0.22
interseccion 1.78 0.16 16.88 10.84 0.00
Profesor_c 0.08 0.03 16.29 2.45 0.02
ACEA Interseccion 1.78 0.19 17.29 9.38 0.00
Pretest_c -0.43 0.03 686.60 -13.13 0.00
SIMCE_c -0.0003 0.01 15.81 -0.29 0.97
Interseccion 1.74 0.18 17.48 9.63 0.00
Pretest_c -0.43 0.03 686.25 -13.13 0.00
NSE_c 0.24 0.20 21.35 1.21 0.23
Interseccion 1.78 0.17 17.41 10.69 0.00
Pretest_c -0.43 0.03 689.17 -13.14 0.00
Profesor_c 0.08 0.032 17.28 2.52 0.02

(a) Variable dependiente: Avance
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Tabla 26
Estimaciones de los Parametros de Covarianza

Modelo  Parametro Estimacion Error Wald Z p
tipico
Inicial Varianza total varianza 9.31 0.49 18.88 0.00
AEA 5;?}2‘;;’; _ srianga 8.97 0.48 18.56  0.00
- varianz 0.38 0.23 1.63 0.10
Escuela
RMR Residuos 8.97 0.48 18.53 0.00
Escuela (SIMCE_c)  varianza 0.42 0.26 1.60 0.11
Residuos 8.98 0.48 18.55 0.00
Escuela (NSE_c) varianza 0.35 0.23 1.52 0.12
Residuos 8.96 0.48 18.59 0.00
Escuela varianza 0.28 0.19 1.44 0.15

(Profesor_c)

ACEA éﬁf\%‘gsc) Varianza 7.18 0.39 1853 0.00

= 0.52 0.27 1.91 0.05
Interseccion

Varianza

. 7.19 0.39 18.52 0.00

Residuos (NSE_c) 0.45 0.25 181 007
Interseccion

. . 7.17 0.39 18.56 0.00

Residuos Varianza 035 020 175 008
(Profesor _c)
Interseccion

AEA: ANOVA de un Factor de Efectos Aleatorios; RMR: Regresion con Medias como Resultados; ACEA:
ANCOVA de un Factor Efectos Aleatorios.

Analisis de Regresion con Medias como Resultados (RMR). Se estudia el grado en que
NSE, SIMCE y Profesor dan cuenta de las diferencias entre escuelas, en el nivel 2. El modelo
RMR anade una covariable z (NSE, SIMCE y Profesor) al modelo nulo en el nivel 2. El
modelo del nivel 1, yij= o + €ij, no cambia. La covariable de nivel 2 interviene en el nivel
2:

Boj = Yoo + Y01 Zj + ug; (con zj=7Z; - 7).

En lugar de utilizar las puntuaciones directas Z (NSE, SIMCE o Profesor) se utilizan las
diferenciales z (NSE_c, SIMCE_c y Profesor_c), valores centrados (z;), para que la constante

Yoo tenga un significado claro. Puesto que la constante del nivel 1, Boj (que es la media del
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Avance cuando se utilizan variables independientes centradas), es funcion de los coeficientes

y variables del nivel 2. Sustituyendo se obtiene el modelo combinado:
Yij =Yoo + Yo1 Zj + (uoj + €jj) Aqui quedé marcado con verde

El paréntesis separa la parte aleatoria del modelo de la parte fija. El término uo; se refiere al
efecto del factor Escuela tras eliminar el efecto atribuible a la covariable z (NSE_c, SIMCE_c
y Profesor_c). Del mismo modo, la varianza que recoge la variabilidad entre las escuelas,
6w, indica cOmo varian las escuelas tras eliminar las diferencias atribuibles a la covariable
z. Usando el procedimiento Mixed Models del SPSS se obtiene el ajuste que pronostica a la
variable Avance en términos de las variables NSE_c, SIMCE_c y Profesor_c

respectivamente.

La Tabla 25, modelo RMR, muestra las estimaciones de los dos parametros de efectos fijos:
el de la interseccion (¥ simce ¢ =1.77, Y Nse ¢ = 1.74'y ¥ profesor ¢ =1.78, respectivamente) y
de la pendiente, coeficiente asociado a la covariable (Yo1 simce ¢ = 0.001, Jo1 nse ¢ = 0.25, y
Y01 Profesor ¢ = 0.08, respectivamente) dando una estimacion del Avance en la poblacion de
las escuelas, pues la covariable fue centrada. Dado que la covariable SIMCE_c esté centrada,
el valor de la interseccion es una estimacion del Avance promedio en las escuelas y el valor
del coeficiente asociado a la covariable indica que por cada punto que aumenta el SIMCE
promedio en una escuela, el Avance promedio de los alumnos aumenta 0.001 puntos, como
este coeficiente tiene asociado un estadistico t cuyo nivel critico (sig= 0.91) no es
significativo al 5%, lo que indica que no hay evidencia de que SIMCE esta relacionado con
el Avance de los alumnos. Para NSE_c, por cada punto que aumenta el NSE_c promedio en
una escuela, el Avance promedio de los alumnos aumenta 0.25 puntos asociado al estadistico

t cuyo nivel critico (sig=0.22) no es significativo al 5%, lo que indica que no hay evidencia
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de que NSE esta relacionado con el Avance de los alumnos. Para el Profesor_c, por cada
punto que aumenta el Profesor_c promedio en una escuela, el Avance promedio de los
alumnos aumenta 0.08 puntos, asociado al estadistico t cuyo nivel critico (sig=0.02) lo que
indica que es significativo al 5%, por lo tanto se puede afirmar que el conocimiento del

profesor esta relacionado con el Avance de los alumnos.

La Tabla 26, modelo RMR, muestra que la estimacion de la varianza de los residuos (62
SIMCE ¢ = 8.97, 62¢ NSE_ ¢ = 8.98 ¥ 6% Profesor ¢ = 8.96) es similar a la del modelo AEA (62 =
8.97). La variabilidad del nivel 1 no se veria afectada por la presencia de una covariable del
nivel 2. Sin embargo, la estimacion de la variabilidad entre las escuelas (6%uo) ha aumentado
para el caso de la covariable SIMCE_c, pas6 de 0.38 en el modelo AEA a 0.42. En el caso
NSE_c, la variabilidad entre las escuelas pasé de 0.38 en el modelo AEA a 0.35 presentando
una leve disminucion en el modelo RMR y para el caso Profesor_c, la variabilidad entre las
escuelas pasd de 0.38 en el modelo AEA a 0.28 presentando una mayor disminucion en el
modelo RMR. Més alla de estas variaciones, el estadistico Wald no permite aseverar que hay
cambios. No obstante, dado que el estadistico de Wald es conservador para muestras

pequeiias, se podria pensar que queda por explicar parte de las diferencias entre las escuelas.

Comparando el estadistico -2LL asociado al modelo AEA con el asociado al RMR y al incluir
las interacciones en el modelo RMR, se obtiene: -2LL= 3619.41 para SIMCE_c, -2LL =
3611.60 para NSE_c y -2LL= 3611.08 para Profesor_c. La diferencia entre 3611.75 y el
valor de la variable -2LL es -7.66 para SIMCE_c, 0.15 para NSE_c y 0.67 para Profesor_c.
La respectiva diferencia se distribuye segiin chi-cuadrado con 1 grado de libertad. Para los

tres casos se acepta la hipotesis nula. Después de controlar el efecto del NSE, y
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separadamente el efecto del SIMCE y Profesor, no se puede aseverar que el resultado del

Avance promedio es diferente en todas las escuelas.

El Coeficiente de Correlacion Intraclase (CCI) de los promedios de las escuelas permite
precisar qué parte de la varianza total se debe a las diferencias entre escuelas; esto es, CCI=
6" / (6”20t 6™%). CCI es 0.045 para la covariable SIMCE_c, 0.038 para NSE_c y 0.03
para Profesor c. Cada uno de los tres valores indica que después de controlar el efecto
atribuible a las respectivas covariables, el porcentaje asociado, 4.5%, 3.8% y 3% de la
varianza total es atribuible a diferencias entre los promedios de las escuelas. Este coeficiente
es ahora condicional: informa acerca de lo que ocurre con las escuelas y el logro en el Avance

tras controlar el efecto respectivo en SIMCE_c, NSE_c y Profesor_c.

En el modelo AEA el CCI es 0.041. Al incluir la covariable SIMCE_c, NSE_c y Profesor_c,
el valor del CCI ha subido a 0.045 para SIMCE. Y ha bajado a 0.35 para NSE y 0.28 para
Profesor. Lo anterior se debe a que parte de las diferencias observadas entre las escuelas esta
explicada por las diferencias en la respectiva covariable. Comparando el modelo AEA vy el
modelo RMR que incluye la covariable, puede conocerse la proporcion de varianza explicada
en el nivel 2: con el calculo (0.38 — valor covariable)/0.38. Es decir, el 8% es atribuible al
NSE, el -10.5% seria atribuible al SIMCE, y 26% seria atribuible al conocimiento del

profesor. El SIMCE no se muestra relevante en el modelo estudiado.

Analisis de Covarianza de un Factor de Efectos Aleatorios (ACEA). Al incluir una covariable

del nivel 1, el modelo en ese nivel adopta la forma:

Yij = Boj + By xij + e (con xjj = Xjj — X)
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En el nivel 2, el término Bo; no cambia (Boj = Yoo + Yo1 zj + uoj), y €l término By es el mismo
para todas las escuelas (pues, de momento, solo se estan relacionando dos variables del nivel
1):

Pij = y10 + wij

El coeficiente yio representa la pendiente media que relaciona el Avance promedio de los

alumnos con sus puntuaciones en el “Pretest — MediaPretest”, Pretest c. Sustituyendo se
obtiene el modelo combinado:

Yij = yoo + yo1 2 + y10 Xij + (uoj + eij)

Al afadir esta nueva covariable se obtienen, entre otros, los resultados que muestran las tablas
24,25 y 26. La tabla 25 (modelo ACEA) ofrece las estimaciones de los tres parametros de
efectos fijos del modelo: (1) la constante o interseccion (Yoo = 1.78 para SIMCE, y00=1.74
para NSE y $00=1.78 para Profesor), que sigue siendo una estimacion del Avance promedio
en la poblacion de escuelas; (2) el coeficiente asociado a la variable de nivel 2 centrada (sea
ésta SIMCE_c, 701 =-0.0003, NSE_c, 01 =0.24 o Profesor_c, y01=0.08), que es similar al
obtenido antes de incluir la covariable Pretest (véase modelo RMR); y (3) el coeficiente
asociado a la variable Pretest (, ¥10=-0.43 para NSE, , ¥10=-0.43 para SIMCE, y, ¥10=-0.43
Profesor), que indica que por cada unidad que disminuye las puntuaciones del Pretest, el

Avance aumenta 0.43 unidades respectivamente para NSE ¢, SIMCE c y Profesor c.

La tabla 26 (modelo ACEA) muestra las estimaciones de los dos parametros de covarianza.
La estimacion de la variabilidad entre las escuelas (c%w) ha aumentado con respecto al
modelo RMR. Para SIMCE c¢ ha aumentado de 0.42 a 0.52; para NSE ¢ ha aumentado de
0.35 a 0.45; y para Profesor c ha aumentado de 0.28 a 0.35. Y la varianza de los residuos
(6™%) ha pasado de 8.97 en el modelo AEA a 7.18 para el modelo ACEA, similarmente para
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las tres covariables: SIMCE ¢, NSE c y Profesor c. Por tanto, al corregir el resultado en el
Avance mediante las puntuaciones en el Pretest, la variabilidad intraescuelas se ha visto

reducida en un 20%.
4. Discusion y conclusiones del estudio 3

Este estudio se enfoco en estimar el efecto del conocimiento del profesor sobre el aprendizaje
del alumno en la conceptualizacion de las fracciones, junto a las covariables, conocimientos
previos de los alumnos, nivel socioeconémico y nivel académico de las escuelas, que la
literatura reconoce que inciden en el aprendizaje del alumno (Bartau, Azpillaga y Joaristi,
2017; Murillo y Hernandez, 2011; OCDE, 2016). La explicacion del avance en el aprendizaje
del alumno se estudio a partir de la variabilidad dentro de cada escuela y la variabilidad entre
las escuelas. Se evidenci6 que con el modelo ANOVA de un Factor de Efectos Aleatorios el
4% de la variabilidad del conocimiento de los alumnos corresponde a las diferencias entre
las escuelas y el 96% dentro de cada escuela. Este resultado es similar al estudio de Hill et
al. (2005) quienes muestran que el 85% de la variabilidad del conocimiento de los alumnos

se encuentra entre los alumnos dentro de cada escuela.

Con el modelo Regresion con Medias como Resultados, el 26% de la variabilidad entre las
escuela es atribuible al conocimiento del profesor, y el 8% es atribuible al nivel
socioecondmico de la escuela. Al incorporar el Pretest ¢ al modelo ANCOVA de un Factor
Efectos Aleatorios, la variabilidad dentro de cada escuela se redujo en un 20%. También se
evidencido que el conocimiento del profesor estd relacionado significativamente con el

Avance de los alumnos, al 5%.

La presente investigacion muestra resultados similares a otros estudios. Por ejemplo, Hill et

al. (2005) muestran que el conocimiento matematico para la ensefianza de los profesores se
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relaciona significativamente con el logro en matematicas de los estudiantes de primer y tercer
grado; Harbison y Hanushek (1992) encuentran un efecto positivo entre los resultados de las
pruebas de matematicas de profesores y el rendimiento de sus estudiantes de 4° grado;
Baumert et al. (2010) encuentran un efecto positivo del conocimiento pedagodgico del
contenido sobre los logros en el aprendizaje de estudiantes de 10° grado; Tchoshanov (2011)
y Tchoshanov et al. (2017) encuentran que el conocimiento matematico de los conceptos y
las conexiones del profesor se asocia significativamente con el logro del estudiante. Asi, las
investigaciones para estimar el efecto del conocimiento matematico del profesor, medido por
diferentes pruebas, sobre el logro en el aprendizaje del alumno muestran una tendencia
prometedora (Tchoshanov, 2011). Como lo indica el National Mathematics Advisory Panel
(2008), los resultados de pruebas de los profesores constituirian una mejor medida de sus
conocimientos matematicos que los cursos, titulos y grados. De esta forma la presente
investigacion se suma a los trabajos mencionados anteriormente y contribuye con evidencia
empirica mostrando un efecto positivo del conocimiento del profesor sobre el aprendizaje del

alumno, en la conceptualizacion de las fracciones en 4° grado.

Estudio 4: Influencia del conocimiento profundo del profesor acerca de las fracciones

sobre el aprendizaje de los alumnos en 4° grado
Resumen

El objetivo de este estudio es establecer en qué medida el conocimiento profundo del profesor
acerca de las fracciones y el conocimiento sobre la ensefianza de las fracciones, ajustados por
el nivel socioecondmico y el nivel de conocimientos en matematicas que se alcanza en las
escuelas (SIMCE), influye sobre el aprendizaje de los alumnos en la conceptualizacion de

las fracciones en cuarto grado. Se obtuvo informacion de 378 alumnos de 4° grado de 9
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escuelas y de sus respectivos profesores de matematicas. Los resultados de los andlisis de
regresion muestran que el efecto conocimiento profundo del profesor es significativo en el
aprendizaje por alumno (p = 0.001), mas alla de lo explicado por el puntaje SIMCE del

colegio, que también es significativo (p = 0.02).
Palabras Clave: Conocimiento del profesor, fracciones, ensefianza de las matematicas.
1. Introduccion

En las ultimas tres décadas, el conocimiento que los profesores requieren para realizar una
ensefianza efectiva en relacién con temas matematicos especificos, se ha convertido en un
foco de creciente interés, tanto para investigadores que estudian el tema como también para
autoridades educativas (Pino-Fan, Godino y Font, 2018). En un periodo, en que los paises
trabajan para elevar el nivel de conocimiento de las matematicas entre los estudiantes, es
importante que la formacion inicial del profesor garantice que sus graduados dominan el
conocimiento que requeriran para su practica profesional. Cabe entonces la pregunta ;cuéles

son los conocimientos que requiere un profesor para realizar una ensefianza efectiva?

Shulman (1986) ha sido pionero en caracterizar, de manera genérica el conocimiento para la
ensefianza del contenido, €l distingue el conocimiento del contenido (CC), conocimiento
pedagdgico del contenido (CPC) y el conocimiento curricular. Shulman (1986) define el CC
como "la cantidad y la organizacion del conocimiento per se en la mente de los maestros”, el
CPC como “la forma particular del conocimiento que incorpora el aspecto del contenido que
guarda mas relacion con la ensefianza” y que incluye saber como representar el contenido
para que otros lo comprendan. El conocimiento curricular involucra saber como se organizan

los temas, tanto dentro de un afio escolar como a lo largo del tiempo.
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Desde que Shulman presentara estas categorias, varios investigadores han mostrado diversas
conceptualizaciones acerca de lo que los profesores necesitan saber para enseiar matematicas
(Ball, Thames y Phelps, 2008; Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-Catalan, 2013; Davis y
Simmt, 2006; Hill, Ball y Schilling, 2008; Ma, 1999; Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005;

Stylianides y Stylianides, 2014; Tchoshanov et al., 2017).

Ball et al. (2008) caracterizaron el conocimiento requerido para ensefiar matematica y
mediante el modelo conocimiento matematico para la ensefianza, presentan categorias
asociadas al CC: conocimiento comun del contenido, conocimiento especializado del
contenido y conocimiento del horizonte matematico. Hill et al. (2008) contribuyendo a
precisar este conocimiento, establecen tres categorias del CPC: conocimiento de la ensefianza
del contenido, conocimiento del curriculo y conocimiento de los estudiantes y el contenido

matematico.

Ma (1999) alineada con la conceptualizacion de Shulman (1986) mostré el conocimiento que
ponen en juego en la tarea de ensefiar profesores norteamericanos y chinos, en su trabajo se
evidencian problemas propios de la ensefianza de la matematica. El principal hallazgo de Ma
(1999) se relaciona con la nocion de comprension profunda de las matematicas
fundamentales (CPMF). Un profesor con CPMF posee un conocimiento profundo del
curriculo escolar, conceptual e interconectado que "va mas alla de poder calcular en forma
correcta y dar fundamentos para algoritmos de calculo” (Ma, 2010, p. 9). La nocién de CPMF

se muestra habilitadora del conocimiento didactico de la matematica.

La literatura da cuenta de la importancia del conocimiento del profesor sobre la matematica
que ensefia. No obstante, en el informe National Mathematics Advisory del Panel (2008) se

sefiala que es necesario investigar mas acerca de los tipos de conocimientos de los profesores
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que se relacionan mas fuertemente con lo que los estudiantes aprenden. El Panel (2008)
analizd investigaciones en las que se utilizaron variables sustitutas para medir el
conocimiento del profesor, tales como: certificados, cursos de matematicas y/o grado. Sin
embargo, estos estudios mostraron resultados inconsistentes, en general no confirman la
importancia del conocimiento matematico de los profesores en relacion con el aprendizaje

de los estudiantes.

El Panel (2008) sefiala que el unico estudio que midid directamente el conocimiento
matematico utilizado para ensefiar y su incidencia en los logros de aprendizaje es el trabajo
de Hill, Rowan y Ball (2005), quienes muestran que el conocimiento matematico para la
ensefianza de los profesores se asocia significativamente con el aprendizaje en matematicas
de estudiantes de primer y tercer grado. Posteriormente se publica el trabajo de Baumert et
al. (2010) cuyos resultados revelaron un efecto positivo del CPC sobre el avance en el
aprendizaje de estudiantes de décimo grado en matematicas. Cueto et al. (2017) encuentran
una asociacion positiva entre el CPC de los profesores y el rendimiento en matematicas de

estudiantes de cuarto grado.

Tchoshanov (2011) parte de un supuesto similar al del Panel (2008) al sefialar que no
solamente importa la cantidad de cursos de matematicas que tiene un profesor, sino mas bien,
saber qué tipo especifico de conocimiento matematico posee un profesor efectivo. El objetivo
de su estudio consistid en medir tres tipos cognitivos del conocimiento matematico de
profesores y su asociacion con el éxito de estudiantes de 6° a 8° grado. El principal hallazgo
de su estudio es que el conocimiento de los conceptos y de las conexiones del profesor se
asocia significativamente con el logro del estudiante. Posteriormente Tchoshanov et al.

(2017) estudian la asociacion entre tres tipos cognitivos del conocimiento matematico de los
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profesores y el desempefio de estudiantes de 5° a 9° grado. Los resultados sugieren que el
conocimiento del contenido de los docentes juega un papel importante en el rendimiento de

los estudiantes.

Las investigaciones existentes muestran que el conocimiento de los profesores sobre la
matematica que ensefian se asocia significativamente y tiene un efecto positivo en el
aprendizaje de los estudiantes. Sin embargo, en paises en desarrollo hay falta de estudios
sobre la relacion entre el conocimiento de los profesores y el aprendizaje de los alumnos
(Cueto et al., 2017) y mas atn sobre temas matematicos especificos. En particular, en este
estudio se aborda la conceptualizacion de las fracciones, un tema muy complejo y de gran

interés para la matematica educativa.

Estudiantes de todo el mundo tienen dificultades para aprender las fracciones, aun en paises
donde la mayoria de los estudiantes obtienen una comprension conceptual aceptable de estas,
como Japon o China, las fracciones son consideradas un tema dificil (Fazio y Siegler, 2011).
Las dificultades que enfrentan los alumnos para realizar operaciones basicas con fracciones
conduce a errores comunes que aparecen en el aprendizaje del dlgebra, el cual conforma una
base fundamental en matematicas de formacion superior (Siegler et al., 2012; Torbeyns,
Schneider, Xin y Siegler, 2015). Hay investigaciones que muestran que los profesores
presentan dificultades similares a las identificadas en los alumnos (Jakobsen, Ribeiro y
Mellone, 2014; Ma, 2010; Pinto y Ribeiro, 2013). La falta de conocimiento matematico para
la ensenanza puede afectar a como los profesores critican los libros de texto, seleccionan el
material para ensefiar, estructuran sus cursos y a como conducen la instruccion (Crossman,

Wilson y Shulman, 2005).
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Atendiendo a estos antecedentes, este estudio tiene como propdsito mostrar evidencias del
efecto positivo que tiene el conocimiento del profesor sobre el aprendizaje del alumno en la
conceptualizacion de las fracciones. Nos enfocamos en dos tipos de conocimientos del
profesor, el “conocimiento profundo de las fracciones” y el “conocimiento sobre la ensefianza

de las fracciones” (Rodriguez y Olfos, 2018).

En este estudio el constructo conocimiento profundo de las fracciones se define como un
conocimiento conceptual e interconectado (Gallardo, Gonzalez y Quispe, 2008; Ma, 2010).
En general en el campo de la cognicion matematica existe cierto acuerdo en diferenciar dos
tipos de conocimientos: el conceptual y el procedimental. El conocimiento conceptual se
define como el conocimiento de los conceptos y el procedimental como la capacidad de
ejecutar procedimientos o pasos para resolver un problema (Rittle-Johnson y Schneider,

2014).

Varios investigadores sefialan que el conocimiento conceptual de las fracciones explica el
aprendizaje de matematicas mas avanzadas. Por ejemplo, Byrnes y Wasik (1991) mostraron
que el conocimiento conceptual de las fracciones explica el aprendizaje de la capacidad de
realizar procedimientos de adicion y multiplicacion con fracciones. Andlogamente los
hallazgos del estudio de Charalambous y Pitta-Pantazi (2007) indican que el conocimiento
conceptual, predice el desempeiio procedimental. Fuchs et al. (2013) sefialan que el
conocimiento conceptual tiende a tener un efecto mayor sobre el desarrollo del conocimiento
procedimental que al revés. Rittle-Johnson, Schneider y Star (2015) indican que existe cierto
consenso en sefalar que el conocimiento conceptual a menudo apoya y conduce al

conocimiento procedimental.
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Pero ;qué significa tener un conocimiento conceptual de las fracciones? diversos
investigadores proponen que el conocimiento conceptual de las fracciones incluye la
comprension de sus diferentes subconstructos tales como parte todo, cociente, operador,
razoén y medida (Behr, Harel, Post y Lesh, 1993; Escolano y Gairin, 2005; Gallardo, Gonzélez
y Quispe, 2008; Kieren, 1993). Fuchs et al. (2014) sefalan que en cuarto grado la
comprension del subconstructo parte-todo se representa tipicamente utilizando un modelo de
area y que la comprension del subconstructo medida de las fracciones, a menudo se
representa con rectas numéricas. Los hallazgos de la investigacion de Fuchs et al. (2013;
2014) sugieren que la ensefianza centrada en la fraccion como medida seria clave para el

aprendizaje de las fracciones.

Por otra parte, la literatura advierte que el conocimiento que requiere un profesor para ensefar
matematicas no se limita al conocimiento matematico. Existe un conocimiento
complementario, que se mantiene en discusion desde que Shulman (1986) identificara el
CPC. Hill et al. (2008) identifican un componente del CPC, que denominan “conocimiento
de los estudiantes y el contenido matematico” y lo definen como “el conocimiento de como
los estudiantes piensan, saben o aprenden un contenido en particular” (p. 375). Dicha
componente del CPC incluye conocer las concepciones erroneas, dificultades y estrategias
utilizadas por el alumno, como por ejemplo, cuando los estudiantes aprenden a sumar
fracciones, los errores o malentendidos que cominmente surgen durante este proceso. Con
base en la investigacion de Hill et al. (2008), en este estudio el constructo conocimiento sobre
la ensefanza de las fracciones se refiere al conocimiento que tiene el profesor respecto de las
dificultades, errores comunes y estrategias utilizadas por los estudiantes. Respecto de las

dificultades y errores que se presentan en el uso de las fracciones, varios investigadores
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sefalan que se deben tanto a la gran cantidad de subconstructos que tienen como también a
los conocimientos previos que tienen los alumnos. Por ejemplo, presentan dificultades con
tareas asociadas al subconstructo de medida, tales como colocar fracciones en una recta
numérica, determinar fracciones equivalentes, comparar y ordenar fracciones (Cortina,

Cardoso y Zuiiga, 2012; Fandiio, 2009; Godino, 2004; Hansen et al., 2017).

Por citar algunos ejemplos concretos, al comparar fracciones, Godino (2004) senala que los
nifios se equivocan al sefialar que 1/2 es menor que 1/3, argumentando que 2 es menor que
3. También se equivocan cuando senalan que la mitad de la fraccion 1/6 se designa
frecuentemente por la fraccion 1/3, argumentando que la mitad de 6 es 3. Asi las propiedades
de los nimeros naturales pueden ser un obstaculo para el aprendizaje de las fracciones. Los
nifios no comprenden que cualquier nimero entero puede dividirse en cualquier nimero de
partes iguales. Por ejemplo, pueden presentar dificultades cuando se les pide que repartan 3

tabletas de chocolates entre 5 nifios.

Charalambous y Pitta-Pantazi (2007) examinan asociaciones entre los diferentes
subconstructos de las fracciones (parte todo, razéon, operador, cociente y medida) en
estudiantes de 5° y 6° grado. El estudio mostrd que los estudiantes tuvieron mas éxito en
tareas relacionadas con el subconstructo parte todo y menos éxito en tareas correspondiente
al subconstructo medida. Fandifo (2009) sefala que los estudiantes presentan dificultades en
el reconocimiento de esquemas de parte todo continuo y discreto. Button (2013) reporta que
estudiantes de 6° grado de primaria presentan dificultades con actividades relacionadas con
el subconstructo parte todo discreto y con el subconstructo de medida como por ejemplo,

ubicar fracciones en la recta numérica y equivalencia de fracciones.
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Atendiendo los antecedentes expuestos, en este estudio nos planteamos como objetivo
establecer en qué medida el Conocimiento Profundo y el Conocimiento sobre la Ensefanza
de las fracciones del profesor, ajustado por las variables nivel socioeconémico (NSE) y nivel
académico que alcanzan las escuelas en matematicas (SIMCE) influyen sobre el
conocimiento que alcanzan los alumnos en la conceptualizacion de las fracciones en cuarto

grado.

El presente estudio fue guiado por las siguientes preguntas de investigacion: ; El NSE influye
en el aprendizaje de los alumnos en la conceptualizacion de las fracciones? (El SIMCE
influye en el aprendizaje de los alumnos en la conceptualizacion de las fracciones? (El
conocimiento del profesor otorga un efecto adicional a lo que atribuye al SIMCE y al NSE?,
asi este estudio expo-facto con prueba inicial y prueba final, utilizando la técnica de regresion
lineal multiple explora el conocimiento del profesor como factor explicativo del avance o

logro de aprendizaje del alumno en fracciones.
2. Método
2.1 Participantes y seleccion de la muestra

En el estudio participaron 378 estudiantes de 4° grado atendidos por 10 profesores de 9
establecimientos escolares, 3 municipales y 6 subvencionados, proporcional a la cantidad de
estos tipos de escuelas en la ciudad de La Serena; correspondiente al 10% de la poblacion de
establecimientos. Los grupos se obtuvieron de un muestreo proporcional, con participacion
voluntaria. Los datos fueron tomados durante el afio escolar 2015 (ver Tabla 27). De los 10
profesores 7 son mujeres y 3 hombres, en promedio tienen 14 afios de experiencia, con un
minimo de 2 afios y maximo de 34 afios. Los docentes tienen el titulo de profesor, de los

cuales 9 son de educacion basica y 1 profesor de matematicas.

210



Tabla 27
Tipos de escuela, nimeros de cursos y alumnos por escuela

Escuelas Tipo Cursos  Alumnos
El P-Sub 1 28
E2 P-Sub 2 48
E3 P-Sub 2 47
E4 P-Sub 2 58
ES P-Sub 1 18
E6 Mun 1 9
E7 Mun 1 26
E8 P-Sub 3 113
E9 Mun 2 31
Total 9 15 378

2.2 Instrumentos

Prueba sobre las fracciones para los alumnos. La prueba para 4° grado se conforma de 22
items de opcion multiple organizados de acuerdo a una matriz de especificaciones enmarcada
en los contenidos curriculares (Mineduc, 2012) de la unidad de “Fracciones”, segin muestra
la Tabla 28. La prueba se administré a los alumnos al inicio del afio escolar como Prueba
inicial y al final del afilo como Prueba final. La prueba mostré una confiabilidad de .77 segin

el coeficiente alfa de Cronbach.

Tabla 28
Matriz de Especificaciones Prueba para los Alumnos
items
Conocimientos previos 6
Comprension de las fracciones 9
Adicion y sustraccion de fracciones de igual denominador en contexto 3
Identificacion y representacion de fracciones propias y nimeros mixtos hasta 5 4

Prueba sobre el Conocimiento Profundo y sobre la Ensefianza de las fracciones para el
profesor. Las pruebas estan conformada por 10 items referidos al conocimiento profundo
sobre las fracciones y 14 items sobre la ensefianza de las fracciones. Los antecedentes de las

pruebas se encuentran en (Rodriguez y Olfos, 2018).
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2.3 Variables contextuales

SIMCE. Corresponde al puntaje promedio desde el 2011 al 2015 obtenido por la escuela en
las pruebas de matemadticas anuales SIMCE (Sistema de medicién de la calidad de la
educacion) realizadas en el pais, que evaluan el logro de aprendizaje en la asignatura de
matematica, abarcando una muestra representativa de los contenidos curriculares de 3°y 4°
grado (Mineduc, 2012). Los puntajes de la prueba SIMCE estan disponibles en linea

http://www.agenciaeducacion.cl

NSE. Corresponde al nivel socioecondmico medio de las familias de los estudiantes que
anualmente rinden las pruebas SIMCE en el pais. En el grupo NSE Medio Bajo la mayoria
de los apoderados ha declarado tener hasta 10 afos de escolaridad y un ingreso del hogar de
hasta $340.000. El grupo NSE Alto la mayoria de los apoderados ha declarado tener entre 13
y 15 afios de escolaridad y un ingreso del hogar entre $550.001 y $1.250.000. Los puntajes

NSE son publicos y estan disponibles en linea http://www.agenciaeducacion.cl
2.4 Procedimientos

Para la administracion de las pruebas a los alumnos se solicitd autorizacion a los profesores,
directores y apoderados. Las pruebas fueron administradas por un asistente del proyecto en
las primeras horas de las jornadas de clases habituales de los alumnos, dando 60 minutos de
tiempo. La prueba a los profesores fue administrada en conjunto a todos en una sala, dando
30 minutos de tiempo para responder a las preguntas de la prueba “conocimiento profundo
de las fracciones”, luego de un descanso de 10 minutos, se dan 40 minutos para responder a
las preguntas de la prueba “conocimiento sobre la ensenanza de las fracciones”. Se proveyo

a los docentes un estimulo econdémico por su participacion en el proyecto.
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2.5 Analisis de Datos

Las siguientes variables se consideran independientes: SIMCE, NSE, Conocimiento
Profundo de las fracciones y Conocimiento sobre la Ensefianza de las fracciones. Los
resultados del aprendizaje de los alumnos se evaluaron por medio de la variable dependiente
Avance que se obtiene al calcular la diferencia entre el puntaje final y el puntaje inicial por
alumno. La variable Avance considera a cada alumno como su propio referente, pero
presupone un potencial de avance similar entre todos los alumnos. Para evaluar la normalidad
se utiliz6 la prueba Kolmogorov-Smirnov y la homocedasticidad se analizé por medio de la
prueba de Bartlett. La comparacion del puntaje promedio SIMCE de la muestra con el
promedio de los colegios de La Serena desde el afio 2011 al 2015 se realizd6 mediante una
prueba t, los valores se presentan como medias y desviaciones estandar. Las correlaciones
que se presentan son correlaciones de Pearson. El ajuste por SIMCE y NSE se hizo a través

de un modelo de regresion lineal multiple.
3. Resultados

Dado que el interés de este estudio era conocer el valor predictivo de las variables
Conocimiento Profundo y Conocimiento sobre la Ensefianza de las fracciones del profesor,
ajustado por el NSE y el SIMCE en relacion con la variable Avance, se comprobd que no
hay evidencia de falta de normalidad y no hay evidencia de que la varianza de los residuos
no sea constante (heterocedasticidad) para la variable Avance por Conocimiento Profundo (p

=0.13) y por Conocimiento sobre la Ensefanza (p = 0.29).

El puntaje promedio SIMCE de los colegios de La Serena desde el afio 2011 al 2015 es 260

(D.E. 24.5) y en los colegios de la muestra es de 263.15 (D.E. 23.95). El puntaje promedio
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SIMCE de la muestra no es significativamente distinto del promedio SIMCE de los colegios

de La Serena (p = 0.68, fig. 50).

na m
Promedic SBACE fimos 5 afos

Figura 50. Distribucion Poblacional SIMCE La Serena

La correlacion entre el SIMCE con la Prueba final y la prueba inicial por alumno es

estadisticamente significativa (r = 0.52, p = 0.0001 y r = 0.37, p = 0.0001 respectivamente,

fig. 51).
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Figura 51. Correlacion entre el SIMCE vy el puntaje por alumno

El SIMCE se correlaciona de forma significativa con el NSE (r=0.79, p=0.0001). El puntaje

promedio SIMCE para el grupo NSE Alto es 286.33 (D.E. 13.1) y para el grupo NSE Medio

Bajo es 243.05 (D.E. 10.99). El puntaje promedio SIMCE es significativamente mayor para

el grupo del NSE Alto (p = 0.0001, fig. 52).
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Figura 52. Diferencia SIMCE entre el grupo NSE Alto y NSE Medio Bajo
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La asociacion entre la Prueba inicial y la Prueba final es estadisticamente significativa (r =
0.65, p = 0.0001, fig.53). EI NSE de la comuna por colegio es significativamente diferente

(p=0.0001, fig. 53)

10

Prueba inicial

Figura 53. Relacion entre el puntaje inicial y final
El puntaje del Avance por alumno se correlaciona de forma significativa con el puntaje

SIMCE promedio del colegio al que pertenece (r = 0.21, p=0.0001, fig. 54).
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Figura 54. Relacion entre el Avance y el SIMCE
El puntaje promedio del Avance por alumno para el grupo NSE Alto es 2.2 (D.E. 3.05) y para
el grupo NSE Medio Bajo es 1.3 (D.E. 2.72). El puntaje promedio del Avance por alumno es

significativamente mayor para el grupo del NSE Alto (p = 0.01, fig. 55).
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Figura 55. Diferencia del Avance entre el grupo NSE Alto y NSE Medio Bajo

La correlacion entre el Conocimiento Profundo y el puntaje promedio del Avance por alumno

es estadisticamente significativa (r = 0.25, p = 0.0001, fig. 56).
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Figura 56. Relacion entre el Conocimiento profundo y el Avance por alumno
La correlacion entre el Conocimiento sobre la Ensefianza del profesor y el puntaje promedio

del Avance por alumno es estadisticamente significativa (r =0.17, p = 0.001, fig. 57).
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Figura 57. Relacion entre el conocimiento sobre la ensefianza y el Avance por alumno

Los resultados de los analisis de regresion muestran que el efecto Conocimiento Profundo

del profesor es significativo en el Avance por alumno (p= 0.001), mas alla de lo explicado

218



por el puntaje SIMCE del colegio, que también es significativo (p=0.02). En cambio, el efecto
de la dimensiéon Conocimiento sobre la Ensefianza no alcanza significacion estadistica si
ajustamos por SIMCE (p = 0.09). Si en conjunto, incluimos SIMCE, Conocimiento Profundo
y Conocimiento sobre la Ensefianza, lo mas relevante parece ser el Conocimiento Profundo

del profesor (p = 0.01) junto con el SIMCE (p = 0.03).

Los resultados del analisis de las preguntas de las pruebas administradas a los alumnos y a

los profesores son los siguientes:

Prueba sobre Fracciones. Las preguntas que resultaron mds faciles de responder
correctamente por los alumnos (> 80%), fueron las relativas a la categoria conocimientos
previos, especificamente las de parte todo continuo y comparacion de fracciones de un mismo
todo con igual denominador. Las preguntas que resultaron mas dificiles (20% a 50%) fueron
las relativas a la categoria comprension de las fracciones, especificamente las de mayor
dificultad fueron las relativas a ubicar fracciones en la recta numérica (medida), comparar
fracciones con distinto denominador (medida) y las de parte todo discreto. A continuacion se

presentan cuatro ejemplos de preguntas.

La pregunta 5 de la prueba sobre fracciones (tabla 29) relativa al subconstructo parte todo

continuo, la responden correctamente el 90% del total de los alumnos de 4° grado.
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Tabla 29
Pregunta 5 Prueba sobre Fracciones para los alumnos

Observa la siguiente figura:

(Qué fraccion de la figura estd pintada de negro?

La pregunta 6 de la prueba sobre fracciones (tabla 30) relativa a comparar fracciones con

igual denominador, la responden correctamente el 84% del total de los alumnos de 4° grado.

Tabla 30
Pregunta 6 Prueba sobre Fracciones para los alumnos

. ., 2 1 .
Juan reparte un chocolate, él comid Sysu hermano comid 3 del chocolate, ;qué frase es

correcta?

a. Juan comio tanto chocolate como su hermano.
b. Juan comi6é mas chocolate que lo que comid su hermano.
c. Juan comio tres veces mas chocolate que lo que comid su hermano.

La pregunta 7 de la prueba sobre fracciones (tabla 31) relativa al subconstructo de medida,

la responden correctamente el 35% del total de los alumnos de 4° grado.
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Tabla 31
Pregunta 7 Prueba sobre Fracciones para los alumnos

(En qué caso estan bien ubicadas las fracciones en la recta numérica?

sl

a]—=
]
s
|
=

La pregunta 8 de la prueba sobre fracciones (tabla 32) relativa al subconstructo operador, la

responden correctamente el 28% del total de los alumnos de 4° grado.

Tabla 32
Pregunta 8 Prueba sobre Fracciones para los alumnos

. 3 . . . . .
Estos circulos representan " de cierta unidad, ¢cuantos circulos forman la unidad?

. o

o..o o ..
a) 9
b) 12
c) 27
d) 36

Prueba sobre el Conocimiento Profundo. Las preguntas que resultaron mas faciles de
responder correctamente por los profesores (>80%) fueron las relativas al subconstructo parte
todo continuo. Las preguntas que resultaron mas dificiles (20% a 50%) fueron las relativas a

indicar nimeros fraccionarios entre dos niimeros, ubicar fracciones en la recta numérica y

calcular la fraccion de un numero.
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La pregunta 5 de la prueba sobre el Conocimiento Profundo (tabla 33) relativa a indicar
nimeros fraccionarios entre dos numeros (subconstructo de medida), la responden

correctamente el 40% del total de los profesores de primaria.

Tabla 33
Pregunta 5 Prueba sobre el Conocimiento Profundo*

., 7 ,
Juan busca una fraccion entre 5y 1, ;qué frase es correcta?

Solo es posible encontrar una fraccion entre esos nimeros
. 8 .
No la encontrard, puesto que entre 3 ©s iguala 1

Muchas fracciones cumplen esa condicion
Ninguna de las anteriores

e oo

*Fuente: Modificado desde Rodriguez y Olfos (2018)
La pregunta 4, de la prueba sobre el Conocimiento Profundo (tabla 34) relativa a calcular la
fraccion de un niumero (subconstructo operador), la responden correctamente el 60% del total

de los profesores de primaria.

Tabla 34
Pregunta 4 Prueba sobre el Conocimiento Profundo

w3 .
La expresion " de 127, equivale a:

a. Un cuarto de 3 doceavos
b. Tres veces 4 doceavos
c¢. 12 cuartos de tres

d. Cuatro veces 12 tercios

Prueba sobre la Ensefianza de las fracciones. Las preguntas que resultaron mas faciles de
responder correctamente (70% a 90%) por los profesores fueron las relativas a identificar

dificultades comunes de los estudiantes, seguidas por las de conocer estrategias utilizadas
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por los alumnos. Las preguntas que resultaron mas dificiles (30% a 50%) fueron las relativas

al conocimiento de errores comunes de los alumnos.

La pregunta 14 de la prueba sobre la Ensefianza de las fracciones (tabla 35) relativa a la
categoria identificar dificultades comunes de los estudiantes, la responden correctamente el

90% del total de los profesores de primaria.

Tabla 35
Pregunta 14 Prueba sobre la Ensefianza de las fracciones*

Aqui hay dos segmentos de recta numérica de 2 unidades de longitud cada una. En cada segmento las
distancias entre las marcas son iguales. La profesora solicitd escribir la fraccion representada por la
letra B. Algunos alumnos escribieron 3/4. Ello puede deberse principalmente a que:

a.3/4de2es3/2

b. La ubicacion de A corresponde a 1

c. B esta ubicado en las tres cuartas parte del segmento de recta dibujado
d. No me parece clara la pregunta

* Fuente: Modificado desde Rodriguez y Olfos (2018)

La pregunta 7 de la prueba sobre la Ensefanza de las fracciones (tabla 36) relativa a la
categoria conocimiento de errores comunes de los estudiantes, la responden correctamente el

30% del total de los profesores de primaria.
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Tabla 36
Pregunta 7 Prueba sobre la Ensefianza de las fracciones

~ o . 2 8 . ,
Fernanda sefala que las siguientes fracciones Sy g son iguales. ;/Qué pudo llevar a Fernanda a tal
conclusion?

a. Fernanda se equivoco en encontrar los denominadores comunes.

b. Fernanda estd agregando 6, tanto al numerador como al denominador de é, y ella ve que

. 8
eso es igual a o

c. Pudo ser cualquiera de las dos ideas anteriores.

d. Ninguna de esas ideas se relaciona con la conclusion de Fernanda.

4. Discusion y conclusiones del estudio 4

El presente estudio se enfoco en establecer en qué medida el Conocimiento Profundo y el
Conocimiento sobre la Ensefianza de las fracciones del profesor, ajustados por las variables
nivel socioeconémico (NSE) y nivel académico que alcanzan las escuelas en matematicas
(SIMCE), influyen sobre el conocimiento que alcanzan los alumnos en la conceptualizacion
de las fracciones en cuarto grado. Se explora el conocimiento del profesor como factor

explicativo del aprendizaje del alumno.

Los resultados de este estudio muestran que el NSE se correlaciona fuertemente y de forma
significativa con el SIMCE (r = 0.79, p = 0.0001). En Chile, los alumnos de escuelas que
tienen un mayor NSE, obtienen puntajes SIMCE significativamente mas altos que los
alumnos de escuelas que tienen un menor NSE (Mineduc, 2017, OCDE, 2018). Al comparar
directamente las puntuaciones de las pruebas, los resultados se asocian con el NSE y el
SIMCE. Tanto en Chile como en otros paises en desarrollo, los alumnos con bajo NSE

dificilmente puedan alcanzar rendimientos comparables con los alumnos de mejor NSE
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(OCDE, 2016). Por lo tanto, para evaluar los resultados del aprendizaje de los alumnos
utilizamos puntuaciones de Avance de aprendizaje por alumno, ya que son estimaciones mas

justas del crecimiento académico de los estudiantes (Mullens, Murnane y Willett, 1996).

En este estudio el puntaje SIMCE promedio se asocia significativamente con el puntaje
promedio del Avance por alumno (r=0.21, p=0.0001, fig. 54) y ademas el puntaje promedio
del Avance por alumno es significativamente mayor para el grupo del NSE alto (p = 0.01,
fig. 55). Sin embargo, los resultados de esta investigacion muestran que si comparamos al
alumno en términos de Avance de aprendizaje, resulta que tanto los alumnos de NSE alto
como los del NSE bajo aprenden y ese aprendizaje se asocia significativamente con el
conocimiento profundo del profesor (r = 0.25, p = 0.0001, fig. 56), de hecho esa asociacion
va mas alla de lo explicado por el SIMCE y el NSE. Aun ajustado por NSE y por SIMCE el

conocimiento profundo del profesor hizo una diferencia (p = 0.01).

Los hallazgos de este estudio estan en concordancia con las investigaciones que sefialan que
el conocimiento matematico para la ensefianza de los profesores se asocia significativamente
y que influyen en el aprendizaje de los estudiantes. Por ejemplo, Harbison y Hanushek (1992)
encuentran un efecto positivo entre el conocimiento matematico del profesor y el rendimiento
de sus estudiantes en 4° grado; Hill et al. (2005) muestran que el conocimiento matematico
para la ensefianza de los profesores se relaciona significativamente con el logro en
matematicas de los estudiantes de primer y tercer grado; Tchoshanov (2011) encuentra que
el conocimiento matematico de los conceptos y las conexiones del profesor se asocia
significativamente con el logro del estudiante; Tchoshanov et al. (2017) encuentran que la
puntuacion total de la prueba de conocimiento del contenido de los profesores se correlaciona

de forma significativa con el rendimiento de los estudiantes.
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Los resultados de los analisis de la prueba sobre Fracciones muestran que las preguntas que
resultaron mas dificiles de responder correctamente por los alumnos fueron las relacionadas
con el subconstructo de medida, especificamente ubicar fracciones en la recta numérica,
comparar fracciones con distinto denominador y las relacionadas con el subconstructo parte
todo discreto. Lo que es concordante con lo que reporta la literatura, los estudiantes presentan
dificultades al colocar fracciones en una recta numérica, al comparar fracciones y con
actividades que requerian poner en practica ideas matemadticas de fraccionamiento en
cantidad discreta (Button, 2013; Cortina et al., 2012; Charalambous, Pitta-Pantazi, 2007;

Fandifio, 2009; Godino, 2004; Hansen et al., 2017).

Los resultados del analisis de la prueba sobre el conocimiento profundo de las fracciones
muestran que las preguntas que resultaron mas dificiles de responder correctamente por los
profesores fueron las relacionadas con el subconstructo de medida (indicar nimeros
fraccionarios entre dos numeros, ubicar fracciones en la recta numérica) y las relacionadas
con el subconstructo operador (calcular la fraccién de un numero). Estos resultados muestran
que los profesores presentan dificultades similares a las identificadas en los alumnos, lo que
es concordante con lo que reporta la literatura (Jakobsen et al., 2014; Ma, 2010; Pinto y

Ribeiro, 2013).

Los resultados de los analisis de la prueba sobre la ensefianza de las fracciones muestran que
los profesores no tienen dificultad en reconocer las estrategias y dificultades comunes que
tienen los estudiantes, pero si tienen dificultades en dimensionar la naturaleza del error. Los
resultados sugieren que los profesores no conocen el porqué de los errores comunes que

cometen los estudiantes.
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Asi, las investigaciones existentes sobre el conocimiento del profesor, medido por pruebas,
y su relacion con el rendimiento de los estudiantes muestran una tendencia prometedora
(Tchoshanov, 2011). Como indica el National Mathematics Advisory Panel (2008) al sefialar
que los resultados de pruebas administradas a los profesores constituirian una mejor medida
de sus conocimientos matematicos para la ensefianza, que los certificados de titulos y grados.
Ya que una comprension mas detallada del conocimiento requerido para ensefiar matematica
solo puede emerger al enfocarse en temas matematicos especificos (Pino-Fan et al., 2018).
De esta forma el presente estudio constituye un aporte a la investigacion sobre la relacion

entre el conocimiento del alumno y el conocimiento de los profesores.

La situacién socioecondmica de la familia de los estudiantes es un factor importante que
influye en el rendimiento escolar (Chaparro, Gonzélez y Caso, 2016; Murillo y Roméan, 2008;
OCDE, 2016, Tuiién y Poy, 2016). Sin embargo, en este estudio se muestra que
independiente del NSE si se capacita al profesor de manera que tenga un conocimiento
profundo sobre las fracciones se puede obtener el mejor avance por alumno. Es decir, si se
prepara al profesor para que tenga un conocimiento conceptual e interconectado acerca de
las fracciones (Rodriguez y Olfos, 2018) permitiria obtener el mejor avance de aprendizaje
posible dado las condiciones basales de los estudiantes. Se sugiere a futuro, estudiar la
relacion en otras muestras y en otras poblaciones de profesores y seguir investigando sobre
como diferentes tipos de conocimientos del docente se relacionan con el aprendizaje del

estudiante.
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Discusiones y Perspectivas

4.1 A modo de Resumen sobre el conocimiento del profesor como factor explicativo

sobre el aprendizaje del alumno

El principal interés del presente trabajo de tesis fue avanzar en la identificacion de tipos de
conocimientos que requiere un profesor para realizar una ensefianza efectiva en matematicas.
El conocimiento que el profesor requiere para enseflar matematicas en cuanto se asocia
significativamente con el aprendizaje del alumno. A nivel nacional e internacional son pocos
los estudios que han explorado el efecto del conocimiento del profesor sobre el aprendizaje
de los alumnos. En general, estos estudios abordan una amplia gama de temas matematicos,
sin centrarse en un tema en particular. En la literatura no se reportan investigaciones que
estudien el conocimiento del profesor como factor explicativo del aprendizaje de los
alumnos, en fracciones. Desde la perspectiva de lo especifico, el propdsito del presente
trabajo de tesis consistio en explorar el conocimiento del profesor como factor explicativo
del conocimiento del alumno, centrandose en el tema de las fracciones. El estudio se enfoco
en dos tipos de conocimientos del profesor: “conocimiento profundo” y “conocimiento sobre

la ensefianza”.

El trabajo se organiza en cuatro capitulos. A continuacion se sintetizan los tres capitulos que
anteceden. En el capitulo 1, se presenta el planteamiento de la investigacion, en primer lugar
se muestran los bajos resultados obtenidos por estudiantes chilenos en las pruebas de
matematicas TIMSS y PISA. En segundo lugar los bajos resultados de profesores tanto en
pruebas nacionales Inicia como en pruebas internacionales TEDS-M, las cuales revelan que

en Chile la formacion inicial docente requiere mejorar para alcanzar estandares de calidad
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(Avalos y Matus, 2010; MINEDUC, 2015). Los estudios internacionales reflejan marcadas
diferencias entre los logros matematicos de los estudiantes asiaticos y los occidentales; estas

diferencias pueden ser atribuidas en parte a la influencia de los profesores.

En tercer lugar, en el capitulo 1 se muestran estudios relacionados con las dificultades que
presentan estudiantes de primaria, estudiantes para profesor y profesores en servicio, sobre
la conceptualizacion de las fracciones. Las investigaciones muestran que estudiantes para
profesor y profesores en servicio presentan dificultades en fracciones asociadas a las
identificadas en los alumnos. Estudios previos sugieren que el aprendizaje de las fracciones
por parte de los alumnos, puede estar limitado por la comprension de las fracciones por parte
del profesor (Ma, 2010; Newton, 2008). En consecuencia resulta pertinente estudiar la

influencia del conocimiento del profesor sobre el conocimiento del alumno en fracciones.

El objetivo general del estudio es determinar en qué medida estos conocimientos se
constituyen en variables explicativas del conocimiento del alumno en 4° grado. La pregunta
que guia este trabajo de tesis, en términos estadisticos es: ;influye el conocimiento del
profesor en el conocimiento de las fracciones en alumnos de cuarto grado, de

establecimientos educacionales de las ciudades de La Serena y Coquimbo?

En el capitulo 2, en primer lugar se presenta el marco teorico de la investigacion, partiendo
con el trabajo de Shulman (1986; 1987) quien fue el primero en identificar tipos de
conocimientos del profesor requerido para la ensefianza: CK, PCK y conocimiento curricular.
En segundo lugar se presentan estudios que toman como sustento la conceptualizacion de
Shulman, presentando los avances realizados por investigadores en la identificacion de tipos
de conocimientos requeridos para enseiar matematica (Ball et al., 2008; Carrillo, Climent et

al., 2013; Hill et al., 2008; Krauss, 2007; Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005; Sanchez,

230



2011; Ma, 1999). En particular, en este trabajo de tesis se toma como sustento el modelo

MKT de Ball et al. (2008) y Hill et al. (2008).

En tercer lugar, en el capitulo 2 se propone el constructo conocimiento profundo de las
fracciones como un conocimiento conceptual y conectado (Ma, 2010; Tchoshanov, 2011;
Tchoshanov et al., 2017) que incluye la comprension de diferentes subconstructos que se
manifiestan al concebir a la fraccidon como parte todo, cociente, operador y medida (Gallardo
et al., 2008). Luego, se propone el constructo conocimiento sobre la ensefanza de las
fracciones, el cual considera a) el conocimiento que tiene el profesor respecto del
pensamiento de los alumnos; los errores comunes, dificultades, conocimientos adquiridos y
estrategias utilizadas por los estudiantes (Hill et al., 2008), y ademas b) la orientacion acerca
de cémo se construye el conocimiento, que incluye las concepciones constructivistas y no
constructivistas del profesor acerca del aprendizaje y ensefianza de las matematicas (Olfos et
al., 2014). En cuarto lugar, se presentan estudios acerca del efecto del conocimiento del
profesor sobre el rendimiento de los estudiantes, tanto en paises desarrollados como en paises
en desarrollo (Baumert et al., 2010; Carnoy y Arends, 2012; Cueto et al., 2017; Marshall et
al., 2009; Marshall y Sorto, 2012; Metzler y Woessman, 2012; Olfos et al., 2014;
Tchoshanov, 2011; Tchoshanov et al., 2017). En base a estos estudios la autora se planted
como hipdtesis que el conocimiento del profesor tendria un efecto sobre el conocimiento del
alumno en fracciones. Finalmente, el capitulo presenta el marco conceptual del estudio:

conocimiento profundo y conocimiento sobre la ensefianza.

En el capitulo 3, se presentan los cuatro estudios sobre fracciones que se realizaron para
alcanzar los objetivos de esta tesis. En primer lugar se presenta el ESTUDIO 1, cuyo objetivo

fue elaborar dos instrumentos con validez y confiabilidad aceptable, uno sobre el
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conocimiento profundo del profesor acerca de las fracciones y otro sobre el saber del profesor
acerca del conocimiento que el alumno pone en juego al conceptualizar las fracciones en 4°
grado. Este tltimo instrumento no abarc6 en su totalidad el conocimiento sobre la ensefianza,
mencionado en el capitulo anterior. Los instrumentos fueron aplicados en dos oportunidades
a grupos de 30 profesores de primaria y una vez a 20 estudiantes de la carrera de Pedagogia
en Matematicas. Finalmente se obtuvieron dos instrumentos, de 12 y 10 preguntas, con una

consistencia interna de 0.74 y 0.75 alfa de Cronbach.

En segundo lugar se presenta el ESTUDIO 2, cuyo objetivo consistié en establecer en qué
medida el conocimiento del profesor, mediado por el NSE de los alumnos, los conocimientos
previos de los alumnos y el nivel de logros de la escuela en matematicas (SIMCE), contribuye
al conocimiento que alcanzan los alumnos en la conceptualizacion de las fracciones en cuarto
grado. Mediante la técnica de andlisis estadistico multinivel con dos niveles, alumno y
escuela, se obtuvo informacion de 328 alumnos de 4° grado de 9 escuelas y de sus respectivos
profesores de matematicas. Los resultados muestran que de la variabilidad observada en la
conceptualizacion de las fracciones, el 77% se podria atribuir a las variables de nivel del
alumno mientras que el 23% restante a las variables de nivel de la escuela. El 38% de la
varianza intra-escuela se explicaria por los conocimientos previos de los alumnos, y
préacticamente toda la varianza entre-escuelas estaria explicada por SIMCE o bien en un 32%
por el NSE. El conocimiento del profesor, solo o en combinacion con otros factores, explica

alrededor del 10% con una significacion débil del 10%.

En tercer lugar, en el capitulo 3 se presenta el ESTUDIO 3 que tuvo por objetivo otorgar
evidencias empiricas acerca del efecto del conocimiento del profesor sobre el aprendizaje de

los alumnos en la conceptualizacion de las fracciones, en asociacion con los conocimientos
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previos de los alumnos, NSE y SIMCE. A diferencia del estudio anterior el foco fue el
aprendizaje medido por el avance de los alumnos. Mediante la técnica de andlisis estadistico
multinivel con dos niveles, alumno y escuela, se obtuvo informacion de 714 alumnos de 4°
grado de 23 escuelas y de sus respectivos profesores de matematicas. Los resultados indican
que, de la variabilidad observada en la conceptualizacion de las fracciones por los alumnos,
el 76% se podria atribuir al conocimiento previo de los alumnos y del 24% restante a las
variables a nivel de la escuela. La varianza entre las escuelas estaria explicada en un 26% por
el conocimiento del profesor, en un 8% por el nivel socioecondmico de la escuela. El nivel
académico de la escuela no se muestra significativo en este estudio que se enfoca en el avance

del alumno sobre el conocimiento de las fracciones como medida de aprendizaje.

En cuarto lugar, en el capitulo 3 se presenta el ESTUDIO 4 cuyo objetivo fue establecer en
qué medida el conocimiento profundo del profesor acerca de las fracciones y el conocimiento
sobre la ensefianza de las fracciones, ajustados por NSE y SIMCE, influye sobre el
aprendizaje de los alumnos en la conceptualizacion de las fracciones en 4° grado. A
diferencia de los estudios anteriores, se cambia la técnica estadistica que es mas sensible a
muestras pequenas. Mediante la técnica de analisis de regresion multiple se analizd
informacion de 378 alumnos de 4° grado de 9 escuelas y de sus respectivos profesores de
matematicas. Los resultados de los andlisis de regresion muestran que el efecto conocimiento
profundo del profesor es significativo en el aprendizaje por alumno (p= 0.001), mas alla de
lo explicado por el puntaje SIMCE del colegio, que también es significativo (p=0.02). El
efecto de la dimension Conocimiento sobre la Ensefianza no alcanza significacion estadistica

al 5% al ser ajustada por SIMCE, el mejor ajuste.
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4.2 Discusion de los hallazgos en relacion a la literatura acerca del efecto del

conocimiento del profesor sobre el aprendizaje del alumno

El primer aporte del presente trabajo de tesis corresponde a dos instrumentos que miden el
conocimiento del profesor, uno que evalta el conocimiento profundo del contenido acerca
de las fracciones enmarcado en el curriculo (Cprofu-F), y otro que evalua el saber del profesor
respecto al conocimiento que el alumno pone en juego al conceptualizar las fracciones en 4°
basico (Cconceptua-F). Este resultado se obtuvo con el primer estudio, ESTUDIO 1 referido
a elaboracion de instrumentos con validez y confiabilidad aceptable (Alfa de Cronbach sobre

0.7).

El instrumento Cprofu-F mostr6 confiabilidad aceptable en las tres aplicaciones, por lo que
no fue modificado para los estudios siguientes. Este resultado se acerca a los resultados de
Ball (2008), que logré medir con éxito el CK de los profesores. En cambio, el instrumento
Cconceptua-F, no mostrd confiabilidad aceptable en su primera version (alfa de Cronbach
0.6), este resultado es similar al de Ball y su grupo de investigacion, quienes no lograron
propiedades psicométricas aceptables para medir el KCS de los estudiantes (alfa de Cronbach
0.5). Al reflexionar respecto a las preguntas que presentaban mejor grado de dificultad y
discriminacién, advertimos que ademés de medir Cconceptua-F estas median conocimiento
profundo, lo que incidi6 en la adopcidn del marco conceptual del ESTUDIO 1. Finalmente,
luego de administrar el instrumento Cconceptua-F a grupos de profesores, el instrumento

muestra una confiablidad aceptable.

Este resultado muestra que es posible elaborar un instrumento con validez y confiabilidad
aceptable de dos tipos de conocimientos del profesor relativo al conocimiento de las

fracciones para la ensefianza (Rodriguez y Olfos, 2018). Este resultado también muestra que
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es posible elaborar un instrumento con validez y confiabilidad aceptable para medir el
conocimiento de los alumnos en fracciones enmarcado en el curriculo de 4° bésico

(Rodriguez y Navarrete, 2020).

El primer hallazgo de la presente tesis es la existencia de una asociacion significativa entre
el conocimiento del profesor y el conocimiento del alumno con respecto a las fracciones. La
literatura ya mostraba que tanto el CK como el PCK del profesor tienen efecto sobre el
aprendizaje en matematica del alumno (Baumert et al., 2010; Carnoy y Arends, 2012; Cueto
etal., 2017; Marshall et al., 2009; Marshall y Sorto, 2012; Metzler y Woessman, 2012; Olfos
et al.,, 2014; Tchoshanov, 2011; Tchoshanov et al., 2017). Sin embargo, todas estas
investigaciones han abordado distintos temas matematicos simultaneamente, sin enfocarse

en uno especifico.

Este primer hallazgo implic6é una serie de acercamientos metodologicos: ampliacion de la
muestra, variacion de técnicas multivariadas, y una reinterpretacion de la variable
dependiente. En términos especificos, con el ESTUDIO 2 se mostr6 que el conocimiento del
profesor, solo o en combinacion con otros factores, explica alrededor del 10% de la
variabilidad en el postest (conocimiento de las fracciones) de los alumnos, con una baja
significacion, al 10%. El hallazgo de la baja asociacion entre el conocimiento del profesor y
la conceptualizacion del alumno en relacion a las fracciones, es similar al encontrado en otro
estudio que midieron el CK y PCK de los profesores en fracciones (Olfos et al., 2014). El
resultado del ESTUDIO 2, podria estar explicado por el fendmeno de la segregacion escolar
en Chile (MINEDUC, 2017). Dado que este hallazgo, no establece una asociacion

significativa al 5%, se modificoé la manera de medir el conocimiento de los alumnos
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utilizando puntuaciones en avance de aprendizaje (postest - pretest), lo que es coincidente

con la estrategia utilizada por Mullens et al. (1996).

Con el ESTUDIO 3 se mostré que el conocimiento del profesor, solo o en combinacion con
otros factores, explica alrededor del 6% de la variabilidad total del avance de los alumnos,
con una significacion al 5%. Este hallazgo, es similar al encontrado por Hill et al. (2005),
quienes advirtieron que dada la gran cantidad de varianza dentro de las aulas, so6lo una
pequena cantidad de la varianza restante puede determinar el efecto del profesor
(aproximadamente 8% para el primer grado y 2% para el tercer grado). Otro hallazgo similar
fue encontrado por Harbison y Hanushek (1992), quienes advirtieron que: "En cuarto grado,
una mejora de diez puntos en el promedio del conocimiento matematico del profesor...
produciria un incremento de cinco puntos en el logro de los estudiantes; esto es equivalente

a una mejora del 10% respecto de las puntuaciones medias de los estudiantes" (p. 114).

Con el ESTUDIO 4 se mostré que el conocimiento profundo del profesor se asocia
significativamente con el Avance de aprendizaje de los alumnos (r = 0.25, p = 0.0001). El
hallazgo de este estudio, es similar al encontrado por Tchoshanov (2011) quien muestra que
el conocimiento de los conceptos y las conexiones del profesor se asocia significativamente
con el rendimiento de los alumnos (r = 0.26, p <0.01). Este hallazgo del estudio, también es
similar al encontrado por Tchoshanov et al. (2017), quienes obtuvieron una correlacién
positiva, débil pero significativa entre el conocimiento de los conceptos y las conexiones del

profesor y el rendimiento del alumno (r = 0.2295, p < 0.05).

Con el ESTUDIO 4 se mostr6 que la correlacion entre el Conocimiento sobre la Ensefianza
del profesor y el puntaje promedio del Avance por alumno es positiva, débil pero significativa

(r=20.17, p = 0.001). Este hallazgo es muy parecido al encontrado por Cueto et al. (2017),
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quienes encontraron una correlacion débil, positiva pero significativa entre el PCK de los
profesores y el rendimiento estudiantil en matematicas (r = 0.17, p <0.05). Sin embargo, el
efecto de la dimension Conocimiento sobre la Ensefianza no alcanza significacion estadistica
si ajustamos por SIMCE (p = 0.09). Al incluir en conjunto SIMCE, Conocimiento Profundo
y Conocimiento sobre la Ensenanza, emerge el Conocimiento Profundo como la variable mas

explicativa (p = 0.01) y en segundo término el SIMCE (p = 0.03).

En sintesis, el ESTUDIO 2 mostr6 el poder explicativo del NSE y SIMCE vy el bajo poder
explicativo atribuible al profesor. Es decir, el ESTUDIO 2 muestra que los alumnos de
colegios que obtienen mejor SIMCE y que presentan mejor NSE obtienen mejores resultados
en la prueba de fracciones en 4° grado. Esto ha sido explicado por la alta segregacion y escasa
posibilidades que tienen las familias de bajo NSE para acceder a escuelas de alto rendimiento
académico (MINEDUC, 2017). Los estudiantes sobre todo en paises de alta segregacion
social no presentan las mismas condiciones iniciales en sus conocimientos, por lo que utilizar

postest como variable dependiente no se muestra como una estrategia adecuada.

Mullens et al. (1996) sefialan que el utilizar pretest para controlar el estado inicial y postest
como variable dependiente, responde a la pregunta, ;cual es la relacion entre el logro postest
y los predictores seleccionados, si todos hubieran comenzado "iguales"? Asi, Mullens et al.
(1996) sefialan que utilizar puntuaciones de Avance (postest - pretest) como variable
dependiente es una estrategia que aborda la pregunta: ;cual es la relacion entre el aprendizaje
de los estudiantes y los factores predictivos seleccionados, como la formacion y la
experiencia de los profesores?, de esta forma las puntuaciones de avance son estimaciones

mas justas del crecimiento académico de los estudiantes.
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Con el ESTUDIO 4 se mostrd que la correlacion entre cada tipo de conocimientos del
profesor (conocimiento profundo y conocimiento sobre la ensefianza) y el Avance del alumno
en su aprendizaje es estadisticamente significativo. Por otro lado, en el modelo de regresion
lineal lo mas relevante parece ser el conocimiento profundo entendido como: un
conocimiento conceptual y conectado (Ma, 2010; Tchoshanov 2011; Tchoshanov et al.,
2017). Tchoshanov (2011) senala que el tipo de conocimiento del contenido es importante
como un factor explicativo del conocimiento del alumno, un profesor con conocimiento del
contenido limitado solo a procedimientos matematicos tiene menos oportunidad de influir
sobre el éxito estudiantil que un profesor que conceptualmente entiende el tema. Este
ESTUDIO 4 mostr6 resultados coincidentes con los de Tchoshanov et al. (2017), quienes
sugieren que el conocimiento sobre los conceptos y las conexiones se muestra como un buen
predictor de profesores exitosos, que impactan positivamente en el rendimiento de los

estudiantes en matematicas.

Asi, las investigaciones para estimar el efecto del conocimiento matematico del profesor,
medido por diferentes pruebas, sobre el logro en el aprendizaje del alumno muestran una

tendencia prometedora (Tchoshanov, 2011; Tchoshanov et al., 2017).
4.3 Otros hallazgos de la investigacion

Las dificultades de los alumnos en la prueba de fracciones recayeron preferentemente en el
subconstructo de medida. Los andlisis de resultados de la prueba sobre Fracciones
administrada a los alumnos muestran que las preguntas que les fueron mas dificiles
correspondian al subconstructo medida (ubicar fracciones en la recta numérica, comparar
fracciones con distinto denominador y las relacionadas con el subconstructo parte todo

discreto). Lo que es concordante con los hallazgos reportados en la literatura, los estudiantes
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presentan dificultades al colocar fracciones en una recta numérica y al comparar fracciones
(Button, 2013; Cortina et al., 2012; Clarke et al., 2007; Charalambous, Pitta-Pantazi, 2007;

Fandifio, 2009; Godino, 2004; Hansen et al., 2017; Tung-Pekkan, 2015).

Los resultados del analisis de la prueba sobre el conocimiento profundo de las fracciones,
administrada a los profesores mostraron que las preguntas que fueron mas dificiles para los
profesores pertenecian al subconstructo de medida (indicar nimeros fraccionarios entre dos
numeros, ubicar fracciones en la recta numérica) y las relacionadas con el subconstructo
operador (calcular la fraccion de un nimero). Como puede observarse las dificultades tanto
para profesores como para estudiantes estan asociadas al mismo subconstructo, al de medida.
Esto es concordante con lo que reporta la literatura (Jakobsen et al., 2014; Ma, 2010; Pinto y
Ribeiro, 2013; Van Steenbrugge et al., 2014). En general, los estudios asociados a este tema
revelan la falta de dominio sobre las fracciones por parte de los profesores, lo que también

cuestiona la formacion de los profesores de ensefianza primaria.

Los resultados de los items de la prueba sobre la ensefianza de las fracciones muestran que
los profesores no tienen dificultad en reconocer las estrategias y dificultades comunes que
tienen los estudiantes, pero si tienen dificultades en dimensionar la naturaleza del error. Los
resultados sugieren que los profesores no conocen el porqué de los errores comunes que

cometen los estudiantes.
4.4 Aportes y perspectivas futuras de la investigacion

El presente trabajo de tesis constituye un aporte a la investigacion sobre la relacion entre el
conocimiento del alumno y el conocimiento de los profesores, dado que se centra en las
fracciones un tema muy complejo y de gran interés para la didactica de la matemaética,

contribuyendo con evidencia empirica mostrando una correlacion estadisticamente
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significativa entre los dos tipos de conocimientos del profesor (conocimiento profundo y

conocimiento sobre la ensefanza) y el Avance de aprendizaje del alumno, en fracciones.

El presente trabajo de tesis constituye un aporte a la investigacion relacionada con el estudio
del efecto del conocimiento del profesor sobre el aprendizaje del alumno en fracciones,
consolidando la importancia del profesor como agente que contribuye al aprendizaje de los
estudiantes, contribuyendo con un estudio original que muestra que el efecto del
conocimiento profundo del profesor es significativo en el aprendizaje por alumno (p =0.001).
El estudio muestra que el conocimiento profundo del profesor tiene potencial para llegar a
contribuir a la construccion de un buen predictor del aprendizaje de los alumnos. Por ende se
recomienda poner atencion en el significado de “conocimiento profundo” utilizado en esta
tesis en el proceso de formacion de los profesores que ensefian matematicas. De esta forma,
el presente estudio se suma a un grupo de investigaciones que miden el efecto del CK sobre
el aprendizaje del alumno en matematicas (Harbison y Hanushek, 1992; Hill et al., 2005;
Metzler y Woessman, 2012; Mullens et al., 1996; Tchoshanov, 2011; Tchoshanov et al.,

2017).

En este trabajo se ha ratificado lo que informan las investigaciones, el hallazgo de la baja
asociacion entre tipos de conocimientos del profesor y el aprendizaje del alumno se debe a
que existen multiples variables que estan afectando el proceso de aprendizaje. Motivo por el
cual en este estudio el impacto real del profesor no supera el 10% corroborando lo que
informan las investigaciones. En consecuencia, resulta necesario seguir investigando en otros
factores u otras variables del profesor que pudiesen estar afectando el aprendizaje de los

alumnos. También se recomienda estudiar el conocimiento profundo integrado con otros
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conocimientos sugeridos en la literatura, con el propdsito de establecer en qué medida, este

“conocimiento integrado”, incide en el éxito del estudiante en matematicas.
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ANEXOS

Anexo 1. Prueba de conocimientos de los alumnos sobre fracciones

1. Susana hizo unas galletas con i kg de harina y su mama hizo pan con Z kg de harina,

[qué frase es correcta?

a) Su mama us6 mas harina que Susana.
b) Susana us6 tanta harina como la mama.
c) Susana usé el triple de la harina de la que usé su mama.

d) Susana usé tres veces la harina de la que usé su mama.

2. (En cual de las figuras se dividio el rectangulo en dos mitades?

(a) (b) ) (d)

3. Si la tercera parte del dinero que tiene Mario es $ 30, ;cuanto dinero tiene Mario?

a) $90 b) $ 60 ¢) $ 30 d) $10

4. José cort6 un cordel en 4 trozos del mismo largo, ;cudntos trozos necesita colocar,

uno a continuacion del otro, para obtener el largo total del cordel?

a)3 b) 4 c) 5 d) 8
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5. Observa la siguiente figura:

(Qué fraccion de la figura estd pintada de negro?

¢
N
A lw

1
b)g

o
p—a
AR

. ., 2 ., 1 ,
6. Juan reparte un chocolate, ¢l comid 3 ysu hermano comi6 3 del chocolate, ;qué frase

es correcta?

a) Juan comi6 tanto chocolate como su hermano.

b) Juan comié mas chocolate que lo que comid su hermano.

¢) Juan comio6 tres veces mas chocolate que lo que comid su hermano.

7. (En qué caso estan bien ubicadas las fracciones en la recta numérica?

a) b)
IIIIIIIIIIIIII[IJ]IIl IIIIIIllIIIIIIIlIllll
o i 4 1 o i 4 i

2 4 4 2

c) d)
||||||||||||||r|||||! ||||||||||_|||||||||||
R I R P 0 i 1A

2 3 4 2 T
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. 3 . . , , .
8. Estos circulos representan " de cierta unidad, ;cuantos circulos forman la unidad?

2
a) 9 of o o
b) 12
¢) 27
d) 36

9. Si Juan comid la mitad de una pizza y su papa comio la otra mitad, ;cuanta pizza

queda?

a) No queda pizza.
b) Queda la mitad de la pizza.
¢) Quedan dos mitades de la pizza.

d) Queda la mitad de la mitad de la pizza.

10. ;Qué relacion se muestra correctamente en los esquemas?

Esquema A Esquema B

1 1
a) El esquema A muestra que 3 €8 menor que -

1 . 1
b) El esquema A muestra que s igual a z
c¢) Elesquema B muestra que § €s mayor que %

1 1
d) En ambos esquemas se muestra que 3 €8 menor que ¢
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11. ;Cual de las figuras se dividié de manera que cada trozo corresponda a %?

oD

a) Solo en el primer caso, en la figura de la izquierda.
b) Sélo en el segundo caso, en la figura del centro.
c) En el primer y segundo caso.

d) En los tres casos.

12. ;En cual de las siguientes figuras se han pintado de negro %partes de ella?

a)

13. Un pastel fue cortado en 10 trozos de igual tamafio. Juan comi6 3 trozos de pastel,

,qué fraccion del pastel comi6 Juan?

2) — b) = 0) d) =
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14. ;En cudl de las siguientes figuras la mitad del total de los circulos son blancos?

a) b) c) d)
@ O ceo ol
O O ® @0 ®

ce
® O

15. Esteban recibio un chocolate como el dibujado y le dio a cada uno de sus tres hermanos

un pedazo, ;con qué fraccion del chocolate se quedo Esteban?

— X \
a) Dos tercios. ‘\ti‘xfﬂj

b) Dos cuartos.
c) Dos quintos.

d) Tres cuartos.

16. Pamela y Daniela comparten 3 chocolates en partes iguales, y sin que le sobre

chocolate, ;qué cantidad le toco a cada una?

a) Un chocolate a cada una.

b) Un chocolate y medio para cada una.
c) Un chocolate a cada una, y qued¢ el tercero.

d) Dos chocolates para Pamela y un chocolate Daniela.
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17. Observa la siguiente figura:

(Qué fraccion de la figura esta pintada de negro?

2) = b)% c)§ d)%

18. Juan tiene 3 botellas de i de litro de jugo, ;cuantos litros de jugo tiene Juan?

¢) 1 d)3

19. Observa la siguiente figura:

L I
I 1
0 1 2 O 3

(Qué niimero va en el circulo?

1 1 1
3)25 b)Z; C); d)
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20. Si un kilo de peras vale $800, ;cuanto valen tres kilos y medio?
a) $ 2.400
b) $2.800
c) $3.200
d) $ 3.600

21. Juan tiene % litro de jugo, si bebe i litro del jugo, ;cudnto jugo le queda?
a) "
b) =
C) %

d) No le queda jugo.

. 1 , 1 ,

22. Esteban dice que 3 de torta es mas que " de torta, ;esta Esteban en lo correcto?
a) Si
b) No

c¢) No estoy seguro
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Anexo 2. Prueba sobre el Conocimiento Profundo de las fracciones

1. ;Qué relacion se muestra en los esquemas?

LEsquema A Esquema B

R | | | I |
EEENNRNE =S

a) Solo el esquema A muestra que 2/3 es menor que 3/5
b) Solo el esquema B muestra que 2/3 es mayor que 3/5
c) Elesquema A muestra que 2/3 es menor que 3/5 y B lo contrario

d) Ninguno de los esquemas muestra que 2/3 es menor que 3/5

2. Aqui hay dos segmentos de recta numérica de 2 unidades de longitud cada una. En

cada segmento las distancias entre las marcas son iguales, ;/qué fraccion

corresponde a B?
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(Qué le parece la afirmacion: "La fraccion ¥ indica parte de la unidad. Cuando la

: ., 3 . .
unidad es 2, la expresion " de 2 hace referencia a un nimero mayor que 1”°?

a) Correcta
b) Contradictoria
c) Ambigua

d) Incorrecta

La expresion " 3/4 de 12", equivale a:

a) Un cuarto de 3 doceavos
b) Tres veces 4 doceavos
c) 12 cuartos de tres

d) Cuatro veces 12 tercios

Juan busca una fraccion entre 7/8 'y 1, (qué frase es correcta?

a) No la encontrard, puesto que 8/8 esigual a |
b) Solo es posible encontrar una fraccion entre esos numeros
¢) Muchas fracciones cumplen esa condicion

d) Ninguna de las anteriores
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Maria busca una fraccion entre 1/5 y 1, ;qué frase es correcta?

a) Es posible encontrar cuatro fracciones entre esos niumeros
b) Tres fracciones cumplen esa condicion
¢) Muchas fracciones cumplen esa condicion

d) Ninguna de las anteriores

(Cual método no sirve para encontrar una fraccion equivalente a 2/3?

a) Represento 2/3 con una figura rectangular I:I:I:I . Luego, divido los rectdngulos

en dos partes iguales: EEEI

b) Amplifico, multiplicando el numerador y el denominador de 2/3 por un mismo
nimero entero positivo
¢) Sumo a 2/3 una fraccioén equivalente a ella

d) Los tres métodos anteriores sirven

(Cudl método no sirve para encontrar una fraccion equivalente a 3/5?

a) Represento 3/5 con una figura rectangular y luego, divido
esta figura en dos partes iguales
b) Amplifico, multiplicando el numerador y el denominador de 3/5

por un mismo nimero entero positivo
¢) Sumo a 3/5 una fraccion equivalente a ella

d) Los tres métodos anteriores sirven
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9. Tres nifios se reparten un chocolate L] en partes iguales. Ocho nifios se
reparten 2 chocolates iguales al anterior también en partes iguales, ;qué esquema es

apropiado para representar el reparto?

Esquema 1 Esquema 2

a) Solo el esquema 1 es apropiado
b) Sélo el esquema 2 es apropiado
¢) Ambos esquemas de arriba sirven para explicar el reparto.

d) Ninguno de los dos esquemas de arriba son apropiados.

10. Juan Ocho nifios se reparten equitativamente 2 chocolates iguales, ;qué esquema

representa el reparto de los dos chocolates?

Esquema 1 Esquema 2

a) Solo el esquema 1
b) Solo el esquema 2
¢) Ambos esquemas sirven para explicar el reparto

d) Ninguno de los dos esquemas es apropiado
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Anexo 3. Prueba sobre la Enseilanza de las fracciones

1. La profesora Sofia ya abordo el concepto de fraccion y su representacion, ;qué

secuencia consideras mas apropiada para continuar?

a) Proponer un desafio con fracciones equivalentes, definir la nocion de equivalencia
continuado con tareas de aplicacion.

b) Definir la nocién de equivalencia apoyandose en un ejemplo, proponer un
problema que involucre a las fracciones equivalentes, continuado con tareas de
aplicacion.

c) Cualquiera de las dos secuencias anteriores.

d) Ninguna de estas secuencias es apropiada para continuar.

2. Para ensefiar las fracciones como parte de un todo, ;qué le recomendarias a un

profesor?

a) Que le pida a sus estudiantes trozar papeles lustre de distintos colores.

b) Que le pida a sus estudiantes doblar y pintar trozos de papeles de distintos tamafios
y luego distintas formas.

c) Que escriba y dibuje fracciones en la pizarra para explicérselos a sus alumnos.

d) Que proponga actividades utilizando siempre la unidad del mismo tamafo y forma.
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3. (Qué actividades utilizarias para que los alumnos aprendan a cuantificar cantidades

usando fracciones en 4° basico?

a) Les mostraria cuatro lapices y les diria que dos de ellos corresponden a la fraccion
1/2 o 2/4.

b) Les ensefaria distintas técnicas para representar las fracciones.

c) Les propondria distintas situaciones para que las exploren y discutan sus
representaciones.

d) Les explicaria con ejemplos y luego les propondria varios ejercicios.

4. Si se plantea la siguiente pregunta a los alumnos de cuarto basico,
(En cudl de las siguientes figuras esta la mitad de los puntos sombreados?

(Cuadl sera la alternativa errénea que mas elegiran?

a) b) O ® O glo e d)|® O

(0
o0

5. Dos profesores utilizan distintas estrategias para introducir el tema de las fracciones,

(cual le parece el mas apropiado?
I. Repartir 5 chocolates entre dos nifios y pedirle a sus alumnos que le expliquen
cuanto le toca cada uno.

II. Explicar a los alumnos como se reparten 5 chocolates entre dos nifios.

a)Solol  b)Solo II c)lyll d) Ninguno
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6. Dos alumnos de 4° basico enfrentan la siguiente situacion en clases "En un arbol de
pascua hay 30 luces. Del total, 2/5 son rojas. ;Cuantas luces rojas hay?", ;qué le

parecen las estrategias?

Jorge forma grupos de 5 luces v Soledad separa las 30 ampolletas en 5
marca 2 de cada grupo grupos v marca 2 de ellos
#80008BO0DD a%eR000000
#800080000 88 R000000
esCo00RN000 40000000

a) La estrategia de Soledad es correcta, y no la de Jorge.
b) Ambas son incorrectas.
c) Ambas son correctas, pero la de Soledad es mas eficiente.

d) Ambas son correctas, pero la de Jorge es mas eficiente.

7. Fernanda sefiala que las siguientes fracciones 2/5 y 8/11 son iguales, ;qué pudo

llevar a Fernanda a tal conclusion?

a) Fernanda se equivocd en encontrar los denominadores comunes.

b) Fernanda estd agregando 6, tanto al numerador como al denominador de 2/5,y
ella ve que eso es igual a 8/11.

c) Pudo ser cualquiera de las dos ideas anteriores.

d) Ninguna de esas ideas se relaciona con la conclusion de Fernanda.
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Laura y Andrés, alumnos de 4° basico, discuten la justificacion de la regla: “para
determinar si una fraccion es mayor que otra, se verifica que el producto del numerador
de la primera por el denominador de la segunda sea mayor que el producto entre el
denominador de la primera y el numerador de la segunda”, ;quién justifica

correctamente?

Justificacion de Laura: “La regla es valida porque en las fracciones propias el
numerador es menor que el denominador”

Justificacion de Andrés: “Esa regla se obtiene de amplificar cada una de las fracciones
por el denominador de la otra y constatar que se comparan los numeradores de

fracciones de igual denominador”

a) La de Laura.
b) La de Andrés.
¢) Ambos dan argumentos incorrectos.

d) En realidad, no sé bien qué argumento es correcto.

Dos alumnas de 4° basico discuten para determinar, ;cudl de las siguientes fracciones

es mayor si 2/3 o 3/5, ;qué argumento es correcto?

Argumento de Francisca: " 2/3 >3/5, porque 10 >9, usando la regla del producto
cruzado"

Argumento de Andrea: "Para determinar cudl es mayor, se amplifica cada una de las
fracciones por el denominador de la otra y se comparan los numeradores de ambas

fracciones"

a) Solo el argumento de Francisca es correcto.
b) Solo el argumento de Andrea es correcto.
¢) Ambos argumentos son correctos.

d) En realidad, no sé bien qué argumento es correcto.
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10. Frente a la pregunta ;Qué fraccion de la figura estd sombreada? Varios alumnos

respondieron 5/4. Ello podria deberse a que:

==

a) Confunden el numerador con el denominador
b) No cuentan las celdas sombreadas al determinar el denominador
¢) Se equivocan en los calculos

d) No cuentan las celdas blancas al determinar el numerador

11. Frente a la pregunta ;Qué fraccion de la figura estda sombreada? Varios alumnos

respondieron 3/5. Ello podria deberse a que:

a) Se equivocan en los calculos
b) No cuentan las partes blancas al determinar el denominador
¢) Confunden el numerador con el denominador

d) No cuentan las partes sombreadas al determinar el denominador
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12. Catalina pide a sus alumnos que busquen diferentes estrategias para encontrar

. . 1 . ., . .
fracciones equivalentes a 5 Uno de sus estudiantes realizo lo siguiente:

W1+ 2 : 1 , . . . .
s lo que resulta S que es equivalente a Sy este método siempre sirve, por ejemplo si a

242 4 : 2 1,
— lo que resulta - que es equivalentea - y =
4+4 8 4 2

(Qué piensas acerca del método que utiliz6 el alumno?

a) El método sirve para algunos casos.
b) Su método resulta efectivo solo para este caso.
c) El método propuesto no es correcto.

d) El método funciona siempre.
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13.

Aqui hay 4 rectas numéricas. Cada segmento de rectas esta dividido en partes iguales
y cada uno de ellos tiene 2 unidades de longitud. La linea superior tiene las marcas B
y A. La profesora solicitd escribir la fraccion representada por la letra B. Algunos

alumnos escribieron %. Ello puede deberse principalmente a que:

rr e
m
>

LLL Ly

a) Yade2es '
b) La ubicacion de A corresponde a 1
c) B esta ubicado en la cuarta parte del segmento de recta dibujado

d) No me parece clara la pregunta

14.

Aqui hay dos segmentos de recta numérica de 2 unidades de longitud cada una. En
cada segmento las distancias entre las marcas son iguales. La profesora solicito escribir
la fraccion representada por la letra B. Algunos alumnos escribieron 3/4. Ello puede

deberse principalmente a que:

a)3/4de2es3/2
b) La ubicacion de A corresponde a 1
c¢) B esta ubicado en las tres cuartas parte del segmento de recta dibujado

d) No me parece clara la pregunta
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