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GLOSARIO

Variable: Magnitud que puede tener un valor cualquiera de los
comprendidos en un conjunto.

Experimento aleatorio: Experiencia en la que bajo el mismo conjunto de
condiciones iniciales, no se puede predecir con exactitud su resultado final.

Espacio muestral: Conjunto que incluye todos los posibles resultados de
un experimento aleatorio.

Suceso: Subconjunto del espacio muestral al que puede asignarsele una
probabilidad.

Probabilidad: Chance de ocurrencia o medida de cuan probable es un
suceso definido en un espacio muestral, de un experimento aleatorio.

Funcion: Relacion entre un conjunto dado X (Dominio) y otro conjunto de
elementos Y (Codominio) en la que a cada elemento del dominio le
corresponde un unico elemento del codominio.

Variable aleatoria: Funcion definida sobre un espacio muestral que
asocia un numero real a cada elemento de dicho espacio muestral.

Funcion de probabilidad: Funcion que asigna a cada elemento de la
variable aleatoria una probabilidad.

Teoria APOE: Estructura tedrica creada por Ed. Dubinsky, basada en las
ideas de Piaget, que busca describir cognitivamente la comprension
matematica de un individuo. Se compone principalmente de 2 tipos de
elementos: construcciones mentales y mecanismos de abstracciones
reflexiva.

Construccion mental en la Teoria APOE: Se refiere a la organizacion de
las ideas para intentar comprender algo. Estas son: Accién, Proceso,
Objeto y Esquema.

Construccion Accidn: Resulta de una operaciéon mental o fisica repetible
que transforma de alguna manera un objeto fisico o mental. Es, de
manera general, algoritmica y con estimulos externos.



Construccion Proceso: Resulta de la interiorizacibn una Accion. Esta
construccion no se deja conducir por los estimulos externos, sino por los
internos.

Construccion Objeto: Resulta de la reflexion sobre las operaciones
aplicadas en el proceso, que es dinamico inicialmente, y quien que la
posee puede actuar sobre el proceso, puede realizar transformaciones y
pensarlo como algo estatico, como algo involucrado en si mismo, es decir
encapsulado.

Construccion Esquema: Formar un nuevo esquema resulta de la
organizacion de las construcciones accion, proceso, objeto y también otros
esquemas previamente construidos.

Abstraccion Reflexiva: Mecanismo mediante el cual el individuo se
moviliza de una a otra fase, y que se lleva a efecto mediante actividades
(fisicas o mentales) del individuo que tienen dos partes, indisolublemente
unidas: la elevacion del conocimiento que este posee a un plano superior,
y la reorganizacion y reconstruccion de ese conocimiento para formar
nuevas estructuras.

Abstraccion Reflexiva en la Teoria APOE: Es el proceso por el cual se
construyen objetos mentales a través de acciones mentales sobre esos
objetos. Estos son: interiorizacién, coordinacion, encapsulacion,
desencapsulacion, generalizacion, reversion y tematizacion.

Interiorizacion - Un tipo de abstracciéon reflexiva. Una construccién de
procesos internos como una manera de atribuir sentido a fendmenos
observados. Piaget se refiere a esa construccion como “traduccion de una
sucesion de acciones materiales en un sistema de operaciones
interiorizadas”.

(Dubinsky 1991a)

Coordinacion: Un tipo de abstraccion reflexiva. Un acto cognitivo de
hacer coincidir dos 0 mas procesos para construir un nuevo proceso; esta
coincidencia de procesos puede realizarse por simple concatenacion.

Encapsulacion: Un tipo de abstraccién reflexiva, en la cual uno puede
pasar de una concepcidn proceso a una concepcion objeto. Tal abstraccion
permite al individuo mirar un proceso como algo cerrado en si mismo con
“existencia propia” lo que permite mirarlo como un objeto.



Desencapsulacion: Mecanismo de abstracciéon reflexiva que permite
mirar un objeto desde el proceso que lo encapsulo. Un individuo solo
puede desencapsular un objeto en el proceso que lo gener6é (Mena, 2011)

Reversion: Un tipo de abstraccion reflexiva. Una vez que un proceso
existe internamente, es posible para el sujeto a pensar a la inversa, no
necesariamente en el sentido de deshacer, pero como medio de la
construcciéon de un nuevo proceso gque consiste en invertir el proceso
original.



RESUMEN

Esta investigacion presenta un estudio en torno a las caracteristicas y
propiedades del concepto Variable aleatoria con probabilidad. En base a la
teoria APOE (Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas) enmarcada en el
ambito de la didactica de la matematica, realizamos un estudio en
profundidad de los conceptos matematicos involucrados para Ila
construccion del concepto Variable aleatoria y las construcciones mentales
asociadas a él. Para esto, basandonos en libros, textos, curriculum e
investigaciones, se propone una Descomposicion Genética (DG) — modelo
cognitivo mediante el cual un estudiante puede construir un concepto
matematico (Dubinsky, 1991) - cuya viabilidad se pone a prueba a través
del enfoque metodologico del estudio de casos (Stake, 1998). Como
objetivos de esta investigaciéon, se proponen: (1) Mostrar evidencias
empiricas de los aprendizajes de probabilidades y funciones, relacionados
con la variable aleatoria. (2) Documentar las construcciones mentales que
pueden explicitar estudiantes de pedagogia y profesores de matematica al
trabajar las probabilidades y funciones para la construccion de la Variable
aleatoria con probabilidad. (3) Proponer actividades para desarrollar y
promover la construccion de la Variable aleatoria en la ensefianza media.

Los resultados del analisis de los tres casos de estudio indicaron la que la
DG es viable y dieron luces de la falta de coordinacion de procesos de
probabilidades con procesos de funciones, lo cual dificultdé la construcciéon
de la variable aleatoria con probabilidad como funcién, en la mayoria de

los informantes.

Palabras clave: \Variable aleatoria, probabilidad, Descomposicién

Genética (DG), Teoria APOE, construcciéon mental.



ABSTRACT

This research presents a study about the characteristics and properties of
the random variable with a probability concept. Based on APOS theory
(Action, Process, Objects and Schemas) framed in the field of mathematics
education, we conducted an in depth study of mathematical concepts
involved to build the random variable concept and mental constructs
associated with it. To do this, based on books, texts, curricula and
research a decomposition Genetics (DG) is proposed - cognitive model by
which a student can build a mathematical concept (Dubinsky, 1991) -
whose viability is tested through focus methodological case study (Stake,
1998). The objectives of this research are proposed: (1) Show empirical
evidence of learning probability and functions associated with random
variable. (2) Document the mental constructs that can explain student
teachers and teachers of mathematics to work the odds and functions for
the construction of the random variable with probability. (3) Propose
activities to develop and promote the construction of the random variable
in secondary education.

The results of the analysis of three case studies indicated that the DG is
feasible and got lights uncoordinated processes with processes likely
functions, making it difficult to construct the random variable with

probability function as in the most informants.

Keywords: Random variable, probability, decomposition Genetics (DG),

Theory APOS, mental construction.
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INTRODUCCION

En nuestro pais y en el mundo en general es cada vez mas necesario el
estudio de la estadistica y la visibn moderna de este campo o area de las
matematicas tiene relacion con el estudio en profundidad de Ilas
probabilidades.

La utilidad de la inferencia estadistica, consiste en que si el modelo se
considera adecuado, puede usarse para la toma de decisiones o para la
realizacion de las previsiones convenientes. Para el desarrollo de cualquier
tema se utilizaran variables aleatorias.

El desarrollo de la fisica, especificamente de la mecénica cuantica tiene su
raiz en lo aleatorio, esta la famosa frase de Stephen Hawking que
contradecia a Einstein: “Dios no solo jugoé a los dados, sino que los lanzo
donde nadie pueda verlos”.

Los origenes de la teoria de la probabilidad datan de hace 2000 afios, con
los primeros juegos de azar organizados por el estado en China; luego en
Roma las apuestas deportivas eran parte de la vida de sus ciudadanos. Sin
embargo es recién en 1933 cuando Kolmogorov estructuré el sistema
axiomatico de la teoria de la probabilidad, aunque Liapunov acufi¢ el
término variable aleatoria a inicios del siglo XX.

La teoria de la probabilidad desde el punto de vista de su desarrollo no es
una disciplina antigua, ya que su desarrollo mas profundo se ha visto
durante los ultimos 100 afos, lo cual sugiere que aun en las sociedades
modernas la teoria de la probabilidad no ha entrado aun en los curriculum
de enseflanza con una importancia mayor, aunque en Chile lo que se ha
visto es que en los ultimos afios se registran una participacion mayor de
estos topicos en los contenidos a ensenfar.

La didactica de la matematica posee marcos tedricos explicitos y situa a la
matematica como eje central, diferenciandose de la pedagogia aunque la
reconoce como el motor principal de quienes trabajamos en una labor de
docencia. Por lo mismo busca dar respuestas y analizar en profundidad los
fendbmenos que ocurren en el proceso de enseflanza - aprendizaje de la
matematica. En nuestro pais, como en otros existen dificultades de sus
estudiantes con su aprendizaje, lo que nos muestran mediciones
nacionales (SIMCE, PSU) e internacionales (TIMM™s, PISA) que indican un
estancamiento de nuestra educacion y que ademas hay problemas en
diversas partes del mundo.
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En mi experiencia como docente he notado los problemas que existen en
la construccion del concepto de variable aleatoria. Los estudiantes
cometen errores donde se les presenta unidn e interseccion de
probabilidades, las confunden; no logran determinar la variable aleatoria
de un espacio muestral determinado. La implementacion en el curriculum
ha sido lenta, incluso de parte del sistema educativo chileno, ya que
aunque se declara por primera vez la variable aleatoria en el curriculum
para el ano 2005, aparece en los textos de estudio oficiales del ministerio
de educacion (MINEDUC, 2005) con el énfasis actual, recién en el afio
2013. Esto ultimo ha traido como consecuencia que gran parte de los
profesores que imparten clases en el sistema educativo no estén
familiarizados con el concepto y de hecho ni siquiera lo ensefien, ya que su
aparicion en pruebas nacionales como el SIMCE y la PSU, hasta el
momento ha sido escasa.

Por lo anterior cabe hacerse las preguntas: ¢(Hasta qué punto debiera
abarcar el concepto de variable aleatoria o probabilidad y estadistica el
curriculum escolar?

¢Cuanto saben o como construyen el concepto de variable aleatoria con
probabilidad los estudiantes? ;Cuanto conocen del tema los profesores del
sistema educativo? ¢Por qué debiéramos ensefar variable aleatoria, es
decir, como didactas, que queremos lograr con la ensefianza de este
objeto matemético?

Este trabajo se mira o analiza desde la perspectiva de la teoria APOE,
(Dubinsky, 1991), marco tedrico de caracter cognitivo, que exige
documentar las estructuras y mecanismos mentales que son requeridas
para la construccion de un objeto matematico como lo es la Variable
aleatoria con probabilidad, a través de una Descomposicion Genética (DG)
propuesta, por lo cual centraremos la atenciéon en la construccién cognitiva
del objeto en estudiantes de ensefianza media, estudiantes de pedagogia
en matematica y profesores del sistema educativo.

La organizacion de nuestro trabajo se hara en seis capitulos como se
describe a continuacion:

CAPITULO I: ANTECEDENTES Y PROBLEMATICA

En este capitulo se relatan algunos hechos pesquisados en torno a la
ensefianza de la variable aleatoria con probabilidad, se muestran
antecedentes curriculares y otros obtenidos al aplicar una medicion inicial
con el fin de dar sustento al problema de estudio.

12



CAPITULO II: EL ESTADO DEL ARTE

Para iniciar el estudio de la variable aleatoria, se realiza un estudio
epistemoldgico y un seguimiento de otras investigaciones que hayan
trabajado este objeto matematico.

CAPITULO IIl: MARCO TEORICO

Para explicitar la eleccion del marco tedrico que guia la mirada de esta
investigacion, se establecen algunos aspectos claves de la teoria APOE.

CAPITULO IV: METODOLOGIA DE INVESTIGACION

En esta seccion se relata el disefio metodoldgico con el cual se lleva a cabo
la investigaciéon, el cual complementa la metodologia que incorpora la
teoria APOE y la propuesta por Stake (1998) en su libro “El estudio de
casos”. Los componentes que esta incorpora son: un andlisis tedrico —en el
cual se explicitan aspectos disciplinares del objeto de estudio—, la
propuesta de una ruta que permita alcanzar al comprension de un objeto
matematico, denominada Descomposicion Genética hipotetica (DG) la cual
en esta instancia es de caracter tedrico y la elaboracién de un instrumento
—que permita documentar la DG-.

CAPITULO V: ANALISIS Y VERIFICACION DE DATOS

En este capitulo hacemos un relato los resultados del cuestionario a la luz
de lo provisto en el andlisis a priori y las construcciones mentales que
evidencian tener los informantes.

CAPITULO VI: CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS DIDACTICAS

En este capitulo establecemos las conclusiones que nacen del estudio de la
viabilidad de la ruta hipotética, que fue planteada para construir
cognitivamente el objeto Variable aleatoria con probabilidad. Este analisis
se sustenta principalmente en los resultados obtenidos al aplicar los
instrumentos disefiados en el capitulo IV.

Presentamos también conclusiones tedricas y reflexiones didacticas que
emergen tanto de los objetivos alcanzados, como de los aspectos que han
quedado pendientes y que pueden ser abordados en futuras
investigaciones.

13



CAPITULO I
ANTECEDENTES Y PROBLEMATICA

1. Antecedentes de una medicion inicial

Para validar la problematica se realiz6 una medicion inicial con dos grupos:
uno formado por estudiantes de 4° afno medio (17 - 18 afios) con buen
rendimiento en la asignatura de matematica de dos distintos colegios
particular — subvencionados de la region metropolitana de Santiago y un
segundo grupo formado por estudiantes de 3er afo de pedagogia en
matematica de una universidad tradicional del sistema educativo chileno,
todos con formacion en estadistica.

La siguiente actividad tiene por objetivo evidenciar cuales son las
construcciones mentales que muestran los estudiantes de 4° afio medio.
La actividad es la siguiente:

Actividad 1: Se lanza una moneda y un dado. ¢Cual es la probabilidad de?
*+ C) Que salga una cara o un sello y un niumero primo en el dado.

C) Que salga una cara o un selloy un nimero primoeneldado 2., %, 2

{[ i -J- - /' 2
) i~

—
\

| 9
| 2

.———-—‘_‘

-

Figura 1: Respuesta 1.c dada por el estudiante 5 del ler grupo.

Como podemos apreciar en la figura 1 la evidencia nos muestra que los
estudiantes no son capaces de discernir que son eventos independientes o
qué es lo que se debe hacer con este tipo de sucesos 0 no son capaces de
aplicar correctamente las propiedades de la unidon e interseccion de
probabilidades.
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La siguiente actividad tiene por
construcciones mentales que muestran los estudiantes de 3°* afo de
pedagogia en matematica, con respecto a la variable aleatoria, vista como
funcion de probabilidad.

objetivo mostrar

cuales son

Actividad 7: Un profesor aplica a sus alumnos un cuestionario sorpresa formado por tres preguntas tipo test co
cuatro alternativas de respuesta, de las cuales solo una es correcta.

1) Si un alumno responde al azar, la funcién de probabilidad de la variable aleatoria “niimero de aciertos” es:

A) \ ¢ o]
X 0 1 2 3 X 0 1 2 X 0 1 2 3
f(x) |0,422(0,422| 0,14 | 0,016 1 ‘ f(x) | 0,422 [0,844 | 0,98 f(x) |0,512 | 0,384 | 0,096 0,008@
Justifica tu respuesta

™

C b mPWEﬁw U Y S/ |2 \’(dﬂ’o\(;&sc{ﬂ)

W'

l\” um ook Pe@ap
Jﬂwlu,m Qo dd (

e

M \‘\X#"?\* Q(V‘sd

_—

Figura 2: Respuesta 7.1 dada por el estudiante 11 del 2° grupo.

las

La respuesta dada nos muestra que los estudiantes no logran determinar
cual es la relacion del problema con el concepto de variable aleatoria. Si

bien determina que la suma de los valores debe ser igual a 1,

su

justificacién de la eleccién de su respuesta carece de sentido al afirmar

que se elige la alternativa “"C” ya que P(X =

0) # P(X =

1). Ademas no

trata de calcular si quiera las probabilidades de los valores de la variable

aleatoria.

2. Antecedentes curriculares y de textos escolares

2.1 Curriculares

En el sistema educacional chileno, el ministerio de educacion es el ente
que organiza los contenidos y saberes a través del marco Curricular, el
cual en su actualizacion 2009, establece que el concepto de variable

15



aleatoria debe ser trabajado en segundo y tercero medio (16 — 17 afos)
en el eje de Datos y Azar, para ello plantea los siguientes Contenidos
Minimos Obligatorios (CMO):

Segundo ano Medio (15 - 16 anos)
« CMO! 19: Aplicacion del concepto de variable aleatoria en diferentes
situaciones que involucran azar e identificacion de esta como una
funcion.

AE 04

Comprender el concepto de » Reconocen una variable aleatoria como una clase especial de funcion.
variable aleatoria y aplicarlo » Asignan numercs especificos a resultados de experimentos aleatarios.
en diversas situaciones que

involucran experimentos

aleatorios.

Figura 3: Aprendizajes Esperados para la Unidad de Datos y Azar,
Programa de Estudio Segundo Ano Medio.

Cada CMO se organiza en diferentes AE (Aprendizajes esperados), que se
subdividen en otros sub aprendizajes.

En este aprendizaje esperado se puede observar que se presenta la
variable aleatoria como una funcién y que asi debe ser tratada, aunque no
hay una coherencia ya que solo se limitan estos sub - aprendizajes a
reconocer y a asignar numeros especificos a resultados de experimentos
aleatorios. El AE estd un poco desconectado de los sub - aprendizajes, ya
que solo con los que se manifiestan aqui es muy dificil que ocurra el
aprendizaje esperado donde el estudiante debe aplicar.

Tercer aiio Medio (16 — 17 afnos)

CMO 15. Utilizacion de la funcion de probabilidad de una variable aleatoria
discreta y establecimiento de la relacion con la funcion de distribucion.

! Contenidos minimos obligatorios establecidos por el ministerio de educacién (MINEDUC)
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CMO 16. Explorar la relacion entre la distribucion tedrica de una variable
aleatoria y la correspondiente grafica de frecuencias, en experimentos
aleatorios discretos, haciendo uso de simulaciones digitales.

CMO 17. Aplicacion e interpretacion grafica de los conceptos de valor
esperado, varianza y desviacion tipica o estandar de una variable aleatoria
discreta.

CMO 18. Determinacion de la distribucion de una variable aleatoria
discreta en contextos diversos y de la media, varianza y desviacion tipica a
partir de esas distribuciones.

CMO 19. Uso del modelo binomial para analizar situaciones o
experimentos, cuyos resultados son dicotomicos: cara o sello, éxito o
fracaso o bien cero o uno.

Como se puede apreciar en los CMO de este nivel, la idea es que tomando
en cuenta de que los estudiantes ya construyeron en el nivel anterior la
variable aleatoria, ahora aprendan distribuciones discretas de probabilidad,
construyendo la funcion de distribucion binomial.

En 4° ano medio el MINEDUC (2009) establece que se debe tratar las
funciones de distribucion continuas, profundizando en la distribuciéon
normal.

Cabe mencionar que en nuestro curriculum la ensefianza de la estadistica
siempre ha estado muy poco presente, desde el afio 2000 que aparecié en
el curriculum junto con las probabilidades. Desde el afio 2005 que emerge
la variable aleatoria como tal en los planes y programas de estudio, lo que
reafirma luego la actualizacibn 2009 del mismo. En este momento el
curriculum esta en proceso de actualizacion (de los niveles 7° béasico a 2°
medio) para que sea implementado gradualmente ya para el afno2018
hasta 2° medio y en ellos se reafirma el tratamiento del concepto de
variable aleatoria desde 2° medio. Al momento de finalizar este trabajo, el
MINEDUC no tenia abiertas paginas web o informacion de los planes y
programas que se actualizardn de 3° y 4° medio.

2.2 Analisis de textos escolares

Los textos de estudio en Chile se licitan a las editoriales de caréacter
privado que operan en el mercado, adjudicAndose los textos dichas
editoriales segun el nivel. Los que son elegidos por el MINEDUC, son los
textos oficiales y se reparten gratuitamente a todos los colegios del pais
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que tengan alguna subvencion del estado, que son el 92 % de los alumnos
de Chile. Les llamaremos textos del MINEDUC.

Si bien el concepto de variable aleatoria estaba declarado en el curriculum
desde el afo 2005 y después reafirmado el afno 2009, no aparece
explicitamente en los textos del MINEDUC, sino hasta el afio 2010,
cuestion muy paraddjica.

En los primeros textos donde aparecio la variable aleatoria, o hizo como
titulo de un capitulo “variable aleatoria”, lo cual era nada mas que una
ampliacion de las probabilidades y nunca visto como una funcion, era
tratada bajo el paradigma de magnitud aleatoria.

B Llamamos variable aleatoria a toda magnitud que puede
cambiar azarosamente.

Figura 4: Definicion de variable aleatoria dada en el
Texto para el estudiante tercero medio afio 2012, p. 299.

El mismo texto carece a ratos de rigurosidad matemética y no usa un
lenguaje conjuntista como debiera, como se aprecia en la siguiente
definicion:

+Para calcular a probabilidad de que ocurra un suceso u otro,
calcula el complemento de la probabilidad de que ambos
sucesos ocurran a la vez: esto es: P[AﬂB] :l—P[nﬂAy no B)

Figura 5: Escritura simbdlica planteada por el
Texto para el estudiante tercero medio afio 2012, p. 324.

El mismo texto se usa ahora con algunos cambios, ya que a partir del afio
2013, se actualiz6, pero es el mismo texto y hay algunas contradicciones
importantes, ya que en alguna parte del texto se declara ahora a la
variable aleatoria como una funciéon, no se condice con la siguiente
definicion, que estad ambigua:
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En afnos anteriores has estudiado y calculado algunos estadigrafos
que describen una muestra. En esta seccién recordaremos algunos
de ellos que utilizaremos en el estudio de la segunda parte de
nuestro capitulo.

"l Variable aleatoria: Es toda magnitud cuyos valores se obtienen
de mediciones en algun tipo de experimento aleatorio.
Formalmente, una variable aleatoria es una funcién, que asocia
un numero real a cada elemento del espacio muestral (por
ejemplo los posibles resultados de obtener cara al lanzar una
moneda:s — 0, ¢c — 1).

Figura 6: Conocimientos previos planteados en el texto para el estudiante
tercero medio afio 2014, p. 324.

En la figura 7 podemos observar el infortunio de llamar variable estadistica
a la variable aleatoria:

Variable aleatoria: Es una variable estadistica cuyos
valores se obtienen de mediciones en algun tipo de
experimento aleatorio.

Figura 7: Definicion de Variable aleatoria propuesta en el texto para el
estudiante tercero medio afno 2014, p. 494.

Este mismo texto habla sobre funcién de probabilidad como la que
relaciona los valores de la variable aleatoria con una probabilidad. Sin
embargo en ningun caso relaciona la variable aleatoria con su dominio y
recorrido con la funcién de probabilidad.

El siguiente texto es el oficial aprobado por el MINEDUC para el afio 2014,
para 2° medio y comenzd a usarse masivamente recién el presente afio ya
que no es una adaptacion de otro y tiene varios aciertos importantes como
veremos a continuacion:

La definicion de variable aleatoria que muestra la siguiente figura:
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Variable aleatoria: funcion que asocia un =
real a cada elemento del espacio musstz =
un experimento.

Figura 8: Definicién de Variable aleatoria propuesta en el texto para el
estudiante 2° medio afio 2014, p. 382

En este mismo texto se entrega el siguiente ejemplo donde es interesante
observar que se ajusta bastante a lo que propone nuestro trabajo:

Asignar numeros a los eventos en estudio nos permite definir también
una funcién de probabilidad, f: R — [0, 1], que relaciona cada elemen-
to de Y con su probabilidad.

(1,2, (2, 1) ——————\ ,

RN Y— =t ., | 18 5| S
(1,4),(2,3),3,2,4,1)— _1 36 12
(1,5),(2,4),3,3) (4,2 (5,1) —

(1,6),(2,5)(3,4), (4 3),(5,2),(6,1) L] ——n i _ l “.Viy.():d’\.ﬂ") quedan 7,
(2,6),3,5),(4,4),(5,3),(6,2) 36 6 | Yibcsostoules
(3,6),(4,5),(54),(6,3) — v T
(4,6),(5,5),(6,4) ——————d=pp2 10 . 3 | e i
By les == 36 12| 7y36asmsttl
(6,6)—

Figura 9: Ejemplo que se da al tratar el concepto de Variable aleatoria en
el texto para el estudiante 2° medio afio 2014, p. 281

2.3 La variable aleatoria en la matematica escolar

La palabra “variable” es una palabra que en matematica no cuenta con
una sola definicibn; mas bien se habla de los usos de la variable
(Trigueros, 2006), sin embargo los docentes en el aula la usamos bastante
ya sea para definir una variabe estadistica, para determinar el valor
desconocido en un problema de proporciones, etc. Lo cierto es que desde
el momento en que enseflamos la variable aleatoria como tal, se produce
un obstaculo, ya que esta siempre es una funcién, sin embargo la variable
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determinista casi no la nombramos y ademas no implica una funcién como
en el caso de la variable aleatoria, por lo tanto aqui el concepto de variable
es muy desafortunado, es una verdadera desgracia el nombre usado,
ademas lo aleatorio tampoco lo wusamos mucho, salvo cuando
mencionamos un experimento aleatorio. Se cuenta, ademas a raiz de esto,
el siguiente antecedente:

En los paises de habla anglosajona, la teoria matematica de la

probabilidad la introdujeron dos matematicos norteamericanos,

Feller, W. y Doob, J., con sus trabajos al inicio de los afios 1950.

Segun el profesor Doob, ambos tuvieron una discusion acerca de

si las variables aleatorias habia que llamarlas “variables

aleatorias” o “variables de probabilidad”. Acabaron con la

controversia tirando una moneda al aire: gand “variables

aleatorias”.

(Evans, Rosenthal, 2005, p.57)

3. Problematica de investigacion

La teoria de la probabilidad como ya se dijo, desde el punto de vista de su
desarrollo matematico, ha tenido su mas importante desarrollo durante los
ualtimos 100 afios, con innumerables aplicaciones a la fisica y a la
astronomia, por lo mismo es que es tan relevante. Sin embargo todavia la
probabilidad y la variable aleatoria no ha entrado completamente en los
curriculum de ensefianza, aunque en Chile en los ultimos afios hay una
participacion mayor de estos conceptos.

En las pruebas de seleccién universitaria (PSU)? no se consideraba este
concepto sino hasta el afio 2012, por lo que muchos docentes no lo
ensefaban en los colegios aunque estuviera en el curriculum. Tampoco lo
consideraban en el SIMCE?, sino hasta el afio 2013 (SIMCE 2° medio). Por
lo demas no existe una obligacion de los directores de colegios por velar
que se ensefie la totalidad de los contenidos que esta en los curriculum, si
se preocupan mucho de los resultados en las dos pruebas nacionales
nombradas anteriormente. Sin embargo, mediciones internacionales, como
la prueba PISA o la prueba TIMMS que se han tomado en nuestro pais,
han mostrado la falencia en la que estamos en educacion en general y en
matematica en particular, en comparacion a los paises de la OCDE. Esto
nos llama a preguntarnos ¢para qué ensefiamos lo que ensefilamos? Ya

2 Examen que se rinde al finalizar la educacién media en Chile para ingresar al sistema de seleccién de las
universidades adscritas a él.

® Prueba que se realiza a los estudiantes cada dos afios para evaluar la calidad de la educacién en el pais, examen
que también se ha usado para establecer una especie de “Ranking” de colegios.
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que al parecer una buena parte de los profesores no tomaban o no toman
en cuenta la variable aleatoria para ensefar probabilidades y eso radica en
el desconocimiento de esta como una funcién, como hemos podido percibir
en la medicion inicial y como ya veremos mas adelante en el desarrollo de
la investigacion.

En programas de pedagogia en matematica de universidades chilenas, se
establece el estudio en profundidad de la variable aleatoria como
preambulo a las funciones de distribuciones de probabilidad y al estudio
profundo de la estadistica a nivel superior, lo que requiere de una
apropiada construccion del concepto en nuestras aulas en la ensefianza
secundaria o enseflanza media.

Todo esto radica en que el estudiante en general no reconoce o no articula
la probabilidad y sus propiedades con la teoria de conjuntos, los conectivos
I6gicos y el concepto de funcion, para la construccion del concepto de
variable aleatoria.

Por ende, existen situaciones preocupantes en las aulas de nuestro pais
para la enseflanza de la variable aleatoria, las que se pueden resumir
como sigue:

e Los alumnos en general no logran establecer la variable aleatoria
definida sobre un espacio muestral.

e La definen como una magnitud aleatoria.

e Confunden la unién con la interseccion de sucesos.

e Confunden sucesos mutuamente excluyentes con sucesos
independientes.

Y los profesores del sistema también muestran algunas situaciones
complejas como:

e No tratar el contenido de variable aleatorio por considerar que no
aparece en las pruebas de medicion de aprendizajes nacionales.

e Considerar que la variable aleatoria es innecesaria y que se puede
construir la teoria de la probabilidad sin ella.

e Desconocimiento de la variable aleatoria como una funcion.
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CAPITULO II:
EL ESTADO DEL ARTE

1. Aspecto histérico epistemoldgico.

PRECURSORES

La probabilidad matemaéatica tiene sus origenes en los juegos de azar,
principalmente los juegos con dados y cartas, muy populares desde
tiempos antiguos. Los chinos realizaban juegos de azar organizados por el
estado hace 2.000 afos. Durante la época del imperio romano tuvieron
gran auge los juegos de azar, las apuestas deportivas eran parte de la vida
de los romanos.

Los primeros estudios “cientificos” sobre fendmenos aleatorios se
centraban en dos problemas:

1. Contabilizar el niumero de posibles resultados de lanzar un dado varias
veces.

2. Distribuir las ganancias entre jugadores cuando el juego se interrumpia
antes de finalizar, conocido como el ‘problema del reparto de apuestas’.
Una respuesta al primer problema se puede encontrar en el poema De
Vetula, de Richard de Fournival (1200-1250), donde afirma correctamente
que si se lanzan tres dados hay 216 combinaciones posibles y calcula
correctamente los diferentes valores para la suma de los tres dados.
Aungque ahora puede parecer una cuestion trivial, en aquella época no lo
era, y otros autores erraron al intentar resolverla, generalmente porque no
tenian en cuenta las posibles permutaciones de una misma combinacion.

El segundo problema fue abordado por Luca Pacioli (1445-1517), quien en
1487 propuso estos dos similares problemas particulares: un juego en el
que el premio es de 22 ducados que consiste en alcanzar 60 puntos se
interrumpe cuando un equipo lleva 50 puntos y el otro 30; y tres arqueros
que compiten por un premio de 6 ducados lanzan flechas hasta que uno de
ellos haga 6 dianas, siendo interrumpidos cuando el primero de ellos lleva
4 dianas, el segundo 3 y el tercero 2. {CoOmo deben repartirse los premios
entre los contendientes? Pacioli propuso que el premio deberia ser
repartido en funcion de las victorias obtenidas anteriormente: asi, el
premio del primer problema se dividia en 60x5/8 ducados para el primer
equipo y en 60x3/8 para el segundo; para el problema de los arqueros, el
premio se dividia en la proporcion 4/9, 3/9 y 2/9. Como mas tarde se
pondria de manifiesto, esta solucidon es incorrecta.
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GIROLAMO CARDANO Y NICCOLO TARTAGLIA

La primera obra importante relacionada con el calculo de probabilidades en
juegos de azar fue el Libro de los Juegos de Azar, de Girolamo Cardano
(1501-1576), escrito en 1565, aunque no publicado hasta 1663. Cardano
era un jugador empedernido y su obra es mas bien un manual para
jugadores; contiene descripciones de juegos Yy las precauciones a tomar
para que los rivales no hagan trampas, y solo una pequefia parte esta
dedicada al estudio del azar: problemas tales como calcular todos los
resultados posibles al lanzar dos o tres dados y las frecuencias con que
aparecian, hallar la probabilidad de que al lanzar un dado una serie de
veces salga un determinado numero al menos una vez, o calcular las
frecuencias de los valores de la suma de las caras de una tirada de dos
dados. En la resolucién de estos problemas, Cardano trabajé con los
conceptos de la definicidon clasica de la probabilidad, aunque no los definio.
En concreto, Cardano introdujo la idea de asignar una probabilidad p entre
0 y 1 a un suceso cuyo resultado se desconoce, considerando el niumero
total de resultados y el nUmero de resultados favorables, y esboz6 de una
forma rudimentaria lo que ahora se conoce como la “ley de los grandes
numeros”, al afirmar que si la probabilidad de un suceso es p, después de
un numero n grande de repeticiones lo mas razonable es apostar a que
ocurrird alrededor de np veces. Sin embargo, Cardano no alcanzé a
reconocer la importancia tedrica de estos conceptos, ya que consideraba
estas relaciones como meramente aritméticas, mas que como una medida
de la posibilidad de ocurrencia de un experimento aleatorio. Cardano se
habia ocupado previamente del problema de reparto de apuestas e ided
una respuesta, también errénea, ya que era valida solo en casos
particulares. El problema del reparto de apuestas también fue abordado
por Niccolo Tartaglia (1499-1557), quien en 1556 publicé un libro sobre
aritmética en el que criticaba la solucién dada por Pacioli. («Si un bando
ha ganado 10 puntos y el otro ninguno, entonces todo el premio seria para
el primer jugador, pero esto no tiene ningun sentido») y dio su propio
solucién: si un equipo ha ganado a puntos y el otro b, se juega a n puntos
y el premio total es P, las ganancias deberian repartirse de la forma
(P/2)xP[(a-b)/n], siendo la cantidad mayor para el equipo que tenga mas
victorias. Sin embargo, Tartaglia fue consciente de que su solucién no era
la correcta y le dio un caracter mas jurisdiccional que matematico.

GALILEO GALILEI

Galileo Galilei (1564-1642) también se dedico a resolver problemas sobre
dados. Su obra Sobre la Puntuacion en Tiradas de Dados calculaba el
namero de resultados posibles tirando tres dados. A pesar de que ya se
sabia desde mucho tiempo antes que hay 216 posibilidades diferentes,
Galileo fue el primero que llegdé a esta conclusiéon a través del simple
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calculo 216=63. Sin embargo, la principal contribucién de Galileo a la
teoria de la probabilidad fue la creacién de la teoria de la medida de
errores. Segun Galileo, los errores de medida son inevitables y los clasifico
en dos tipos: los errores ‘sistematicos’, debidos a los métodos y las
herramientas de medida; y los errores ‘aleatorios’, que varian
impredeciblemente de una medida a otra. Esta clasificacion sigue en vigor
actualmente. Galileo fue muy cuidadoso al analizar las propiedades de los
errores aleatorios y estableci6 que son mas frecuentes los errores
pequefios que los grandes; que los errores por defecto son tan frecuentes
como los errores por exceso; y que la mayoria de las mediciones se
agrupan alrededor del verdadero valor. Con estas ideas, Galileo no soélo
contribuy6 al desarrollo de la teoria de la probabilidad, sino que puso las
bases para el nacimiento de la estadistica.

BLAISE PASCAL Y PIERRE DE FERMAT

El desarrollo de la teoria de la probabilidad experimenté un gran avance en
Francia a mediados del siglo XVII con la correspondencia que mantuvieron
Blaise Pascal (1623-1662) y Pierre de Fermat (1601-1665) durante 1654.
Antoine Gombaud, caballero de Méré, filosofo y literato que jugaba
compulsivamente, pidié a Pascal que le resolviese el problema del reparto
de apuestas. Pascal y Fermat lo resolvieron correctamente por medios
diferentes pero equivalentes, aunque el desconocimiento de la teoria
general les hizo pensar que no lo eran. Once afios mas tarde, en 1665,
Pascal publicaba su Tratado sobre el Triangulo Aritmético, la mas
importante contribucion realizada hasta entonces en el campo de la
combinatoria. El libro comienza con la construccion de lo que se dio en
llamar el triangulo de Pascal, aunque era conocido desde hacia mas de 500
afos en diversas partes del mundo. El triangulo es de la siguiente forma:

Fila / Columna O 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

donde el valor de la k-ésima entrada de la n-ésima fila es el numero

n
combinatorio (k)

25



Pascal demostré algunas propiedades importantes del triAngulo: cada
elemento es la suma de todos los elementos de la columna anterior hasta

n
la fila anterior (es decir, (k) = ?;,3_1 (k ]_ 1) ); la suma de todos los
n n
elementos de la fila n-ésima es 2" y (k) : (k n 1) =(k+1):(n-k). Para

demostrar estos argumentos usaba algo parecido al principio de induccion,
pues demostraba un caso y, a continuacion, que eso implicaba el caso
inmediatamente siguiente. La udltima gran propiedad del triangulo que
n-(n-1)-...(n—k+1)
k! ’
induccion e identificando ese numero como el numero de combinaciones
de k elementos en un conjunto de n elementos. Finalmente, Pascal aplicé
todos estos resultados para producir una solucion sisteméatica del problema
del reparto de apuestas: si al jugador A le faltan r juegos para ganar y al
jugador B le faltan s (con r+s>1), las apuestas deberian dividirse de
manera que al jugador A le correspondiera una parte proporcional al

n
demostré Pascal fue que (k)= demostrandolo por

n
cociente entre Y5_5 (k) y 2", donde n=r+s-1.

Pascal aplico los razonamientos probabilisticos sobre la toma de decisiones
a la teologia y traté de demostrar la existencia de Dios. Su argumento era
el siguiente: Dios existe 0 no existe; si no existe, da igual creer en él que
no creer; si existe, creer que no existe provoca la condenacion eterna,
mientras que creer trae la salvacion. Como la salvacion es preferible a la
condenacion (en términos probabilisticos, la ganancia es mayor), una
persona ‘razonable’ actuard como si Dios existiera, aunque crea que la
probabilidad de que exista es pequena.

CHRISTIAAN HUYGENS

Los trabajos de Pascal y Fermat fueron continuados por el cientifico
holandés Christiaan Huygens (1629-1695). Su interés por la probabilidad
nacio en 1655 durante el transcurso de un viaje a Paris, donde coincidio
con otros cientificos y discuti6 con ellos el problema del reparto de
apuestas. Fue asi como Huygens entré en conocimiento de las obras de
Pascal y Fermat y sus métodos. En 1656 salia publicado su tratado Sobre
los Calculos en los Juegos de Azar, el cual constaba de un breve prefacio y
14 proposiciones. En las tres primeras, Huygens introducia el concepto de
esperanza matematica para variables aleatorias que toman dos o tres
valores, definida como la ganancia media si se repitiera el juego muchas
veces; la palabra ‘esperanza’ aparecid por primera vez en la historia en la
traduccion al latin del original en holandés. En las seis siguientes
proposiciones Huygens proponia su solucion al problema del reparto de
apuestas, muy similar a la de Pascal, pero lo llevé mas alla, pues Huygens
fue capaz de extender el problema al caso de tres jugadores; sobre esto
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ultimo, no dio una solucién general, sino que indic6 como aplicar al caso
general los casos particulares previamente resueltos.

Hacia el dltimo cuarto del siglo XVII, existia ya un gran volumen de
conocimientos sobre sucesos aleatorios, acompafiados por un buen
namero de problemas correctamente planteados y resueltos. Pero todos
estos conocimientos se enfocaban a problemas concretos limitados a los
juegos de azar, y ningun estudioso habia sido capaz de dar una definicion
general de la probabilidad.

El primer estudioso de la probabilidad que no se centré en juegos de azar
fue el comerciante inglés John Graunt (1620-1675), quien en 1662 abordo
problemas sobre demografia —o “politica aritmética”, como se la llamaba
entonces. Graunt se propuso encontrar un meétodo preciso para estimar la
edad media de los habitantes de Londres mediante la edad de defuncion;
haciendo esto introdujo el concepto de ‘frecuencia de un suceso’,
remarcando el cierto grado de aleatoriedad presente en las proporciones
obtenidas. También demostré que en Londres la proporcién de nacimientos
de nifios y nifias no era igual sino 14:13 y elabord la primera tabla de
mortalidad. Graunt comprendié que cuantas mas observaciones

hacia mas precisos eran los resultados, anticipando el principio estadistico
de estabilidad de las medias.

Las ideas de Graunt fueron recogidas por William Petty (1623-1687),
quien elabor6 un andlisis comparativo entre la mortalidad de los Londres y
la de Paris, basandose en los datos de los hospitales de caridad, y por el
astronomo Edmund Halley (1656-1742), quien presenté en 1693 una
tabla de mortalidad de la ciudad de Breslau (Alemania) — Halley preferia
ciudades pequefias con pocos movimientos migratorios antes que ciudades
grandes como Londres, Paris o Dublin— e introdujo el concepto de longitud
de vida tal que la frecuencia con que se superaba o no se alcanzaba era la
misma; en otras palabras, el concepto de ‘mediana’. En los trabajos de
Halley también se pueden encontrar las bases de los teoremas de la suma
y la multiplicaciéon de probabilidades y de la ley de los Grandes Numeros,
aunque no los enuncidé explicitamente. Las obras de Halley tuvieron gran
influencia en demografia y los seguros.

Sélo cuando los fendmenos aleatorios dejaron de enfocarse como casos
particulares y se intentd ver los conceptos generales que habias detras de
ellos, las nociones de probabilidad mejoraron en su definicion. ElI primero
en dar la definicion clasica de probabilidad fue Jakob Bernoulli (1654-
1705) en su obra El Arte de Predecir, publicada péstumamente en 1713.
Mas adelante, el matematico francés exiliado en Inglaterra Abraham De
Moivre (1667-1754) aceptd la definicion dada por Bernoulli y la reformuld
en términos modernos: «una fraccion en la que el numerador es igual al
namero de apariciones del suceso y el denominador es igual al niumero
total de casos en los que es suceso pueda o no pueda ocurrir. Tal fraccion
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expresa la probabilidad de que ocurra el suceso». La definicion clasica de
la probabilidad, en su forma actual, esta basada en el concepto

de equiprobabilidad de los resultados, basado a su vez en la simetria. Se
supone que un experimento se puede descomponer en N sSuUcCesos
equiprobables y mutuamente excluyentes Eg,...,E,, llamados sucesos
‘elementales’. Asi, la probabilidad del suceso aleatorio A es el nimero del
intervalo [0,1] que expresa el cociente entre los m sucesos elementales
que componen A y el niumero total n de posibles sucesos elementales. El
principal escollo que encuentra esta interpretaciéon de la probabilidad es la
dificultad de descomponer un suceso en sucesos elementales
equiprobables; siendo facil para problemas sencillos, como los de cartas,
dados o urnas, es casi imposible para problemas mas complejos.
Basandose en los trabajos de Graunt y Petty, Bernoulli resolvié incluso la
cuestion de como hallar la probabilidad de ocurrencia de un suceso aun
siendo imposible contar los casos favorables: «Aqui hay otro camino
disponible para alcanzar el resultado deseado. Lo que no se puede hallar a
priori se puede obtener a posteriori, es decir, mediante la observacion
multiple de los resultados de pruebas similares..» De esta manera,
Bernoulli introdujo el concepto de probabilidad ‘frecuentista’ o ‘estadistica’:
asignar como probabilidad de un suceso el resultado que se obtendria si el
proceso se repitiera en condiciones similares un numero grande de veces.
Sin embargo, estas condiciones son demasiado vagas para servir como
base para una definicién cientifica rigurosa. En primer lugar, se menciona
un ‘numero grande’ de veces, pero no se da ninguna indicacion sobre cual
es ese numero lo suficientemente grande; no se describe con precision
qué se entiende por condiciones similares —si las condiciones fuesen
siempre exactamente las mismas se obtendria siempre el mismo
resultado—; tampoco se especifica cual es la maxima desviacion admitida
respecto del resultado tedrico; ademas, sigue habiendo sucesos que no
pueden plantearse suponiendo la posibilidad de repetirlos muchas veces.
Precisamente, fueron la necesidad de precisar qué se entiende por un
‘niumero grande’ de repeticiones del experimento y la tolerancia del
resultado obtenido respecto del tedrico, lo que llevaron a Jakob Bernoulli a
idear, en su forma mas intuitiva y basica, la Ley de los Grandes Numeros.

TEOREMAS BASICOS DE LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Los tres teoremas basicos que hicieron posible el desarrollo de la
probabilidad tal y como la conocemos hoy fueron los teoremas de la suma,
de la multiplicacion y de la probabilidad total. Aunque ni Fermat ni Pascal
ni Huygens los idearon, en sus escritos aparecen ya de una forma implicita
y utilizados correctamente.

Teorema de la Suma.- Pascal dio a entender implicitamente que sabia
como calcular los casos favorables de un suceso A si conocia los casos
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favorables de unos A; disjuntos cuya union es A (es decir, si los Aj son una
particion de A). Jakob Bernoulli también fue consciente de ello, y fue mas
alla al darse cuenta de que la probabilidad de la unién no es la suma de las
probabilidades si los sucesos no son disjuntos, aunque no supo dar la
razon. Previamente, Cardano habia expresado un resultado similar en
términos de casos en vez de probabilidades. No fue ninguno de ellos quien
formulé finalmente el teorema de la suma de la probabilidades, sino el
reverendo inglés Thomas Bayes (1702-1761), cuyo trabajo fue leido
péstumamente, en 1763. En esta obra, Bayes da la primera definicion
explicita de sucesos disjuntos — €l los llamé ‘inconsistentes’— y enuncié la
féormula ahora conocida: P{Au B}= P{A}+ P{B}— P{AN B}

Teorema de la Multiplicacion.- Del mismo modo, el teorema de la
multiplicacion de probabilidades era conocido por casi todos los estudiosos
a través de calculos particulares. Sin embargo, fue Abraham De Moivre
(1667-1754) el primero que los enuncidé con autoridad. En la introducciéon
a su obra Doctrina de las Posibilidades de 1711, De Moivre presento el
importante concepto de independencia de sucesos aleatorios; asi, escribio:
«Diremos que dos sucesos son independientes, si uno de ellos no tiene
ninguna relacibn con el otro» y procedi6 a definir los sucesos
dependientes: «Dos sucesos son dependientes si estan ligados el uno al
otro y la probabilidad de ocurrencia de uno de ellos influye en la
probabilidad de ocurrencia del otro». Una vez hecho esto, De Moivre lo
aplicé al calculo de probabilidades: «la probabilidad de ocurrencia de dos
sucesos dependientes es igual a la probabilidad de ocurrencia de uno de
ellos dividida por la probabilidad de que el otro ocurra si el primero ya ha
ocurrido. Esta regla puede generalizarse para varios sucesos». El caso de
varios sucesos lo describia asi: «Se necesita elegir uno de ellos como el
primero, otro como el segundo, y asi. Luego, la ocurrencia del primero
debe considerarse independiente de todas las demas; el segundo debe
considerarse con la condicion de que el primero ha ocurrido: el tercero con
la condicion de que tanto el primero como el segundo han ocurrido, y asi.
De aqui, la probabilidad de las ocurrencias de todos los sucesos es igual al
producto de todas las probabilidades». O en notacion moderna:

P{A;: N A ... An}= P{A:} P{Az| A} P{As]| A: N Ax}...- P{As] A1 N... An-1}

De Moivre acompafié sus afirmaciones con ejemplos resueltos. También
fue consciente de que lo verdaderamente dificil de este teorema es
descubrir cuando dos sucesos son 0 no independientes.

Teorema de Bayes.- El trabajo de De Moivre obtuvo una gran difusion, asi
que el mérito de Bayes no fue tanto la originalidad sino expresar la
probabilidad condicional en funcion de la probabilidad de la interseccion:

P(ANB)
P{A|B} = ————
(418} = =555
Ademas, el honor del teorema que lleva su nombre no es completamente
suyo, ya que él no estaba en condiciones de formular con probabilidades
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totales. Fue Pierre-Simon Laplace (1749-1827) quien desarrollé la mayor
parte del teorema de Bayes en su Experiencia en la Filosofia de la Teoria
de la Probabilidad (1812). Sea A un suceso que ocurre en conjunciéon con
uno y solo uno de los n sucesos disjuntos Bj,...,B,. Si se sabe que el
suceso A ha ocurrido, ¢cual es la probabilidad de que el suceso B; también?
Laplace respondié de la siguiente manera: «La probabilidad de existencia
de una de esas causas es igual a una fraccion con un numerador igual a la
probabilidad del suceso que se sigue de esta causa y un denominador que
es la suma de las probabilidades similares relativas a todas las posibles
causas. Si estas diferentes causas a priori no son equiprobables, entonces
en lugar de tomar la probabilidad del evento que sigue a cada causa, se
toma el producto de esta probabilidad veces la probabilidad de la causax.
Esta enrevesada receta puede escribir en notacion moderna:

P(B,|A} = P{B;} - P{A|B;}

‘ iy P{A|B;} - P{B;}
Laplace aplico6 el teorema a problemas de la mecanica celeste, la
estadistica médica e, incluso, a la jurisprudencia. Al igual que los otros dos

teoremas, el Teorema de Bayes ya se usaba anteriormente, aunque nunca
habia sido formulado.

LOS TEOREMAS DEL LIMITE

La Ley de los Grandes Numeros.- Jakob Bernoulli era consciente de que las
frecuencias observadas se acercaban a un calculo previo de su
probabilidad al aumentar el nUmero de repeticiones del experimento. Pero
el queria encontrar

una prueba cientifica que no solo demostrara que al aumentar el numero
de observaciones se podia estimar la probabilidad auténtica con cualquier
grado de precision deseado, sino que permitiera calcular explicitamente
cuantas observaciones eran necesarias para garantizar esa precision de
que el resultado queda dentro de un intervalo predeterminado alrededor
de la verdadera solucion. El experimento que consiste repetir una prueba
con la misma probabilidad de éxito un niumero grande de veces recibid el
nombre de ‘experimento de Bernoulli’ y, mas adelante, con la creacion del
concepto de variable aleatoria, la variable que contabiliza el numero de
éxitos en N pruebas se llamo ‘Bernoulli’ o *binomial’.

Consciente de que en las situaciones de la vida real, la certeza absoluta
(probabilidad 1) es imposible de alcanzar, Bernoulli introdujo la idea de la
‘certeza moral’: para que un resultado fuese moralmente cierto, debia
tener una probabilidad no menor que 0.999, mientras que un resultado
con probabilidad no mayor que 0.001 se consideraria ‘moralmente
imposible’. Fue para determinar la certeza moral de un suceso para lo que
Bernoulli formul6 su teorema, la Ley de los Grandes Numeros.
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Para ilustrar este concepto, Bernoulli propuso el siguiente ejemplo: una
urna con 30.000 bolas blancas y 20.000 negras, aunque el observador no
lo sabe, pues lo que quiere es determinar la proporcién entre bolas blancas
Yy negras, sacando una de cada vez, anotando el resultado —eéxito si es
blanca y fracaso si es negra— y reintroduciéndola en la urna. Sea N el
numero de observaciones, X el numero de éxitos y p = r/(r+s) la
probabilidad de éxito en cada prueba, siendo r el nUmero de bolas blancas
y s el de bolas negras. El teorema de Bernoulli afirma, en terminologia
moderna, que dada cualquier pequena fraccion € (que Bernoulli siempre
escribia en la forma 1/(r+s)) y dado cualquier nimero entero positivo
grande c, se puede hallar un numero N = N(c) tal que la probabilidad de
gue X/N difiera de p no mds de € es mayor que c veces la probabilidad de
que X/N difiera de p mas de €. Con simbolos:

Pll—rl=ef>eplfg—r[><]
N <ée€ C N 14 £
O como escriben los libros modernos:
X 1
Ve > 0Vc € Z*3AN tal P{—— |>}<—
& c al que N D & r 1

En su ejemplo, para ¢=1.000, Bernoulli obtuvo como resultado que eran
necesarias 25.550 observaciones. La intuicion le decia que no hacian falta
tantas y, por ello, lo intentdé con otros valores de c. Desilusionado por
sentir que habia fracasado en su intento de cuantificar la certeza moral,
Bernoulli no incluy6é en su libro las aplicaciones prometidas. El que si lo
hizo fue su sobrino Niklaus (1687-1759), que aplico el resultado de su tio
a registros de 14.000 nacimientos y llegé a la inesperada conclusion de
que la frecuencia de nacimientos de nifios es mayor que la de nifias, en la
proporcion de 18:17. Este resultado fue confirmado afos después por
Laplace.

El Teorema Central del Limite.- La ley de los Grandes Numeros planteo el
problema de estimar la suma de un subconjunto de términos de una
expresion binomial. La principal dificultad era calcular la probabilidad de
que el numero de éxitos de un suceso dado de probabilidad p en n pruebas

estuviera entre A y B. Jakob Bernoulli habia demostrado que esta

m
probabilidad era Y sci<p (k) -p¥ . (1 —p)™ ¥, siendo éste una parte de la

m!
T k!(m—k)!
m! se hace muy grande cuando m es grande. Bernoulli recurri6 a
estimaciones muy poco precisas, pero suficientes para probar su teorema.
De Moivre quiso ser algo mas preciso y recurrido a una expresion asintotica
1

+_ .
m 2, con B constante. Para determinar el

m
expansion 1 = (p+(1-p))™. Lo mas dificil era calcular (k) , pues

y demostro que m! = B-e ™™ -m
. - - 1
valor de esta constante, construy6 la siguiente expansion: InB = 1 — ’r +
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1 1 1 , .
— ———+———"---, y hallé que B es aproximadamente 2,5074, pero no
360 1260 1680

quedd satisfecho porque no logré vincular este ndmero a ninguna
constante matematica conocida. De Moivre pidi6 ayuda a su amigo James
Stirling (1692-1770), quien demostré6 que B = 2 . Con este dato, De
Moivre calculé una tabla para la funcibn m! con m entre 10 y 900, y
enuncio un resultado que, en notacibn moderna, dice:

k

N 2 (th)d

P{X=—+t}= je_T t
2 \/Znno

De Moivre trabajo con el valor de k = %\/ﬁ y obtuvo que la probabilidad de

que el numero de ocurrencias de un experimento binomial cayera dentro
_ .1 .y .
de un intervalo de radio E\/ﬁ era 0,6827; luego repitid el calculo para otros

multiplos de \Vn . Finalmente, De Moivre encontré que \n era unidad cuya
distancia del centro debe ser medida. Asi, la precision de una estimacion
de probabilidad aumenta igual que la raiz cuadrada del numero de
experimentos; en otras palabras, De Moivre acababa de descubrir la
importancia de la ‘varianza’.

De Moivre repitio el experimento de Bernoulli y obtuvo que bastaban 6.498
observaciones. Aunque mejoré el método de Bernoulli, sin embargo, no
llegd a reconocer la importancia de la curva que habia encontrado y no
pudo aplicar su resultado a otros problemas.

EL PROBLEMA DE LA ‘RUINA DEL JUGADOR'’

El problema de la ‘ruina del jugador’ tuvo un papel importantisimo en el
desarrollo de la teoria de la probabilidad, pues era extraordinariamente
complejo para la época y exigid la creacion de nuevo métodos para su
resoluciéon; ademas, sirvi6 como trampolin para el desarrollo de los
procesos estocasticos. El problema de la ‘ruina del jugador’ fue propuesto
por primera vez por Huygens en su libro y consiste en lo siguiente: los
jugadores A y B tienen a y b francos, respectivamente. Después de cada
juego, el ganador le quita un franco al perdedor. La probabilidad de ganar
de Aes pyladeBesg= 1-p. ¢(Cual es la probabilidad ps de que el
jugador A arruine totalmente al jugador B? El problema intrigé a muchos
de los cientificos mas importantes del momento, como Jakob y Niklaus
Bernoulli, De Moivre y Laplace. Jakob Bernoulli criticé la formulacion y
solucion numeérica del problema que dio Huygens, argumentando que
restringia la posibilidad de encontrar una regla general. Los resultados
obtenidos por estos matematicos demostraron que eran capaces de
afrontar problemas de sucesos muy complicados y que sabian manejar los
teoremas de la suma, la multiplicacion y la probabilidad total, incluso antes
de ser formulados.
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La solucion fue hallada por De Moivre y Niklaus Bernoulli de forma
independiente en 1710-1711. Segun De Moivre,
a\¢ p\P
_ (2) -1 _ (£) -1
Pa (g)a+b_1 » Y PB (B)a+b
14 q
Y el niumero esperado N de juegos que son necesarios para que un jugador

arruine al otro es,

-1

bpa — aps
P—q

E{N} =

LA PARADOJA DE SAN PETERSBURGO

Una vez definido mateméticamente el concepto de esperanza, la idea
general era que la manera mas razonable de tomar una decisidon que
involucrase probabilidades seria optar por aquélla que tuviese una mayor
esperanza. Pero esta

manera de pensar quedd desacreditada cuando en 1713 Niklaus Bernoulli
propuso el siguiente juego: el jugador A lanza una moneda; si sale cara en
la primera tirada, paga 2 ducados al jugador B; si la primera cara sale en
la segunda tirada, le paga 4 ducados; y asi, si la primera cara sale en la
tirada n-ésima, le paga 2" ducados. ¢(Cuanto pagaria el jugador B al
jugador A para jugar a este juego? Si se calcula la esperanza matematica,

1 ]
tenemos) o, Zn-z—nzZ;":ll =0 , y, por tanto, B podria pagar a A

cualquier cantidad, porque su ganancia seguiria siendo infinita, pero, sin
embargo, la probabilidad de ganar so6lo 2 ducados es de 1 a 1, y la de
ganar mas de 10 es de 1 contra 7. Este ejemplo —conocido como la
paradoja de San Petersburgo por ser la ciudad donde discutieron el
problema Niklaus Bernoulli y su hermano Daniel (1700-1782)— puso de
manifiesto que no siempre la opcion mas razonable es la mas correcta
matematicamente. La solucién a esta paradoja consistidé en la introduccion
del concepto de ‘esperanza moral’ (en contraposiciéon a la ‘esperanza
matematica’) o ‘utilidad’, que consiste en dar prioridad al sentido comun y
las circunstancias personales o particulares sobre el resultado matematico.
Asi, una persona rica, con mucho dinero que perder, podria permitirse el
lujo de hacer de

jugador B, mientras que un pobre podria arriesgarse a hacer de jugador A,
porque la posibilidad de perder dinero es muy pequefa; sin embargo, los
papeles no serian intercambiables. Esta paradoja tuvo mucha importancia
en el desarrollo de la teoria de la probabilidad aplicada a los problemas
relacionados con los seguros: pagar una gran cantidad al asegurado pero
con una probabilidad muy pequefia de que eso ocurra.

33



LA PROBABILIDAD MODERNA

LA TEORIA DE LA MEDIDA DE ERRORES

La teoria de la medida de errores fue iniciada por Galileo y continuada por
otros muchos cientificos, en su mayoria astronomos, como, por ejemplo,
Ticho Brahe (1546-1601), que encontré que cada medida tiene un posible
error y que la precision de la medida puede aumentar si se hacen varias
medidas y se calcula la media aritmética. Los primeros intentos de
construir matematicamente la teoria de la medida de errores fue hechos
por R. Cotes (1682-1716), T. Simpson (1710-1761) y Daniel Bernoulli.
Cada uno de ellos tenia una idea diferente sobre la medida de los errores.
Cotes opinaba que los errores se distribuyen uniformemente a lo largo el
intervalo (-a, a). Simpson creia que los errores pequefios ocurren Mas
frecuentemente que los grandes, pero que estan restringidos por un
ndmero a, de manera que el error es 0 en los intervalos (-00,-a] y [a,+®);
asi, la funcién de densidad es x — 2a® y = -a en el intervalo (-a,0), y en
(0,a) es x + 2a’ y = a. Daniel Bernoulli fue el primero en poner en duda
que la media aritmética fuera la mejor estimacion del error y propuso

como funcion de densidad y = \/R2 — (x—x)? , donde R es conocido y %
se determina mediante repetidas observaciones. Bernoulli no se dio cuenta

de que la integral de esta funcién no es 1, sino (g) R? por lo que sélo

represente una verdadera funcion de densidad en casos particulares. El
trabajo de Bernoulli, no obstante, es importante porque fue el primero en
proponer estimar un parametro desconocido mediante el método de
‘maxima verosimilitud’.

Otro estudioso de la cuestion fue Laplace, que consideraba la teoria de
probabilidad mas como una disciplina de la ciencia natural que de las
matematicas. Muy dedicado a la astronomia, aplicé6 a sus investigaciones
en teoria de medida de errores. Laplace afirmé los errores de medida
observados eran la suma de una gran cantidad de pequefos errores; si
estos errores tenian una distribucion normal, su suma también deberia
tenerla. Como estimacion del valor desconocido del error a, Laplace sugirio
tomar el valor que minimiza la cantidad ),;<x<n|Xx — @l que es igual a la
media de las n observaciones realizadas.

Sin embargo, el trabajo de Laplace no alcanzé mucha difusiéon porque
quedd eclipsado por las nuevas ideas presentadas por K. Gauss (1777-
1855) y A. Legendre (1752-1833), que propusieron y desarrollaron el
método de minimos cuadrados. Gauss demostr6 que, bajo ciertas
condiciones generales, la funcion de densidad de los errores de medida
h ) e_thz

tiene la forma @ (A) = N
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Otra gran contribucion fue la realizada por Simeon Poisson (1781-1840).
En particular, planteé la siguiente pregunta: ¢es cierto que la media

aritmeética es siempre mejor que una unica observacion? La respuesta es
1

mw(1+x2) "’
—o0 < x < oo . Poisson demostrdo que la suma de dos variables aleatorias con
esta distribuciéon tiene la misma distribucién pero con otra escala y luego
probé que la media aritmética de variables aleatorias independientes de
este tipo tiene exactamente la misma distribucién que cualquiera de ellas.
20 afos después A. Cauchy (1789-1857) repitido este mismo resultado y la
distribucion descubierta por Poisson recibié el nombre de Cauchy. Mas
tarde, la teoria de errores atrajo la atenciobn de muchos probabilistas
rusos, como P. Chebyshev (1821-1894) y A. Markov (1856-1922), que
desarrollaron el método de minimos cuadrados.

no. Como contraejemplo, presento la siguiente distribucion p(x) =

FORMACION DEL CONCEPTO DE VARIABLE ALEATORIA

Suele ocurrir que la formacién de los conceptos cientificos ocurre antes de
que sean comprendidos totalmente. Eso también fue lo que pasé con el
concepto de ‘variable aleatoria’, uno de los pilares basicos de la teoria de
probabilidad moderna.

El concepto de ‘variable aleatoria’ estuvo presente de forma encubierta
casi desde el principio de la teoria de probabilidad. En uno de los
problemas de su libro, Huygens introdujo una variable aleatoria que sigue
una distribucion hipergeométrica. Cuando Galileo hablé de los errores
‘aleatorios’ que no se pueden predecir y que varian de medida en medida,
en realidad se referia a que esos errores son una variable aleatoria de
distribucion desconocida. Cuando Bernoulli enuncié su ley de los grandes
numeros, al contabilizar el nimero bolas blancas extraidas de la urna, ese
ndamero de éxitos es una variable aleatoria que toma valores entre 1y n el
numero total de pruebas, siguiendo una distribucién binomial. Al analizar
el problema de la ruina del jugador, también aparece una variable
aleatoria, el niumero de juegos hasta que uno de los jugadores queda
arruinado. Y De Moivre fue incluso mas lejos al introducir la distribucion
normal. Sin embargo, ninguno de ellos se dio cuenta que hacia falta
introducir un nuevo concepto. Tampoco Gauss, Daniel Bernoulli o Laplace
mencionaron en ningln momento esta idea, ni siquiera cuando en el
comienzo del siglo XIX aparecieron nuevos problemas en los que siempre
aparecia la distribucion normal: el tamafio de los 6rganos de animales de
la misma edad, la desviacion de los proyectiles en la artilleria o en la teoria
matematica de la fisica molecular aplicada a los gases. Ademas, la
preeminencia de la distribucion normal sobre todas las demas tuvo el
efecto contraproducente de desalentar la investigacion sobre las
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propiedades de la media y la varianza, porque para el caso de la normal es
una cuestion bien conocida.

Los primeros pasos en la direccion de introducir la idea de ‘variable
aleatoria’ fueron dados por Poisson en 1832 en su libro Sobre la
Probabilidad de los Resultados Promedios de Observaciones. No utilizo el
término ‘variable aleatoria’, pero si hablé de ‘alguna cosa’ que uno puede
entender como un conjunto a;, ap,..,an, CoOn sus correspondientes
probabilidades pi, p2,...,Pn; €S decir, hablé de las variables aleatorias
discretas. También consideré variables aleatorias continuas y sus
densidades. La palabra ‘variable’ fue utilizada por primera vez por
Chebyshev, que asumidé implicitamente que todas las variables aleatorias
eran independientes y fue A. Liapunov (1857-1918) el primero que uso
sistematicamente el término ‘variable aleatoria’ y especific6 que serian
independientes cuando fuese necesario. En el comienzo de su obra Sobre
una Afirmacién en la Teoria de Probabilidad, Liapunov dio la definicion de
funcion de distribucion tal y como la conocemos hoy:

P{a< ¢ < b}=F(b)- F@) .

LA LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

El teorema de Bernoulli fue generalizado por vez primera por Poisson en
1837, quien también introdujo el término ‘ley de los grandes numeros’.
Poisson considerd una sucesion de n pruebas independientes, en cada una
de las cuales A puede ocurrir con probabilidad px, k=1,..n. Si uy, es el
ndmero de ocurrencias de A en las n observaciones, entonces:

Ve >0 P{ fn _ PatPet¥Pn) o e} — 0. En 1843 Chebyshev criticé el

n n n—-oo

teorema de Poisson, alegando que no daba una cota explicita para el error
y enuncié su propia version, dando una estimacion de n para que se
cumpliera la desigualdad:

V€>0V77P{

P PrtP2at 4D
n n

Sin embargo, estas dos versiones no significaron ningun avance, pues no
superaban la idea original de Bernoulli. S6lo cuando en 1867 Chebyshev
empez6 a considerar variables aleatorias en lugar de sucesos, se produjo
ese avance cualitativo.

En 1909 Emile Borel (1871-1956) demostré6 que el experimento de
Bernoulli llevaba a una afirmacién mas fuerte que la ley de los grandes
nameros para p=0.5. En 1917, el matematico italiano Francesco Cantelli

(1875-1966) extendid este hecho para p arbitrario: P {limn_)oo%" = p} =1,

afirmacion que se conoce como la Ley Fuerte de los Grandes Numeros.
Una generalizacion de este resultado fue dada por Andrei Kolmogorov
(1903-1987) en 1930.

<€}>1—n
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En 1935 A. Khinchine (1894-1959) introdujo el concepto de estabilidad
relativa de suma de variables aleatorias: la suma S, = &+ &+..+ &, se
dice ‘relativamente estable’ si existen constantes A,>0 tales que para todo

e>0 y n—oo, se cumpIeP{limn_,oo‘;—n = p} = 1. Para variables aleatorias

idénticamente distribuidas, Khinchine encontré condiciones necesarias y
suficientes; su discipulo A. Bobrov (1912-) extendié este resultado a
variables con distribuciones diferentes.

Uno de los resultados relacionados con la ley de los grandes numeros es el
teorema de Glivenko-Cantelli, descubierto por A. Glivenko en 1929-1933,
que trata sobre la convergencia de una distribucibn empirica a una
verdadera funciéon de distribucion.

EL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Los esfuerzos por lograr una generalizacion del teorema de De Moivre
vinieron desde dos campos: la teoria de medida de errores y la estadistica
fisica. Entre los primeros se cuentan Laplace, que en 1809 formul6é un
teorema de limites para la suma de variables aleatorias distribuidas
uniformemente en un intervalo (-h,h) y, considerando un numero
creciente de variables aleatorias discretas dio una aproximacion de una
distribucion continua a partir de otra discreta; Poisson, que en 1837 dio un
teorema local del limite y fall6 al generalizarlo a la suma de variables
aleatorias independientes arbitrarias con varianza finita porque le falté
afadir que debian ser idénticamente distribuidas; y F. Bessel, que
coincidié con Laplace en que la suma de un numero grande de cantidades
aleatorias pequefias en comparacion con la suma tiene una distribuciéon
normal, aunque en 1838 dio ejemplos de medidas en las que los errores
adoptan otras distribuciones, como por ejemplo, la medida de angulos.

En el lado de la estadistica, aparecen principalmente los matemaéaticos
rusos de finales del siglo XIX y principios del XX. El primero de ellos fue
Chebyshev, quien en 1887 demostré un teorema sobre la acotacion de la
suma de variables aleatorias con esperanza 0. Para probarlo, Chebyshev
ide6 el Método de los Momentos, de gran importancia en la estadistica. Sin
embargo, la demostracion tenia algunos errores que fueron corregidos por
su discipulo A. Markov, que demostré en 1898 la siguiente version del
Teorema de Chebyshev:

Sea S, la sucesion de sumas u;+ ux+...+u, y ®,(x) la distribucion de u,

. 1 _
Si vk se cumple [~ xKdd,(x) - ﬁffooo xKe™**/2dx | entonces se cumple

Y a bP{a <S—n< b}ﬁijbe‘xz/zdx
’ Var S, V21,

Este parecia el teorema del limite definitivo, hasta que en 1900 A.
Liapunov demostréo que si las variables aleatorias tienen momento de
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orden 3 finito ek = E{|& — a3} y
Cn = X1<ke<n Cnr» B2 = Yicken Var(&y),y % ——0, entonces las funciones de
" N—00

distribucion de S, convergen a la distribucion normal. Al afio siguiente,
Liapunov probd bastaba con pedir que el momento de orden 2+3 con 3>0,
y probd el mismo teorema pero cambiando 3 por 2+ 3. Liapunov llego

incluso a calcular el orden de esta convergencia a la normal: n% log(n).

La demostracion de este teorema no exigia la aplicacion del método de
momentos de Chebyshev y Markov, queriendo recuperar la idea de su
maestro, propuso el concepto de variables aleatorias truncadas, para las
cuales su version del Teorema Central del Limite de Liapunov si necesita el
meéetodo de momentos.

En 1922 el matematico finlandés Lindeberg fue mas alla que Liapunov, al
no pedir la existencia de ningun momento salvo el de orden 2. Asi, si

. 1
VT>0 hmn—>x B f|x—ak|>TBn

de variables aleatorias, centradas en sus esperanzas y normadas por la
raiz cuadrada de la suma de sus varianzas converge a una distribucion
normal estandar. En 1942 W.illiam Feller demostr6 que la condicidon
suficiente de Lindeberg es también necesaria.

Como corolario al teorema de Lindeberg se obtuvo un resultado esperado
desde hacia mucho tiempo: si se tienen variables aleatorias
independientes idénticamente distribuidas con varianza finita no nula, se
puede aplicar el Teorema Central del Limite a su suma.

En 1927 S. Bernshtein consideré un problema mas general. Sea &, &,,...,
&,,... Una sucesion de variables aleatorias independientes sin suponer nada
acerca de sus esperanzas o0 varianzas. Bernshtein encontré condiciones
necesarias y suficientes para hallar constantes B,>0 y A,, tales que la
funcion de distribucion (Sh-An/Bn) converja a la normal. En 1935, Feller
demostré que esas condiciones eran también necesarias, suponiendo que
los términos de la suma son uniformemente pequefios. Ese mismo afio, A.
Khinchine y Paul Lévy (1886-1971) encontraron, de forma independiente,
condiciones necesarias y suficientes para la convergencia de la distribucion
suma de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas a
la distribucion normal.

Actualmente, las investigaciones se centran en cuestiones tales como
cuanto de rapida es la convergencia a la normal, cOmo converge un
numero aleatorio de variables aleatorias, o las relaciones entre el Teorema
Central del Limite y la Ley de los Grandes NUmeros.

(x — ax)?dF(x) = 0, la distribucién de la suma
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LA INTERPRETACION SUBJETIVA DE LA PROBABILIDAD

Las interpretaciones clasica y frecuentista de la probabilidad no satisfacian
a todos. Asi, en el segundo cuarto del siglo XX surgié una nueva
interpretacion, llamada ‘subjetiva’, segun la cual la probabilidad mide el
grado de creencia de un individuo en la verdad de una proposicion,
variando entre O (el individuo cree que es falso) a 1 (cree que es cierto).
Esta interpretacion fue propuesta por primera vez por el filésofo Frank P.
Ramsey en su libro Los Fundamentos de las Matematicas de 1931, y el
primer matematico que la adoptdé fue el estadistico italiano Bruno de
Finetti en 1937. La interpretacion subjetiva de la probabilidad es mas
amplia que la frecuentista, pues mientras que ésta s6lo funciona con
experimentos que se puedan repetir un numero grande de veces, aquélla
se puede aplicar a cualquier tipo de proposiciones. Ademas, mientras que
los frecuentistas consideran que la probabilidad de un suceso es siempre
una constante (que se aproxima repitiendo el proceso), para los
subjetivistas la probabilidad de un suceso puede —y debe— variar en
funcion de la nueva informacion recibida respecto del suceso, manera de
proceder que se ajusta mas al método cientifico.

Una critica que se ha hecho de la interpretacion subjetiva es la supuesta
arbitrariedad con que se asignan probabilidades a sucesos. Los
subjetivistas se defienden afirmando que las normas de la moral y la
coherencia obligan a quien asigna la probabilidad de un suceso a actuar
del modo mas objetivo posible y no de forma caprichosa. Ademas, se han
hecho esfuerzos por convertir esta nocion intuitiva en demostraciones
formales.

La interpretacion subjetiva es muy utilizada en los disefios de modelo
probabilisticos de la fisica cuantica, y sus técnicas se han aplicado con
éxito recientemente para filtrar el spam del correo electronico legitimo.

LA AXIOMATIZACION DE LA PROBABILIDAD

La definicibn de variable aleatoria dada por Poisson era demasiado
intuitiva y demasiado apegada a la experiencia practica como para servir
de base a un desarrollo tedrico de la teoria de la probabilidad. Era
necesaria una formalizacion méas grande de los conceptos probabilisticos y
hubo que esperar al desarrollo de las teorias de conjuntos y de la medida
que tuvo lugar a finales del siglo XIX y comienzos del XX, debidos
principalmente a Georg Cantor (1845-1918), Emile Borel y Henri Lebesgue
(1875-1941). Ya en 1909, Borel considerd la importancia de la teoria
general de la medida para la construccion de la fundamentacion de la
teoria de la probabilidad, pero no fue hasta 1933 cuando N. Kolmogorov se
propuso construir una teoria de la probabilidad de una manera rigurosa,
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basandose en axiomas fundamentales, similar el tratamiento que Euclides
dio a la geometria.

La construccion axiomatica de la teoria de la probabilidad procede de las
propiedades fundamentales de la probabilidad, observadas en los ejemplos
que ilustran las definiciones clasica y frecuentista. Asi, la definicion
axiomatica las incluye como casos particulares y supera las carencias de
ambas. De esta manera, la probabilidad pudo desarrollarse como un teoria
completamente l6gica al mismo tiempo que siguidé permitiendo resolver los
problemas aplicados de las ciencias modernas y la tecnologia.

La definicibn axiomatica da una equivalencia entre los conceptos de la
teoria de la medida y los de la teoria de la probabilidad. Se toma un
conjunto de medida 1, Q, cuyos elementos son sucesos elementales
(puntos de un espacio de medida) y se considera una ‘o-algebra’ M, un
subconjunto de Q que satisface que incluye a Q y a @, que es cerrado por
complementacién y por uniones numerables. Luego se define una funcion
P que asigna a un suceso (o conjunto medible en la teoria de la medida)
un numero entre 0 y 1 (su medida). Asi, la terna (Q, M, P) recibe el
nombre de ‘espacio de probabilidad’. No obstante, la teoria de la
probabilidad no queda inmersa dentro de la de la medida, porque ésta no
posee una nocion fundamental de la probabilidad, la independencia de
variables aleatorias (equivalente probabilistico de las funciones medibles).
Los axiomas de Kolmogorov que definen la probabilidad son los siguientes:
1. Para cada suceso aleatorio A hay asociado un numero no-negativo P(A)
que se llama su probabilidad.

2. P(Q)=1

3. Si los sucesos A, Ay,..., Ah son mutuamente excluyentes dos a dos,
entonces, P(A; +Ax+...+A,) = P(A)+P(A2)+...+P(An).

Del hecho de que Q = @QUQ y el axioma 3 se deduce que P(Q) = P(D)uU
P(Q) , y de esto se obtiene una serie de resultados importantes:

P(@) = 0 ; VA P(A°)=1— P(A); VAO < P(A) < 1; AC B = P(A) < P(B) ;
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) ; P(A1 U ..A,) < X1 P(4).

El sistema de axiomas de Kolmogorov es consistente, pues existen objetos
reales que los satisfacen. Por ejemplo, Q = {ai, ay,..., an} Yy M el conjunto
de todos los subconjuntos de Q, donde P(aj)=p; con i=1,...,n, satisface los
axiomas de Kolmogorov.

Sin embargo, el sistema de axiomas es incompleto, pues para un conjunto
dado Q se pueden elegir las probabilidades en la o-algebra M de maneras
diferentes. Esto no significa que el sistema de axiomas no sea lo bastante
razonable, sino que ocurre en ocasiones que es necesario estudiar el
mismo conjunto de sucesos aleatorios con diferentes probabilidades; por
ejemplo, los posibles resultados de lanzar dos dados equilibrados o de
lanzar un dado equilibrado y otro trucado son los mismos y, sin embargo,
las probabilidades asociadas a estos sucesos son diferentes.
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También ocurre en probabilidad que constantemente hay que considerar
sucesos gue se pueden descomponer en una cantidad infinita de sub-
sucesos. Ello exige un nuevo axioma, a elegir de entre estos dos, que son
equivalentes: el ‘axioma extendido de la suma de probabilidades’, que dice
que si el suceso A es equivalente a la ocurrencia de al menos uno de los
sucesos mutuamente excluyentes dos a dos A;, A,..., A,,... entonces P(A)
= P(A1)+P(A2)+...+P(An)+...; 0 el ‘axioma de continuidad’: si la sucesidon de
sucesos Bi, Bj,..., B,,... es tal que cada suceso implica el anterior y su
interseccioén es el vacio, entonces

P(B,)n — o 0.

2. Antecedentes de otras investigaciones

Para esta investigacion se han reportado dos trabajos que serviran de
apoyo.

Segun declara Blanca Ruiz (2006), el tratamiento de la variable aleatoria
como una funcién, presenta dificultades, con la definicion dada. En este
contexto identifica dos obstaculos:

* El predominio del paradigma magnitud aleatoria ha dificultado el
surgimiento de un paradigma nuevo basado en variables aleatorias.

* Dificultad en la naturaleza funcional de la variable aleatoria que
tradicionalmente ha sido mas tratada como variable (magnitud
aleatoria) que como funcion.

Bernardita Pérez (2012) concluye que los estudiantes que estan por
egresar de la carrera de pedagogia en matematica, no tienen claro el
concepto de variable aleatoria. Para estos estudiantes la variable es
aleatoria, si no se puede calcular su valor, no comprendiendo que los
valores de la variable aleatoria estan asociados a una probabilidad y por
ende si bien no podemos predecir con certeza su valor si podemos
estimarlos; también confunden el concepto variable con el suceso
involucrado en la situacion.
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CAPITULO Il
MARCO TEORICO

1. La Teoria APOE

La investigacion se trabaja a la luz de un Marco Tedrico de caréacter
cognitivo, pues este tipo de marco centra su mirada es el estudio de los
procesos de aprendizajes intelectuales y matematicos que realiza un
estudiante, lo que sin duda corresponde al interés del estudio aqui
expuesto. Especificamente se trabaja con la Teoria APOE (Accion, Proceso,
Objeto, Esquema), creada por Ed Dubinsky en 1991, basada en la
epistemologia genética de Piaget. Este Marco Tedrico propone un modelo
que permite de manera viable, presentar de forma explicita las
construcciones mentales que los estudiantes requieren, para que un
determinado concepto sea comprendido y encapsulado en un objeto.

Trabajamos con la teoria APOE (APOS, en el original en inglés), pues esta
permite dar aportes al desarrollo curricular en el area matematica, por la
forma en que se complementan sus tres componentes: analisis teodrico,
tratamiento instruccional y datos empiricos. (Mena, A., 2001).

Para describir teoria APOE, ponemos de manifiesto tres de sus principales
elementos las Acciones, los Procesos y los Objetos, segun esta teoria la
construccion del conocimiento matematico pasa por estas tres etapas
(Parraguez, 2009).

Concepcion accion: Al tener una concepcion de Accion, el estudiante
trabaja el Objeto como algo que no le es propio, pero que debe
desarrollarse y puede hacerse con la ayuda de instrucciones externas
definidas de forma clara, el Objeto aun no toma sentido para quien lo
intenta usar: Una accion puede consistir en una simple respuesta o en una
secuencia de respuestas (Dubinsky, 1997, pag. 96).

En nuestra investigacion un ejemplo de accion es que el estudiante calcule
probabilidades de unidon de sucesos y no considere la interseccion para el
céalculo.

Concepcion proceso: Cuando una accion se repite y el individuo
reflexiona sobre ella, puede interiorizarse en un proceso (Dubinsky, 1996),
en esta etapa la manipulacion del concepto va de la mano con un
razonamiento, y es llevada a cabo de forma auténoma.
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Cuando el estudiante puede asimilar que una probabilidad no puede ser
mayor que 1 y darse cuenta de que hay un procedimiento faltante, que en
el ejemplo anterior seria restar la probabilidad de la interseccién de los
sucesos.

Concepcion objeto: Cuando un estudiante reflexiona sobre las
operaciones aplicadas a un determinado Proceso y piensa en el Proceso
como un todo relacionado, entonces ha encapsulado tal Proceso como un
Objeto cognitivo. No obstante, “"en el curso de una accién o un proceso
sobre un objeto, suele ser necesario desencapsular y regresar el objeto al
proceso del cual se obtuvo, con el fin de usar sus propiedades al
manipularlo” (Dubisnky, 1991, p. 97).

Esta se produce cuando, por ejemplo, un estudiante relaciona el concepto
de variable aleatoria con el dominio de una funcién como espacio muestral
y ademads con probabilidades, encapsulandolo en un objeto, viéndolo como
un todo y logra resolver problemas que involucren esta relacion.

Se debe sefalar que estas etapas no necesariamente son secuenciales, se
puede tener concepcion de Accion para ciertos aspectos de un
determinado concepto, estas Acciones pueden ser interiorizadas como
Proceso que se coordinan con otros Procesos, por otro lado, estos proceso
pudiesen ser producto de la desencapsulacion de un Objeto, lo esencial es
que el estudiante evolucione de un estado de construccion del
conocimiento a otro por medio de la abstraccion reflexiva.

Un esquema es la construccion mas amplia y acabada que el individuo
realiza de un concepto, la forma en la cual ese concepto existe en la
mente: la totalidad del conocimiento de ese individuo que, para él, esta
conectado de manera consciente o inconsciente con un tépico matemaéatico
particular —-grupo, funcion, etc.—, (Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky,
Mathews & Thomas, 1996); una estructura inconclusa que evoluciona por
la asimilacion de nuevos objetos y la reacomodacion de las estructuras de
acuerdo a las nuevas relaciones que estos establecen (Mena, A., 2001).

Sin los mecanismos de abstraccion reflexiva las construcciones mentales
no pueden explicar por si solas el proceso de desarrollo del pensamiento,
Dubinsky explica que tomé dos aspectos fundamentales de la abstraccion
reflexiva de Piaget y Garcia para crear la teoria APOE con el objeto de
describir el desarrollo del pensamiento Idgico-matematico, el
epistemoldgico y el psicolégico (Mena, A., 2001). “"Dubinsky subscribe que
hay una relacion cercana entre la naturaleza de los conceptos matematicos
y su desarrollo en la mente de un individuo” (Mena, A., 2001, p.78).
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La teoria considera cinco tipos de abstraccion reflexiva o mecanismos: la
interiorizacion, la coordinacion, la encapsulacion, la generalizacion y la
reversion, estos permiten que se origen las construcciones mentales:
acciones, procesos, objetos y esquemas.

Una accion se interioriza en un proceso, dos procesos pueden coordinarse
entre si, un proceso puede ser encapsulado en un objeto, un proceso
puede ser generalizado o revertido en un nuevo proceso.

reversion desencapsulacion
vv,'l" I.'| -
e \
([ ACCION | | PROCESO | | OBJETO
interiorizacion x
(coordinacion) encapsulacion
"7
(procesos)

Figura 10: Esquema de Mecanismos Mentales y Abstracciones Reflexivas.
2. Ciclo de Investigacion

La teoria APOE tiene incorporado un ciclo de investigacion que ha sido
validado e implementado por el grupo RUMEC (Research in Undergraduate
Mathematics Education Community). Este ciclo consta de 3 etapas:

1) Analisis tedrico del concepto o Descomposicion Genética, DG,

2) Disefio y aplicacion de cuestionarios y entrevistas, y

3) Andlisis y verificacion de datos.

Analisis tedrico

Analisis y . Disefio y aplicaciéon
Verificacion de datos | de instrumentos

Figura 11: Ciclo de Investigacion (Asiala et al., 1996)
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A continuacion se explicitan las 3 componentes de este ciclo

Analisis tedrico: Partiendo de la experiencia del investigador y sus
conocimientos del concepto matematico en estudio el analisis tedrico se
complementa con la revision de textos del saber matematico y textos de
estudio, para determinar un camino viable que permita la construcciéon de
un concepto. “Este analisis permite mediante la descripcion de las
construcciones mentales, modelar la epistemologia y cognicion del
concepto matematico estudiado” (Parraguez, 2009, p.50).

El analisis tedrico queda documentado en una Descomposicion Genética
hipotética, DG, la cual describe el camino propuesto por el investigador y
da cuenta de las construcciones mentales y mecanismos de abstracciéon
reflexiva que se complementan para la construccién cognitiva del concepto
en estudio.

Disefio y aplicacion de instrumentos: En base a la descomposicion genética
propuesta y para documentar la misma, es decir, tener alguna certeza de
la viabilidad del camino sefalado en ella, se disefian instrumentos -
Cuestionarios o entrevistas—- que permitan identificar si las construcciones
y mecanismos mencionados en la descomposicion genética permiten
realmente la construccién que se pretende.

En el caso del cuestionario cada pregunta esta basada en un extracto de la
DG y debe reflejar las construcciones mediante las cuales los estudiantes
pueden construir dichos conceptos.

Los instrumentos son aplicados a estudiantes que puedan dar cuenta de la
viabilidad del camino propuesto, para ello idealmente deben ser
estudiantes destacados en el area de estudio, es decir que no tengan
problemas para el aprendizaje de las matematicas.

Analisis y verificacion de datos: El resultado de aplicar los instrumentos
proporciona datos empiricos que permiten detectar los mecanismos y
construcciones de los estudiantes que respondieron al instrumento, estos
datos son contrastados con el a priori hecho en base a la DG. “Los
resultados obtenidos con la aplicacion de los instrumentos deben ser
analizados desde la descomposiciéon genética preliminar detectando qué
elementos no han sido considerados o cuales de las construcciones dadas
hipotéticamente no se perciben” (Parraguez, 2009, p.51).

Como producto de este analisis se obtiene una version refinada de la
descomposicion genética para este ciclo.
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3. Pregunta y objetivos de investigacién

En base a los antecedentes presentados se plantea la siguiente pregunta
de investigacion:

éComo construyen el concepto de Variable aleatoria con
probabilidad los estudiantes de ensefanza media, estudiantes de
pedagogia en matematica y profesores de ensefianza media?

La pregunta anterior es necesario declararla en términos de APOE, para
que se pueda leer desde nuestra Descomposicion Genética (DG),
quedando de esta forma:

éQué construcciones mentales y mecanismos de abstraccion
evidencian los estudiantes de ensefanza media, estudiantes de
pedagogia y profesores de matematica de ensefianza media al
construir la Variable aleatoria con probabilidad?

La pregunta declarada nos hace plantearnos las siguientes hipotesis de
investigacion

Hipotesis de investigacion

Los estudiantes de ensefianza media no logran coordinar los procesos de
probabilidad con las funciones ni tampoco conocen el concepto de variable
aleatoria.

Los estudiantes de pedagogia en matematica no logran coordinar la
Variable aleatoria con las probabilidades asociadas al espacio muestral.
Ademas muestran una concepcion accion de los elementos de
probabilidades.

Los profesores de matematica no construyen el concepto de variable
aleatoria con probabilidad, tratando esta como funcion.

3.1 Objetivos Generales de investigacion

1. Mostrar evidencias empiricas de los aprendizajes de probabilidades y
funciones, relacionados con la variable aleatoria.

2. Documentar las construcciones mentales que pueden explicitar
estudiantes de pedagogia y profesores de matematica al trabajar las
probabilidades y funciones para la construccion de la Variable
aleatoria con probabilidad
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3. Proponer actividades para desarrollar y promover la construccion de
la Variable aleatoria en la ensefianza media.

3.2 Objetivos Especificos de investigacion

1. Realizar un analisis histérico epistemoldgico de la Variable aleatoria
con probabilidad.

2. Disefar la DG hipotética en base a los antecedentes.

3. Disefar un instrumento para la recogida de datos, basandonos en la
DG.

4. Analizar los datos recolectados con la metodologia de estudio de
casos.

5. Determinar los mecanismos mentales que son necesarios para que
un estudiante o profesor muestre la concepciéon objeto, de la
Variable aleatoria con probabilidad, documentarlos y entregar
conclusiones.
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CAPITULO IV:
METODOLOGIA DE INVESTIGACION

Segun lo establecido en el Capitulo |11, la teoria APOE tiene incorporado un
ciclo de investigacion que ha sido validado e implementado por el grupo
RUMEC (Research in Undergraduate Mathematics Education Community).
Este ciclo consta de 3 etapas:

1) Andlisis teodrico del concepto o DG,
2) Disefio y aplicacion de cuestionarios y entrevistas, y
3) Analisis y verificacion de datos.

La primera etapa de este ciclo consiste en determinar cuales son los
elementos tedricos que permitiran establecer una ruta —cognitiva viable-
para construir un concepto matematico (en este caso la Variable aleatoria
con probabilidad). Esta ruta, denominada Descomposicidon Genética, DG,
describe las construcciones mentales y mecanismos de abstraccion
reflexiva que propician la cognicion del concepto matematico estudiado.

1. Anadlisis Tebdrico

La construccion cognitiva de un concepto, implica mas que tener una
nocion clara de éste, conlleva una comprension profunda del mismo. “Esto
va mucho mas alla de la representacion mecanica de algoritmos o de la
supuesta construccién de un concepto aislado” (Parraguez, 2009, p. 51),
permite al individuo relacionar este conocimiento con otros y aplicarlo en
diversas situaciones de manera “espontanea”.

“El analisis tedrico supone que un individuo no aprende los conceptos
directamente” (Salgado, 2007, p. 19), requiere de mecanismos apropiados
que faciliten la incorporacion de dichos conceptos a sus estructuras
mentales.

A continuacion detallaremos los elementos incorporados en el analisis
tedrico para la construccion del Objeto Variable aleatoria con probabilidad.
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1.1 Elementos de variable aleatoria

Sea (2, el espacio muestral asociado a un cierto experimento aleatorio, A
un algebra de sucesos definida en dicho espacio muestral y P una medida
de probabilidad definida sobre A, es decir una aplicacion:

P:A —, [0, 1]
A __, P(A)

tal que se cumplen los tres axiomas (axiomas de kolmogorov):
a. 0 < P(A) < 1, para todo suceso A del algebra de sucesos A
b. P()=1

c. Si (ANB) = , entonces P(AuB)= P(A) + P(B)

En las condiciones anteriores se dice que (2, A, P) es un espacio de
probabilidad o espacio probabilistico. Hacemos notar que el axioma c. se
generaliza para cualquier nUmero de sucesos incompatibles dos a dos.

Sea ahora (€2, A, P) un espacio de probabilidad y R el cuerpo de los
nuameros reales. Se dice que la aplicacion:

X:Q — R
w —> X(w)ER

que a cada suceso elemental hace corresponder un numero real, es una
variable aleatoria si para todo numero real x, se verifica la relacion:

A={0 ]| X (W) S XFEA c it (D

es decir, se verifica que A es un suceso. A se indica abreviadamente por

[X < x]

La condicion (1) indica, en palabras, que la imagen inversa en la aplicaciéon
«variable aleatoria» para todos los intervalos reales acotados
superiormente es medible, puesto que, para cada conjunto del algebra de
sucesos esta definida la probabilidad. Asi, la definicibn matematica de la
variable aleatoria exige que la imagen inversa de todo X* (®w) sea un
elemento del algebra A, porque una vez definida una medida de
probabilidad P sobre (£, A), la variable aleatoria puede determinar una
medida de probabilidad sobre (R, B), en donde B es la sigma-algebra
construida por los conjuntos de Borel en R. De esta forma, la variable
aleatoria induce una medida normada sobre los conjuntos que representan
a los sucesos.

En realidad la variable aleatoria esta definida para todo suceso del algebra
de sucesos, y no solo para los puntos muestrales (elementos del conjunto
Q) . Es decir se trata de una aplicacion de A en R, lo que garantiza que la
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imagen inversa de cualquier elemento del conjunto imagen pertenezca a A
y por tanto podamos posteriormente asignarle su probabilidad, que estaba
definida previamente sobre A.

A veces las variables aleatorias estan ya implicitas en los puntos
muestrales, cuando el resultado del experimento aleatorio es numeérico,
por ejemplo, si el experimento consiste en observar el tiempo de espera a
una micro. Pero en otros casos, en un mMismo experimento aleatorio
podemos definir diferentes variables aleatorias. Por ejemplo, al lanzar tres
monedas al aire podemos asignar a cada suceso la variable “numero de
caras”, pero también el “*nimero de sellos”. Por ello no debe confundirse el
experimento con la variable aleatoria ni el espacio muestral del
experimento con el conjunto de valores de la variable.

El conjunto imagen de una variable aleatoria puede ser discreto, cuando
toma un ndmero finito o infinito numerable de elementos o continuo, si
toma un ndmero infinito no numerable de elementos. Las variables
aleatorias definidas sobre espacios muestrales discretos se llaman
discretas y las definidas sobre espacios muestrales continuos se llaman
continuas.

1.2 La variable aleatoria con probabilidad

Para efectos practicos de la investigacion, usaremos la siguiente
definicion:

Una variable aleatoria es una funcién definida sobre un espacio muestral
gue asocia un numero real a cada elemento de dicho espacio muestral.

EJEMPLO

Consideremos el siguiente experimento aleatorio: lanzar tres
monedas al aire, diremos C cara y S sello, entonces el espacio muestral
sera:

Q = {SSS, SCS, SSC, CSS, CCSs, CSsC, SCC, CCC}

Definiremos la variable aleatoria como la funcion que relaciona el

espacio muestral con el numero de caras que se obtienen; esta relacion se
puede representar a traves del siguiente diagrama:
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Espacio Muestral Valores de la Probabilidad asociada a
variable aleatoria la variable aleatoria

Figura 12: Diagrama que representa el ejemplo anterior

1.3 Descomposicion Genética del Objeto Variable Aleatoria

El analisis tedrico y los antecedentes de investigacion indicaron que para
llegar a una construccion objeto del concepto Variable aleatoria con
probabilidad, es necesario recorrer un camino que requiere una serie de
construcciones previas, las que indicamos a continuacion:

En esta descomposicion genética se sustentan conceptos matematicos
previos con las respectivas concepciones que debe mostrar un estudiante
para la construccion objeto variable aleatoria y los mecanismos mentales
asociados a estos conceptos previos.

Para alcanzar dicha construccion, por un lado el estudiante debe
desencapsular el objeto Probabilidades en diferentes procesos: Regla de
Laplace, axiomas de probabilidad, Probabilidad de sucesos independientes
y espacio muestral.

Por otro lado la funcibn como objeto se desencapsula en el dominio,
recorrido y funcidon inversa, como proceso. El estudiante realiza acciones
sobre los procesos dominio y recorrido. Al realizar acciones el estudiante
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sobre los procesos dominio y recorrido, estos se revierten y se interioriza
el proceso funcion compuesta.

A la vez el concepto de variable como proceso se coordina con el espacio
muestral como proceso y el concepto de experimento aleatorio como
proceso. Dichos procesos se coordinan mediante la funcidon, redefiniéndose
esta con el espacio muestral como dominio, formandose la variable
aleatoria como proceso (sin probabilidad aun).

Los procesos de probabilidades, se coordinan con los procesos de variable
aleatoria y la funcibn compuesta y a cada elemento del recorrido se le
asocia una probabilidad, obteniéndose la funciobn compuesta de la variable
aleatoria.

La funcion inversa se desencapsuldé y se coordina con la probabilidad de
cada elemento del espacio muestral, el estudiante es capaz de responder
P(X = x), De esta manera encapsula el objeto con probabilidad a través de
la funcidon compuesta y la funcidn inversa y es capaz de construir la
funcion de probabilidad de la variable aleatoria como objeto.

La descripcion anterior del modelo tedrico de Descomposicion Genética
propuesta se presenta en el siguiente esquema

DESCOMPOSICION GENETICA SUGERIDA DE LA VARIABLE ALEATORIA Funcion
(Objeto)

iPmeais)

Probabilidades =w--im.n:n ‘Concepto de Variable
h_'f wscsicn (Procesa)
(Obieto) —-l

—

-

d S coorainen medants Dominio (Proceso) | Recorrido {Proceso) |

) N = fundidn /
= = N - — l | [
-—T
[ | ] /J—\\ - T

magnde i, 2 @ T i e e Se redefine k= funddn con e G mmeean la pmenas 39 Funcién compuesta

sl — ; i e ke ep=ca mussiTs coma dominia 7 ale W, femsis N -

e wTeI J" compuaits y pmbatdidade \ { m}
e P .

(.

| VARIABLE ALEATORIA
(PROCESO) Funcion inversa

[Proceso)

L.

-
-~ ~
Pl =x] A

——

e v coeiee can

N\

\

[FRE—— /
7/

VARIABLE ALEATORIA CON
PROBABILIDAD — [ ]*[
(Objeto) =

Figura 13: Modelo de construccion del Objeto Variable aleatoria con
probabilidad
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2. Disefio Y Aplicacion De Los Instrumentos
2.1 Especificaciones del cuestionario.

En base a la Descomposicion Genética, DG, hipotética del Objeto Variable
aleatoria con probabilidad se genera el cuestionario expuesto a
continuacion. Este instrumento permitira documentar la DG con evidencia
empiricas que den cuenta de las construcciones mentales que posee un
estudiante que ha estudiado los temas tratados.

A continuacion se presentan las tareas del cuestionario, su descripcion en
base a la DG y se explicitan las concepciones de las que da cuenta un
estudiante con su explicacion.

Cuestionario para documentar las construcciones mentales del Objeto Variable
aleatoria con probabilidad

Actividad 1: Se realiza el experimento de lanzar una moneda y un dado. Cual es la probabilidad de:
A) Que salga un multiplo de 3 en el dado y una cara en la moneda

\ Rega de Laplace Aiomzs de probahlidd Frobabildd de |2

[Pracesa) Vsiomas de Kolmazaroy) interseccion y unidn de
[Pracesa) SRS

B) Que salga una cara o un sello en la moneda y un nimero primo en el dado froces

/" Figura 14: El estudiante dara

C) Quésalgaun1eneldado o que salga una cara en la moneda? cuenta de estas construcciones
mentales, expuestas en la DG:

D) Qué nosalgaun4 en el dado o que salga un sello en la moneda?

Concepto de Variable
(Proceso)

Actividad 2: Responde las siguientes W
¢Qué es una variable?

Figura 15: En esta actividad se pretende que el
informante muestre esta construccion de la DG.
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o -
- ~
—— / Se coordinan mediante \
[Prarasnl _k Ia funcion }_

ALY L

¢Qué es una variable aleatoria? Dominio (Proceso]

Figura 16: En esta actividad se pretende que el
informante muestre estas construcciones
mentales.

Actividad 3: Observa las siguientes representaciones de funciones:

—| Dominio (Proceso) Recorrido (Procesa)
| |

Funcion inversa
(Procesa)

Figura 17: Construcciones mentales
que esta pregunta tiene por objetivo
evidenciar en los informantes.

A) Calcula:
1) f(k) = 2) f(w) = 3)g™(w) =

4)9(y) = 5)9() = 6) f'(s) =

B) Calcula:
1) Domf = 2)Recf=

3) Domg = 4)Recg =
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Actividad 4: Observa las siguientes representaciones de funciones:

C
Funcién compuesta
\ (Proceso)
>? ]
» , uncién inversa
" p / - {Proceso)
’ |
> d
R Figura 18: Esta actividad tiene por
~u finalidad mostrar estas construcciones
mentales.
Calcula:
1) (fog)(p) = 2)(gof)(p)=
3) fi(m) = 4)gr(d) =

Actividad 5: Considera el experimento de lanzar dos dados de 6 caras, no cargados.
A) Escribe el espacio muestral del experimento

————
/" Se coordinan mediante N

Espacio qugstral, I Dominio (Proceso)

[Prarasnl k Ia funcion

\‘--.. _,.-*/ L

Figura 19: Estas actividades tienen por objetivo
mostrar estas construcciones mentales de la DG.

B) Define una variable aleatoria para el experimento anterior.

C) Disefia un diagrama que relacione el espacio muestral del experimento con la variable aleatoria
que definiste.

7TV

.
-

Figura 20: Esta actividad tiene como objetivo
determinar si relaciona los procesos descritos
anteriormente explicitamente.



Actividad 6: Sea el experimento aleatorio: “Lanzamiento de 4 monedas”

A) Determina el espacio muestral

B) Determina la variable aleatoria: “Numero de caras que se obtienen”

Se redefine la funcion con el
espacio muestral como dominio

VARIABLE ALEATORIA
(PROCESO)

Figura 21: Esta actividad nos muestra
si existe dicha construccion mental.

Actividad 7: En un programa de television los concursantes hacen girar una flecha en una ruleta
como en la figura y cada vez que la flecha se detiene en la zona de color rojo, se gana un premio y el

concurso se trata de hacer girar la flecha

3 VeCes.

En base a esta situacion responde las siguientes preguntas:
A) ¢Cudl es la probabilidad de que un participante gane dos premios?

B) ¢Cudl es la probabilidad de que un concursante no gane ningin premio?

s
),/
f

——

- = -~ S
5& coording la variable aleatoria
con la fundicn compuesta y
probabilidades,

.

N\

\

|
L
|
/

Figura 22: Las dos primeras preguntas de esta
actividad tienen por objetivo, evidenciar estas
construcciones mentales.
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C) Escribe en la tabla siguiente la funcién de probabilidad de la variable aleatoria que relaciona el espacio

muestral con el nUmero de premios que gana un concursante:

X 0 1 3
f(x)
P —_— - ~ N r i _ L _
4 Se coordinan procesos de N ~ - - - - ~ ~
! probabilidades con la \ e ~
| variable aleatoria como )f /7 P{X=x)
N funcidn. / f \"
~ - ) B I La funcion inversa se coordina con
S—— IEELE RIS ls probabilidad de cads eemente. |
T \ e,
«compuesta y la funcion ~ Ve
inversa, ~ -~
e — -
la funcicn:
VARIABLE ALEATORIA CON SeERR
PROBABILIDAD I B B
(Objeto) T

Figura 23: Esta pregunta tiene por finalidad evidenciar si el informante muestra en sus
respuestas estas construcciones mentales, con sus respectivos mecanismos de abstraccion.

Actividad 8: En una torneria se clasifican los tornillos en defectuosos y en no defectuosos y
generalmente se encuentran un 10% de los tornillos defectuosos. Si un experimento consiste en sacar

3 tornillos al azar y se define la variable aleatoria X: “Numero de tornillos defectuosos”. Determina:
A) P(X=2)

VARIABLE ALEATORIA
[PROCESO)

/
!’
_l\

~

Se coordinan procesos de
probabilidades con la
wvariable aleatoria como
funcidn.

~

v
/
v

Figura 24: Esta pregunta tiene por objetivo mostrar esta construccion mental, con su
respectiva coordinacion de procesos.
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B) Si P(X =n) = 0,243, ;cual es el valor de n?

— I
- = - S
-~ se coordina la wariable aleatoria S
) ” con la funcion compuesta y a,
f probabilidades. ‘\.

A

Encapsula &l objeto wariable
aleatoria con probabilidad a
trawves de la funcidn
compuesta y la funcion
inwersa.

Figura 25: Esta pregunta tiene por objetivo evidenciar si el informante encapsula el
objeto variable aleatoria con la funcién compuesta y en especial con la funcion inversa.

2.2 Analisis a priori del cuestionario para validar la DG

En cualquier estudio de caso es relevante establecer un analisis a priori y
un analisis a posteriori del instrumento que se va a aplicar. En este se
reflejaran las respuestas esperadas y posibles de nuestros informantes,
desde el punto de vista de las construcciones mentales que den cuenta o
que puedan evidenciar.

Actividad 1: Se realiza el experimento de lanzar una moneda y un
dado. Cual es la probabilidad de:

A) Que salga un miltiplo de 3 en el dado y una cara en la moneda.

Opcion 1: Responde que la probabilidad de que salga un multiplo de 3 en
el dado es % Yy que salga una cara es % , entonces como son sucesos
independientes, multiplica ambos numeros, determinando que la
probabilidad es % . Ha interiorizado acciones de probabilidades de sucesos
independientes, en un proceso de probabilidad de interseccion de sucesos.
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Opcidén 2: Responde que como son sucesos independientes, se suman las
probabilidades y obtiene e No ha interiorizado acciones de probabilidades

de sucesos independientes, en un proceso de probabilidad de intersecciéon
de sucesos.

Opcion 3: No contesta.

B) Que salga una cara o un sello en la moneda y un nimero primo
en el dado.

Opcion 1: Responde que la probabilidad de que salga una cara o un sello
es 1 y que la probabilidad de que salga un nimero primo en el dado es % ,
como son sucesos independientes se multiplican las probabilidades, por lo
tanto determina que la probabilidad pedida es igual a% .

Opcion 2: Responde que como son sucesos independientes, se suman las
probabilidades y no repara en que la probabilidad debe ser menor que 1y

: - . 3 -
determina que la probabilidad es igual a 7 Confunde la union con la
interseccion de probabilidades.

Opcion 3: No contesta.
C) Qué salga un 1 en el dado o que salga una cara en la moneda?

Opcion 1: Responde que la probabilidad de que salga un 1 en el dado es
%, ademas la probabilidad de que salga una cara en la moneda es % Suma
las probabilidades por la propiedad de la uniéon de probabilidades,
obteniendo g y resta la interseccion de probabilidades, ya que son sucesos
que no son disjuntos (0 mutuamente excluyentes, como se conocen), y
multiplica las probabilidades para calcular su interseccion, obteniendo 1—12

2 1 . 7
por lo que resta 3 con —, obteniendo o

Opcion 2: Suma las probabilidades de ambos sucesos, por lo que
1.1 . 2 .
responde que se suma g+ py obteniendo como resultado 3 aplicando la

propiedad de la union de conjuntos, pero considerando que son sucesos
disjuntos, confundiendo esta nocidon con la de sucesos independientes, por
lo que no resta la probabilidad de la interseccién, porque considera que no
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hay interseccion. Este informante no ha interiorizado los sucesos
independientes y la union e interseccién de probabilidades.

Quizas en este caso el hallazgo que se pueda encontrar obedezca a un
obstaculo epistemoldgico dado que en el diagrama de Venn se pueden
apreciar las intersecciones de conjuntos como visibles en una parte del
dibujo que es un “espacio comin” a dos o mas conjuntos. Esto puede
hacer creer que los sucesos que tienen espacios muestrales distintos, son
disjuntos, es decir su interseccidn es vacia, por lo que su probabilidad es
cero.

Por otro lado, tal vez el hecho de sumar las probabilidades solo sea
intuitivo, dado que tiene una probabilidad y tiene otra, entonces como a
una le agrega la otra, determina que debe sumarlas.

D) Qué no salga un 4 en el dado o que salga un sello en la moneda?

Opcion 1: Responde que la probabilidad de que no salga un 4 en el dado
es 2 y que la probabilidad de que salga un sello en la moneda es %; suma

- . 4 , -

ambas probabilidades, obteniendo 3 Ademas calcula que la probabilidad
: - 5 -

de la interseccion de sucesos es ey entonces resta esta probabilidad a la

- : 11
suma recién calculada, obteniendo T, como respuesta.

Opcion 2: Responde que la probabilidad de que ocurran estos sucesos
simultineamente es la suma de las probabilidades. Se evidencian los
mismos problemas expuestos en el analisis de la pregunta anterior,
aunque acrecentados por el hecho de que la suma de las probabilidades da
como resultado un niumero mayor que 1, entonces, ademas de tener los
mismos problemas de la pregunta anterior, se evidencia que el informante
no ha interiorizado los procesos axiomas de Kolmogorov.

Opcion 3: No contesta.
Actividad 2: Responde las siguientes preguntas:
é¢Qué es una variable?

Opcion 1: Responde que es una magnitud que varia o algo que varia o
que es una magnitud que cambia o que se contrapone a la nocién de
constante.

*Para comprender este concepto es necesario analizarlo desde el punto de
vista matematico, dada la gran cantidad de acepciones de esta palabra. Se
usa, por ejemplo para enumerar factores o variables que influyen para que
ocurra una determinada situacion.
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Ademas, el término variable se utiliza para nombrar alguna cosa o
elemento que puede tomar distintos valores en diferentes momentos o
circunstancias; cuando se ensefia proporcionalidad y se analiza la relacion
entre magnitudes o variables.

También es usado cuando relacionamos funcionalmente las variables y le
asignamos rotulos de variable dependiente y variable independiente.

Opciodn 2: Responde que es una incégnita o algo similar.

Opcion 3: No contesta.

éQué es una variable aleatoria?

Esta pregunta tiene por objetivo recabar informaciéon de como son las
respuestas de los informantes y ademas sus construcciones mentales con
respecto a este concepto.

Opcion 1: Responde que es una funcidon en la que se relacionan los
elementos de un espacio muestral de un experimento aleatorio con
nameros reales. Responde que es una cantidad numérica asociada al

resultado de un experimento aleatorio.

Opcion 2: Da respuestas que tienen que ver con cantidades o magnitudes
aleatorias o situaciones que dependen del azar.

Opcion 3: No contesta.

Actividad 3: Observa las siguientes representaciones de funciones:
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A) Determina:

1 (k) = 2) f(w) = 3) gi(w) =

4) g(y) = 5) g() = 6) fi(s) =

Opcidén 1: Responde que: f(k) = w, f(w) = a, g}(w) no existe ya que la
funcidn g no es biyectiva, por lo tanto no existe inversa; g(y) = w, g(t) =
7 y que f1(s) no existe ya que la funcién f no es biyectiva.

Opcidén 2: Responde que g*(w) = y; o que f'(s) no existe porque no
tiene imagen.

Opcion 3: Responde algun elemento que no corresponde a la imagen
pedida.

Opcion 4: No contesta.

B) Determina:

1) Dom f = 2) Rec f =

3) Dom g = 4) Rec g =

Opcion 1: Responde que Dom f = {c, m, k, w}, Rec f = {p, d, w, a}, Dom
g={h,t,z,y}yRecg={7, p, w}.

Opcion 2: Responde que Rec f = {p, d, w, a, s}.

Opcion 3: Responde algun elemento que no corresponde dentro de los
conjuntos solicitados.

Opcion 4: No contesta.
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Actividad 4: Observa las siguientes representaciones de funciones:

f B g C

v v
=

Determina:
1) (fog)(p) = 2) (gof) (p) =
3) fi(m) = 4) g(d) =

Opcion 1: Responde que: (f o g)(p) no existe o no esta definido, (g o f)
(P) =u, fi(m)=p,g’(d)=h

Opcion 2: Contesta que (f o g)(p) = u.

Opcion 3: Determina que (g o f)(p) no esta definido.

Opcion 4: No contesta.

Actividad 5: Considera el experimento de lanzar dos dados de 6
caras, no cargados.

A) Escribe el espacio muestral del experimento.

Opcion 1: Determina que el espacio muestral es el formado por los pares:
(1, 1; (1, 2); (2, 3); (1, 4); (1, 5); (1, 6); (2, 1); (2, 2); (2, 3); (2, 4);
(2,5); (2,6); (3,1); (3,2); (3,3); (3,4; (3,5); (3,6); (4, 1); (4, 2);
(4, 3); (4, 4); (4,5); (4,6); (5 1); (5, 2); (5, 3); (5, 4); (5, 5); (5, 6);

(6, 1); (6, 2); (6, 3); (6, 4); (6, 5); (6, 6), Obteniendo los 36 pares. Esto
lo puede representar de diferentes maneras, por ejemplo con un plano
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cartesiano, en el cual se graduan los ejes x e y de una unidad y se
representan los puntos dados en dicho plano. O también puede ser a
través de una tabla de doble entrada en la cual hay columnas y filas con
los nUmeros del 1 al 6 y se representan a través de marcas o de puntos
los resultados posibles de este espacio muestral.

Opcion 2: Determina que son los pares (1, 1); (1, 2); (1, 3); (1, 4); (1,
5); (1, 6); (2, 2); (2, 3); (2, 4); (2,5); (2, 6); (3,3); (3,4); (B,5); (3B,
6); (4, 4); (4, 5); (4, 6); (5, 5); (5, 6); (6, 6), es decir considera que el
orden en el que estan los resultados posibles de los dados no es relevante,
por lo que considera que, por ejemplo la combinacion de resultados (1, 2)
y (2, 1) son lo mismo.

Opcion 3: No contesta.

B) Define una variable aleatoria para el experimento anterior.

Opcion 1: Determina una variable aleatoria posible del espacio muestral,
es decir que cumple con relacionar los elementos del espacio muestral con
numeros reales, por ejemplo “X: Funcidon que relaciona los elementos del
espacio muestral con la suma de los nimeros que salieron al lanzar los
dados”. Aunque sabemos que esta es la definicion correcta de variable
aleatoria, también se aceptara la sola definicién de “Suma de los valores
obtenidos en los dados”, ya que esto indica que se comprende o que se
relaciona el espacio muestral con un suceso que puede ser expresado
numeéricamente, coordinando el proceso de dominio de una funcién con el
proceso espacio muestral.

Opcidon 2: Esboza una respuesta que no tiene relaciéon alguna con el
concepto de variable aleatoria.

Opcién 3: No responde.

C) Disena un diagrama que relacione el espacio muestral del
experimento con la variable aleatoria que definiste.

Opciéon 1: Realiza un diagrama que relaciona explicitamente los

elementos del espacio muestral en un conjunto, con numeros reales en
otro conjunto.
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Opcion 2: Realiza algun diagrama que no explicita una variable aleatoria.

Opcion 3: No contesta.

Actividad 6: Sea el experimento aleatorio: “Lanzamiento de 4 monedas”.

A) Determina el espacio muestral.

Opcion 1: Responde que el espacio muestral es el conjunto que tiene los
siguientes elementos: (c, ¢, c, ¢); (¢, ¢, ¢, s); (c, ¢, s, ¢); (c, s, ¢, ©); (s, c,
c,c); (c,c,s,9); (c,s,¢,8); (s,¢,s,0); (s,s,¢,0); (¢, s,s,0); (s, ¢, c,
s); (s,s,s,0); (s,s,¢,9); (s, ¢, s,9); (¢, s,8,9); (s, s, s, s), mostrando
los 16 resultados posibles.

Opcion 2: No logra determinar el espacio muestral.

Opcion 3: No responde.

B) Determina la variable aleatoria: “"Numero de caras que se
obtienen”.

Opcion 1: Realiza un esquema o una relacion grafica o a través de un
diagrama que indica la relacion entre loe elementos del espacio muestral y
los numeros O, 1, 2, 3y 4.

Opcion 2: Determina que la variable aleatoria es el conjunto formado por
los numeros 0, 1, 2, 3 y 4, lo que indica que la relacion esta implicita,

respondiendo que la variable aleatoria X = {0, 1, 2, 3, 4}.

Opcion 3: Responde gque la variable aleatoria es otro elemento u otra
cosa.

Opcion 4: No contesta.
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Actividad 7: En un programa de television los concursantes hacen
girar una flecha en una ruleta como en la figura y cada vez que la
flecha se detiene en la zona de color rojo, se gana un premio y el
concurso se trata de hacer girar la flecha 3 veces.

En base a esta situacion responde las siguientes preguntas:

A) ¢éCudl es la probabilidad de que un participante gane dos
premios?

Opcion 1: Responde que se define la variable aleatoria “NUmero de
premios que gana un concursante” o como: “La funcidn que relaciona el
espacio muestral con el numero de premios obtenidos”, entonces
determina que debe calcular P(X = 2) = 0,25-0,25.-0,75 + 0,25.-0,75-0,25
+ 0,75-0,25-0,25 = 0,140625. También puede responder P(X = 2) =
11 3 1 3 1,3 1 1 9

—eo—0—+4+ —e—0—+f+—-—0—0—= — |

4 4 4 4 4 4 4 4 4 64

Opcion 2: Responde que se debe realizar una distribucion binomial, de
esta forma:

_ _ (n - (3 2 3-2  _
P (X = x) = (x)pxq" ¥ entonces escribe: (2)0,25 - 0,75 =
3! 9
5-0,25-0,25-0,75 =3-0,25.-0,25-0,75 =0,140625 = o1
.. . 1 1 3 3 .
Opciéon 3: Determina que es 2°3°;= o ho reconociendo que se

pueden combinar estas posibilidades de otras dos maneras también.
Opcion 4: No contesta.

B) ¢Cual es la probabilidad de que un concursante no gane ningin
premio?

Opcion 1: Responde que debe calcular P(X = 0) = 0,75 - 0,75 - 0,75 =
0,421875 = =
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Opcion 2: Responde usando la distribucion binomial, llegando al mismo

resultado anterior.

-7 - 3
Opcion 3: Determina que es "

Opcion 4: No contesta.

C) Escribe en la tabla siguiente la funcion de probabilidad de la
variable aleatoria que relaciona el espacio muestral con el nimero

de premios que gana un concursante:

X 0 1 2 3
f(x)
Opcion 1: Responde:
X 0 1 2 3
f(x) 0,421875 |0,421875 |0,140625 |0,015625
2 _2 _9 -1
T 64 " 64 ~ 64 ~ 64
Opcion 2: Determina:
X 0 1 2 3
f(x) 27 9 3 1
64 64 64 64

Esta respuesta indica que no se han coordinado los procesos de variable
aleatoria como funcién; en este caso no se han considerado todos los
casos posibles de ganar 1 premio y de ganar 2 premios, es decir no logra
determinar que hay otras posibilidades.

Opcion 3: Determina que todas las probabilidades son iguales a algun
valor.

Opcion 4: No contesta.

67



Actividad 8: En una torneria se clasifican los tornillos en
defectuosos y en no defectuosos y generalmente se encuentran un
10% de los tornillos defectuosos. Si un experimento consiste en
sacar 3 tornillos al azar y se d efine la variable aleatoria X:
“"Namero de tornillos defectuosos”. Determina:

A) P(X = 2)

Opcion 1: Determina que las posibilidades que tiene para que salgan 2
tornilos defectuosos son: 1) que salga No defectuoso, defectuoso,

defectuoso y sus permutaciones, por lo tanto determina 0,9-0,1-0,1-3 =

0,027 ==L
1000

Opcidén 2:Usa la funcion de distribuciéon binomial, por lo que responde:
P(X =2) = (;) (0,1)2(0,9)" = 0,027.

Opcion 3: Determina que la probabilidad es 0,1-0,1-0,9, es decir 0,009,
obviando el caso de las permutaciones entre estos valores, no determina
la probabilidad pedida ya que no coordina los procesos variable aleatoria
con la funcion.

Opcioén 4:No contesta.

B) Si P(X = n) = 0,243, ¢cudl es el valor de n?

Opcion 1: Determina que n =1, construyendo la funcién, ya que posee
pocos valores, como es una variable aleatoria discreta, los valores de x
pueden ser 0, 1, 2 6 3 y el valor x = 2 ya esta descartado, ya que su
probabilidad ya fue calculada en la pregunta anterior, lo cual limita las
opciones a 0, 1 6 3. Entonces por ensayo error o por la construccion de la
funcion, determina que n = 1, ya que P(X = 1) = (0,1)-(0,9)-(0,9)-3 =
0,243.

Opcién 2: Usa la distribucién binomial para responder correctamente que
n=1

Opcion 3: Trata de resolver la situacién usando alguna ecuacién, pero sin
determinar su resultado, en este caso no ha encapsulado el objeto variable
aleatoria con probabilidad, a través de la funcibn compuesta y de la
funcion inversa.

Opcion 4: No contesta.
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2.3 Validacién Del Instrumento

El cuestionario aplicado a los informantes fue sometido a la evaluacion de
un grupo de tres didactas que han realizado investigaciones utilizando
como referente tedrico a APOE y se concluyé que cumplia con los

requisitos establecidos por el grupo RUMEC.

Ademas fue revisado y aprobado por el grupo cognitivo, conformado por
profesores del ambito escolar y universitario, candidatos a magister en

didactica de la matematica.

3. El estudio de casos, un método que forma parte de las
investigaciones con el enfoque de la Teoria APOE.

La metodologia propuesta por el grupo RUMEC (Research in
Undergraduate Mathematics Education Community) tiene un enfoque
cualitativo y para llevarla a cabo se requiere de la utilizacion elementos
definidos en la metodologia de Estudio de casos. En una investigacion con
APOE, es de suma importancia realizar un estudio en profundidad de las
evidencias que se pueden obtener al aplicar el cuestionario a un grupo
especifico de individuos, llamados informantes, donde cada uno de estos
informantes constituye un caso de estudio. Los informantes seran
rotulados por 11, 12, 13, etc.

Dado que nuestra finalidad es documentar la Descomposicion Genética
Teodrica que se ha disefiado y dar indicios de que el camino de construccion
propuesto en ella es viable, basta que nos concentremos en la evidencia
entregada por un grupo particular de informantes, para una indagacion en
profundidad, ya que segun Stake, “El estudio de casos es el estudio de la
particularidad y de la complejidad de un caso singular, para llegar a
comprender su actividad en circunstancias importantes” (Stake, 1998, p.
11).

La finalidad de este estudio no ser& generalizar resultados, sino méas bien
consistird en comprender aspectos especificos de la cognicién de un sujeto
al reconstruir un concepto matematico, por lo que este disefo
metodolégico a partir de estudio de casos, tendra un caracter
instrumental.

69



La finalidad de un Estudio instrumental de casos, es establecer una unidad
de analisis y centrarse en ella para obtener mayor claridad sobre el tema
de estudio. En esta modalidad el caso es un instrumento para conseguir
otros fines indagatorios.

En un estudio instrumental, algunos casos serviran mejor que otros, por lo
que es importante establecer que casos nos llevaran con mayor facilidad a
la comprensién de los aspectos que se pretenden analizar.

Considerando el tiempo del que se dispone para el trabajo de campo y la
posibilidad de acceso al mismo son casi siempre limitados. Segun Stake,
1998, de ser posible, “se debe escoger casos que sean faciles de abordar y
donde nuestras indagaciones sean bien acogidas, quiza aquellos en los que
se pueda identificar un posible informador y que cuenten con actores (las
personas estudiadas) dispuestos a dar su opinién™ ya sea sobre las
estrategias o los mecanismos utilizados para realizar la tarea a la que
seran expuestos.

Para esta investigacion recurriremos a personas que estan dispuestas a
poner en evidencia sus conocimientos y sus habilidades, para aportar a la
construccion del concepto matematico Variable aleatoria con probabilidad.

La eleccion de los informantes no tendra relacion con una institucion en
particular, sino mas bien con los conocimientos que estos tengan del tema
en estudio. Es asi, como requeriremos de la participacion de estudiantes
destacados en sus estudios de matematica, profesores que realizan clases
actualmente y que ensefien o debieran ensefar estos topicos a nivel
escolar, para que nos puedan mostrar a través de respuestas claras y
argumentos observables, las construcciones y mecanismos mentales
dispuestos en sus respuestas.

* Stake (1998, p17)

70



Tabla 1: Resumen del diseiio metodolégico implementado.

Caso 1 Caso 2 Caso 3
Estudiantes de | Estudiantes de [Profesores de
ensefanza pedagogia em [aula de
media 3 | matematica de |ensefianza media
distintos uma del sistema
colegios de | universidad educativo chileno.
Santiago. tradicional en

Santiago.
16, 17, 18, 19, (112, 113, 114, 115
11, 12,13, 14, 15 [ 110, 111
Aplicacion de | Aplicacion de | Aplicacion de
Unidad de | Instrumentos: Instrumentos: Instrumentos:
Analisis Cuestionario
Cuestionario Cuestionario para
para para documentar las
documentar las | documentar las | construcciones
construcciones construcciones mentales del
mentales del | mentales del | objeto Variable
objeto Variable | objeto Variable | aleatoria con
aleatoria con | aleatoria con | probabilidad.
probabilidad. probabilidad.
Andlisis y | Andlisis y | Andlisis Yy
Verificacion de | Verificacion de | Verificacion de
datos datos datos
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CAPITULO V:
ANALISIS Y VERIFICACION DE DATOS

Para documentar la Descomposicién Genética tedrica de las construcciones
y mecanismos mentales para el Objeto Variable aleatoria con probabilidad,
propuesta en esta investigacion, se implementa el cuestionario presentado
en la sesion anterior.

Segun lo establecido en el capitulo 4, para esta implementacion se utiliza
la metodologia de investigacion denominada estudio de casos. No
debemos olvidar que un estudio se caso no se realiza con la finalidad de
generalizar los resultados obtenidos en nuestra investigacion para otros
casos, sino para realizar un estudio profundo de lo resultados obtenidos en
cada uno de nuestros casos.

En esta ocasion el estudio de casos tendra un caracter instrumental, pues
este tipo de estudio propicia un analisis que permite obtener mayor
claridad sobre el tema “El caso es un instrumento para conseguir otros
fines indagatorios” (Stake).

1. RESULTADOS DEL CUESTIONARIO

A continuacion se presentan los resultados del cuestionario obtenidos con
los desarrollos de los informantes.

1.1 Analisis por pregunta

Cada pregunta va acompafada de una etiqueta que corresponde a la
construccion mental que se pudo evidenciar en su respuesta, con la
siguiente descripcion:

A: Accion P: Proceso O:Objeto

A - P: En camino a una construccion Proceso

S C: Sin construccion

En este andlisis no se considerd la concepcion Esquema dado que esta es

posible lograr con otros esquemas y con la tematizacion de otros objetos,
que no son objetivos de esta investigacion.
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1.1.1 ANALISIS POR PREGUNTA CASO 1

Actividad 1: Se realiza el experimento de lanzar una moneda y un dado. Cual
es la probabilidad de:

A) Que salga un multiplo de 3 en el dado y una cara en la moneda.

Figura 29: n idad 1. A)
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Como se puede apreciar todos los informantes salvo 11, responden
correctamente, mostrando una concepcion proceso de probabilidades

B) Que salga una cara o un sello en la moneda y un nimero primo en el dado.
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y ©

Como se puede evidenciar, todos los informantes responden
correctamente, salvo 14, que se equivoca al simplificar la fracciéon, aunque
desarrolla correctamente el problema, mostrando una construccion
proceso de probabilidades.

C) Qué salga un 1 en el dado o que salga una cara en la moneda?

ropiedades
e la union
e prob.
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-P
ropiedades
e la union
e prob.

Ninguno de los informantes aplica el concepto correctamente, ya que
ninguno de ellos resta la probabilidad de la interseccion de sucesos,
incluso 11 confunde las propiedades y multiplica las probabilidades en vez
de sumarlas.

D) Qué no salga un 4 en el dado o que salga un sello en la moneda?
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D) \Quénosalgaundeneldadoomsesohamselomhw‘

- < < S C Axiomas
> ‘ _5. - - = > A-P
TN Sy o propiedades
o ~— —~ de la union de
> e e prob.
>3 0o DN
S 63
Figura 42: Respuesta informante 2, actividad 1. D)
6 l {‘ S C Axiomas
N F \ = —; A s P
P — R e - propiedades de
6 Z i ) ‘ la unién de
< 5 prob.
Figura 43: Respuesta informante 3, actividad 1. D)
S C Axiomas
{ )
2 A 5 - .:[—' A — P propiedades de
¢ & 2 la unién de prob.
Figura 44: Respuesta informante 4, actividad 1. D)
2 /.10 4G 6t 4 S C Axiomas
A & [ A-P
2 tz 12 =

union

Figura 45: Respuesta informante 5, actividad 1. D)

propiedades de la

de prob.

Aqui se muestra el mismo problema anterior, ya que ninguno de los informantes
contesta correctamente, I1 tiene una confusion, ya que nuevamente multiplica

en vez de sumar las probabilidades.

Este fendbmeno nos reafirma que los

alumnos reconocen parcialmente las propiedades de las probabilidades, ya que
las suman, es decir muestran una construccién mental entre accidon y proceso
de las propiedades de probabilidades. Sin embargo, en cuanto a sus axiomas
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basicos fundamentales, no muestran una concepciéon accioén, siquiera debido a
que no reparan en que el resultado de una probabilidad les estd dando como
resultado un niumero mayor que 1, por lo que no muestran construcciéon mental
de los axiomas de kolmogorov.

Actividad 2: Responde las siguientes preguntas:

éQué es una variable?

-
- T A

Figura 47: Respuesta informante 2, actividad 2. A)

L e.-;'[.',.l:;r d!g A-P

Figura 48: Respuesta informante 3, actividad 2. A)

£Qué es una variable?

SC
Figura 49: Respuesta informante 4, actividad 2. A)
s un elimln o ddon
Acing  valnies : A-P

Figura 50: Respuesta informante 5, actividad 2. A)
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En estas respuestas hay diversidad de enfoques o énfasis, ya que se le
llama: “formula”, “valor”, “componentes” o “elementos”, se aproximan
todos a una respuesta satisfactoria, pero ninguno logra plasmar una,
podemos afirmar que estan en una etapa entre accion y proceso del
concepto de variable. 14 no contesta.

éQué es una variable aleatoria?

Figura 52: Respuesta informante 2, actividad 2. B)

Auanp:n !h L l‘)}!i- /Yo MR YY) iru.lg-'__SC

3

i S -
y A :

Figura 53: Respuesta informante 3, actividad 2. B)

éQué es una variable aleatoria?

SC

Figura 54: Respuesta informante 4, actividad 2. B)

Bs wn wilewn el gsradn gl yeq ”nrfn dur ex Oy D
albioiatn : h

Figura 55: Respuesta informante 5, actividad 2. B)

Salvo 14, todos los informantes tienen una idea de lo que es una variable
aleatoria, incluso 11 afirma que es una funcidon, aunque su respuesta
después se diluye o se torna confusa, por lo que muestra que esta en
camino a una construccion proceso. 15 afirma que “es un numero real
asociado al resultado de un experimento aleatorio”, lo que nos muestra
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una construccion entre accidn y proceso, ya que no afirma que es una
funcion, aunque habla de la relacion que estd presente. 12 al parecer la
define como variable, no mostrando construccion. 13 se refiere al ambito
de aleatoriedad presente en toda variable aleatoria, aunque no la define
completamente, también esta en camino a una construccion proceso.

Actividad 3: Observa las siguientes representaciones de funciones:

A) Determina:

3 FE g
= 2)filw)=3 3)g W)= S
DW= I ¥ e = e
o A-P
e = Bfie = gk
mem= v e \© go®
Figura 56: Respuesta informante 1, actividad 3. A)
1NNk s -5 [ 2) tH{w) = o ] 3Ngliwie . 1
/ ,
7 - AP
4)glvie S)g(th=e A

Figura 57: Respuesta informante 2, actividad 3. A)
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A} fK)= N7

2) fiw) = - 3)g'(w)= Y

4) =
8ty e

5) glt) = = 1 6)f(s)=

Figura 58: Respuesta informante 3, actividad 3. A)

[T fiky =

Erces

[2) fw) =

| s)git) =

Figura 59: Respuesta informante 4, actividad 3. A)

N = oo |zmw)- o V
- A-P
4) gly) = L S)giy= 3 €) Fifs)=

Figura 60: Respuesta informante 5, actividad 3. A)

Como se puede apreciar, la mayoria de los informantes no tiene problemas
para determinar una imagen de alguna de las funciones dado un valor de
su dominio, se muestra una construccién proceso en todos ellos, salvo 14
que no contesta. Sin embargo al determinar la funciéon inversa, no se
muestra construccién mental, ya que 12 e 14 responden que g*(w) = vy,
ademas 11 manifiesta que no existe, pero justificando como que g™ es una
especie de “fraccidon reciproca de g”, como si g fuera un término algebraico
y no una funcion. Notese ademas que 15 tacha el espacio para responder,
pero no indica que no existe tal imagen.

B) Determina:

1) Domfe

Ciw K w

AlBecks Psé\ W, a.

S)boma! \(\ ‘\.

\1 N

4)Recge [y | \1‘( W

Figura 61: Respuesta informante 1, actividad 3. B)
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Como se aprecia solo 11 e I5 tienen una concepcion proceso del dominio y
recorrido de una funcion; los demas informantes no contestan.

Actividad 4: Observa las siguientes representaciones de funciones:
A f B g C
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Determina:

Fig z D- DU - 0 - ’x-
Ninguno de los informantes muestra construccion mental en sus

respuestas.

Actividad 5: Considera el experimento de lanzar dos dados de 6 caras, no
cargados.

A) Escribe el espacio muestral del experimento.
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Figura 71: Respuesta informante 1, actividad 5. A)

6?"536 RA-P

Figura 72: Respuesta informante 2, actividad 5. A)

el AU o4l o g
il L6 3.0 A
)5 > 33 f-;,’/' e G
L4 4 3,4 q;&i 3 63 [P
Lo 5% 3,5 45 U en
7 5
C‘,%
. )L

Figura 73: Respuesta informante 3, actividad 5. A)

]

5
b6 28 3 4“6 50

2 A-P

i
t

el o

1 e
6

Figura 74: Respuesta informante 4, actividad 5. A)

{420 L2) (%) (19460
Ci2) (.2) (2,20 @) (2, 5)(24)
0233 3,400 50 0

{{“. ‘_’1{".'{)!’4"{\) fu't.;) .r‘!|5\ ("",65
5 2008 4y 0y i$.4 /5 6)0¢,6)
' 006 2) () '

K i 169 (6,0

(1

-

Figura 75: Respuesta informante 5, actividad 5. A)

En estas respuestas los informantes evidencian una construccién proceso
del espacio muestral de un experimento aleatorio, sin embargo 12 se
refiere a la cardinalidad del espacio muestral, mientras que 14 calcula la
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probabilidad de uno de los elementos del espacio muestral. Estos dos
altimos estan en camino a una construccioén proceso.

B) Define una variable aleatoria para el experimento anterior.
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Al Joopr 2 dados, o s.re dr 05 punios que caen
hcclﬁ Qirlba esia ¢mre 2y 12

Figura 80: Respuesta informante 5, actividad 5. B)

Como podemos observar los informantes confunden el concepto de suceso
con el de variable aleatoria; si bien la variable aleatoria puede ser un
suceso en particular, debe quedar clara la relaciéon que hay entre espacio
muestral y numeros reales. Hay problemas con la redaccion en la
definicion de la variable aleatoria en la mayoria de ellos.

C) Disefia un diagrama que relacione el espacio muestral del experimento con la
variable aleatoria que definiste.

b C

Figura 81: Respuesta informante 1, actividad 5. C)

61’\)36 : SC

Figura 82: Respuesta informante 2, actividad 5. C)

=2 BsC

Figura 83: Respuesta informante 3, actividad 5. C)
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"~

£
Te

Figura 84: Respuesta informante 4, actividad 5. C)

El informante 5 no contesta. — | SC

Ninguno de los informantes establece una relacion entre los elementos del
espacio muestral y numeros reales. |15 no contesta.

Actividad 6: Sea el experimento aleatorio: “Lanzamiento de 4 monedas”.

A) Determina el espacio muestral.

CCCl |, £ | Co , (59D 4
§955 , 5¢o5 , 5CLH, 5(cC P
C5C4 + 5CHDC 1 €Sl |, 950

€L 55 ,55CC ,; 9990 , cn

Figura 85: Respuesta informante 1, actividad 6. A)

= S a | A—P
- ’t : ’b |
.__._d

Figura 86: Respuesta informante 2, actividad 6. A)

1 CCL( o3acC
. 1/ 2 CCCS3 =~ues
S =evs

1/\{ K (5cc 235 P
Cc'= ST
’ \'S\ ~ 1 (g:j Sec 5
I’A AN DRGGC

T 1"1}. 6(\;4{,55‘ e ‘(’:c,{cs

Figura 87: Respuesta informante 3, actividad 6. A)
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11, 13 e I5 tienen la construccidon proceso ya que muestran en diversos
esquemas el espacio muestral pedido, mientras que 12 e 14 muestran estar
en camino a una construccién proceso ya que relacionan la pregunta con el
célculo de la cardinalidad del espacio muestral.

B) Determina la variable aleatoria: “NUumero de caras que se obtienen”.
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Los informantes 3, 4 y 5 no contestan. » | SC

Esta pregunta produjo confusion en los informantes, ya que 13, 14 e I5
ellos no contestaron, 11 e 15 realizan calculos y tampoco establecen una
relacion.

Actividad 7: En un programa de television los concursantes hacen girar una
flecha en una ruleta como en la figura y cada vez que la flecha se detiene en la
zona de color rojo, se gana un premio y el concurso se trata de hacer girar la
flecha 3 veces.

En base a esta situacion responde las siguientes preguntas:

A) ¢(Cudl es la probabilidad de que un participante gane dos premios?

Figura 94: Respuesta informante 3, actividad 7. A)
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- |

Figura 95: N 7.A)
” |

Figura 96: " ad 7. A)

Ninguno de los informantes muestra una construccion proceso de la
variable aleatoria como funcion, ni la coordinacion de la variable aleatoria
con la funcidon compuesta y las probabilidades.

B) ¢Cual es la probabilidad de que un concursante no gane ningin premio?

No
oordina
SC
: , .

No
coordina
SC

Fig H ’

Figura 99: Re N idad 7. B)
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?._)- SC
"

Figura 100: Respuesta informante 4, actividad 7. B)

0,35 SC

Figura 101: Respuesta informante 5, actividad 7. B)

Ninguno de los informantes muestra una construccion mental, 11 e 12
hacen algunos calculos, pero de todas maneras no coordinan, por lo cual
Nno muestran construccion mental.

C) Escribe en la tabla siguiente la funcion de probabilidad de la variable aleatoria que
relaciona el espacio muestral con el nimero de premios que gana un concursante:

] : | [
e 15 1. %7 o5 25 sc
34 'y it iy
Figura 102: Respuesta informante 1, actividad 7. C)
0 1 2 B
e — ~ — SC
O o 44 e | 204
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Los informantes 3, 4 y 5 no contestan —— > | SC

Como se aprecia, 13, 14, e 15 no contestan, 11 e 12 contestan haciendo
algunos calculos, donde se evidencia la ausencia de la coordinaciéon de los
procesos de probabilidades con la variable aleatoria como una funcion.

Actividad 8: En una torneria se clasifican los tornillos en defectuosos y en no
defectuosos y generalmente se encuentran un 10% de los tornillos defectuosos.
Si un experimento consiste en sacar 3 tornillos al azar y se define la variable
aleatoria X: “"Numero de tornillos defectuosos”. Determina:

A) P(X=2)
10 vy
RTINS
. &c ‘Mwm < R "
1 | 8 A
—_— e = - ‘OGO

TR
mf.

Figura 104: Respuesta informante 1, actividad 8. A)

\
— SC

Figura 104: Respuesta informante 3, actividad 8. A)

Los informantes 2, 4 y 5 no contestan —————— SC

Como podemos observar casi no hay construccion mental en los
informantes en esta respuesta, ya que 3 de ellos no responden e 13
intenta responder haciendo un calculo. 11 contesta parcialmente la
respuesta correcta, pero no toma en cuenta las permutaciones. Este
ultimo esta en camino a una concepcién proceso.

92



B) Si P(X = n) = 0,243, ¢cual es el valor de n? Justifica tu respuesta.

% Qo W

-
= ,\egguw-o
WO

. oau» /.
R C
72-D,.14> ‘D AB6
e

Figura 105: Respuesta informante 1, actividad 8. B)

Los informantes 2, 3y 4 no contestan —————— | SC

HS (ovoaH GO Y FumeS/
tened 81t DADES so RS Wb/

NUNG 108 HepioTu vDi ZALD eV
EV €L Cawspd

b C

Figura 106: Respuesta informante 5, actividad 8. B)

Solo I1 trata de contestar algo, aunque no logra determinar la respuesta,
no comprende tampoco que los valores son menores e iguales que 3, no
hay evidencias de construcciones mentales en estas respuestas. La
respuesta de 15 aclara un poco el panorama con respecto a lo que se
plantea en esta investigacion.
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1.1.2 ANALISIS POR PREGUNTA CASO 2

Actividad 1: Se realiza el experimento de lanzar una moneda y un dado. Cual
es la probabilidad de:

A) Que salga un multiplo de 3 en el dado y una cara en la moneda.
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En todas las respuestas de los informantes queda de manifiesto la
construccion mental proceso de probabilidades. Aunque 17 comete un error
de célculo o de notacion, al final al simplificar 2/12, anota 1,6 en vez de

1/6.

B) Que salga una cara o un sello en la moneda y un namero primo en el dado.
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Figura 115: Respuesta informante 8, actividad 1. B)

A s50dge Covo en wmo o oo o )

& 3o smuUsc e lo e eio.

Pwy-L , Pe=1 , ?@ry- 4% P
P(Guernc) = CAULL) -Pc) = -2 = S

Figura 116: Respuesta informante 9, actividad 1. B)

Sv_-a.\(.‘.c.mnoc.gjluxl - o
WXy = X 2
)i) Ao >S.

Figura 117: Respuesta informante 10, actividad 1. B)

’?(4)-?(3)‘: ﬁ-.%_ s =)

— ——

2

Figura 118: Respuesta informante 11, actividad 1. B)

En estas respuestas se muestra la concepcidén proceso de los informantes
ya que todos logran establecer y aplicar las propiedades de probabilidades,
aunque 19 al parecer cuenta como numero primo al niumero 1, por lo que
obtiene un resultado distinto, lo que al parecer le sucede también a 110.

C) Qué salga un 1 en el dado o que salga una cara en la moneda?
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Figura 121: y idad 1. C)

Figura 122: Respuesta informante 9, actividad 1. C)
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L- ‘-'-1::‘(6 A d-OCLQ F‘. CRL Q. L eidies "O

(=2 - L P(H= 6. - |
L% -t .
oV} - L L 4 L2
6 3 b ol
Figura 123: Respuesta informante 10, actividad 1. C)
PB)+PW)-DCAY) = Lt L = ¢ 7
R

Figura 124: Respuesta informante 11, actividad 1. C)

Se repite el fendbmeno o error que se produjo en el caso 1, en 4 de los
informantes de este grupo, que es que aplican bien en un principio la
propiedad de la uniébn de probabilidades, sin embargo no restan la
interseccion de ambos sucesos, lo cual se puede producir debido a una
ocnfusion entre sucesos independientes y mutuamente excluyentes, ya
que cuando los sucesos son mutuamente excluyentes no se resta la
interseccion, ya que esta es vacia, sin embargo cuando son independientes
si hay interseccion y es el producto de sus probabilidades. 17 e 111
muestran una construccion proceso de esta propiedad.

D) Qué no salga un 4 en el dado o que salga un sello en la moneda?

T WS swhpe WY BYTRJ BT W IMOTWRGS T

—_— 3 VoA D=ULD Tra A, ManiTha A_p
T8 = 1o pw) P =k propiedades
TR . s de la union
= 6 e Pa) +’P($\=_S_'_.._L_5»3 -8 «&  deprob.
G 6 2 G & 3  SCAxiomas
o Qu= ol

Figura 125: Respuesta informante 6, actividad 1. D)
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Figura 126: Respuesta informante 7, actividad 1. D)
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Figura 130: Respuesta informante 11, actividad 1. D)

18 e 111 muestran una construccion proceso de la union de probabilidades.
16 e 110 aplican la propiedad de la union, con el mismo fendmeno
mencionado anteriormente, vuelven a contestar sin restar la interseccion
de las probabilidades de ambos sucesos. En esta ocasion 16 escribe en su
respuesta: “Qué raro!”, en alusién a que su resultado fue mayor que 1,
por lo que muestra un esbozo de una construccion mental de los axiomas
de kolmogorov, aunque no lo corrige ni trata de hacerlo. 17 al parecer
comete un error de conteo ya que obtiene 10/12, aunque es dificil saberlo
ya que no registra nada mas, se considerara que estad en una etapa de
transicion entre accion y proceso.

Actividad 2: Responde las siguientes preguntas:

éQué es una variable?

kAR emwmw MSM__—
P00 Lon Rl §2 mw “‘m

Figura 131: Respuesta informante 6, actividad 2. A)

wgdl & un ah cawen

Figura 132: Respuesta informante 7, actividad 2. A)
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Liso Qoo h

Figura 133: Respuesta informante 8, actividad 2. A)

(x L1 (X *

b LOunl (o dew 2-1nicra v

Lompur e gor gud e,

Figura 134: Respuesta informante 9, actividad 2. A)

—HQMMMJMM -

Figura 135: Respuesta informante 11, actividad 2. A)

El informante 10 no contesta. ———— SC

En estas respuestas se evidencia una construccion proceso de la nocién de
variable, expresando una nocion bastante clara de lo que es una variable.
Recordemos que no existe una unica definicion para una variable. 110 no
contesta e 111 no redacta bien su definicion, no se entiende.

¢ Qué es una variable aleatoria?

NA VAAAE AENTOMA EY ONA REGNATANINAG PREMANCA

Figura 136: Respuesta informante 6, actividad 2. B)
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Jué es una variable aieatne: o TR
Un. : S o o aUc&C\fQ
e oo o\ dowintn S —

a\u 5
g \O> ae & auon 3

A vna ARG 5 abies A-P

Mmtﬂ
o @™

Figura 137: Respuesta informante 7, actividad 2. B)

Es um (owhdod Mu e und Deobabuhdad

__OWMIMGL, A

Figura 138: Respuesta informante 8, actividad 2. B)

K r wr ceverlesiot e, delexomme
r n ol i oL (¢ fenote A-P

Figura 139: Respuesta informante 9, actividad 2. B)

Figura 140: Respuesta informante 11, actividad 2. B)

El informante 10 no contesta. —————» SC

Ninguno de los informantes muestra una construccion proceso de la
variable aleatoria, ya que la relacionan como la variable que definieron en
la pregunta anterior, pero con azar. I7 dice que es: “Una especie de
funcion”, pero al final escribe que asocia los elementos del espacio
muestral con: “"no me acuerdo”.
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Actividad 3:
Omitiremos los diagramas, ya que han sido presentados en el mismo cuestionario del caso 1

A) Determina:
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1fik)= ). 2JHw)= O 3)g (W)= 7
_ A-P
gl = W) Sheft) = F 6 7
Figura 145: Respuesta informante 10, actividad 3. A)
Niwe fiw)= 5 3)g"(w) = Y
A-P
4) 3“'"“ Siglt)= ¥ 6)f'(s)= ?

Figura 146: Respuesta informante 11, actividad 3. A)

Como se aprecia, todos responden de la misma manera, lo que nos da
indicios de un problema u obstaculo didactico, ya que no poseen la nocién
de que una funcion tiene que ser epiyectiva e inyectiva para que sea
biyectiva y tenga inversa, ya que los informantes de este caso en su
totalidad respondieron que la funcidon g si tenia inversa, siendo que esta no
era inyectiva o “uno a uno”.

B) Determina:

1)Domf= LC, g W W) 2)Recf=F g, A, w, A}

3)0omg= Wity &0 33 ORecg= 7 ¥, 1 W]

Figura 147: Respuesta informante 6, actividad 3. B)
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1)Domf= { ¢, m K, w}

Z)RecfS{ Py .w,O-‘SQ
S pertoneu a\ Codominwo

3)Domg= § h,t.2,Y)

4)Recg= {3}, p,w}

Figura 148: Respuesta informante 7, actividad 3. B)

1)Dcmf={c,mmw]

2)Rec f= &T‘("' uu.a-]

3)pome= { W Xi¥y)

Rece= (2,p,w]

Figura 149: Respuesta informante 8, actividad 3. B)

1) Domf= ic’ m, & W t

2)Recf= {?,d,w, a,.sY

N0omE= Jh 1,2, vy

YRecg= ) 3,0, Wy

Figura 150: Respuesta informante 9, actividad 3. B)

1) Dom ks ‘c’lwlhl w}

2)Recf = ‘] o °ll P!W]-

3Dome= Th &4 21,

e

Figura 151: Respuesta informante 10, actividad 3. B)
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Los informantes muestran una construccion proceso del dominio y
recorrido de una funcion. 19 incluye un elemento que no es del recorrido.

Actividad 4:
Omitiremos los diagramas, ya que han sido presentados en el mismo cuestionario del caso 1

Determina:
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/
1)(foa}(p)=,6 2)(gof)(p)= M
' P
3)fi(m)= P 4)g'd)= |y
Figura 155: Respuesta informante 8, actividad 4
1)ifoglp)= 2 2){gofllpl= 4
A-P
3)fim)= ¢ . 4)g'id)= |
Figura 156: Respuesta informante 9, actividad 4
1)(fogip) = 2)(gof)ip)= Ax_
A-P
3)fi(m)= v ] 4)g(d)=
Figura 157: Respuesta informante 10, actividad 4
Diroaie= Y 2)goNips p
P
Iffm)= p ag'@= {

Figura 158: Respuesta informante 11, actividad 4

Se aprecia una construccidn proceso en las respuestas dadas por la mitad
de estos informantes. 17 considera que (f o g) es lo mismo que (g o f); 19
considera que (f o g) es lo mismo que (g o f)™*; 110 deja en blanco el

espacio para responder 1).
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Actividad 5: Considera el experimento de lanzar dos dados de 6 caras, no
cargados.

A) Escribe el espacio muestral del experimento.

-E.Lw- Vo St 2 DAL, b taaal, NO cALMA-C

. ] ' ‘Lll‘ .("c).(‘l‘)
= =?2’;':-\\..t;n:‘) .BZ:;)):(?;G; W28 -(h‘), b
(3,425 . 006H (36),
(‘n")‘ (‘;I) g(“l;)l£§::5 |%""2{ (&'62).
2 3) 1 (63) 4 (6:3), ($A)  LES1 A5
%::))l i"?) ' (6'5) .l (e t"’) [} (e ")I ‘-"“ i

Figura 159: Respuesta informante 6, actividad 5. A)

€= (.0 P02, C0L3), 0L, %),0(1,5) (LW, (2,0 (242D (2,3),(2,4),
C215),(2,6),(3,0 ,(3,2) ,£3:3),(5,4),L33), (306) . (q,,ﬂ VM2, (Y
Ao AL WIS (446D, (S ), (S ,2), (5,3),(S5,4),(5,5) ,(5,0) ) (641)
€©.12),(63), (6O, (6,5), (6,L)
e WVALT (o
e pot il | t224sS 6
aﬂl-.ozu\k

P
[} 1.\)(5.“ S-St
s 3
./ b |
-\ ; .
o rpoucene\

Lo al caso

Figura 160: Respuesta informante 7, actividad 5. A)

(‘c") (a,2) (4, 3) (Au) (A s) (A]b)
() (wn) (23) (=) C2s) ()

(3,32) G U,3) 3M) 3,5) G, ¢) o
G (1) (4,3) (uu) sy (40)

(S0 G0 GR) Gy (59) 50)
(%) ,2) L63) Lwy) e,%) U:n")

Figura 161: Respuesta informante 8, actividad 5.A)
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WA, 1,2), (13, (1,w) (1,0, (4. 6) ( 2,2)\2,3 (2,4 (2,5

@.6), (2,3),3,4) 3,5) , (360 0w (4, 5) (4 b) (e 5) AT
.6, 6,6) § | S

Figura 162: Respuesta informante 9, actividad 5.A)

E =3 @), (42), (413), (48), (1<) (416), (2,2), (2,3), (2,1), (2,%),
k%""\ '}LB'%\'L%CQ’ BIS),(%lQ, quu)l [qlc):kqib)l(‘('(\l((&): a
(')

Figura 163: Respuesta informante 10, actividad 5.A)

= (0 WY (4305 0,¥); () § () (20); Genla,y; (o) s
(2¢); (31} (3,%); {;,3),‘ (3,9); (%) (!,t)’- (9,1) N’”:'“”L"“"‘?‘ P
(45); (Y05 (RN f53), (5,9 , (0190 (5, 4 (400 (4163
(6 (19; (6,0} -

Figura 164: Respuesta informante 11, actividad 5.A)

Responden correctamente 4 de ellos; sin embargo, por algun motivo 19 e
110 no consideran todos los elementos del espacio muestral, ya que al
parecer consideran que, por ejemplo el que salga en el primer dado un
uno y en el segundo dado un dos, lo que se abrevia con el par ordenado
(1, 2), consideran que es el mismo caso que el (2, 1).

B) Define una variable aleatoria para el experimento anterior.

e ————

51 Un S DS NEA ORTENIDLS Ak LANEA Lot W8 Dakol §21
'Wﬁm O HNE.

Figura 165: Respuesta informante 6, actividad 5.B)

A-P
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Sux REg vzusqummm?“"‘&wmw’&P
d

Figura 166: Respuesta informante 7, actividad 5.B)

(AT VT R I FETRN AR W s s g

Suwma 3t dos  dedos \mu.éos y s Poa © PO~

A o+b - 29 A—P
Py -

=
A aih = 2‘74-4
T

Figura 167: Respuesta informante 8, actividad 5.B)

Lo wovonble ddo!(tﬂu'rmfmtu el evembo de lomnaeox B
e deud® de § coon , mo orgonaler -

Figura 168: Respuesta informante 9, actividad 5.B)

X: Soltﬁa. A u mf.gru,k.c Ar Lo dedet . SC

Figura 169: Respuesta informante 10, actividad 5.B)

é&l J:/h‘ )@ [p_{ (VAR h by Qxr< Ae oeda. e o, P

Figura 170: Respuesta informante 11, actividad 5.B)

En estas respuestas se muestra que los informantes tienen una nocion
parcial de la variable aleatoria, seguramente recuerdan ejercicios en clase
o que ellos hayan realizado, donde se usan las probabilidades y se habla
de variable aleatoria, ya que hay confusion por parte de la mayoria de
ellos. 16 enuncia un suceso, pero este no es posible que sea una relacién
que lleve a los elementos del espacio muestral como dominio a niumeros
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reales. 17 muestra una construccion proceso de la variable aleatoria,
definiéndola correctamente. I8 comienza escribiendo: “La suma de los
dados lanzados...”, pero luego dice: “sea par o impar”, con lo que no se
establece la relacion entre dominio y recorrido de lo que debiera ser una
variable aleatoria. 19 e 110 confunden variable aleatoria con evento o
suceso. 111 muestra una concepcidon proceso de la variable aleatoria,
aunque no usa la notacion que debiera, es decir X: ....

C) Disefla un diagrama que relacione el espacio muestral del experimento con la
variable aleatoria que definiste.

igura : Respuesta informante 7/, actividad

111



—

-?M lwfb.

_é'm

SC

& oy dodo

-

Figura 173: Respuesta informante 8, actividad 5.C)

N,

7|

SC

Figura 174: Respuesta informante 10, actividad 5.C)

(1,1)

>

(i) {2;!)"'—_

(1)) B)) -

(19);C9; 62); (4
(Ws) ()i (33); (v

AR

P

), (5.

- 3

oy

\ F 74 8)#(:‘.

Figura 175: Respuesta informante 11, actividad 5.C)

El informante 9 no contesta. ——»
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Actividad 6: Sea el experimento aleatorio: “Lanzamiento de 4 monedas”.

A) Determina el espacio muestral.

Figura 178: Respuesta informante 8, actividad 6.A)
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€:]c.c.C.c),c,c,8),(¢C,C, 5.l (¢, ¢c.cy,

(SJC_-'C{ C,: LE), C-,C,‘SJ ] G,C.S| CJ. kS, ‘SI Cl C’] P
(6,55 (85,5,¢/,(5,8,5°8), ¢ s.s, O,
€is,c.50,(¢¢,5,5) ,(5,¢.5,9), (€,5,5,5)}

Figura 179: Respuesta informante 9, actividad 6.A)

= =2 4¢, 45, 3¢, dsic, acagg

Figura 180: Respuesta informante 10, actividad 6.A)

= {(ccqc):
7= {( 149)j (G649, (<, selile s (50 (56 55
P
(<15,4,5); (<155¢)) (56,49); (56,59)(<355)i(5959),
(545); (5559; (55507 (5559)]

Figura 181: Respuesta informante 11, actividad 6.A)

Los informantes muestran una construccion proceso del espacio muestral
de un experimento aleatorio. 110 nuevamente considera incorrectamente

como uno solo a los elementos que estan en distinto orden en el espacio
muestral.

B) Determina la variable aleatoria: “NUmero de caras que se obtienen”.

NP SOTIFHBO DI LD QUS =5 sOUCM FTNA SEME Dconnk :
X = NGWMMSMWGWAWM&3 A—P
MOSETDAA .

Figura 182: Respuesta informante 6, actividad 6.B)
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El informante 9 no contesta. » SC
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Al analizar las respuestas de esta actividad se manifiesta una situacion que
tiene que ver con la ensefianza de la variable aleatoria o con la quizas
apresurada generalizacion que se produce en el tratamiento de este
concepto en el aula o en textos de estudio, ya que es comuUn encontrar
ejemplos o ejercicios en los que para definir una variable aleatoria se dice,
por ejemplo: “Se define la variable aleatoria X como el numero de
caras...”, siendo que a lo que se esta refiriendo en esa oracién es a los
valores o al recorrido de la variable aleatoria; a todo esto hay que sumarle
la dificultad de que cuando se habla de “variable” a secas o variable
determinista, esta no involucra una funcién, sin embargo una variable
aleatoria siempre es una funcidon, razones por las que en este trabajo se
ha manifestado a través del ejemplo dado de variable aleatoria como: “la
funcidn que relaciona el espacio muestral con el nimero de caras que se
obtienen...” ademas estd declarado asi en el analisis tedrico de esta
investigacion, es decir en la descomposicion genética. Quizas en los
comienzos de la ensefanza de la variable aleatoria se hace esta
manifestacion como funcién, pero en la mayoria de los textos, luego esta
se pierde. Por lo tanto no podemos asegurar si un informante muestra una
concepcion o no en base a si escribe la variable aleatoria como los valores
del recorrido de ella; diremos que esta en camino a una construccion
mental proceso.

Actividad 7: En un programa de televisiéon los concursantes hacen girar una
flecha en una ruleta como en la figura y cada vez que la flecha se detiene en la
zona de color rojo, se gana un premio y el concurso se trata de hacer girar la
flecha 3 veces.

En base a esta situacion responde las siguientes preguntas:

A) ¢(Cudl es la probabilidad de que un participante gane dos premios?
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Pl 3 =\Z . I
&)= 3 LU:(H S N >©

Figura 191: Respuesta informante 10, actividad 7.A)

o e B B P
Gy~ tr'?%

112 3.1,. 3
Yy Y* ] v’t Y

Figura 192: Respuesta informante 11, actividad 7.A)

En esta respuesta 16 muestra una construccién acciéon, ya que realiza un
calculo, quizds motivado por la reiteraciéon de algunos ejercicios que realizd
cuando estudié probabilidades en su carrera universitaria, aplica la regla
de Laplace y la de interseccion de sucesos independientes, pero no logra
determinar que el orden de ganar y/o perder puede cambiar o permutarse,
mismo caso de 19. 17 realiza un diagrama de arbol que sirve para
interpretar la situacion; sin embargo lo malinterpreta. 110 no muestra
construccion mental. 18 e 111 dan cuenta de una concepcidn proceso de la
variable aleatoria, coordinando la funcibn compuesta con probabilidades.

B) ¢Cudl es la probabilidad de que un concursante no gane ningdn premio?

MO GANT PINEbp PRSIO0"

[? ) > 70207+ (3]

Q} p

Figura 193: Respuesta informante 6, actividad 7.B)
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Figura 197: Respuesta informante 10, actividad 7.B)
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2.2.32, 1>
vy ¥ ¥ 1y ¢

Figura 198: Respuesta informante 11, actividad 7.B)

En esta respuesta aparecen casi todas correctas salvo 17, que no muestra
construcciéon mental. Hay que hacer notar que todos los informantes que
contestaron correctamente no usaron la variable aleatoria para responder
y el suceso de esta pregunta daba pie para que se respondiera de esa
forma y poder notar las causas de como lo realizan, cuando son sucesos
equiprobables, sencillamente los multiplican, pero en la educacion en aula
o en el discurso matemético escolar esta lleno de situaciones
equiprobables, si no sacamos a nuestros alumnos de ahi, seguiran
teniendo problemas u obstéaculos en la construccion del concepto.

C) Escribe en la tabla siguiente la funcion de probabilidad de la variable aleatoria que
relaciona el espacio muestral con el nimero de premios que gana un concursante:

- (z; - (i)gl)‘ (1):('%) @’

T (8

i paemio (g._ 3))(63 Tal) = (‘4") (3‘-) A-P
2 premes (1)(5) ()
senerer (N8

Figura 199: Respuesta informante 6, actividad 7.C)
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x 0 b | 2 3
fix) W Xim= AR Sy vy
b SR ?wm 2" mm\e
g P ( Y :O\ =
Figura 200: Respuesta informante 7, actividad 7.C)
X 0 1 2 3
i P L SO s 4 oy | ey |

Figura 201: Respuesta informante 8, actividad 7.C)

Z?/L'

%4

3/,

Yey

hoe (4

2

y
X wmerer de lomger el Ey £

Figura 202: Respuesta informante 9, actividad 7.C)

SC

O

X .0 1 2 3
) SC
Figura 203: Respuesta informante 10, actividad 7.C)
= .0 1 2 3
fix) 1Y 2 ©
2. 7. Yy Uiy,

Figura 204: Respuesta informante 11, actividad 7.C)

121

En esta actividad los informantes 8 y 11 muestran que en su mente
encapsularon la variable aleatoria con probabilidad con las funciones
compuestas e inversa, en el objeto variable aleatoria con probabilidad, al
construir la funcion.



Actividad 8: En una torneria se clasifican los tornillos en defectuosos y en no
defectuosos y generalmente se encuentran un 10% de los tornillos defectuosos.

Si un experimento consiste en sacar 3 tornillos al azar y se define la variable
aleatoria X: “Numero de tornillos defectuosos”. Determina:

A) P(X = 2)
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4 de los 6 informantes manifiestan una construccién proceso y dos de ellos en
vias de hacerlo.
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B) Si P(X = n) = 0,243, ¢cual es el valor de n? Justifica tu respuesta.

? (x) « ( ) L ) s 0,243 (—})"(—;’E. -(%)

e - R |
i—-) (1‘-3 e 5293 (é “.(,31)" /2‘5

(-‘-)“(-}'ﬁ) LAY 2:.‘;
o B el coprocro Dl Pros @,

J % lag waiag FTTAN Wi
FESLIAS, €TT® valon DE M
NO TEHE greriDe.

Figura 211: Respuesta informante 6, actividad 8.B)
NO e Ao . sC

Figura 212: Respuesta informante 7, actividad 8.B)

( )034 -DP\ h:O'Z.‘lS

3. - D h. O °‘3 “‘ L"tl
(A 1
G-n) ! sC
oln ! 0,243
(g—h)' 6 -0,9°

h<2

Figura 213: Respuesta informante 8, actividad 8.B)
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2

m = g
3N -
?Lx = my) = (m) (O,f).' (0,0”3
2 SC

0,243 = (0.9 (0,27

m!(3-m))

Figura 214: Respuesta informante 9, actividad 8.B)

¥ (=) - 0ozt =Y
o= a M 5

Figura 215: Respuesta informante 10, actividad 8.B)

X" / = (ﬂw.’ J’c.(j; “w~~ b}ﬂ‘{(o ﬂ’l‘ff(f‘lw-)' O

Figura 216: Respuesta informante 11, actividad 8.B)

Solo 111 muestra una coordinacion y encapsulamiento entre la funcion
inversa, compuesta en la variable aleatoria con probabilidad como objeto.
Los demas informantes no muestran construccion y tratan de llegar

mediante un método algebraico a la respuesta y no mediante un meétodo
analitico.
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1.1.3 ANALISIS POR PREGUNTA CASO 3

Actividad 1: Se realiza el experimento de lanzar una moneda y un dado. Cual
es la probabilidad de:

A) Que salga un multiplo de 3 en el dado y una cara en la moneda.

126



Como se puede apreciar todos los informantes muestran una concepcion
proceso de la propiedad de la interseccion de probabilidades. 112 sin
embargo cuenta 3 multiplos de 3 en el dado y por ese motivo comete un
error.

B) Que salga una cara o un sello en la moneda y un niamero primo en el dado.

Que salga una cara o'Gn sello en la mon ¥ U NUMero Prmo en ¢ dado.

'?0033%4;&;3_ ‘P(c)=2c A-P
? ((woHNC) = "2'6 =15 W37

Figura 221: Respuesta informante 12, actividad 1.B)

MA;\GDUCE'}OM PEWCE afa © E5US BV AL MOEDA
Y ON uduewe ™ouwo =2 & daws  Cascs ravofanies 3 Y
Casps AL 12, A-P

- B
F%)'%"l

Figura 222: Respuesta informante 13, actividad 1.B)

—'-',._-6--- P
(8> 12

Figura 223: Respuesta informante 14, actividad 1.B)

P.l?:;‘,.j: _‘L ‘?«;‘ '{2.‘3;5‘(,
'PT,’_': __3__: _-L P
(= 2 .
P = L -} =L
= =2

Figura 224: Respuesta informante 15, actividad 1.B)
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Los informantes muestran una construccion proceso de la unién e
interseccion de probabilidades; 112 comete un error al parecer al
contabilizar la cantidad de numeros primos en el dado. 113 al parecer
cuenta con un “0” excluyente, es decir es: “o cara o sello, pero no los dos
juntos”.

C) Qué salga un 1 en el dado o que salga una cara en la moneda?

Figura 227: ividad 1.C)
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En la mayoria de los informantes de todos los casos se aprecia este
fendbmeno, que es el de confundir sucesos independientes con el de
sucesos mutuamente excluyentes y este caso de estudio no es la
excepcion, ya que 112 lo hace; quizas la explicacion a los problemas de los
otros dos casos. 114 responde parcialmente ya que responde por la
probabilidad de la interseccion de los sucesos.

D) Qué no salga un 4 en el dado o que salga un sello en la moneda?

L
LA.______, s _,-4‘_5_“._ '-nd;fndac\ks
D) Glué no salga un 4 en ¢l dado b Gue salgs Un selio en ta moneda?
A-P
[ A % Rl '!‘5- - propiedades
) P(AumaS +.L ‘5_4-2;:67\ de la union
6 b ¢ '. v
o de prob.
PAY= -(l; ?('5‘ '7_ SC Axiomas

PGBV = Lol -D Vi

Figura 229: Respuesta informante 12, actividad 1.D)

Sn A €L sucESe be OBTEAMSL Gu wIMERO dOZMTWID O 4
S DL DAno 0 aueE o>F OBTEWEA LU =IO B0 LA ouSDA
Cozos @ouonant® A4 ¢ Cases o L.
P
PN= U
(2
Figura 230: Respuesta informante 13, actividad 1.D)
? A
D) Qué no salga un 4 en el dado o que salga un sello en la moneda?
A-P

I Plon) - =

Figura 231: Respuesta informante 14, actividad 1.D)
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Figura 232: Respuesta informante 15, actividad 1.D)

El fendmeno de la pregunta anterior persiste en 112, aunque ahora se da
cuenta, colocandole una cruz en la respuesta y una leyenda que dice:
“mayor que 1”, por lo que tiene nocion de los axiomas de kolmogorov. 114
nuevamente responde la interseccion de los sucesos y no la pregunta. 113
e 115 muestran una construccion mental proceso de propiedades de la
union de probabilidades.

Actividad 2: Responde las siguientes preguntas:

éQué es una variable?

fRarvu le Omt:m u:m?odomubs, 2 wmoltea b

Figura 233: Respuesta informante 12, actividad 2.A)

B Zeusd guE  peete pusd DRI paeaes  p

— - )

Figura 234: Respuesta informante 13, actividad 2.A)

6W9wmfmmm A Y
Cextp 7 en - A
?/‘MQCLM‘;/)W -fnm-»v—éa;go.()

Figura 235: Respuesta informante 14, actividad 2.A)
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Figura 236: Respuesta informante 15, actividad 2.A)

Aunque no existe una unica definicion para la variable, se evidencia una
construccion mental proceso en todas estas respuestas.

¢ Qué es una variable aleatoria?

LNE &3 UTh Vil HELAWE SG s v = - d_L

Figura 238: Respuesta informante 13, actividad 2.B)

& ot e gdopls pue b of oape |
X ros oo lp&,jm e% il o Q_JJQM

A-P

Figura 239: Respuesta informante 14, actividad 2.B)

MMQLJA_“MLM dbride donde  Ip
2% fi@jﬂafér Yueotna e ] .

J_?/VI

Figura 240: Respuesta informante 15, actividad 2.B)

112 la define a medias, ya que no dice que es una funcién, aunque posee
una idea intuitiva, se encuentra en camino a una construccion proceso, de
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la misma manera 114 aunque su respuesta es un poco mas clara, no la
define como una funcion. 113 se refiere a una variable aleatoria discreta,
ya que dice que el recorrido es el conjunto de los numeros naturales, de
todas maneras muestra una construccion proceso. 115 la define mostrando
una construccion proceso.

Actividad 3:
Omitiremos los diagramas, ya que han sido presentados en el mismo cuestionario de los casos

ly2.

A) Determina:
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Solo 115 muestra una concepcion proceso al manifestar que ambas
funciones no tienen inversa. 112 e 113 afirman que solo f no tiene inversa.
114 no reconoce que ni f ni g tienen inversa.

B) Determina:

Todos los informantes muestran una construccion mental proceso del
dominio y el recorrido de una funcion.
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Actividad 4:
Omitiremos los diagramas, ya que han sido presentados en el mismo cuestionario de los casos
ly2.

Determina:

114 no contesta sobre el resultado de (fog), aunque reconoce la funcidon inversa en fy en g. Los
demas informantes muestran una concepcién proceso de la funcién compuesta e inversa.
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Actividad 5: Considera el experimento de lanzar dos dados de 6 caras, no
cargados.

A) Escribe el espacio muestral del experimento.
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Todos los informantes determinan el espacio muestral del experimento
aleatorio.

B) Define una variable aleatoria para el experimento anterior.
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114 confunde la variable aleatoria con suceso, mientras que los demas
informantes la definen de manera “aceptable” y la relacionan con el
espacio muestral, aunque no la mencionan como funcién, en las pregunta
anterior habian mencionado que la variable aleatoria era una funcion.

C) Disefla un diagrama que relacione el espacio muestral del experimento con la
variable aleatoria que definiste.
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]
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?raz_&;’: Respuesta informante 15, actividad 5. C)

SC

El informante 12 no contesta. ———

En esta respuesta 113 responde mostrando una relacion entre los
elementos del dominio con los valores de la variable aleatoria o su
recorrido, por lo tanto coordina los procesos variable aleatoria y funcién.
115 realiza un diagrama que resume los casos posibles, pero no da en su
respuesta una relacion manifiesta entre los elementos del dominio y los de
la variable aleatoria. 114 responde con un diagrama que resume los
elementos del espacio muestral, pero no los relaciona. 112 no contesta.

Actividad 6: Sea el experimento aleatorio: “Lanzamiento de 4 monedas”.

A) Determina el espacio muestral.

E~ (csssﬁ(scss)(s 3.C
1~ { L ls (5
(€¢,)5,9) 5,c,c 5)(5' 5,5 3 PR i

Figura 264: Respuesta informante 12, actividad 6. A)
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Respuestas de los informantes, en las que todos determinan el espacio
muestral, aunque 112 Ilo abrevia, supondremos que Ilo determind
correctamente.
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B) Determina la variable aleatoria: “NUmero de caras que se obtienen”.

e 12, actividad 6. B)

Figura 268: Respue

113 e 115 entregan como respuestas los valores de la variable aleatoria o
el recorrido de ella, pero ninguno de ellos establece la relacién o no lo ve
necesario, como si lo estimamos en este trabajo, dado que quizas sea la
causa del problema, el nunca declarar a las variables aleatorias como

funciones.
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Actividad 7: En un programa de televisiéon los concursantes hacen girar una
flecha en una ruleta como en la figura y cada vez que la flecha se detiene en la
zona de color rojo, se gana un premio y el concurso se trata de hacer girar la
flecha 3 veces.

En base a esta situacion responde las siguientes preguntas:

A) ¢(Cudl es la probabilidad de que un participante gane dos premios?

el o2 = 2
A 4 4 ij—E
%"

Figura 272: Respuesta informante 12, actividad 7. A)

Son A e eveum aus B MMTTWaUTE 60§ 003
FASILAOS ;| SV TWCSS

=
?CA): % o%.ﬂ.o% - 6‘1

P

Figura 273: Respuesta informante 13, actividad 7. A)

~

o

SC

A) E&Cudl es la probabilidad de que un participante gane dos premios?

Figura 274: Respuesta informante 14, actividad 7. A)
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113 e 115 muestran una construccion proceso de la variable aleatoria y
ademas coordinan los procesos variable aleatoria con la funcion
compuesta.

B) ¢Cual es la probabilidad de que un concursante no gane ningln premio?

Figu-. B)

w C
Figura 278: Resp , actividad 7. B)
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3.3 25 P
&

= 27

Figura 279: Respuesta informante 15, actividad 7. B)

En esta pregunta no se aprecia necesariamente si la construccion mental
buscada estd o no en la mente de los informantes, ya que es un suceso
repetido que no tiene permutaciones o las permutaciones dan el mismo
suceso. Consideraremos que esta pregunta arroja informacion del proceso
probabilidades y sus propiedades. 114 no muestra esta construccion.

C) Escribe en la tabla siguiente la funcion de probabilidad de la variable aleatoria que
relaciona el espacio muestral con el nUmero de premios que gana un concursante:

ibe en la tabla siguiente la funcién de probabilidad de la variable aleatoria que relaciona el espacio
stral con el nimero de premios que gana un concursante:

X AL -0 1 2 3 A-P
fi %5 q_ 3 T
04 ‘ ¢ 64 o% .
3.3, Li3.3 L. .
i EEER PR b

Figura 280: Respuesta informante 12, actividad 7. C)

= [ ] p | 2 3
o 2¥ T aq x| °
&4 ‘& &t oly—

Figura 281: Respuesta informante 13, actividad 7. C)
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Figura 282: Respuesta informante 14, actividad 7. C)

X 0 1 2 3

f(x) 2%14 Z%‘f 9 /D g A /(o‘f

Figura 283: Respuesta informante 15, actividad 7. C)

113 e 115 muestran una coordinacion entre los procesos y una
encapsulacion a través de los procesos funcidn compuesta y probabilidades
en el objeto variable aleatoria con probabilidad.

Actividad 8: En una torneria se clasifican los tornillos en defectuosos y en no
defectuosos y generalmente se encuentran un 10% de los tornillos defectuosos.
Si un experimento consiste en sacar 3 tornillos al azar y se define la variable
aleatoria X: "Numero de tornillos defectuosos”. Determina:

A) P(X = 2)
A} P(X=2)

2

2

Figura 284: Respuesta informante 12, actividad 8. A)
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Figura 285: Respuesta informante 13, actividad 8. A)

\
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113 e 115 muestran una construccion mental proceso de la variable aleatoria.

B) Si P(X = n) = 0,243, ;cual es el valor de n? Justifica tu respuesta.
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113 muestra una encapsulacion de los procesos funcién inversa y
probabilidades en el objeto variable aleatoria. 115 trata de llegar a la
respuesta de una manera algebraica, mas que de una manera analitica, lo
que da luces del énfasis en lo algebraico de nuestra ensefianza.
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1.2 Anélisis por informante

Cuadro resumen de las construcciones mentales mostradas por los
informantes del caso 1

A: Accion P: Proceso O:Objeto A - P: En camino a proceso
S C: Sin construccion

Tabla 2: Resumen caso 1

Actividad Informante | Informante | Informante | Informante | Informante
1 2 3 4 5
1. A P P P P P
1.B P P P P P
1.C SC A-P A-P A-P A-P
1.D SC A-P - SC A-P - SC A-P - SC A-P - SC
2. A A-P A-P A-P SC A-P
2.B A-P SC SC SC A-P
3. A A-P A-P A-P SC A-P
3.B P SC SC SC P
4 SC A-P SC SC SC
5. A P A-P P A-P P
5. B SC A-P A-P A-P A-P
5.C SC SC SC SC SC
6. A P A-P P A-P P
6. B SC SC SC SC SC
7. A SC SC SC SC SC
7.B SC SC SC SC SC
7.C SC SC SC SC SC
8. A A-P SC SC SC SC
8. A SC SC SC SC SC

Como podemos apreciar ninguno de los informantes de este caso
evidencian una construccion mental de la variable aleatoria con
probabilidad.

Al no poder construir los procesos de probabilidades y los de funciones, no
se evidencia tampoco coordinacion entre algunos procesos que estén en
camino a construirse, con la variable aleatoria con probabilidad. En general
tienen problemas serios con los conceptos involucrados en el cuestionario
y se evidencia una falta de tratamiento de estos contenidos en las aulas.
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Cuadro resumen de las construcciones mentales mostradas por los
informantes del caso 2

A: Accion

S C: Sin construccion

P: Proceso

O:Objeto

Tabla 3: Resumen caso 2

A - P: En camino a proceso

Actividad | Informante | Informante | Informante | Informante | Informante | Informante
6 7 8 9 10 11
1. A P P P P P P
1.B P P P P P P
1.C A-P P A-P A-P A-P P
1.D A-PY SC A-P P A-P A-PY SC P
2. A P P P P SC A-P
2.B A-P A-P A-P A-P S-C A-P
3. A A-P A-P A-P A-P A-P A-P
3.B P P P A-P P P
4 P A-P P A-P A-P P
5. A P P P A-P A-P P
5 B A-P P A-P SC SC P
5.C SC P SC SC SC P
6. A P P P P A-P P
6. B A-P A-P A-P SC A-P A-P
7. A A-P A-P P A-P SC P
7.B P SC P P P P
7.C A-P SC @) A-P SC O
8. A A-P A-P P P P P
8.B SC SC SC SC SC O

El informante 11 logra encapsular los procesos y las coordinaciones
necesarias en el objeto variable aleatoria con probabilidad ya que muestra
las construcciones mentales con los conceptos mencionados en la DG. El
informante 8 logra encapsular en la variable aleatoria con probabilidad,
pese a no mostrar todas las construcciones mentales que la DG sugiere;
sin embargo no logra encapsular el proceso funcion inversa en el objeto
variable aleatoria.
Como podemos apreciar, en general, en los estudiantes de ensefanza
superior (universitaria) de pedagogia en matematica no existe una
concepcion objeto de la variable aleatoria con probabilidad.
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Cuadro resumen de las construcciones mentales mostradas por los

A: Accién

informantes del caso 3

P: Proceso

S C: Sin construccion

O:Objeto

Tabla 4: Resumen caso 3

A - P: En camino a proceso

Actividad | Informante | Informante | Informante | Informante
12 13 14 15
1. A A-P P P P
1.B A-P A-P P P
1.C A-P P A-P P
1.D A-P SC P A-P P
2. A P P P P
2.B A-P P A-P P
3. A A-P A-P A-P P
3.B P P P P
4 P P A-P P
5 A P P P P
5 B P P SC P
5.C SC P SC SC
6. A P P P P
6.B SC A-P SC A-P
7. A A-P P scC P
7.B P P SC P
7.C A-P @) SC @)
8. A SC P SC P
8.B SC (@) SC A-P

El informante 13 evidencia una encapsulacion de los procesos de
probabilidades, funcién compuesta, funcién inversa en el objeto variable
aleatoria con probabilidad, mostrando las construcciones mentales y
conceptuales de la DG. El informante 15 encapsula los procesos de
probabilidades, de funcion compuesta, pero no el de funciéon inversa en el
objeto variable aleatoria con probabilidad, quizas llevado por la tendencia
de nuestra ensefianza a obtener soluciones a los problemas matematicos,
siempre con procedimientos algebraicos.

La mitad de los profesores de este caso muestran una concepcion objeto,
lo cual podria ser en efecto una explicacion a los resultados del caso 1.
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CAPITULO VI:
CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS
DIDACTICAS

Como se ha manifestado en los analisis, los estudiantes de ensefianza
media, los estudiantes de pedagogia y los profesores del sistema
educativo no logran una concepcion objeto de la variable aleatoria con
probabilidad, lo que da pie a una situaciéon compleja para la ensefianza de
este concepto.

Es bastante preocupante, el hecho de que la mayoria de los estudiantes de
pedagogia en matematica y la mitad de los profesores de este estudio, no
muestren las construcciones mentales necesarias, ya que es quizas una de
las explicaciones al poco tratamiento de este objeto matematico en las
aulas chilenas. Es necesario y urgente por lo mismo que estos conceptos
estén bien construidos en la mente de los estudiantes de pedagogia y
también en la de los profesores que imparten clases en el sistema
educativo de Chile.

Como ya se ha dicho la estadistica estad presente en practicamente todos
los ambitos del conocimiento y su desarrollo y aprendizaje a nivel superior,
depende en gran medida de que los estudiantes tengan las construcciones
mentales que se requieren.

De acuerdo a los resultados, se considera al modelo presentado como un
modelo valido de construcciones mentales del objeto variable aleatoria con
probabilidad. Los informantes que mostraron las construcciones mentales
objeto para la variable aleatoria con probabilidad, lo hicieron siguiendo el
camino propuesto por la DG.

Los analisis epistemoldgicos dan luces de un avance en la teoria de la
probabilidad en la ausencia de la variable aleatoria como funcién, el cual
se ha dado en los ultimos 100 afios solamente, tiempo no tan grande para
la historia y para el desarrollo de los conceptos matematicos en general.

La “desgracia del nombre” es un fenédmeno didactico tomando en cuenta la
forma de ensefianza de las funciones y de las variables cuando estas son
deterministas; a esto hay que agregar que en las escuelas ademas se deja
de lado en general las unidades de estadistica o se dejan para la ultima
parte del afio escolar, quedando muchas veces sin tratarse los contenidos
necesarios.
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De acuerdo a los resultados, la tendencia en Chile es que la variable
aleatoria, sea tratada bajo un paradigma de magnitud aleatoria, lo que
trae como consecuencia obstaculos para su construccion.

La investigacidn tomé el nombre de: “variable aleatoria con probabilidad”
por el hecho de que mientras se hacian los analisis teoricos llegamos a la
conclusion de que la variable aleatoria no necesita de la probabilidad para
que esta sea tal, solo basta un experimento aleatorio, para que sea el
dominio de ésta y la relacibn que se quiera hacer para asignarle un
namero real a los elementos de ese dominio. Esta situacion nos hace
reflexionar en torno a como ensefiamos los objetos matematicos que
ensefiamos en el aula y ademas entrega ideas de como poder abordarlo en
el aula.

Esta investigacion se presenta, ademas como un modelo de ensefanza,
por el énfasis dado en la determinacion de diagramas para relacionar la
variable aleatoria con las funciones y ademas como un ente comunicador
de la serie de probleméaticas aqui expuestas.

En una futura etapa se realizaran actividades con ejercicios de discusion
en clase (Ciclo ACE) con el fin de que los resultados de esta investigacion
lleguen a las aulas y aportar en que puedan construir la variable aleatoria
con probabilidad.

Queda de manifiesto la relacion que se puede lograr de acuerdo a los
antecedentes empiricos de esta investigacion, con la funcion de
distribucion binomial. Esto queda abierto para futuras investigaciones.

Como también ha sido manifestado, los cambios en el curriculum han
traido la variable aleatoria hasta las aulas, cuestion que para un profesor
quizas podria ser una imposicion mas del sistema, o una locura mas de
alguien, sin embargo, se hace necesario reflexionar en torno a las
siguientes interrogantes, para poseer como docentes el convencimiento
necesario que la enseflanza de este objeto matematico requiere: ¢Hasta
qué punto debiera abarcar el concepto de variable aleatoria, en el
curriculum escolar?

¢Por qué debiéramos ensefar variable aleatoria, es decir, como pais, que
queremos lograr con la ensefianza de este objeto matematico?
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ANEXO | MEDICION INICIAL

MEDICION INICIAL
(DIAGNOSTICO)

Actividad 1: En un juego de video se gana, se pierde 0 se empata. La probabilidad de ganar es 0,36 y
la de perder es 15 veces la probabilidad de empatar. ¢Cuales son las probabilidades de empatar y la de
perder?

-

~

/Actividad 2: Se lanza una moneda y un dado. ¢Cudl es la probabilidad de?
A) Que salga un nimero par y una cara

B) Que salga un 4 en el dado o un sello

C) Que salga una cara o un sello y un nimero primo en el dado

.

AN
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ﬂctividad 3: Un jugador de basketball, que suele encestar el 70% de sus tiros, tiene que realizar un \
lanzamiento. Si el jugador acierta el primer tiro, puede repetir el lanzamiento. Por lo tanto, es posible

que consiga 0 puntos (fallando el primer lanzamiento), 1 punto (acertando el primero y fallando el

segundo) o 2 puntos (acertando ambos lanzamientos). Sea X la variable aleatoria que representa el

puntaje obtenido:

a) CalculaP(X =0), P(X=1),P(X=2)

b) ¢Cual es el puntaje esperado para este jugador?

Actividad 4: ;Qué es una variable aleatoria?

Actividad 5: ¢/Qué es una variable determinista?

- /
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Actividad 6: Un naturalista, apostado en el observatorio de un parque natural, sabe que la
probabilidad de avistar una sola vez una especie rara de pajaro en un dia cualquiera esté en torno al
0,15. Si se quiere determinar la probabilidad de que acudiendo 20 dias aviste en total 8 dias ese
pajaro, ¢cual sera la distribucion que debera de emplear para calcularla? Justifica tu respuesta.

ﬁ:tividad 7: Un profesor aplica a sus alumnos un cuestionario sorpresa formado por tres preguntas

aciertos” es:
A)

B)

C)

tipo test con cuatro alternativas de respuesta, de las cuales solo una es correcta.
1) St un alumno responde al azar, la funcion de probabilidad de la variable aleatoria “numero de

X

0

1

X

X

f(x)

0,422

0,422

0,14

0,016

f(x)

0,422

0,844

0,98

f(x)

0,512

0,384

0,096

0,008

Justifica tu respuesta

2) Para la variable aleatoria “ntimero de aciertos”, jcuanto vale la expresion F(3) — F(1)?
Justifica tu respuesta
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ANEXO Il CUESTIONARIO

Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso
Facultad de Ciencias - Instituto de Matematica
Magister en Didactica de la Matematica

Cuestionario para documentar las construcciones mentales del Objeto
Variable aleatoria

Nombre:

Institucion:

Correo electronico:

Responde las siguientes preguntas con lapiz pasta, sin hacer borrones. Si necesitas borrar algo,
solo tachalo.

Actividad 1: Se realiza el experimento de lanzar una moneda y un dado. Cudl es la probabilidad de:
A) Que salga un multiplo de 3 en el dado y una cara en la moneda.

B) Que salga una cara o un sello en la moneda y un nimero primo en el dado.
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C) Quésalgaunleneldado o que salga una cara en la moneda?

D) Qué no salga un 4 en el dado o que salga un sello en la moneda?

Actividad 2: Responde las siguientes preguntas:

¢Qué es una variable?

¢Qué es una variable aleatoria?
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Actividad 3: Observa las siguientes representaciones de funciones:

A

B

p

d

w

a

S

N

A) Determina:
1) f(k) = 2) f(w) = 3) g (w) =
4) a(y) = 5)9(t) = 6) f(s) =
B) Determina:
1) Domf = 2)Recf=
3) Domg= 4)Recg =
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Actividad 4: Observa las siguientes representaciones de funciones:

Determina:
1) (fog)(p) = 2)(gof)(p)=
3) Fi(m) = 4)g(d) =

Actividad 5: Considera el experimento de lanzar dos dados de 6 caras, no cargados.

A) Escribe el espacio muestral del experimento.
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B) Define una variable aleatoria para el experimento anterior.

C) Disefia un diagrama que relacione el espacio muestral del experimento con la variable aleatoria
que definiste.

Actividad 6: Sea el experimento aleatorio: “Lanzamiento de 4 monedas”.
A) Determina el espacio muestral.
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B) Determina la variable aleatoria: “Numero de caras que se obtienen”.

Actividad 7: En un programa de television los concursantes hacen girar una flecha en una ruleta

como en la figura y cada vez que la flecha se detiene en la zona de color rojo, se gana un premio y el
concurso se trata de hacer girar la flecha 3 veces.

En base a esta situacion responde las siguientes preguntas:

A) ¢Cudl es la probabilidad de que un participante gane dos premios?
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B) ¢Cudl es la probabilidad de que un concursante no gane ningln premio?

C) Escribe en la tabla siguiente la funcidn de probabilidad de la variable aleatoria que relaciona el espacio
muestral con el nUmero de premios que gana un concursante:

X 0 1 2 3

f(x)
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Actividad 8: En una torneria se clasifican los tornillos en defectuosos y en no defectuosos y
generalmente se encuentran un 10% de los tornillos defectuosos. Si un experimento consiste en sacar

3 tornillos al azar y se define la variable aleatoria X: “Numero de tornillos defectuosos”. Determina:
A) P(X=2)

B) Si P(X =n) = 0,243, ;cual es el valor de n? Justifica tu respuesta.
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