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Capitulo 1

Problema de investigacion

1.1 Planteamiento del problema

Una de las problemaéticas en el estudio de la Mateméatica Educativa, hace
referencia a las dificultades que presentan los estudiantes al aprender
un concepto matematico. Dichos problemas se pueden entender desde

la mirada de los docentes, del estudiante mismo o desde el saber.

La disciplina que aborda esta problematica es la Didactica de las
Matematicas, la que se viene consolidando desde hace cuatro décadas
aproximadamente. En Francia, se encuentra a un grupo de
investigadores, dentro de los cuales se destacan en esta investigacion a
Michele Artigue, Guy Brousseau e lves Chevallard. Estos autores han
levantado teorias sobre la problematica principal de esta ciencia social,
encontrando resultados para la metodologia de ensefianza como en las

problematicas mismas del aprendizaje.

La Didactica de la Matematica tiene un enfoque cientifico, centrandose
en las investigaciones y teorias relacionadas a los comportamientos

cognitivos y sociales de la ensefianza y el aprendizaje.



Los resultados que nacen de esta ciencia, han llevado a una constante
reformulacién de curriculos escolares, y Chile no es una excepcion. Este
estudio pretende ser un aporte en la ensefianza de las matemaéticas

desde un enfoque didactico.

La investigacion analiza el estudio de la relacion existente entre la
razén, la proporcionalidad vy la funcidon lineal, y como dicha relacion

influye en el aprendizaje de los estudiantes del 8° grado.

Para la realizacion de esta investigacion, se toman los antecedentes
histéricos y epistemoldégicos sobre el concepto de razdén, la
proporcionalidad y la funciéon lineal. A partir del andlisis realizado, se
confeccionan tres actividades que permiten entender los conceptos

anteriormente mencionados.

La metodologia de investigacion utilizada es la Ingenieria Didactica, que
dicta la realizacion de un analisis a priori sobre las actividades vy
compararlas con los resultados posteriori, para contrastar lo esperado
con lo que realmente realizan los estudiantes. Esto permite observar el

nivel de adquisicion de los aprendizajes en los estudiantes.

Dicha metodologia, permite obtener y analizar resultados que se
comparan con los objetivos de la investigacion realizada, entregando asi
informacién valiosa para la practica de la ensefianza y el aprendizaje, lo
que se puede observar en la fase de experimentacién, a través de los

registros realizados por parte de los estudiantes.

Efectuando un estudio epistemolégico, manteniendo un suficiente
cuidado en la transposicion del conocimiento, y generando una
secuencia de situaciones didacticas, es posible generar este trabajo de

investigacion que responda a la problemética planteada, entregando



resultados que permiten abordar una propuesta distinta de ensefar los

conceptos de razén, proporcionalidad y funcién lineal.

1.2. Problematica de investigacion

La nocién de linealidad se viene tratando desde la matematica antigua,
relacionado al concepto de proporcionalidad, desde las culturas
ancestrales como los egipcios y babilonios, ademas de la grecia clasica,
la cultura china, arabe entre otros. En el siglo XVII es el periodo donde
se inicia la distincion entre la proporcionalidad y funcion lineal. Es en el
siglo XIX el periodo en el cual emerge la concepcion de linealidad como

fundamentos del algebra lineal (Gémez, 2011).

Los problemas relacionados a estructuras multiplicativas se encuentran
presenten con fundamentos tedricos matematicos, que se relacionan al
concepto de razén y proporcion. Piaget (1958) afirma que “el
razonamiento proporcional, junto con la habilidad de formular hipotesis
y trabajar con un cierto niumero de variables en un problema, resultaban
especialmente indicativos de la habilidad para razonar formalmente”. El
uso del razonamiento proporcional es considerado como uno de los mas
importantes, principalmente por sus numerosas aplicaciones en la
matemadética escolar, en todo nivel, transitando desde la matemaética
elemental hasta la matematica avanzada, la cual se relaciona con la
aritmética, el algebra a su vez con la geometria, por medio de procesos
de variaciones y cambios en dos o mas espacios de medida. Ademas,
fortalece el entendimiento conceptual de la funcién lineal de una forma
mas natural y contextualizada para el estudiante. Por dltimo, el
razonamiento proporcional, permite no solo resolver problemas
relacionados a conceptos matematicos, sino también construir modelos

simples y demostraciones en geometria, o bien, de su uso en la fisica



relacionado a concepto de velocidad, aceleracion, tiempo y en la quimica
en concentracion o balanceo de ecuaciones (Ceballos, Sanchez, Oller,

2012) entre otros.

No obstante, en la matemaéatica escolar actual chilena, se puede observar
a través de los planes y programas de 7° y 8° grado que existe una
relacion entre concepto de proporcionalidad y la nocion de linealidad.
Sin embargo, la experiencia personal me ha demostrado que esta
relacion no es llevada al aula. El concepto de proporcion es ensefiado
por medio de la regla de tres, impidiendo que los estudiantes
reflexionen sobre la relaciéon existente entre razén, proporcionalidad y

funcién lineal.

Ademas, Gomez (2006) evidencia a través de datos empiricos que no se
profundiza en las definiciones de razdén ni de magnitudes, sino que se
expresa solamente como nudmero, no estableciendo la relacién entre
estos conceptos, generando de esta manera en el estudiantado la

dificultad para su comprension en estudios superiores.

Dicha problematica se puede observar en los textos escolares chilenos,
donde el inicio del concepto de proporcion se define inmediatamente

como una regla de tres, lo que se evidencia en las siguientes figuras.

En el texto escolar de 7° grado (Alfaros y otros 2013), la ensefanza de
la proporcién se encuentra ensefiada como productos cruzados, tal y

como se evidencia en la figura 1.

En esta, podemos observar que se presenta inmediatamente la forma en
que se debe usar la regla de tres. De esta forma, se pierde totalmente
el sentido de aprender el concepto de razén y sus relaciones de

equivalencia para conformar una proporcion.



En la figura 2,

se observa nuevamente la problematica sefialada

anteriormente en donde se hace referencia técnica de la regla de tres de

para resolver problemas de caracter proporcional (Calderén y otros,

2012).

CAPITULO

1-5

ﬁprendel‘ a resolver

jproponciones medianis
productos cruzados.

Vocabulario
producto cruzado

Como resolver proporciones

La densidad es una propiedad fisica de
los cuerpos que relaciona la cantidad de
materia que contiene ¥ el volumen que
ésta ocupa. Si te dan la densidad del
hielo, puedes resolver una proporcidn
para hallar la masa de 3 mL de hielo.

Para dos razones, el producto del primer
término de una razdn y el segundo
término de la otra es un producto
cruzado. Si los productos cruzados de
las razones son iguales, entonces las
razones forman una proparcion,

5:-6=30

2

™ 2+.15=30

Bl higo fiota en el agua porque ka densidad del
hiedo es menor que la densidad del agua.

Figura 1: Técnica para la ensefianza de proporcionalidad en 7° grado.
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En la Figura 3 se extrae un ejemplo del

Figura 2: Regla de tres.

texto escolar de 8° grado

(Dittborn y otros 2012), en donde también, se realiza el uso de esta

técnica para la resolucion de ejercicios.



Al enseiar la regla de tres se pierde el sentido de estudiar las razones y
las proporciones, dificultando el desarrollo del pensamiento proporcional
(Vergnaud, 1988), simplificando los conceptos a un perfil utilitario, es

decir, es una regla en la cual se obtiene una respuesta rapida.

1. (Paraquévalorde xlas razones%yz—:forman una proporcion?

Para que 3—\,6)/%forrnerw una proporcion, el valor de las razones debe ser el mismo numero, es decir:

36.24
x 8
Ademas, la igualdad anterior se cumple siy solo si:
x-24=36-8 Despejamos x y calculamos su valor.
:—368 :&: ]2
SV R,

Por lo tanto, si x = 12, las razones 3—\6 y%forman una proporcion.

Figura 3: Ejercicio extraido de un texto escolar chileno, nivel de

8° grado.

1.3 Clarificacion de conceptos

Para efectos de esta tesis se entenderan los conceptos de razoén,
proporcion, proporcionalidad de la siguiente forma:

Razoén.

La definiciéon de la razon es tratada desde los Elementos de Euclides,
en el libro V como “una relaciéon cualquiera entre dos magnitudes
homogéneas respecto de su cantidad” y que “guardan razén entre si las
magnitudes que, al multiplicarse, pueden exceder una a otra” (Oller
2012).

Sin embargo, Freudenthal (1983) define la razén como la comparaciéon

entre magnitudes y cantidades de magnitud.



Proporcion y proporcionalidad
En Cano (2012) se cita a Karplus et al. (1983) para definir la

proporcionalidad, la que se establece como:

“Por otra parte, se tiene que la esencia natural de la
proporcionalidad de la interdependencia lineal de dos variables
X e Yy, se puede describir como sigue: para -cualquier
correspondencia existente entre x e y, existe la misma
correspondencia entre todos los multiplos iguales de x e vy.
Dicho de otra forma, la proporcionalidad no puede estar
divorciada de la comprension de funciones lineales (Karplus, et
al, 1983).”

El razonamiento proporcional es un tipo de pensamiento complejo que
involucra el reconocimiento de comparaciones entre magnitudes y
comparaciones multiples. También, se considera al razonamiento
proporcional como la base del pensamiento y desarrollo de la aritmética
en nifios (Holguin, 2012)

Para Piaget, el pensamiento proporcional (razonamiento proporcional)
es una habilidad cognitiva del ser humano y que marca la diferencia
entre sus etapas pre-operacional y operacional. Con respecto al
razonamiento proporcional I6gico y matematico, (Obando et al. 2013)

dice:

Bajo el aspecto ldgico, la proporcibn es un esquema que
establece relaciones entre relaciones (una razén es una
relacion entre dos variables, y la proporcion una relacion de
equivalencia entre dos razones) e implica el recurso a una
I6bgica de segundo orden. Bajo el aspecto matemaético, las

compensaciones cuantitativas asumen la forma de esquemas



proposicionales de equivalencia (coordinacién de los procesos
de covariacibn entre variables 'y sus respectivas
compensaciones) que permiten garantizar que en el proceso
de variacion se conserve invariante un cociente o un producto

(si § = i—: entonces xy’ = x'y).

Por tanto, es importante generar el razonamiento proporcional en
estudiantes de temprana edad, desde la ensefianza de figuras y
patrones hasta una mateméatica mas formal. Sin embargo, se debe ser
cuidadoso con la edad en que se ensefian para implementar su
desarrollo, puesto que si se adelanta la ensefianza cuantitativa, puede
generar que no se comprendan los conceptos al transcurrir el tiempo
(Piaget, 1958). Por el contrario, si se omite esta ensefanza, los
resultados posiblemente sean una mera entrega de tecnisismos. Al
ocurrir lo anteriormente mencionado, estamos frente a la ausencia de

desarrollo de la habilidad del razonamiento proporcional.

1.4 Objetivos de investigacion

Objetivo general:

Estudiar actividades de aula que faciliten en el alumno el transito entre
la razén y la proporcionalidad hasta la funcion lineal.

Objetivos especificos:

1. Estudiar 3 situaciones de clases que faciliten en estudiantes de 8°
grado avanzar en la comprension de relaciones funcionales.

2. Potenciar en estudiantes de 8° grado la comprension de la
estructura multiplicativa de los numeros racionales positivos,
dando significado a las operaciones con cantidades de magnitud,

en relacion a las unidades de medida.



Capitulo 2

Marco tedrico y Metodologia de la

iInvestigacion

2.1 La Transposicion Didactica

La transposicion didactica se comprende como la transformacion del
conocimiento del saber sabio al saber ensefiado. Para que ello sea
posible, se deben modificar ciertos contenidos que son seleccionados
para ser transformados en contenidos ensefables, en este proceso el
concepto sufre de una descontextualizacion y una recontextualizacion
cuando es ensefado. Chevallard (2007) define a una transposiciéon
didactica como “la transformacion del saber cientifico o saber erudito en
un saber posible de ser ensefiado.”

Es todo el proceso de trasformacion que se hace desde que se designan
los contenidos de saberes y pasan a ser contenidos a ensefar, surgiendo
asi el proyecto social de ensefianza-aprendizaje. Estos contenidos a
ensefar pre-existen al movimiento que los designa como tales (a la
noosfera), pero a veces son producto de verdaderas creaciones
didacticas. Vemos entonces que cuando un saber a ensefiar ha sido
designado sufre un conjunto de trasformaciones adaptativas hasta llegar

a ser un objeto de ensefanza. Desde el momento en que la noosfera



designa qué conocimiento serd un saber a ensefar, éste debe ser
expuesto a la transposicion didactica que trasforma dicho saber a

ensefnar, como ya se ha mencionado, en un objeto de enseflanza.

El mecanismo de transposicion deja a la luz cuales son los saberes aptos
para ser ensefados y aquellos que no pueden ser llevados a la escuela.
La transposicion didactica ha reformulado constantemente en el marco
escolar los conceptos que deben ser ensefados, siendo un proceso de
renovacion sobre los conceptos a enseflar desde los conocimientos
académicos, el cual llega a descontextualizarse para contextualizarse y

ser ensefiado.

En relacion a la ensefianza, la Transposicion Didactica define la vigilancia
epistemolodgica, siendo la actitud critica relativa a los modos del saber y
sus transformaciones. Es la posibilidad que tiene el profesor ante
algunas ensefianzas de ser capaz de reflexionar sobre su practica
pedagdgica, aludiendo a la atenta mirada que debe haber entre el saber
sabio y el saber ensefar. A ello, el docente debe preguntarse, criticar y
reflexionar sobre su practica. Por tanto, todos aquellos cuestionamientos

conceptuales en relacidon a su practica se validan constantemente.

El ejercicio del docente de mantenerse reflexivo (vigilancia
epistemolodgica) posibilita el andlisis cientifico del sistema didactico y
sirve para hacer evidente lo que no se ve, para hacer mas claro lo que
no lo es tanto. En general el docente no le presta mucha atencién a esta
transposicion y en el caso de que la reconozca lo hara con la actitud de
que esta descubriendo algo oculto y con la sensacion de culpabilidad
ante la verdad matematica. Tal vez, por eso se observa una cierta

resistencia a ver, admitir o aceptar el andlisis didactico.

Un conocimiento cientifico llega hasta el docente como un objeto de

ensefar util para la economia del sistema didactico, producto de la

10



transposicion didactica, cuyo trabajo contina después de la

introduccioén didactica del objeto a saber.

Chevallard (2000), en su teoria distingue tres tipos de objetos de saber
en el campo de las matematicas con el fin a ser utilizada para el analisis
epistemologico del funcionamiento didactico del saber. Estos se

clasifican en:

* Nociébn matematica: Generalmente son construidas y pueden
adoptar la forma de una definicibn o una construccion (la
construccion también puede ser una definicibn) y poseen
propiedades y ocasiones de uso. El profesor espera frente a estos
objetos de saber, que son las nociones matematicas (objetos y
herramientas de estudio), que el alumno sepa reconstruir una
definicibn, demostrar una propiedad, reconocer ocasiones de uso.
Solamente las nociones matematicas son candidatos para ser
objetos de ensefianza o de saber.

* Nociones paramatematicas: Son pre-construidas por mostracion, y
que sirven como herramienta de la actividad matematica (y no
como objeto de saber), que ayudan en Ila ensefianza y el
aprendizaje de los objetos matemaéatico. Estas nociones no son
ensefiadas, mas bien son objetos de estudio que entran en el
campo de percepcion didactica, de manera que el docente toma
conciencia de ellos y les da un nombre.

* Nociones protomatemaéticas: son movilizadas implicitamente en el
contrato didactico, y que estan referidas a las competencias o
capacidades del alumno, mantenida generalmente en forma
implicita (oculta). Si bien el profesor no explicita estas
capacidades, si estan definidas entre los objetivos de la ensefianza
como parte de las capacidades que el estudiante debe tener.

Sus propiedades se utilizan para resolver cierto tipo de situaciones

11



problematicas, pero no se reconocen ni como objeto de estudio ni

como herramienta.

2.2 Teoria de Situaciones Didacticas

Para dar sentido a la realizacion de la secuencia didactica, se utilizard la
teoria de las situaciones didacticas de Guy Brosseau. Esta teoria se
contrapone a la ensefianza tradicional donde el estudiante solo recibe
los conocimientos que son entregados por el docente y siendo un agente
pasivo en el proceso de aprendizaje, comprendiéndose este tipo de
enseflanza como el acto de transmitir saberes. Sin embargo, la teoria
de situaciones didactica propone a la ensefianza como eje articulador
de conocimientos, es decir que la ensefianza de un objeto matematico
genere conocimientos, en la cual se puedan establecer relaciones para

transformarla y reorganizarla en un nuevo saber.

Brusseau (2007), toma ciertos componentes de la epistemologia de
Piaget para explicar que el conocimiento matematico no se genera de
forma espontanea, sino que se requiere de tres componentes: el
docente, el estudiante y el medio didactico. El docente proporciona el
medio didactico y el estudiante interactia con este medio para construir
conocimientos. La adquisicion del conocimiento es un proceso dentro de
un sistema, el que a su vez se encuentra formado por diversos

subsistemas que se relacionan entre si.

En la teoria se considera que cada conocimiento matematico posee una
situaciéon que la caracteriza, y desde ahi es posible articular una
situacion didactica que responda a las necesidades sobre lo que se
desea que el estudiante adquiera. Para ello es importante que las
estrategias que aportaran a la construccion de un conocimiento sean

disefiadas por el docente con la intencionalidad de lograr un objetivo

12



previamente establecido. Algunas situaciones requieren de los
conocimientos previos de los estudiantes para la construccion de un
saber, sin embargo hay otras que permiten al estudiante construir por si

MisSmo un nuevo conocimiento.

Se identifican dos formas de articular las situaciones para generar
conocimientos; la situacion didactica y la a-didactica; la primera hace
referencia a que una situaciéon esté construida de manera intencional por
parte del docente con el fin de que el estudiante adquiera un saber
determinado, por medio de la interaccion entre el docente y el
estudiante. En cambio, en la segunda el estudiante interactia con una
problematica y es él quien decide qué estrategia utilizara y cual sera
mas eficaz sin la intervencion del docente en lo que concierne al saber

que esta en juego.

Dentro de la Teoria de Situaciones Didacticas se pueden identificar las
fases por la cuales debe transitar el estudiante para la construccion
progresiva de un conocimiento. Estas son: accién, formulacion,

validacioén e institucionalizacion.

* La situacion acciéon: El estudiante interactia sobre un medio
didactico y aplica sus conocimientos previos y desarrolla un
determinado saber.

* La situacion de formulacion: El estudiante debe comunicar las
estrategias que considerd apropiada.

* La situacion de validacion: se pone en juicio los conocimientos
obtenidos por los estudiantes y el docente se cerciora si estos
conocimientos son correctos.

* La situacidon de institucionalizacion: se relaciona las conclusiones

obtenidas por los estudiantes con el saber matematico.

13



2.2.1 Obstéaculos

El Obstaculo para Brousseau (2007) es un conocimiento que en un
ambito da resultados correctos, pero que resulta falso o inadaptado en
un ambito nuevo o mas amplio, y donde se establece un nuevo
conocimiento en contra del anterior de manera que no existe relaciones
l6gicas y evidentes entre ambos, mas bien existe una relacion de
competencia. Estos conocimientos no son construcciones personales,
son respuestas universales en ambitos precisos y aparecen
necesariamente en la génesis histérica o didactica de un saber. Se
manifiestan a través de errores del estudiante, errores unidos por una
fuente en comudn, una manera de conocer, una concepcion caracteristica
coherente, aunque no correcta a un conocimiento anterior que tuvo
éxito en otro dominio, pero no en el que se estd usando en ese
momento.

Los obstaculos son parte del acto mismo de conocer y no desaparece
con el aprendizaje de un nuevo conocimiento, sino que pone resistencia
a la adquisiciéon del nuevo conocimiento y cuando las circunstancias lo
permiten reaparece, por lo que el obstaculo es constitutivo del saber y
como tal, no hay que rechazarlo, es un conocimiento legitimo e
inevitable. No se pueden ni se deben evitar, son constitutivos del

conocimiento mismo.

2.3 Ingenieria Didactica

La ingenieria didactica es una metodologia de investigacion
fundamentada por Artigue (1995), y se basa en la teoria de situaciones
didacticas Brousseau (2007) y en la transposicion didactica Chevallard,
(2000). Esta metodologia de investigacibn nace a comienzos de los

ochenta en la escuela didactica francesa y su aporte ha sido

14



fundamental en el estudio de situaciones didacticas para evidenciar el
proceso de ensefianza y aprendizaje, ademas de contribuir con estudios

cientificos sobre la disciplina.

Artigue (1995) define a

“la ingeria didactica con este término a una forma de trabajo
didactica equiparable con el trabajo del ingeniero quien para
realizar un proyecto determinado, se basa en |los
conocimientos cientificos de su dominio y acepta a someterse
a un control de tipo cientifico, Sin embargo al mismo tiempo,
se encuentra obligado a trabajar con objetos muchos mas
complejos que los objetos depurados de la ciencia y, por lo
tanto, tiene que abordar practicamente, con todos los medios
disponibles, problemas de los que la ciencia no quiere o no

puede hacerse cargo” (p.34).

La ingenieria didactica como proceso integra tres dimensiones: la
epistemologia como eje de la investigacion, relacionado a los saberes
que se encuentran en juego, la cognitiva en relacion al saber en
funcionamiento, es decir, los procesos cognitivos que se encuentran al
momento del aprendizaje y la didactica que se relaciona al sistema de

enseflanza-aprendizaje en el cual se ve inmerso el estudiante.

Como metodologia de investigacion, se caracteriza por la observacion y
el analisis de secuencias de ensefianzas. Sin embargo, va a depender de
la investigaciéon didactica que se desee llevar a cabo. En la investigacion
didactica se distinguen dos grandes niveles: la micro y macro-ingenieria.

Las investigaciones relacionadas a la micro-ingenieria son mas practicas
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y locales en cuanto a los fendmenos de clases, en cambio, la macro-
ingenieria estudia los fendbmenos con mayor profundidad. A pesar de
todas las dificultades metodoldgicas e institucionales que impone, esta

se hace indispensable.

2.3.1 Fases de la metodologia de una Ingenieria didactica

Artigue (1995) define cuatro fases temporales en el proceso

experimental, las cuales son:

Primera fase: Analisis Preliminares (describe el contexto). Hace
referencia a los conocimientos tedricos didacticos generales como
especificos del campo de estudio como son: el analisis epistemoldgico
sobre el objeto matematico que se encuentre en estudio, la ensefianza
tradicional y sus efectos, los estudiantes, los obstaculos y dificultades
que determinan su evolucion, las condiciones donde se presenta el
estudio didactico y los objetivos en que se enmarca la investigacion,
entre otros andlisis. Los andlisis preliminares enmarcan la investigacion

y son la base de la ingenieria didactica.

Segunda fase: Concepcién y analisis a priori de las situaciones didacticas
de la ingenieria. En esta segunda fase, el investigador debe tomar
decisiones sobre las variables del estudio y elige sobre las cuales desea
trabajar, ademas de dejar otras como modo de restriccion. Las variables
que se consideren pertinentes para el investigador se clasificaran en dos

niveles una de manipulaciéon y otra de comando.

* Las macro-didacticas o globales concernientes a la organizacion
global de la ingenieria didactica
e Las variables micro-didacticas o locales concernientes a la

organizacion de una secuencia o de una fase.
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Los analisis a priori estan conformados por una parte que es descriptiva
y otra predictiva, la primera se centra en el proceso de ensefanza-
aprendizaje que se generan, en cambio la segunda corresponde a los

resultados que se espera producir, tanto probable como segura.

Tercera fase: Experimentacion o realizacion didactica. En esta fase se

lleva a cabo la situacion didactica sobre el grupo de estudiantes.

* La explicitacién de los objetivos y condiciones sobre la realizacidon
de la investigacion a los estudiantes que seran sometidos a la
investigacion.

* El establecimiento del contrato didactico.

e Aplicacion del instrumento de investigacion.

e Se registran los datos observados mientras dura la

experimentacion.

Durante el transcurso de esta fase se respetan las decisiones abordadas

en el andlisis a priori.

Cuarta fase: Analisis a posteriori y validacion. Esta fase, sigue un
analisis a posteriori que se basa en los datos recogidos a los largo de la
experimentacion, de las observaciones realizadas en la secuencia de
ensefanza y las producciones realizadas por los estudiantes, tanto en
clase como fuera de ella. Todos estos datos son complementados con
los de metodologias externas, es decir, con cuestionarios, entrevistas
individuales o grupales que fueron aplicadas en el momento de
enseflanza o en el transcurso de esta. Al recoger los datos, estos son
confrontados entre el analisis a priori y a posteriori, validandose de la

hipotesis formulada por la investigacion.

La ingenieria didactica como metodologia de investigacion ha permitido

contribuir a la didactica desde un enfoque cientifico, en donde el

17



investigador se sumerge en la enseflanza de los sistemas educativos y
da respuestas a necesidades permanentes que se encuentran en el
proceso de ensefianza y aprendizaje, ademas de generar innovacion en
situaciones de aprendizaje sobre un objeto matematico en estudio. Ante

esta nocién, Douady (1995) sefala que:

“ ... el término ingenieria didactica designa un conjunto de
secuencias de clases concebidas, organizadas y articuladas en
el tiempo de forma coherente por un profesor ingeniero para
efectuar un proyecto de aprendizaje de un contenido

matematico dado para un grupo concreto de alumno”

Por ultimo, a diferencia de otro tipo de investigacion la ingenieria
didactica tiene la capacidad de validarse en si misma, por medio de la
comparacion del analisis a priori y posteriori, lo cual permite rectificar la

hipotesis planteada anteriormente en el analisis a priori.
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Capitulo 3

Analisis preliminar

Para el analisis de investigacion asociado a la ingenieria didactica se

tomaron a considerar los siguientes componentes.

La realizacion de este analisis preliminar sera de caracter sistematico,

en el cual se abordaran las siguientes dimensiones:

Epistemoldgica. En esta dimension se realiza un estudio histérico
sobre los conceptos matematicos analizados en este escrito
(razén, proporcionlidad y funciéon lineal). Dicho estudio tiene como
finalidad el conocimiento de las caracteristicas matematicas de los
conceptos mencionados anteriormente.

Didactica. En esta dimensién se mencionan los programas de
estudios chilenos, especificamente los contenidos minimos
obligatorios.

Cognitiva. En esta dimension, se describe el contexto que se
encuentra inserto el grupo de estudio y se muestran resultados

sobre las dificultades y errores sobre los conceptos en estudio.
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3.1 Dimensidon epistemoldgica

Se identifican tres grandes hitos en la historia sobre la iniciacion y
desarrollo del concepto de razén y proporciéon. Estos son Elementos de
Euclides (s. 1l a. C), el comentario de Lui al Jiu zhang suan shu (s. I11),

y en los comentarios de Ommar al- Khayyan a Elementos (s. XI).

El primer tratamiento sobre razdén y proporcibn se encuentra en la
cultura egipcia en el papiro de Rhind donde su uso se centraba en
problemas de uso cotidiano, también se encuentran evidencias en los
textos hindues en el manuscrito de Bakshali, formado en los primeros
siglos de esta era. De igual forma se encuentran escritos en la cultura
china en el siglo I, y en textos de la matematica arabe, en la obra de
AL-Biruni (s.X), aunque se encuentra en un periodo mas tardio. En la
matematica babilénica, que es anterior a la griega, el uso de la
proporcionalidad se encontraba en problemas de caracter tanto como
astronémicos, de area, de volumen y mercantil (Acosta, 2011). También
se encuentran escritos sobre el uso de la razén y la proporcion en la
cultura griega. Dicha cultura obtuvo resultados primitivos de linealidad,
los cuales fueron adoptados por las culturas china, hindu, arabe y en la

Europa medieval (Ceballo 2012).

Desde entonces, los problemas relacionados a  estructuras
multiplicativas, no han dejado de estar presente con un fundamento
matematico que se relaciona con los conceptos de razén y proporcion de
Euclides. El uso del razonamiento proporcional, es considerado como
una de las mas importantes por sus numerosas aplicaciones desde la

practica ancestral (Gomez 2006). Estos son algunos ejemplos practicos:

* La regla de compainias (reparto de beneficio).
* La regla conjunta (trueques).

* Los cambios de una moneda por otra
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* Las escalas.

* La tara, el seguro, el descuento, la averia (porcentaje).

* Las acciones simultaneas (problemas de de grifos, relojes,
moviles, trabajos en conjunto y similares.

* Los arrendamientos, entre otros.

En los libros V y VII de Elementos de Euclides se encuentran los

tratamientos tedricos de los conceptos de razén y proporcion.

3.1.1 Razdén y proporcion en los Elementos de Euclides

Se utilizara como sustento tedrico la tesis doctoral de Antonio Oller
(2012) obteniendo conceptos epistemoldgicos sobre el uso de la razén.

De los trece libros que conforman la obra de Euclides, en el V se define
el concepto de razén como “..una razén es determinada relacion con
respecto a su tamafo entre dos magnitudes homogéneas” (V, Def. 3).
Esta definicibn permite comprender el caracter no numérico que
presentaban las razones y que no expresa el concepto de igualdad
entre estas, expresandolas “..que guardan razén entre si las
magnitudes, que al multiplicarse, pueden exceder una a otra” (V, Def.
4), reforzando el hecho que no hay una forma sistematica de definir las
operaciones entre razones, y solo se considera razones de la misma
especie, es decir entre numero o magnitudes homogéneas, pero no
entre numero y magnitud; no es considerado por el paradigma griego.
En el libro VII se presenta la razén entre dos nimeros o magnitudes

homogéneas como un proceso definido como antifairesis.

“El proceso se lleva a cabo del siguiente modo: dado dos
niameros o0 magnitudes homogéneas, se resta el menor al
mayor tantas veces como se pueda hasta que quede con resto

menor que el menor de los numeros de partida. Entonces se
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repite el proceso tomando como partida el menor de los

ndameros iniciales y el resto de forma sucesiva” (Oller, 2012).

El proceso de antifairesis permite comprender el caracter no numérico
que presentaba las razones, pero si como un proceso de medida, en el
cual se debia utilizar regla y compas para su realizacion. No obstante el
uso de este procedimiento era complejo, ya que traia dificultades en su
manejo. Es importante destacar que para el caso de numeros el proceso
tiene un caréacter finito, en cambio en magnitudes homogéneas no
necesariamente debiese ser asi, debido a que la sucesion definida por la
antifairesis en algunos casos eran infinitas y periddicas.

La definicién entregada por Euclides sobre el concepto de razén permite
construir toda la teoria de las proporciones del libro VII, sin embargo la
teoria original de ambito aritmético se encuentra en el libro V, pero para
el caso de las magnitudes se tuvo que idear una nueva teoria que
Eudoxio 370 A.C. da solucion y tomando algunos elementos para la
definicion de razén entre magnitudes homogéneas considerando solo las
de caracter geométrico, definiéndose “guardar la misma razén” y

“guardar una razén mayor” como:

“Una primera magnitud guarda la misma razén con una
segunda y una tercera con una cuarta, cuando cualquiera
equimultiplos de la primera y la tercera exceden a la par, sean
iguales a la par o resulten inferiores a la par, que cualquiera
equimultiplos de la segunda y la cuarta, respectivamente y

tomadas en el orden correspondiente” (V def. 5)

Esta definicibn da validez a cualquier tipo de magnitudes, tanto
conmensurables como inconmensurables, permitiendo dejar de lado

sucesiones definidas por la. antifairesis. El problema surge en la
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existencia de dos teorias; una para el uso de niumeros y otra para el uso
de magnitudes, teniendo como consecuencia dos tratamientos
radicalmente diferentes, en el cual hay que probar resultados similares
dos veces. Todo esto debido a que lo griegos no ideaban la relacién
entre niumero y magnitud. No obstante, en el libro X se concibe que dos
magnitudes sean conmensurables si guardan la misma razén con un

ndmero y otro.

3.1.2 La razdén y la proporcion desde el enfoque Chino

La cultura griega no es la Unica en donde se pueden encontrar intentos
de fundamentar esta teoria, como es el caso de los Elementos de
Euclides, sino también en la cultura oriental donde el uso de la
proporcibn es de caracter funcional pero con la necesidad de
fundamentar tedricamente el método y los algoritmos utilizados.

En el texto matematico chino Jiu Zhang Suan Shu (Arte de las
matematicas) se encuentran problemas de caracter proporcional. Estos
son descrito por el matematico Liu Hui (s. I1l) que en sus comentarios
aclara los métodos utilizados sobre el concepto de proporcién, y lo
define como “una conjunto de numeros correlacionados” y enumera

algunas propiedades y operaciones, las que define como:

“Las I0 pueden convertirse unas en otras. Si hay fracciones es
una LU, esta puede convertirse en otras en enteros
multiplicando por un numero adecuado. La lU se pueden
simplificar reduciéndolas usando el comun denominador”

(Kangshen, 1999, p 80).

La 0 se comprende como el conjunto de magnitudes directamente
proporcional y se interpreta a la razén entre dos magnitudes como su

I, cuando una de ellas toma el valor unitario. Este procedimiento no se
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asemeja al utilizado por antifairesis de Euclides, pero es idéntico al
algoritmo de la simplificacion de fracciones utilizado por el paradigma
griego. Este contexto permite la relacion directa entre dos magnitudes
distintas (razones externas frente a las internas) a diferencia del
enfoque griego que no concebia esta relacion debido a que solo se
considera entre magnitudes homogéneas de la forma a:c y b:d. El
método descrito por Liu Hui sera conocido posteriormente como la regla
de tres, de cinco y superior.

De los dos enfoques ya mencionados, se mantiene en la posterioridad la
potente teoria griega y el uso de la técnica oriental que es abordado por
la cultura arabe. Los arabes tienen la inquietud de fundamentar
tedricamente el algoritmo y la técnica oriental, la cual no podia ser
justificada por la teoria griega de las proporciones, debido a que solo se
consideran magnitudes homogéneas. En la Baja Edad Media surgen
algunas respuestas al problema sobre la definiciéon y la naturaleza de
las razones debido a la difusibn sobre los Elementos de Euclides, por
medio de traducciones y copias, pero aun no era suficiente para formar
una teoria. De estas dos corrientes culturales surge la problematica de
fundamentar tedricamente las razones y proporciones, debido a su

origen practico utilizado por la tradicién oriental.

3.1.3 Los arabes hacia la aritmetizacion del uso de la proporcion

La cultura arabe propone una visibn numérica de la teoria de la
proporciones, a diferencia a la descrita en los Elementos. El matemético
Omar al Khayyam quien en su obra Comentarios y Dificultades del
Postulado del Libro de Euclides estudia detalladamente el libro IV y V,
definiendo elementos de la geometria euclidiana y extiende sus
resultados sobre el concepto de razén, desarrollando la multiplicacion
entre razones Yy probando la nocién de igualdad propuesta por Eudoxio

(s. Il a.c.), basada en las fracciones enteras equivalentes. Su aporte se
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centra en el concepto de igualdad entre razones definidas por Euclides
y la sustituye por un igual, recurriendo a un procedimiento similar al

limite. Omar al Khayyam define:

“Toda razén de magnitudes tanto conmensurable como
inconmensurable puede ser considerada como un numero y
dos razones son iguales si pueden expresadas mediante la
razon de numeros enteros, con un nivel de precision tan

grande como se desee” (Solaeche 2002).

El caracter inductivo que realiza Omar al Khayyam contribuye y amplia
la definicion de razén, ademas de considerar la razén entre el lado del
cuadrado y su diagonal (v2) -ya expuesto con anterioridad por Euclides-
da la razén entre el perimetro de la circunferencia y su didmetro (7) no
pueden igualarse nunca a otra razén, lo que no se encontraba definido
en los Elementos de Euclides. El aporte de Omar al Khayyam consisti6
en ampliar el concepto de numero e incluir los racionales positivos (Mora
2000).

Por dultimo, el uso del algebra en la resolucion de los problemas
aritméticos, algebriza la proporcion en los procedimientos, esto se
aprecia en el tercer capitulo del &lgebra de al- Khwarizmi vy
posteriormente en el siglo XV cuando se incorpora la utilizacion del

simbolismo para la representacion de una proporcion.

3.1.4 Uso de la regla de tres y el orden de términos

Desde sus inicios se adopté una forma estandar para ordenar los datos
desde Bakshali, se ha mantenido la formacién de estos. Para esta

ordenacion se tenian dos condiciones: que el primer y el tercer término
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fueran de la misma especie o denominacién®, y en segunda condicién
que el resultado del cuarto y término, que se obtiene al hacer el
producto del segundo por el tercero, fuera de la misma especie del
segundo término. Por otra parte, en los Elementos ya se encontraban
tratamientos tedricos de los conceptos de razén y proporcién, que se
aproximan a los utilizados en la actualidad. Este tipo de ordenacion se
mantuvo hasta el siglo XIX siendo considerada fundamental en la
aritmética (Oller, 2012).

Sin embargo, en las costumbres aritméticas italianas durante el periodo
del Renacimiento, se separan los numeros con una linea horizontal
como se presenta en el siguiente ejemplo: a—b—c. De esta misma
forma también era realizado en Espafia. Pero otros autores, como
Tartaglia (citado en Gomez, 2006), plantea a la proporcién con lineas
verticales a||b||c para resaltar la proporcion que subyace a la regla de
tres y se recurre a los signos que denotan como la razbn vy a la
igualdad de razones: el punto y los dos puntos representados de la

siguiente forma a.b:c.

Posteriormente, para distinguir la proporcibn geométrica de la
aritmética, se distinguid por el punto en un caso, y por el doble punto en
el otro, para separar los términos de la razon. Dos dobles puntos
indicaban la igualdad de razones. Esta es la manera universalmente
empleadaa.b: : c:. Por dltimo, se introdujo la linea fraccionaria para
indicar la proporciéon de la forma de ecuacidon a/b = c¢/x empleada por
Vallejo (1841 citado en Gémez 2006).

Al inicio del siglo XIX el método algebraico era considerado como la
principal forma para resolver determinados problemas de larga tradicion

aritmética. Este método se aplicaba a problemas de razén y proporcién

1 .z , .
Se comprende como la relacidn entre nimero o magnitudes
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cuando se planteaba su resolucién considerando las razones como
fracciones y la proporcibn como una ecuacion. El algebra comenzé un
proceso de cambio de ubicacién de problema de regla de tres, y las que
dependen de ellas, como es el paso de la aritmética al &algebra, para

posteriormente el estudio de ecuaciones.

La incorporacion del algebra modificé los aspectos del método de la
proporcion de dos formas, donde antes se utilizaba el lenguaje de
puntos, ahora se utilizara la igualdad de razones y la incégnita
(a.b: :c »a/b=c/x); donde anteriormente se aplicaban Ilas

propiedades de proporcién ahora se despeja la incégnita.

Ulteriormente se produce un periodo donde surge el método de
reduccion de la unidad. Es una etapa de resistencia de sacar los
problemas de regla de tres de la aritmética para introducirlos al algebra.
Se impuso un método para resolver este tipo de problemas, basado en
el razonamiento, el cual no depende de las proporciones ni de las
ecuaciones, sino se encuentra centrado en el analisis. En sintesis, el
meétodo consiste en encontrar el valor de la magnitud de la misma
especie de la incégnita que corresponde a un valor de la otra magnitud

con valor uno.

Vallejo (1841) utiliza el método de la reduccién de la unidad y da un
fundamento matematico a lo que hoy conocemos como la regla de tres.
Sin embargo, no confia en su potencialidad como método de resoluciéon
de problemas, debido a que produce errores cuando no se ordenan los
términos de forma correcta. A pesar de dicha dificultad, con el tiempo
este método es utilizado en la resoluciéon de problemas, y ocupa un
espacio predominante tanto en la ensefianza de la aritmética como en el
algebra (Gémez, 2006).
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En el siglo XIX el uso del la regla tres se encuentra desplazada por la
funcion lineal, la tabla de doble entrada y las representaciones graficas.
La nocidn de linealidad surge desde que se trabajan las ecuaciones
lineales -desde los egipcios- y de forma implicita en los Elementos de

Euclides.

3.1.5 Hacia la Funcioén lineal

Se identifica un sustento tedrico acerca de la nocién de proporcionalidad
directa sobre la linealidad, evidenciable en las culturas ancestrales.
Hay que resaltar que las primeras culturas que exponen sobre el
concepto de proporcion tienen un uso mas practico, de caréacter
cotidiano, como es de la cultura oriental. En cambio, en la Grecia clasica
se presenta un enfoque de ambito tedrico, junto con la idea naciente de
linealidad, con caracteristicas cientificas relevantes para el periodo
histérico. Mas, el concepto de linealidad no emerge con naturalidad,
debido a la inconmensurabilidad de la proporcionalidad, ya que se
disocia entre niumero y magnitud; el uso del algebra. La vision estatica
de la matematica y la comparaciéon entre magnitudes homogéneas,
impedia observar la dependencia entre las variables asociadas, ya que
existe una fuerte relacién de la geometria como sustento tedrico, como
los demuestran los escritos Euclides, Arquimedes Eudoxio, Apolonio (s.
11l y V) entre otros.

A partir de la evolucién sobre el concepto de proporcionalidad, la nocion
de linealidad emprende una estructura méas formal, por medio de
postulados y demostraciones de teorema geométricos, desprendiéndose
de la proporcionalidad directa. Los siglos XVII y XIX definen el periodo
donde se inicia la distincién conceptual entre proporcionalidad directa y
la linea recta, lo que se explicita en los trabajos de Oresme, Galileo,
Descartes, Leibniz, Newton, Euler, hasta llegar a las concepciones mas

recientes relacionadas con la teoria de conjuntos (Vargas, 2011).
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Descartes (1596-1650) funda el primer sistema matematico sobre
meétodo de investigacion de lo sencillo al abstracto, de la hipotesis a la
evidencia. Prosigue lo estudios realizados por Viéte sobre la relaciéon
entre el algebra y la geometria, Descartes aporta con la ordenacién y
medida, estableciendo que los problemas geométricos de caracter lineal
y cuadratico se pueden resolver usando regla y compas, considerando
como problemas en el plano cartesiano. También es el primero en
desarrollar el concepto de funcion de forma analitica, al relacionar una
curva con una expresion algebraica. Ademdas, establece que una
ecuacion se representa de la forma x e y, mostrando el concepto de
dependencia entre cantidades, en donde los valores de una pueden
calcularse a partir de los valores de la otra, generando un lugar
geométrico (en términos modernos f(x,y) =0) representando un
sistema de ejes cartesianos. La linealidad adopta una representacion
analitico-geométrica, lo cual permite representar lo geométrico por
medio del algebra permitiendo el transito entre una y la otra.

Leibniz (1646-1716) describe una funcibn como una cantidad formada a
partir de cantidades indeterminadas y constante, lo considera como el
Célculo de Variaciones. Siendo la teoria matematica que desarrolld6 mas
la conexién con el concepto de funcién.

Gousat (1858-1936) da la definicibn que para el presente es la mas
utilizada. “Se dice que y es una funcidon de x si a cada valor de x le
corresponde un valor de y, esta correspondencia se indica mediante la
expresion y =f(x)” Vargas (2011).

Gomez (2011) especifica que en los libros de textos escolares se utilizan

dos definiciones, como las siguientes:

“Dados dos conjunto de objeto el conjunto A y el conjunto B,
una funcién es una ley que asocia a cada objeto A uno y solo

un objeto en B. Y la otra, fundamentada en el producto
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cartesiano y en consecuencia relacionada con la geometria

cartesiana y los sistema de coordenadas”.

En relaciéon a la definicion de funcién lineal en el libro de Apostol (1967)
se asocia el término de una funcion lineal como aquella que se
determina por la formula y =mx+b y tienen como gréfica una linea
recta, que define el enfoque cuando se asocia la funcién lineal a la
relaciéon de proporcionalidad directa entre dos variables, estableciendo la
diferencia entre funcion lineal y afin.

En relacién a los conceptos epistemoldégicos estudiados, cabe mencionar

los obstaculos asociados que se han generado.

3.1.6 Obstaculos

1. Razoén. Desde los griegos hasta el s. XV la proporcién era escrita
como una forma discursiva (antifairesis) y no como una relaciéon
de equivalencia de razones, de tal forma el aspecto funcional de la
proporcion queda totalmente oculto.

2. La homogeneidad de las variables. Los griegos no concebian la
relacion entre magnitudes que no fueran de la misma especie,
esto impedia encontrar la dependencia entre variables de
diferentes magnitudes.

3. La concepcidon geométrica de las variables. La matematica griega
emerge desde la concepcibn geométrica cuyos elementos
primarios son los segmentos, con ello definieron todas las
operaciones basicas matematica, pero no podia considerar el
producto de un niumero mayor de segmento, y en la division solo
era posible cuando el dividendo era mayor. Por tanto, el concepto
de linealidad no emerge con naturalidad debido a Ila

inconmensurabilidad entre magnitudes.
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4. La disociacion entre la proporcionalidad y la funcion lineal. Las
ideas de cambio y de cantidad variable se encontraban en el
pensamiento griego, sin embargo eran consideradas como algo
externo a la matematica, y solo establecen relaciones estaticas en
términos de incégnitas mas que en términos de variables. Esto
condujo a tratar la proporcionalidad y ecuaciones, y no a las

funciones del tipo lineal.

3.2 Dimension didactica

Se observa en los programas de 7° grado que se propone el estudio de
la proporcién, la cual se encuentra centrada en el eje numero y
operaciones. Este eje abarca tanto el desarrollo del concepto de
namero, como también la destreza del calculo mental y escrito. El
objetivo es que lo estudiantes utilicen conocimientos adquiridos en afnos
anteriores, para la comprensiéon y el aprendizaje de variaciones
proporcionales, operatoria con numeros naturales y racionales
(fracciones y numeros decimales). A su vez, es importante que los
estudiantes recuerden propiedades de figuras geométricas,
especialmente, en aquellas centradas en el calculo de area y perimetro
en triAngulos y cuadrilateros. Con esto se espera que comprendan el
comportamiento proporcional de estas figuras, considerando las
caracteristicas especificas de cada poligono y de las situaciones

particulares planteadas.
Contenidos Minimos Obligatorios.

» Empleo de procedimientos para identificar magnitudes que varian
en forma proporcional, interpretacion de una proporcién como una

igualdad entre dos razones cuando las magnitudes involucradas
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varian en forma proporcional, y sus aplicaciones en diversas
situaciones.

* Resolucion de problemas en contextos variados en los que se
utilizan proporciones enfatizando en aspectos relativos al analisis
de las estrategias de resolucidon, la evaluacién de la validez de
dichas estrategias en relaciéon con la pregunta, los datos y el

contexto del problema.

En 8° grado el estudio de la proporcionalidad directa se orienta en el
estudio de funciones en diversos contextos y los reconocimientos de sus
elementos constituyentes. Se pretende que los estudiantes utilicen sus
conocimientos previos sobre el lenguaje algebraico, ecuaciones y
representaciones en situaciones diversas y significativas, asi como
también, en actividades que involucren los conceptos de razén y

proporcion.

También, se estudian situaciones que incluyen magnitudes
proporcionales y no proporcionales, relaciones de proporcionalidad
directa e inversa como una funciéon. Su objetivo se centra en que lo
estudiantes planteen y analicen algunas funciones sencillas, y comparen
variables relacionadas en forma proporcional y no proporcional, que
representen como una funcidon relaciones de proporcionalidad directa e

inversa mediante el uso de tablas y graficos.
Contenidos Minimos Obligatorios.

* Planteamiento de ecuaciones que representen la relacion entre dos
variables en situaciones o fendmenos de la vida cotidiana y el
analisis del comportamiento de dichos fendmenos a través de
tablas y gréficas.

* Reconocimiento de funciones en diversos contextos, distincion

entre variables dependientes e independientes en ellas e
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identificacion de sus elementos constituyentes dominio, recorrido
uso e interpretacion de la notacion de funciones.

* Reconocimiento y representacion como una funcién de las
relaciones de proporcionalidad directa e inversa entre dos
variables en contextos significativos.

* Comparacion con variables relacionadas en forma no proporcional
y argumentacion acerca de la diferencia con el caso proporcional.

* Andlisis de diversas situaciones que representan magnitudes
proporcionales mediante el uso de software grafico.

* Resolucion de problemas en diversos contextos que implican el
uso de relaciéon proporcionalidad como modelo matematico.

* Reconocimiento de funciones en diversos contextos.

3.3 Dimension Cognitiva
3.3.1 Caracteristicas de la institucion educacional

El Colegio San Alberto Hurtado, Fundacién Belén Educa, es un
establecimiento catdlico, ubicado en la comuna de Pudahuel, Regién

Metropolitana.

El colegio estd inserto en un sector vulnerable, en donde la mayoria de
sus estudiantes pertenecen a un grupo socioeconémico bajo y de riesgo
social. Sin embargo, existe un porcentaje de estudiantes que pertenecen
a grupos socioecondmicos medios y altos (este ultimo, en muy contados

casos).

El colegio San Alberto Hurtado entrega ensefianza desde pre-Kinder
hasta cuarto medio. Es un establecimiento técnico, en el que los
estudiantes pueden elegir entre dos especialidades: Gastronomia y

Telecomunicaciones. El grupo de estudiantes ha ido en aumento, es
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decir, que este afio hay dos cursos por nivel desde primero medio y a
partir del préximo seran tres curso. Esto implica que a partir del afo

2017 las especialidades deben aumentar a tres.

La estructura del colegio se divide de la siguiente manera: Equipo
directivo, centro de atencién pedagdgica (CAP), encargadas de area por

ciclo y por asignatura, docentes y equipo de integracion.

3.3.2 Analisis de conocimientos previos
Con la finalidad de poder analizar los procesos cognitivos, se ha
diseflado y aplicado una evaluacion de conocimientos previos a los
alumnos de 8°grado del colegio “San Albero Hurtado”, donde se ha
considerado conocimientos y habilidades que el alumno debe manejar
para el aprendizaje del objeto matematico.
Aprendizajes previos.

* Resuelven problemas multiplicativos.

* Organizan datos en una tabla de valores.

e Utilizan razones internas para calcular valores desconocidos en

situaciones de proporcionalidad directa.

* lIdentifican relaciones de dependencia entre dos variables.
A fin de lograr mayor objetividad en el analisis de los conocimientos
previos que poseen dichos alumnos, se presentan en detalle los
resultados de la evaluacion de conocimientos previos que se les aplico.
En la evaluacion denominada “Diagnéstico” (Anexo 1), se evaluaron
cuatro preguntas de respuestas abiertas con una duracion de 45
minutos, y se aplicé a un total de 15 alumnos elegidos al azar a

estudiantes que cursan en nivel de 8° grado.
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A continuacion, presentamos las respuestas por alumno de cada una de

las preguntas realizadas (Tabla 1) y el resultado general (Tabla 2),

indicando la cantidad de alumnos que llegaron a

A. Respuestas correctas.

B. Respuestas incorrectas.

C. Respuestas en blanco.

Estudiantes
Preguntas |1 |2 (3 |4 |5 |6 |7 (8 |9 |10 |11 |12 |13 |14 |15
A A|lC|A|A|B|IAJAIA|A|A (B |[B |B |C |C
B A|lC|/B|A|/B|AB|A|C|C (B [B |B |C |C
C A|/B|B|A|A|A|C|A|C|C (B |[B |C |C |C
D A|'B|B |B|B/B|C|B|C|C |C |[C |C |C |C
Tabla 1. Respuesta por alumno por cada pregunta.
Preguntas CORRECTAS% INCORRECTAS%0 EN BLANCO%
A 53,3% 26,7% 20%
B 26,7% 40% 33,3%
C 33,4% 26,7% 40%
D 6,7% 40% 53,3%

Tabla 2: Resultado general por pregunta.
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Conocimiento previo evaluado: ldentifican relaciones de dependencia
entre dos variables.
Analisis: Solo 53,3 % identifican las variables asociadas y la relacién de
dependencia entre las variables. Sin embargo, el resto de los
estudiantes no identifica o no contesta relacion de dependencia entre
variables asociadas en relaciones proporcionales.
Conocimiento previo evaluado: Organizan datos en una tabla de valores.
Analisis: Solo el 26,7% organizan los datos en una tabla. Sin embargo,
el 73,3% utiliza de forma incorrecta la tabla y/o no la utiliza.
Conocimiento previo evaluado: Utilizan razones internas para calcular
valores desconocidos en situaciones proporcionales.
Analisis: Solo 33,3 % de los estudiantes utiliza las razones internas para
calcular valores desconocidos en el uso de tabla, en su mayoria los
estudiantes calcula de forma aditiva para encontrar los valores
desconocidos.
Conocimiento previo evaluado: Resuelven problemas multiplicativos.
Analisis: Los estudiantes en su mayoria identifican relaciones
proporcionales de forma aditiva y solo 6,6 % de los estudiantes realiza
operatoria de forma multiplicativa.
A partir de los resultados anteriormente expuestos se deduce que las
concepciones de los estudiantes en referencia a la proporcionalidad:
* En general los estudiantes al enfrentarse a problemas
proporcionales lo resuelven de forma aditiva.
* Los estudiantes no identifican relaciones multiplicativas en
variaciones proporcionales.
* Utilizan reglas y algoritmos para encontrar términos desconocidos
como es el uso de la regla de tres, no organizando los datos de

forma adecuada.
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3.4 Analisis matematico
3.4.1 El estatus l6gico de la razdén

En Godino & Batanero (2004) se describe el tema “fracciones y numeros
racionales”, en donde se especifica que uno de los usos de las fracciones
es el de la razbn comprendida de manera genérica, como la
comparacion entre una parte y otra. Es importante destacar que el uso
que se le da a la razbn no es equivalente a la de fraccion, es decir “la
razén es un par ordenado de cantidades” de magnitudes, en cambio “la

fraccion es cualquier par ordenado distinto de cero”.

Freudenthal (1983) define a la razén como la comparacion entre

maghnitudes y cantidades de magnitud.

“el concepto de razén aparece cuando se habla de igualdad de
razones sin conocer su tamafo, cuando se dice, con sentido a
es b como c es a d, sin anticipar que “a es b” puede reducirse
a un numero o valor de magnitud a/b. La razén es una
relacion de equivalencia en el conjunto de parejas ordenadas
(o dos valores de magnitud)... Los cocientes y las fracciones
constituyen una forma de reducir esta complejidad, de bajar

su estatuto logico, a costa de lucidez”.

A partir de esta cita, se entiende el concepto de proporcibn como una
relacion de equivalencia sobre el conjunto de los pares ordenados de
numeros (o valores de magnitud), indicada formalmente como
a:b=c:d si el par (a,b) es equivalente al par (c,d) si y solo si ad=bc
(cumpliendo con las propiedades de equivalencia, que son: refleja,

simétrica y transitiva).

Es un hecho que una vez elegida una unidad e, la clase de equivalencia

del par (a,b) puede expresarse mediante un numero (un valor de
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magnitud), especificamente algun u racional, para que a:b=u:e.
Cuando una razén es igual a otra, se dice que existe una proporcion
(Freudenthal 1983). Es decir, es una relacion entre cuatro cantidades

dadas por la igualdad de dos razones.

3.4.2 Proporcionalidad

Sanchez (2012) define la proporcionalidad de dos maneras: como una
igualdad de razones, lo que condujo a definir el concepto de razén; y
como una funcién lineal, con las caracteristicas heredadas por la

definicion de este tipo de funciones.

Se entiende la proporcionalidad como: Para toda correspondencia
existente entre x e y, consta la misma correspondencia entre todos los
multiplos iguales de x e y. Por consiguiente, la proporcionalidad no

puede estar separada de la comprension de funciones lineales.

3.4.3. Funcion lineal

Sea f una funcién, f es una funcion lineal si satisface las siguientes

propiedades.

1. Si f(x)yf(y) existen, entonces f(x+y)=f(x)+ f(y).Estos se
conoce como la propiedad aditiva.
2. f(cx) = cf(x), para todo numero real c. Esto se conoce como la

propiedad homogénea.

Consideremos la situacion en que las variables xey estdn en una
relacion de proporcionalidad. Sean x;,x,..x, ey,,y, ..y, valores de las

variables x e yrespectivamente, por tanto estas Vvariables son
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proporcionales si “x;esay;”, de igual manera que "x,esy,", en cada
pareja "x, es y,". Se puede establecer la igualdad entre las variables, ya
sea multiplicando o dividiendo entre un valor constante, denominado
constante de proporcionalidad estara dado por y = kx. Cabe recalcar
que la constante de proporcionalidad juega un rol importante en la
conceptualizacion de la proporcionalidad, tal como lo dice Lamon
(2007).

Otra forma de definir las relaciones de proporcionalidad es la siguiente:

e A variaciones iguales en una de las variables se producen
variaciones en la otra que también son iguales.

* La constante de proporcionalidad se obtiene realizando la division
entre valores de la variable dependiente por valores
correspondientes de la variable independiente y:x =k .

* EIl grafico que representa la relaciéon es una linea recta no vertical
que pasa por el origen del sistema de coordenadas. La inclinacion
de esta recta esta determinada por el valor del cociente entre
valores correspondientes cuando estén definidos.

Por tanto, cuando la razén se expresa como una relacion entre dos
cantidades y no como un solo numero, se comprende la relacion entre el
numero de veces constituida entre el antecedente y el consecuente de la
razéon. El funcionamiento de la razéon ha sido objeto de estudio desde la
perspectiva del desarrollo del razonamiento proporcional, cabe destacar
que son mas de treinta afios de investigacibn en este campo. Un
exponente principal es Jean Piaget, que a partir de sus estudios
evidencié la habilidad de los nifios para trabajar con ideas de
proporcionalidad sobre el razonamiento -cualitativo y cuantitativo
(Sanchez, 2012). También se encuentran Brousseau (1998) y Vergnaud

(1988) sobre el campo conceptual de estructuras multiplicativas.

39



Al establecer relaciones de equivalencia entre las razones para
conformar una proporcion se identificarAdn dos tipos de relaciones
multiplicativas, a las se les denominaran como operador escalar y
operador funcion (Block, 2006). El operador escalar es una operacion
equivalente a sumas iteradas, que se comprende como un factor de
multiplicacion entre los pares ordenados, a partir de situaciones sencillas
de proporcion. Sin embargo cuando las magnitudes son distintas, el
operador funcién lleva a un cambio de magnitudes y a establecer la

relacion constante entre los pares ordenados.

3.4.4 La razdbn como operador escalar
La razdn también cumple caracteristica de las fracciones en que se
puede amplificar y simplificar, y sera visto como un operador. Sean
M; yM, dos magnitudes; a;,b; dos cantidades de magnitud que
pertenecen a M, y M, respectivamente. Existe una operacion 0, que se
representa de la forma

O:M, - M,

a; —» 0(a,) = pXa, = b;.

Entonces si M; y M, son magnitudes homogéneas, entonces p es un
factor de ampliacién y reduccién, que al ser aplicado sobre la cantidad a,
produce la cantidad b,. Si M; y M, son magnitudes heterogéneas, el
operador p transforma la cantidad de la magnitud a, en la cantidad de la

maghnitud b, .

3.4.5 Razébn como operador funcién
A partir de la definicion de una transformacion lineal, y la de enunciacion
de su propiedad, se establece una relacibn de proporcionalidad, se

comprende, si se tienen dos magnitudes y sus respectivas series de
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cantidades de magnitudes que se correlacionan linealmente, mediante
una relacién funcional, expresada como:

fiM; = M,

a; - f(ay) =k Xa; = by

La k es denominada como la constante de proporcionalidad, y f una
funcion lineal que representa a la proporcionalidad.
Se pretende por medio del analisis historico, epistemoldgico y el
referente matematico comprender cémo el concepto de proporcionalidad
se relaciona sobre la transformacion lineal, la cual es el sustento tedrico
sobre la funcion lineal, y a su vez favorece la comprension de los
obstaculos epistemoldgicos sobre el concepto de proporcionalidad y la
desarticulacién de este sobre el concepto de funcién lineal. El tener en
consideracion estos aspectos permitird construir una situacion didactica
que favorezca la comprension significativa, y la transposicion de este
concepto en la ensefianza de la funciéon lineal que sea realizard a nivel

de 8° anos basico en el curriculum escolar chileno.
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Capitulo 4

Concepcion y analisis a priori

4.1 Diseino de la secuencia didactica

La secuencia didactica se centra en generar un transito entre el
concepto de razén, proporcionalidad y la funcion lineal. Para efecto de
esta investigacion se comprende como transito, a la transposicion entre
cada uno de los conceptos matematicos ya sefialados. Se espera que
los estudiantes resuelvan situaciones referidas a  repartos
proporcionales, en la cual no se les hara explicito de qué forma se debe
resolver, sino que ellos deben determinar por medios de sus
conocimientos previos si las situaciones son 0 no proporcionales y
generar las técnicas apropiadas para su desarrollo de los concepto

asociados.

En relacion a las técnicas adecuadas, se espera que los estudiantes
puedan coordinar dos variables para dar cuenta de la relacion entre ellas
(conformar una razon), distinguiendo las relaciones multiplicativas de
las aditivas y poner en juego relaciones aritméticas adecuadas. La
nocion de razén se manifiesta principalmente en situaciones en que las

cantidades varian y la razén que se establezca entre ellas se conserve.
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La cantidad de variables con razén constante corresponden a los
problemas de proporcionalidad en que se busca el valor faltante. Para
este tipo de actividad propuesta, se espera que los estudiantes utilicen
el operador escalar para agrandar o disminuir las razones internas y
en aquellas que las magnitudes sean distintas, es decir, razones
externas, utilicen el operador funcion para encontrar la constante. Al
encontrarla, permitirA que los estudiantes puedan generalizar la

problematica y la funcion lineal.

4.2 Descripcion del proceso por etapas

Propoésito didactico: Generar la nocion de razén en los estudiantes para
establecer relaciones de equivalencia y establecer la proporcionalidad, y

la funcién lineal.
Técnicas asociadas:

* La obtencién de razones equivalentes con un factor en comun
mediante la conservacion de las razones internas.

* La expresion de la razén externa mediante el operador funcion.
Aspectos a considerar:

Los estudiantes deben tener algunas nociones de conceptos previos,
tales como: magnitud y tipos de magnitudes, procesos de amplificacion
y simplificacion de fracciones, ecuacion lineal (con una incognita) y
solucién de ecuaciones lineales, ubicacion de parejas ordenadas en el

plano cartesiano.

La secuencia didactica se encuentra conformada por tres actividades que
tienen como sentido que los estudiantes establezcan la razén en

situaciones problematica que hacen referencia a la utilizacion de
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proporcién, por medio del uso de razén y sus relaciones de equivalencia
y la proporcionalidad para establecer la funcién lineal. Cada una de las

actividades se realiz6é en un tiempo de 90 minutos.

4.3 Caracteristicas de las actividades
Cada una de las actividades toma un elemento en particular.

En la primera actividad, a los educandos, se les presenta un puzzle,
donde se amplian las figuras para formar un nuevo puzzle. Esta
actividad se focaliza en establecer la razbn y la constante de

proporcionalidad para multiplicar cada valor y ampliar la figura.

La segunda actividad tiene relacion con que los estudiantes expresen la
razon, establezcan relaciones de equivalencia para asi conformar una

proporcion.
Esta actividad se divide en tres etapas:

1.- Se les entrega a los estudiantes las medidas de una figura (Cuadro
“La Mona Lisa”) y se espera que ellos, a través de dichas medidas

reduzcan el cuadro.

2.- Se presentan cuatro imagenes con diferentes reducciones realizadas
a la figura mencionada anteriormente. Se les pide a los estudiantes que
determinen cual de ellas es una reduccidn correcta y que la corroboren
de forma matematica, estableciendo la razéon vy relaciones de

equivalencia para establecer la proporcion.

3.- Se les presenta una reducciéon en la figura de “La Mona Lisa”
omitiendo un valor. Se les solicita a los estudiantes que encuentren el

valor faltante de la reduccion. Ademas de argumentar las estrategias
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que utilizaran para encontrar dicho valor. Para estas actividades se
espera que los estudiantes implicitamente utilicen un operador escalar o

un operador funcidon para dar solucién a la problemética.

En la tercera actividad se presenta un problema de experimentacion
(construccion de marcos del carpintero), en donde se espera que los
estudiantes reconozcan la relacion de proporcionalidad. Para encontrar
los valores faltantes de la figura planteada, utilicen de manera implicita
el operador escalar y el operador funcién. Este ultimo permite encontrar
la constante favoreciendo la obtencion de la representacion de la funcién
lineal de la forma y=kx. Ademdas, se espera que los estudiantes
organicen los datos dentro de una tabla de valores, que permite

observar la secuencia proporcionalidad de la figura sefialada.

Las tres actividades aportan a que los estudiantes comprendan la razon,

la proporcion y la proporcionalidad para establecer funcién lineal.

En cada una de las actividades propuesta se encuentran las fases de la

situacion adidéctica, definidas por Brousseau (2007).

* En la fase de accion, el estudiante interactia sobre la actividad
propuesta de forma individual y considera cuales seran las
estrategias a abordar para dar solucibn a la situacion
problematica.

* Los estudiantes deben reunirse con su grupo de trabajo, de tres
integrantes, para la fase de formulacién, en donde cada uno de
ellos debe comunicar la estrategia que consideré apropiada, para
dar solucion a la problematica y debatir con su grupo de trabajo,
confrontandolas entre ellos, tomando una decision.

* En la fase de validacion, los estudiantes dan a conocer sus
estrategias utilizadas durante el trabajo, reflexionando,

argumentando y validando sus propios resultados.
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También encontramos la situacion didactica, entendiéndola como:

* La institucionalizacion, donde el profesor realiza una recogida de
todas las conclusiones obtenidas por los grupos y las

institucionaliza con el saber matemaéatico.

Estas fases permiten que el estudiante tenga una mayor autonomia en

el desarrollo de las actividades.

4.4 Comportamiento esperado en las interacciones con el

medio

A continuacion, se presentan las caracteristicas fundamentales que se

desean desarrollar en las tres actividades:
Situacion 1.

Objetivo: Reconocer proporciones como una igualdad de razones.

1.- Relnete con tres compafieros y realiza los siguientes procedimientos. Realiza las
instrucciones paso a paso.

A) Calcula el perimetro y area de la figura.
B) Recortar el puzzle y distribuir dos piezas a cada una de los integrantes del grupo.

C) Construir en una cartulina este puzzle pero de mayor tamafio, de tal manera que el lado de
4cm tenga una longitud de 7cm.

D) Ensambla el nuevo puzzle y determina el area y el perimetro del nuevo puzzle.

E) Justifique paso a paso el procedimiento utilizado por tu grupo ( . P
I / B 2
de trabajo. AN
/ \\ ¢ ‘
¢ Cuales fueron las dificultades qué tuviste para realizar L/ | . 7
| I

el nuevo puzzle?

¢ Cudl fue la estrategia que utilizaron para ampliar el puzzle?
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Item Comportamiento esperado.
A Se espera que los estudiantes obtengan el area del puzzle
original de 121 cm?y el perimetro de 44 cm.
B A) Recortar el puzzle y distribuir dos piezas a cada uno de
los integrantes del grupo
/|
. s { |
/ . 8B 2 / )
A B 7
B // f\\ A D i F E
|/ g \ c 7; |
1// ® 3 | s i < 2
. =
‘ E D A \ ‘
: 5 \ i -
2 v 4 2
i___b‘f 2 | ' P / , 73 ) »2
C Es muy probable que muchos planteen en sus soluciones

sumar 3 cms. a cada lado de la figura, y no logren ensamblar

las figuras del nuevo puzzle.

Otros tal vez sumen 3 cms. a cada lado, pero al ensamblar
se den cuentan que las figuras no calcen y las recorten hasta

lograr tener la figura ensamblada.

Afirmaran que no es posible realizar la construccion
solicitada, producto de varios intentos pero no argumentan

el error cometido.

Pueden surgir dificultades en la construcciéon del nuevo

puzzle al no utilizar bien los instrumentos de medidas.

47




Se cree probable que propongan doblar la longitud del

modelo y restar 1 cm.
45Q2e4)—1=7
6->(2e6)—1=11
2-5(2e¢2)—1=3

Consideran establecer la razén de 4 cms —» 7 cms y obtienen la
constante de proporcionalidad 1,75 y lo utilizan para
multiplicar cada uno de los valores. Al ensamblar el puzzle

ya ampliado las figuras calzan.

— -
| 10,5 cm / 8,75 cm

A
| 105cm /{\\
N e

/ ‘ \ 12.25 cmi

|

| /

v |

| 15,75 cm 1 l
12,25 cm |

35cm
12,25 cm

| F

8,75cm

Al no lograr ensamblar el nuevo puzzle no determinan el

valor del area ni del perimetro de la nueva figura.

Establecen el perimetro de la nueva figura sumando las
longitud de los lados para obtener como medida el valor de
77 cms, también deben establecer el &area de la figura
utilizando el valor de la base por la altura, obteniendo como
resultado 370,625 cm?.
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Se espera que los estudiantes detallen con exactitud las
estrategias que ellos abordaron para dar solucibn a la
ampliaciéon del puzzle, los estudiantes deben encontrar el
valor de la constante y utilizarlos para multiplicar cada de

uno de sus valores.

Al ensamblar el nuevo puzzle las figuras no calcen al sumar a
cada lado 3 cm, en vez de utilizar un operador para
multiplicar cada uno de los valores de los lados de las

figuras.

Sumar cada lado 3 cm. por cada lado para construir el

nuevo puzzle.

. 2 7
Determinar la razon entre Zyobtener la constante 1,75 como

un operador entre los valores de cada lado del puzzle.

Actividad 2

Objetivo: Usar relaciones de equivalencia para obtener el concepto de

proporcion.

A .-La profesora de arte te pide hacer una reduccion del cuadro la “Mona Lisa” de
Leonardo Da Vinci. EIl cuadro original tiene las medias que se muestran en el
dibujo.;,Cual estas cartulinas sirve para que la reduccién sea exacta, y cubra toda la
superfice de esta?

Amarillade 38,5¢cm x 26,5 cm
Verde 70 cm X 53 cm
Roja 71,5 cm x 47,5 cm 77 em

Blanca 77 cm x 77 cm

¢ Qué estrategia utilizaste para encontrar la reduccion <— S3cm —»
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Comportamiento Esperado

Es probable que los estudiantes identifiguen como correcta

la cartulina blanca, al restar los lados de la figura original.
Puede incurrir en problemas de célculo.

Es probable que identifique cualquier cartulina y saque los

sobrantes como forma de explicacion.

Se espera que los estudiantes respondan que es la
cartulina amarilla realizando la discriminacién entre los
valores de en relaciéon a las otras, lo cual propiciara que los
estudiantes encuentren las estrategias que considere mas

eficiente para reducir la figura.

Estrategia: Se espera que los estudiantes realicen la razén

77cm=2 385 -
entre la base y la altura ———=-=2>2"" ytilicen de un
53cm-=2 26,5cm

operador escalar para reducir la figura y encontrar la

proporcion entre los valores establecidos.
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B.- Algunos estudiantes no comprendieron la instruccion del profesor
de arte, y ellos realizaron estas producciones de la Mona Lisa. ¢En
cual de estas producciones corresponde una buena reduccion?
Argumenta con tu grupo de trabajo y justifica el procedimiento
utilizado.

154
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item

Comportamiento Esperado

Tiene la intencidon de que los estudiantes identifiguen que
no es suficiente considerar solamente la ampliaciéon o

reduccion de los lados para estimar si es una proporcion.

Es probable que los estudiantes discriminen a simple vista

si las imagenes se distorsionan.

Es muy probable que resten a los lados de la figuras para

corroborar las medidas.

Otros estableceran la razén para corroborar los valores, si

sSon correctos.

Se espera que los estudiantes establezcan la proporcion
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para determinar si son correctas las imagenes reducidas,

utilizando como estrategia la siguientes:

77 cm =~ 4 _ 19,25 cm
53cm +~4 13,25cm

Para establecer la proporcionalidad entre dos cantidades

de la forma mas simple, se puede dividir ambas cantidades

por un mismo ndmero.

@ 77c¢cm — 53cm ?
19,25cm — 13,25 cm

C.-Eduardo realizé la reduccién de la Mona Lisa, pero se le borro una de las
medidas y no recuerda su valor. Ayuda a Eduardo a encontrar este valor. Y
explicale paso a paso qué procedimiento utilizaste. (Recuerda que no puedes utilizar
regla para medir)

Comportamiento Esperado

* Restar los valores para encontrar la medida

desconocida.
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* Pueden incurrir en errores de establecer la razén y
no encontrar los valores estimados.

* Al realizar las operaciones pueden establecer errores
en la multiplicaciéon o division.

* Se espera que los estudiantes utilicen estrategias

como la siguiente para encontrar el valor

77 cm+4 _ 19,25cm
53 cm—+4 - 13,25 cm

@ 77cm - 53 cm
@ 7 cm —>10,6cm® @

desconocido de una proporcion.

Situacion 3

Objetivo: Construir el concepto de funcion lineal.

Un carpintero habitualmente realiza marcos para montar reducciones de un cuadro de 21,
6 cm de altura por 28 cm de base. El desarrollo una nueva estrategia para determinar el
ancho de una reduccion del cuadro conociendo sélo la altura: construye la diagonal de
una hoja del tamafo del cuadro original, dibuja las alturas, las bases y posteriormente
mide cada uno de sus lados con una regla, como se muestra en la figura

El carpintero recibe un llamado telefonico solicitando un pedido de distintos tamafios de
marco Yy el cliente solo le entrega las medidas de las alturas.

‘ /7 nsem

Posteriormente el carpintero recibe otro llamado telefonico y le solicitan realizar otro
marco, pero solo le dan la medida de la altura de 7,2 cm ¢cuél sera la medida de la base?
¢ Cual sera el procedimiento matematico para encontrar las medidas de a y b sin tener que
medir?
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Comportamiento Esperado

* Es probable que identifiquen los valores pero lo resten o los
sumen para obtener los valores faltantes.

* Consideren la figura que se les entregue y la midan, sin
obtener los valores correctos.

* Establecer la razén entre las medidas y conformar la
proporcionalidad para encontrar los valores faltantes.

* lIdentifican los datos relevantes para establecer la funciéon
lineal.

* Es probable que no identifique los datos relevantes para
obtener la funcidn lineal.

* Se espera que utilicen una tabla para ordenar los pares de
valores, en relacion a la base y la altura de la figura. Los
estudiantes deben establecer las relaciones entre las
razones externas para identificar el operador funcion. Las

razones externas permanecen constantes.

Altura cm | Base cm | Base:Altura=k
21,6 28 cm 1,296
6,2 8,03 1,296
7,2 9,33 1,296
10,8 13,99 1,296
16,8 21,7 1,296

Los estudiantes al establecer la constante de proporcionalidad

pueden generalizar por medio de la funciéon lineal y=kx.
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Capitulo 5

Fase experimental

Las tres actividades se llevaron a cabo en octavo grado, conformado por
8 grupos de tres estudiantes cada uno elegidos al azar. Los estudiantes
de este nivel ya presentaban nociones sobre la razén y la proporcion

adquirida en nivel anterior.

5.1 Aplicacion de la actividad

La primera sesion, donde se realizé la actividad del puzzle, los alumnos
de cada grupo dieron sus respuestas por cada pregunta y sus posibles
soluciones a la problematica de ampliar el puzzle. En esta actividad los
estudiantes debian establecer la razdbn de 4 -7 para realizar la

ampliaciéon del puzzle con las medidas exactas.

En la segunda sesion, se realizé la actividad de reducir la imagen de la
Mona Lisa. Los estudiantes de cada equipo realizaron los procedimientos
que consideraron pertinentes, se hace hincapié a las estrategias que se

expuso por cada grupo.

55



En la tercera sesion, se realiz6é la actividad de reducir y ampliar los
marcos realizados por un carpintero, y por medio de los datos

relevantes de la situacidon deben establecer la funcién.

5.1.1 Actividad 1

En la actividad 1 solo se consideraran el trabajo de tres equipos. La
elecciéon de esto se debe a que los otros grupos utilizaron estrategias

similares, por tanto no aportan datos gque sean relevantes.

Los estudiantes se organizaron en grupo de tres integrantes, se les
entrego6 en sobre las instrucciones de la actividad y el puzzle original con
las medidas de 11 por 11 [u®]. Los estudiantes recortaron las piezas del
puzzle y se entregaron dos figuras a cada integrante y comenzaron a

discutir entre ellos para encontrar las estrategias para ampliar el puzzle.
Comentario de experimentacion grupo 1.

El equipo 1 trabajoé con el puzzle completo sin recortarlo. Establece la
razon de 7:4 obteniendo como resultado 1,75. Posteriormente
multiplican este valor por cada una de las medidas de la figura. Luego
recortaron y entregaron dos figuras por cada integrante, construyen las
nuevas figuras y ensamblan el nuevo puzzle, teniendo como resultado

que cada figura calza.

El razonamiento descrito por los estudiantes:

“No se puede sumar 3 cm a los lados, porque si sumamos no
se estaria ampliando, sino afiadiendo mas cm, y lo que

deseamos es ampliar la figura, porque es proporcional, es
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necesario establecer la razon de 7:4 y encontrar la constante
para multiplicar cada lado, y listo obtenemos la nueva figura

ampliada y esta calza”.

Comentario y experimentacion del grupo 2

El grupo 2 analizé la actividad de forma individual, buscando las
soluciones para ampliar el puzzle. A continuacion establecieron
estrategias de forma grupal. Uno de los integrantes no fue facil de
convencer, puesto que consideraba que se debia dividir el puzzle en
muchas mas partes buscando el valor de cada uno de los lados. La
estudiante realiza el esquema que desea realizar, pero se da cuenta que
tenia muchos segmentos en que debia encontrar sus medidas, por tanto

su estrategia no fue valida por el grupo.

El grupo ided una segunda estrategia de forma general, apoyandose del
concepto de patron estudiado en clases. Considera que la medida de 4
cm tiene que ser ahora 7 cm, expresando que debia existir una féormula
para obtener el valor 7. El grupo considera la generalizaciéon de 2n-1,
en donde n serd la medida de 4 cm, por tanto obtiene los siguientes

valores.

2n—1->2¢4)—-1=7
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¥ b 7 =~

Figura 5: Estrategia utilizada por la estudiante para convencer al resto de

los integrantes en la experimentaciéon del grupo 2.

El razonamiento descrito explica

”’nos dimos cuenta que al valor de 4cm se multiplicaba por 2 'y
se le restaba 1 se obtenia 7, era un patron, pero cuando se
ensamblo el nuevo puzzle habian dos figuras que no calzaron
bien, creemos que una de las compafieros no recorto bien las

figuras que le tocaron”.

El grupo se convence que dos de las figuras del puzzle no estaban bien
recortadas, por tanto vuelve a realizar el puzzle. Tuvieron varios
intentos para la construcciéon de la figura, pero aun asi no lograron que

las figuras calzaran con exactitud.
Comentario y experimentacion del grupo 3

El grupo recorté el puzzle y se entregaron dos figuras a cada integrante

y consideraron que a cada lado se le debia sumar 3 cm.
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El razonamiento descrito explica

“el comienzo fue dificil, porque nos complico las medidas, ya
que no nos dio una que es 4 cm y ahora 7 cm, y nosotros
pensamos que al aumentar 3 cm a cada medida de la figura,

pero al armar el puzzle, pero no nos calzo”.

Figura 6: Evidencia de aumentar tres centimetros al puzzle por los

estudiantes.

En la generalidad de los grupos al intentar armar el rompecabezas, se
observaba que la estrategia utilizada era de sumar 3 cm por cada
medida, pero al realizar el nuevo puzzle este no encajaba como en la
figura original. Los estudiantes revisan las medidas y no encuentran el
error. Cada grupo vuelve a buscar una nueva estrategia para poder
ensamblar el puzzle, sin embargo las estrategias utilizadas no obtienen

los resultados deseados.
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Los integrantes de los grupos no encontraron los argumentos para
defender o rechazar las construcciones realizadas. Detectaron que las

piezas no calzaban, pero no identificaban el error que cometian.

Cierre de clase

Al finalizar el tiempo de trabajo, cada grupo da sus argumentos de cémo
realizaron el puzzle y en su mayoria coinciden que se debia sumar 3 cm
a cada una de las medidas. Sin embargo el grupo 2 expresa que la
estrategia que ellos utilizaron fue usar la expresion de 2n-1 y explica el
procedimiento que utilizé. Por ultimo el grupo 1 discrepa de los demas
integrantes del curso. “si establecemos la razén de 7:4 obtenemos la
constante de proporcionalidad y este valor se multiplicara por cada

medida, porque se debe ampliar no afadir 3cm”.

5.1.2 Actividad 2

En la actividad 2 solo se consideraran el trabajo de un equipo. La
elecciéon de esto se debe a que todos los grupos utilizaron estrategias

similares, por tanto no aportan datos gque sean relevantes.

Se entrega la actividad y las instrucciones de estas, primero los
estudiantes deben trabajar de forma individual durante 15 minutos para
analizar la actividad e identificar las estrategias que ellos utilizarian.
Posteriormente se rednen con su grupo e identifican el plan de trabajo

para dar solucién a las situaciones planteadas.

En la primera actividad, los grupos no tuvieron mayor dificultad en
establecer acuerdos y estrategias en relacion a la actividad propuesta e

identifican sin dificultad la cartulina que permite la reduccién de la Mona
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Lisa (figura 7), cada estudiantes escribe las estrategias utilizadas por su

grupo de trabajo.

En la siguiente actividad los estudiantes deben identificar entre cuatro
figuras, cudl de ellas se realiz6 una buena reduccion de la Mona lisa. Los
estudiantes identifican a simple vista la reduccién correcta de la Mona
Lisa (figura 8) y dan sus argumentos de porqué esa imagen era la
correcta en relacibn a las demas, escriben sus estrategias y las

comparten con su grupo de trabajo.

Figura 7: Los estudiantes expresan razones por medio de relaciones de

equivalencia.
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utilizado

57 ¢m

*—1)26cn ™

Figura 8: Realizan relaciones proporcionales para identificar la reduccion de

la figura.

“—10.6 cm>

Figura 9: Para encontrar un valor faltante, forman una proporcién y utilizan

un operador.
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En la ultima actividad se presenta una imagen de la Mona Lisa a la que
se le ha efectuado una reduccion (figura 9). Sin embargo a esta figura
no presenta una de sus medidas. Los estudiantes no presentan mayor
dificultad en encontrar el valor faltante, utilizan como estrategia Ila
razéon de la figura inicial en relacion de equivalencia con la razén de la
figura reducida. Utilizan como estrategia la simplificacion de los valores.
No obstante, no todos los grupos llegaron a la misma conclusion ya que

restaron los lados de la figura.
Cierre de actividad.

Los estudiantes por grupo compartieron sus razonamientos Yy
conclusiones sobre la secuencia de actividades realizadas, en sus
mayoria utilizan el operador escalar para la reduccion de la razon,
ademas de comprender si se tienen dos razones en relacion de

equivalencia se conforma una proporcion.

5.1.3 Actividad 3

En la actividad 3 se consideraran el trabajo de practicamente todos los
equipos. La eleccion de esto se debe a que hubo mayor diversidad en las

respuestas de los estudiantes.

A los estudiantes se les presenta una situacion de un carpintero que
construye cuadros de diferentes tamafios, reduccion y ampliacion de
estos, pero el carpintero siempre tiene que realizar un esquema para

construirlos, luego mide, determina la medida de la base y la altura.

Se les pregunta a los estudiantes ¢cual sera el procedimiento
matemadatico para encontrar las medidas de la base y la altura sin tener

que medir?
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Los estudiantes durante los primeros 15 minutos trabajan de forma
individual, deben identificar las supuestas soluciones que darian para
resolver la situacidon planteada, para posteriormente reunirse con su

grupo de trabajo.

Transcurrido el tiempo y teniendo ideada las supuestas soluciones, se
reinen con su grupo de trabajo y analizan. Todos los grupos se
encuentran debatiendo, aportando en soluciones para establecer la
estrategia que ellos consideran pertinente. Algunos grupos dudan de las
estrategias expuestas por sus compafneros y surgen dificultades por la

falta de argumentacion de los integrantes del grupo.

Para este apartado solo se consideraran 3 grupos. La eleccion de esto se
debe que los otros grupos utilizaron estrategias similares, por tanto no

aportan datos gue sean relevantes.
Comentario y experimentacion grupo 1.

El grupo 4. Encontré una variedad de soluciones, pero no tenian los
argumentos para justificarlas, por lo que decidieron quedarse con la
demostraciéon que realiz6 uno de los estudiantes que dio mayor
justificaciéon (figura 10). El estudiante explica “dividir la base que es 28
y por las alturas de los lados y luego dividir la base de los tamarfos de
los cuadrados y daré el resultado de la altura y comparar que calcen las

medidas, por tanto, a es 4,5”.
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Figura 10: Sustraen los valores en una situacion de proporcionalidad.

Comentario y experimentacion grupo 2.

El grupo 2 también tiene diferentes soluciones, pero ellos consideran

que hay una proporcionalidad en el trabajo que realiza el carpintero, y

justifican:

“En la primera actividad del puzzle ampliamos, en la segunda
actividad reducimos asi que dividimos la razéon y ahora hay
que ampliar y reducir, es una proporcionalidad. Entonces la
razoén es 28:21,6 y eso nos da 1,296, este valor es la constante
la multiplicamos por la altura y nos da la base del marco a y

asi encontramos todos los valores”.

Ademas este grupo decide organizar los valores en tabla de datos para

establecer la secuencia de estos y modelar la problematica de la forma

keA=L (figuras 1lay 11b).
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Figura 11a: Utilizan un operador funcidon para encontrar los valores

faltantes.

medir?

A

L

3

14
22

—

24

Cudl serd el procedimiento matematico para encontrar las medidas de a y b sin tener que

_l‘:‘. -:K‘A :L

A
‘2.1, b
A6, 1
1G €
6, %

Figura 11b: Construyen y utilizan tabla para ordenar los datos.

Grupo 3: primero decide estimar valores y también considerar que

existe la proporcionalidad en el trabajo que realiza el carpintero, y

expresan:
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“El marco se debe reducir y ampliar, por tanto nos deja ver que existe

una razoén para comparar los valores, por lo que hay que reducir la

21,6 <2 _ 14
28+2 10,8

razén (figura 12), lo cual me dio la altura del marco del

medio, ahi puede sacar la distancia entre una y otra y asi reste o sume

a 14 encontrando todos los valores”.

7 21,6cm

| ‘l'(n» -'lilizl‘.|v':. S ST By IR P

28 cm

Figura 12: Utilizan un operador para disminuir los lados de la figura.

Posteriormente, después que todos los grupos tienen realizadas sus
estimaciones sobre el trabajo ejecutado por el carpintero, se les entrega
el esquema original que este utilizaba para la reproduccion de los
marcos, en el cual pueden medir utilizando la regla y corroborar los
valores que ellos estimaron en sus producciones. La mayoria de los

grupos dicen:
G7“Viste que eso no daba” hay que reformular la estrategia” “no era si”.

G4 “Tenemos los mismo valores que el carpintero, teniamos que solo

aproximar”.
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G5 “Esta correcto” “era una proporcionalidad al igual que los otros

trabajos”.
Cierre.

Los grupos de trabajo discuten sus estrategias utilizadas para encontrar
los valores que le faltaban al carpintero sin tener que medir. Un
integrante de G1 explica el procedimiento que él utilizd, explicando que
ellos habian dividido los lados de la figura y que asi habia obtenido
14cm. que era la medida del marco que se encontraba en el centro,
pero no se dio cuenta que al restar una de los lados, la otra medida no

se reducia.

El resto de los grupos no considera la estrategia del G1 e interviene una
integrante de G3. Este explica a sus compaferos la estrategia que ellos
utilizaron. Consiste en que en esta ocasion no se debia restar, porque
era una proporcionalidad, y que la razén era entre la medida de la bases
en relaciéon a la altura 28 es a 21,6. Al simplificar estos valores por 2 se
obtenia el valor del marco que se encontraba al centro. En el grupo de
estudiantes se genera una exclamacion “aahhh” al terminar de explicar

la estudiante.

Un integrante de G2 interrumpe a la integrante de G3 y le dice “Es mas
facil encontrar la constante”. El profesor interviene y le solicita que
expligue a sus compaferos la estrategia que el considero mas

pertinente.

El estudiante organiza los valores en una tabla de datos (figura 13) y le
explica a sus comparfieros que es una proporcionalidad y que la razén es
entre ancho y el largo, pero al dividir estos valores se encuentra la
constante de proporcionalidad, con este valor se multiplican todos las

medidas de la altura y obtenemos el ancho, el estudiante escribe en la
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Figura 13: Modelan la funcion lineal y utilizan tabla para relaciones

proporcionales.

pizarra la siguiente expresion keA=L, pero los integrantes de G5

intervienen y le dicen “esta mal esta expresion” “No se generaliza asi”.

El profesor intervine: “Por qué no es asi?”, el estudiante responde

“Primero esta mal porque A es el ancho y como voy a
multiplicar por el ancho si no tengo la medida, si la constante
se debe multiplicar al largo para obtener el ancho” el
estudiante escribe en la pizarra KeL=A, “por tanto para

generalizar es 1,296 = 6,2= 8,03 que se redondeamos es 8”.
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El profesor posteriormente institucionaliza los conocimientos abordados
por el grupo de curso, rescatando las estrategias utilizados por sus
comparfieros. Al concluir la actividad se indica que la clase tenia como
objetivo construir una funcién que es del tipo lineal, por medio del uso

de la proporcionalidad.

5.2 Analisis de resultados

En este capitulo se realizard el andlisis a posteriori, considerando los
reportes de cada equipo y se confecciona una tabla comparativa de sus

respuestas.

5.2.1 Anélisis de resultados actividad 1

Como se mencioné con anterioridad, esta secuencia se aplic6 a 24
estudiantes que se organizaron en grupos de a tres, manteniendo el
mismo grupo de trabajo durante las tres secuencias didéacticas

implementadas.

A continuacion se analizaran las respuestas de las 6 preguntas de la

primera actividad propuesta por todos los equipos.

A) Calcula el perimetro y area de la figura.
B) Recortar el puzzle y distribuir dos piezas a cada una de los integrantes del grupo.

C) Construir en una cartulina este puzzle pero de mayor tamafio, de tal manera que el
lado de 4cm tenga una longitud de 7cm.

D) Ensambla el nuevo puzzle y determina el &rea y el perimetro del nuevo puzzle.
E) Justifique paso a paso el procedimiento utilizado por tu grupo de trabajo.

F)¢ Cuéles fueron las dificultades qué tuviste para realizar el nuevo puzzle?
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En la pregunta A) todos los estudiantes determinaron el area y el

perimetro del puzzle inicial determinando que el &area era 121 cm? vy

perimetro 44 cm. En relacion a la pregunta B), los estudiantes no

tuvieron problemas en recortar las piezas y repartirse dos para cada

integrante y buscar la estrategia para ampliar cada figura.

La dificultad se present6 en los estudiantes cuando tuvieron que ampliar

la figura de 4 cm. a 7 cm, 6 grupos la trabajaron de forma aditiva,

agregando 3 cm. a cada medida de las figuras.

En relacion a los datos obtenidos se organizaran los grupos en la

siguiente tabla de indicadores.

GRUPOS

< G:1 G:2 G3-G4-G5-G6-

zZ

) G7-G8

Q

L

[

[a
Establecieron la | Establecio un|Sumé 3 cm. a

c constante patrén cada medida.
4cm — 7cm y|2n-1. Solo dos | No logra
multiplicaron su valor | de las figuras no | ensamblar el
por cada una de las | calzaban al | puzzle como la
medidas. ensamblar el | figura original.

puzzle.

Determina el area y | No determina el | No determina el
perimetro de la figura | area ni el | area ni el
ampliada A= 370,625 | perimetro de la | perimetro figura

D cm?y p=77 cms. figura ampliada. | ampliada.
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Solo un grupo establece la razén entre los valores 4cm — 7cm y expresa
la constante de proporcionalidad de 1,75 y construye el puzzle con las
medidas consideradas. Se advierte que la mayoria de los estudiantes
entiende el concepto de ampliar de forma aditiva (sumar a la segunda
magnitud la diferencia de las cantidades).

En su mayoria los estudiantes justifican los procedimientos utilizados en

sus escritos. A continuacion, algunos comentarios:

G1: “Sacamos la constante de la razén de 7:4, la cual era 1,75, después
multiplicamos la constante por cada medida de la figura original.
Armamos la nueva figura recortamos y ensamblamos, y que do perfecta

como la original”.

G2 “Nos dimos cuenta que al valor se le multiplicaba por 2 y se le
restaba 1, era un patron y obteniamos 7y luego eso hicimos con todas

las medidas”.

G3: “A cada lado de la figura le sumamos 3cm. No gquedo como
queriamos que quedara, no quedo como un cuadrado, tal vez se deberia
aumentar unos de sus lados, basicamente quedo disparejo. Se podria
disminuir, pero quedaria pequefo, pero nos puede porque tiene que ser

grande”.

G4: “Sumar a todos los lados 3cm, ya que nos decia que el lado 4cm

aumentaba en 7 cm”.

G5: “Recortamos las figuras con 3 cm mas, intentamos que calzara.
Hubieron dificultades ya que no calzaban bien la figuras, y cambiamos

de tamano nuevamente, aun asi no resultd”.

G6: “Cuando armamos el primer puzzle no nos calzo como el original,

asi que nuevamente, construimos otro puzzle y lo realizamos de 20 cm
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por 20 cm y luego tomamos las medidas de la figura, y este si, se

ensamblaron las piezas como el puzzle original”.

G7: “le agregamos 3cm a la medida de 4 cm y asi sucesivamente con
las otras medidas, pero no calzo al final, asi que decimos recortar las

piezas hasta que calzaran, pero no se logro”.

G8: “Al comienzo fue dificil porque nos complico las medidas, ya que
nos dio una que era 4cm y ahora es 7 cm y nosotras pensamos que al
aumentar era 3 cm. Nuestra estrategia era aumentar en 3cm cada

medida de las figuras, pero no nos calzo de forma aditivamente”.

5.2.2 Anélisis de resultados actividad 2

Item 1:-La profesora de arte te pide hacer una reduccion del cuadro la “Mona Lisa” de Leonardo
Da Vinci. El cuadro original tiene las medias que se muestran en el dibujo.;,Cuél de las cartulinas
sirve para que la reduccién sea exacta, y cubra toda la superfice de esta?

Amarillade 38,5¢cm x 26,5 cm
Verde 70 cm x 53 cm 77 em

Roja 71,5 cm x 47,5 cm

Blanca 77 cm x 77 cm

-« 53 cm —»

¢ Qué estrategia utilizaste para encontrar la reduccion adecuada?

En su mayoria los grupos coinciden al realizar la reduccion, la cartulina

que cubre toda la superficie es la amarilla.

G5: “calculamos la razdn segun las medidas originales 77 es a 53. A
partir de esa razén podemos ampliar o reducir las medidas del cuadro.

Finalmente, como grupo decidimos que a partir de las razones podemos
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ampliar y reducir cualquier figura, y también descubrimos medidas

ocultas”.

Las estrategias que utilizan es establecer la razén de la figura original y

. 77+2 38,5 . . .
aplicar un operador adecuado: s = e v S€ obtiene la reducciéon de la

figura.

Solo dos grupos consideran la cartulina roja, en sus comentarios

justifica que se debe restar los valores para obtener la figura reducida.

G3: “Nosotros creemos gue es la cartulina que tiene el valor exacto, es
la cartulina roja, ya que creemos que es mas proporcional. La estrategia
que utilizamos fue que nos imaginamos como seria la imagen reducida
con cada una de las medidas, ademas descartamos las cartulina blanca,

porque se trata de reducir y la cartulina blanca no se reduce”.

item 2.- Algunos estudiantes no comprendieron la instruccion del profesor de arte, y
ellos realizaron estas producciones de la Mona Lisa. ¢(En cudl de estas
producciones corresponde una buena reduccion? Argumenta con tu grupo de
trabajo vy justifica el procedimiento utilizado.

154

19,25 ¢

\J

13,26 em—>
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G7: “La cartulina que puede cubrir todo el area de la figura, es la
cartulina blanca. Al restarle el ancho de la figura quedaria exacto porque
calza con 77 cm, pero el ancho es de 53cm, la cartulina blanca es 77
por 77 cm, asi que solo debemos retirar el espacio sobrante. Reduje el

ancho de la imagen a 24 cm para que calzara con la original”.

En su mayoria los grupos descartaron la primera imagen, ya que esta no
era la reduccion de la Mona Lisa, afirmando que las medidas eran
superiores a la figura original. También descartan las otras dos porque
la imagen no era proporcional, por tanto la ultima imagen si es una

reduccion, y se confirman las medidas, estableciendo la razén de la

. - ., . . 19,25 77
figura original y la relacion a la figura reducida. De esta forma ot = 132t

los estudiantes utilizan un operador, multiplicando por 4 cada una de las
medidas de la figura reducida y obtiendo las medidas de la figura
original. Concluyendo que la reduccion que se habia realizado era 4

veces mas pequefa que la figura original.

ftem 3.-Eduardo realizé la reduccion de la Mona Lisa, pero se le borro
una de las medidas y no recuerda su valor. Ayuda a Eduardo a
encontrar este valor. Y explicale paso a paso qué procedimiento
utilizaste. (Recuerda que no puedes utilizar regla para medir)

A

Por medio del analisis realizado en las producciones de los grupos, se

categorizan los resultados en los siguientes indicadores.
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G1-G2-G3 -G4 -G6 G5 G7-G8

Determina la razén entre | Determina la | No
la figura original y la figura | razén, pero le resta | responden.
reducida y utiliza un|una cantidad sin

operador para encontrar la | obtener la medida

medida que la falta. faltante.
Estrategia No presenta
S 77cm+5 __15,4cm 77cm ninguna
utilizadas | 33¢m+5  10.6cm 53cm estrategia.

Dividen por 5 ambas| 77_42 =344

razones
77cm > 53 cm =+ 5

15,4 cm - 10,6cm

En general los estudiantes comprenden que debe establecer la razén
para ampliar y reducir las figuras y utilizan un operador para reducir las
medidas. Sin embargo, todavia hay estudiantes que realizan una

sustraccion para encontrar los valores faltantes o no responden.
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5.2.3 Anélisis de resultados actividad 3

figura

Un carpintero habitualmente realiza marcos para montar reducciones de un cuadro de 21, 6 cm de altura
por 28 cm de base. El desarrollo una nueva estrategia para determinar el ancho de una reduccion del
cuadro conociendo sélo la altura: construye la diagonal de una hoja del tamafio del cuadro original, dibuja
las alturas, las bases y posteriormente mide cada uno de sus lados con una regla, como se muestra en la

El carpintero recibe un Ilamado telefonico solicitando un pedido de distintos tamafios de marco y el
cliente solo le entrega las medidas de las alturas.

4 P L R LR ARE

|
6,2cm

PR BERE RSP AP A B A 1 R AR SRR [ A
| TP T7) (1 R (TURTR AT TR ) (PRRTHITHL T 8 i

> 21,6 cm

,8lcm

10,8 cm

p

N

24

~8

28cm

Segun el analisis realizado en las producciones se organizaron los

grupos utilizando los siguientes indicadores:

G1-G3-G4-G5

G-6

G2 -G7

G8

Determinan la
constante de
proporcionalidad
y en datos que
varian

proporcionalme

Determinan la
constante de
proporcionalidad
y en datos que
varian

proporcionalment

Determinan la
razén entre las
variables, pero
utiliza un

operador para

encontrar los

Suma o resta
los valores

asociados.

nte y la utilizan | e y los utilizan valores

para hacer para hacer faltantes.

célculos. célculos.

Construyen No construye la No construye la | No construye la
tablas tabla asociada a | tabla asociada a | tabla asociada a
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relaciones de
proporcionalidad
directa entre

dos variables.

una
proporcionalidad

directa.

una
proporcionalidad

directa.

una
proporcionalidad

directa.

Identifica los
datos relevantes
y establecen la

funcién asociada

Identifica los
datos relevantes
pero no

establecen la

Identifica los
datos relevantes

pero no

No identifican
los datos

relevantes

establecen la
No establecen la
ala funcion asociada | funcidn asociada ) ]
funcién asociada
a la situacion.

problematica. a la situacion.

a la situacion.

Se identifica que la mayoria de los grupos establece que la actividad
propuesta es una proporcionalidad y determinan la razén de la figura 28
es a 21,6, fijando la constante de proporcionalidad, para después
multiplicar cada valor por la constante. Se destaca que la mayoria de los
grupos realiza una tabla para organizar los datos obtenidos, lo que
permitié poder generalizar la problemética y establecer la funcion lineal,
siendo el objetivo de esta investigacion. Es importante destacar que los
estudiantes logran identificar la razén y la comprenden como una
relacion de equivalencia entre dos magnitudes de forma implicita,
ademas de utilizar un operador para aumentar o disminuir las razones

conformando una proporcion.

En las siguientes producciones se demuestra el trabajo realizado por los

grupos:
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> 10,8 cm

- 6,2cm

Posteriormente el carpintero recibe otro ilamado telefénico y le solicitan realizar otro

la base?

marco, pero solo le dan la medida de la altura de em jcual sera Ja med

edidas de a y b sin tener que

medir?

Figura 14a: Trabajo realizado por el G1.

Figura 14b: Trabajo realizado por el G1
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Posteriormente el carpintero recibe otro llamado telefénico y le solicitan realizar otro
marco, pero solo le dan la medida de la altura de 7.2 em  icudl seré la medida de la base?

28 cm
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Figura 15: Produccién realizada por el G2.
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Capitulo 6

Analisis a posteriori

6.1 Comparacion entre los comportamientos esperados y

los encontrados en esta experimentacion

En la ditima fase de la Ingenieria Didactica, se tomaran los datos
recolectados en la fase de experimentacion, las producciones de los
estudiantes y los comportamientos esperados. Por tanto, se realizara
una comparacion entre el analisis a priori y a posteriori de la situacion

didactica.

En el siguiente cuadro, detallaremos para cada item de las actividades,
la comparacion entre los comportamientos esperados Yy los

comportamientos observados en la experimentacion.
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Actividad 1

item

Comparacion entre los comportamientos esperados y los

encontrados.

Tal y como se esperaba, en su totalidad los estudiantes

determinaron el area y el perimetro de la figura del puzzle.

Como se esperaba, todos los estudiantes recortan las figuras y

se entregan las piezas a cada integrante.

Al construir el nuevo puzzle solo un grupo logra ampliarlo,
estableciendo la razén de la figura 4 —» 7. Sin embargo, los siete
grupos restantes realizan la ampliacion de forma aditiva no

calzando las figuras.

Los estudiantes no logran identificar la proporciéon que existe

para la ampliacion de la figura.

La mayoria de los grupos no logran ensamblar el nuevo puzzle, a
excepcion de un grupo que si lo realiza y determina el area y

perimetro del nuevo puzzle.

La mayoria de los estudiantes describe las estrategias tal como
se esperaba, los estudiantes tienden a sumar 3 cms. a cada lado

de la figura por lo que no calzan las figuras del nuevo puzzle.
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Actividad n° 2

item 1

Comparacion entre los comportamientos esperados y los

encontrados.

Tal como se esperaba, la totalidad de los grupos identifican
como correcta la cartulina amarilla para la reduccién adecuada
de “la Mona Lisa”. También, utilizan del operador escalar para
reducir la razén. Solo dos grupos utilizan como estrategia

restar a los lados de la figura.

item 2

Comparacion entre los comportamientos esperados y los

encontrados.

Como se esperaba, los estudiantes realizaron discriminacion de
las figuras de manera visual reconociendo la distorsion de la
imagen. Ademdas de rectificar la reducciobn mateméaticamente,
expresan la proporcion entre la figura inicial y la reducida,

utilizando como estrategia:

77cm+4 19,25 cm
53cm+4  1325cm
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Item Comparacion entre los comportamientos esperados y los encontrados

3. i . -
Se esperaba que los estudiantes determinaran la proporcion

A entre la figura original y la reducida, utilizando del operador
escalar para encontrar la medida faltante. Solo cinco grupos
realizan la actividad como se esperaba. Sin embargo, un grupo
resta los lados de la figura para encontrar el valor faltante. No
se esperaba que dos grupos no respondieran, ademas de no
establecer ninguna estrategia para desarrollar la actividad.

Actividad 3

Item 1 | Comparaciéon entre los comportamientos esperados y los
encontrados.

A En relacibn a lo que se esperaba, solo cuatro grupoS

establecen la razon entre la medidas, determinando la
cosntante de proporcionalidad. Utilizan tabla para organizar los
datos e identifican los datos relavantes para la construir la

funcién lineal.

Un solo grupo determina la constante para establecer los

valores faltantes.

Dos grupos establecen la razén, pero no utilizan la constante,

sino un operador escalar para establecer los valores faltantes.

Solo un grupo sigue estableciendo relaciones aditivas para

aumentar o reducir la imagen.
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Observaciones.

En términos generales, se encuentra una semejanza entre lo esperado y
observado; una dificultad para establecer la razén y la comprension de
problemas propocionales. Ademas, existe una dificultad en la resolucién
de actividades, evidenciado en que los estudiantes tienden a sumar o

restar los valores establecidos para realizar reducciones o ampliaciones.

Sumado a lo anterior, se observa una dificultad en la ultima actividad,
ya que solamente cuatro grupos son capaces de establecer la funcion

lineal.

La implementacion de las actividades, permitié a los estudiantes abordar
el concepto de razén, proporcionalidad y funcion lineal de forma distinta
a como se estudia en el discurso escolar e implementado en los actuales
textos escolares chilenos. Se trata que por medio de la razén, se
construya el concepto de proporciéon, a través de relaciones de
equivalencia. Ademas, del uso de la proporcionalidad converja de forma
mas natural establecer la funcién lineal para generalizar la situaciéon

problematica que se les presento.
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Capitulo 7

Conclusiones y recomendaciones para
futuras investigaciones

En este capitulo se expresaran las conclusiones obtenidas con respecto a
los objetivos propuestos, posteriormente se daran algunas
recomendaciones y perspectivas para futuras investigaciones en esta

area.

Los resultados de esta investigacion, arrojaron que gran parte de la
muestra en estudio adquirié el concepto de funcién lineal, mediante el
trabajo de la razén y de la proporcionalidad sin haber utilizado la regla
de tres. Esto muestra que la realizacion de actividades, en donde los
estudiantes son agentes activos y participativos de su propio

aprendizaje, propicia el transito entre conceptos matematicos.

En relacion al primer objetivo especifico.

Estudiar 3 situaciones de clases que faciliten en estudiantes de 8° grado

avanzar en la comprensién de relaciones funcionales.

Este objetivo se cumplid, ya que se ejecutd el disefio de tres situaciones

didacticas, se aplicé y se realiz6 el analisis correspondiente, es decir, se
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confrontd el andlisis a priori con el posteriori. En la construcciéon de las
actividades se utilizé la Teoria de Situaciones Didéacticas y los aportes
de la Ingeria Didactica como metodologia de investigacion.

Las actividades propuestas contribuyeron a consolidar los aprendizajes
relacionados al concepto de razén, proporcionalidad y funciéon lineal,
advirtiéndose que la totalidad de los estudiantes se sumoé al trabajo en
equipo. Todos ellos aportaban ideas y sugerencias en el desarrollo de las
actividades propuestas. Estas participaciones fueron activas por parte de
los estudiantes, lo que se debe a que la generalidad de las actividades
no presentaba dificultad de comprension, obteniendo un fuerte impacto
motivacional en los estudiantes para tomar deciciones o conjeturas de
como resolverlas. Ademas, al trabajar primero de forma individual y
posteriormente en equipo, permitid que cada integrante defendiera sus
razonamientos, o bien, refutar las de sus campaferos. Les resulté mas
sencillo extraer conclusiones a partir de las construcciones que ellos
mismos fueron generando, sin la intervencion del docente, permitiendo

que ellos construyeran el concepto de razdén y proporcion.

Se destaca al finalizar cada actividad, que son los estudiantes los que
dan a conocer las técnicas que utilizaron; donde fueron ellos los agentes
activos de sus conocimientos, utilizando un lenguaje “matematico” para
enunciar cada procedimiento, para después ser institucionalizado por el
docente. La actividad les dio la posibilidad de reconstruir sus
conocimientos previos adquiridos en otras etapas de su ensefianza,
resolver situaciones y clarificar sus conceptos relacionando datos y

operaciones que ellos consideraron adecuadas.
En relacion al segundo objetivo especifico

Potenciar en estudiantes de 8° grado la comprensidon de la estructura

multiplicativa de los numeros racionales positivos, dando significado a
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las operaciones con cantidades de magnitud, en relacion a las unidades
de medida.

Al aplicar el diagndéstico de conocimientos previos, se extrae que solo el
33,4% de los estudiantes realizaban operaciones multiplicativas en
situaciones proporcionales. Sin embargo, el estudio permitié que la
mayoria de los estudiantes conocieran y comprendieran el concepto de
razén, utilizandolos en las diversas actividades planteadas.
Conjuntamente, establecieron las relaciones de equivalancia entre
razones, conformando una proporcién, evidenciado en los registros
presentados en la fase de experimentacion. Los estudiantes pudieron
constatar que al ampliar y reducir una figura, les arrojaba el mismo
valor al utilizar un operador escalar entre las razones, conformando una

proporcion.

En la ultima actividad creada, se logré que solo cuatro de ocho grupos
establecieran la funcién lineal para generalizar la probleméatica del
“carpintero”. Sin embargo, es necesario propiciar un trabajo mas
prolongado en las actividades dirigidas al uso de operadores escalares,
para que de este modo puedan llegar de una mejor manera al uso de
operador funcion (teniendo un resultado similar en Block (2006)). Las
dificultades conceptuales y procedimentales que tuvieron Ilos
estudiantes, se deben en gran parte a la falta de conocimientos previos
o falta de apropiacion. A los estudiantes en su mayoria les dificulté que
no hubiera una formula o una estrategia explicita que se les pidiera
desarrollar, ya que eran clases distintitas, sin que el profesor
interviniera en la toma de decisiones del estudiante. Otra de las
dificultades que presentaron los estudiantes fue la toma de decisiones,
lo que se evidencié en la primera actividad, donde preguntaban con
regularidad si su trabajo estaba bien realizado, esperando que el

profesor les aprobara o no sus trabajos. Al darse cuenta que el docente
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solo se referia a algunos enunciados, los estudiantes tomaron decisiones

por cuenta propia, logrando formular sus propias conclusiones.

Pese a lo anterior, la mayoria logré establecer la funcién lineal, aunque
existi6 la dificultad de que algunos estudiantes siguiran viendo el
concepto de ampliar o reducir de forma aditiva. Si bien, el concepto de
proporcion ya se habia trabajado en afios anteriores, es necesario
replanterase el hecho de codmo es ensefiado en la escuela para darle
sentido al uso de la razén y su comprension, tal como se hizo desde los
primeros escritos encontrados, es decir, que el concepto de proporciéon
nace del concepto de razdén utilizado por la antefairesis de Elementos
(Cap. V), lo que hoy es conocido como el clasico algoritmo de Euclides.
La antifairesis es el incio del uso de las razones utilizado como un
operador de ampliacion y reducciéon de una razdén. Este proceso fue
simplificado por el uso de la regla de tres para calcular los valores
faltantes de una proporcién. Esta regla de tres hasta el dia de hoy se

sigue ensefiando para resolver problemas de caracter proporcional.
Recomendaciones.

El tratamiento de la proporcionalidad es una tarea a incluir con mayor
robustez en la secuencia didactica, de esta manera, es posible

optimizar el transito hacia la funcién lineal.

A partir del analisis de los resultados, se infiere que existen dos posibles

opciones para fortalecer la secuencia didactica. Estas son:

e Construir una actividad intermedia entre las actividades 2 y 3,
prevaleciendo un proceso mucho mas gradual hacia el transito de
la funcidn lineal, especificamente en el uso de la proporcionalidad.

* Fortalecer en las actividades 2 y 3 el uso de la proporcionalidad,

facilitando el transito de la funcién lineal.
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Anexo 1

Diagndstico

Nombre

La pintura que se gasta para cubrir una vivienda es directamente proporcional a la
superficie que se desea pintar. Para pintar una pared de 16 metros cuadrados se
necesitan 0,8 litros de pintura.

Responde las siguientes preguntas.
A) ;De qué depende la cantidad de pintura que se gaste?

B) Identifica las variables asociadas y construye una tabla con la siguiente
informacion. Cuantos litros de pintura se necesitan para una Superficie de 2m?, 4m?,
8m?, 12m? y 16m? Construye una tabla y organiza los datos.

C) observa la tabla que construiste, ;Se observan cambios en la cantidad de pintura?,
por qué? Explica tu respuesta.

D) Segun la tabla cual es la diferencia de la cantidad de pintura entre el 2°y 1°
termino, el 4° con el 3° Se observan cambios ;Los cambios son constante? ;Qué
puedes concluir?
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Anexo 2

Secuencia didactica

Situacion 1 “El puzlze”.

Nombre del Grupo:

En la figura adjunta se presentan las piezas de un puzzle 11 x 11 cm que contiene 6 piezas
A, B, C, D, EyF segin lo muestra la ilustracién. Los nimeros escritos junto a los lados
de los poligonos corresponden a las medidas de dichos lados expresados en centimetros.

1.- Relinete en con tres compafieros y realiza los siguientes procedimientos.

2.- Realiza las instrucciones paso a paso.

I S A a— A) Calcula el perimetro y area de la figura.
; " , — 7 BV ’ B) Recortar el puzzle y distribuir dos piezas a cada
ls / ’\\ una de los integrantes del grupo.
. ) . | C) Construir en una cartulina este puzzle pero de
'l 7 | 7| mayor tamafio, de tal manera que el lado de 4cm tenga
: L g \ una longitud de 7cm.
‘ F ‘ \\_\

E . . D) Ensambla el nuevo puzzle y determina el area y el
| . perimetro del nuevo puzzle.
i 2 E) Justifiqgue paso a paso el procedimiento utilizado
i 4 2 5

et ' por tu grupo de trabajo.

¢ Cudles fueron las dificultades qué tuviste para realizar el nuevo puzzle?
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¢Cual fue la estrategia que utilizaron para ampliar el puzzle?

Material para recortar. Puzzle de 11x 11 cm

6
B
A 7
6
9
T
F
E
D
5
4 2
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Situacion N° 2. “La Mona Lisa”.

Nombre:

Instrucciones

* Para la siguiente situacién no debes utilizar reglas para medir las lados de la
figuras.

* Lee la situacion problemética de forma individual (15 min) posteriormente
retnete con tu grupo de trabajo y verifica tus respuestas.

La profesora de arte te pide hacer una reduccion del cuadro la “Mona Lisa” de Leonardo
Da Vinci. El cuadro original tiene las medias que se muestran en el dibujo.

¢Cudl de las cartulinas sirve para que la reduccion sea
exacta, y cubra toda la superfice de esta?

A
Amarilla de 38,5 cm x 26, 5 cm
Verde 70 cm x 53 cm

i 7

Roja 71,5 cm x 47,5 cm 77 cm
Blanca 77 cm x 77 cm
¢Qué estrategia utilizaste para encontrar la reduccion
adecuada?

Y
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Algunos estudiantes no comprendieron la instruccién de la profesora de arte, y ellos
realizaron estas producciones de la Mona Lisa. (En cudl de estas producciones
corresponde una buena reduccion? Argumenta con tu grupo de trabajo vy justifica el
procedimiento utilizado.

19,25 c
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Eduardo realizé la reduccién de la Mona Lisa, pero se le borro una de las medidas y no
recuerda su valor. Ayuda a Eduardo a encontrar este valor. Y explicale paso a paso qué
procedimiento utilizaste. (Recuerda que no puedes utilizar regla para medir)
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Situacion 3 “Construccion de Marcos”.

Nombre:

Un carpintero habitualmente realiza marcos para montar reducciones de un cuadro de 21, 6
cm de altura por 28 cm de base. El desarrollo una nueva estrategia para determinar el ancho
de una reduccién del cuadro conociendo s6lo la altura: construye la diagonal de una hoja
del tamafo del cuadro original, dibuja las alturas, las bases y posteriormente mide cada uno
de sus lados con una regla, como se muestra en la figura

El carpintero recibe un Ilamado telefonico solicitando un pedido de distintos tamafios de
marco Yy el cliente solo le entrega las medidas de las alturas.

\

> 21,6 cm
> 16,8

cim
a

/—H > 10,8 cm

T R e R A
B DTt 1 B el o P eodute Tl

y, b Y,

S A

28 cm

6,2 cm

Posteriormente, el carpintero recibe otro llamado telefonico y le solicitan realizar otro
marco, pero solo le dan la medida de la altura de 7,2 cm ¢cual sera la medida de la base?

¢Cual sera el procedimiento matematico para encontrar las medidas de a y b sin tener que
medir?
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