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RESUMEN

Esta investigacion, ya concluida, se enfoc6 en documentar la construccion de los
conceptos espacio vectorial R? y espacio vectorial R® desde la teoria APOE. Para ello se
disefiaron y documentaron descomposiciones genéticas a la luz del ciclo de
investigacion que dicha teoria provee. Los aspectos histdricos epistemolégicos que se
consideraron y los diversos antecedentes que se recopilaron procuran sustentar la
pertinencia de reconstruir los conceptos en cuestion desde aquellas ideas matematicas
fundamentales, a saber ecuacion lineal homogénea (en su sentido amplio), ecuacién
lineal no homogénea y sus respectivos conjuntos solucién. En ese escenario los
conceptos previos conjunto, operacion binaria asi como las geometrias asociadas a R? y
R®, desde ideas elementales como la dilatacién y contraccién de un segmento dirigido,

inciden fuertemente en dicha reconstruccion.

Abordamos la investigacion como un estudio de caso multiple, desde una perspectiva
hermenéutica centrada en un objeto matematico, lo que puso de relieve la importancia
de elaborar cuestionarios en sintonia con un modelo cognitivo para indagar en aquellas
construcciones y mecanismos mentales que son necesarios para la reconstruccién de los
conceptos espacio vectorial R? y R, Alli las entrevistas semiestructuradas permitieron
ahondar en aquellos aspectos que los cuestionarios no consideraron o no quedaron
explicitos desde los argumentos que manifestaron los estudiantes. Los antecedentes
recopilados evidenciaron la importancia de las construcciones objeto conjunto solucion
de una ecuacion lineal homogénea y conjunto solucién de una ecuacion lineal no

homogénea en la reconstruccion de los espacios vectoriales en cuestion.

Para finalizar, dentro de los principales resultados destaca la importancia de comenzar
la reconstruccion de los conceptos ya aludidos atendiendo a la construccion accion
asociar nimeros a los términos de una ecuacion lineal homogénea y la construccion
accion asignar un nimero a una de las incognitas de una ecuacion lineal homogénea, asi
como las construcciones proceso maltiplo escalar de una solucién, todas las soluciones,

algebra de soluciones, cartesiano R? y cartesiano R®.

Palabras Clave Ecuacién Lineal Homogénea, cartesiano R? cartesiano R?®
Descomposicion Genética.



SUMMARY

This research, already concluded, is focused on documenting the construction of the
concepts of vectorial space R” and vectorial space R® based on APOS theory. For the
above mentioned, genetic decompositions were designed and documented in the light of
the research cycle provided by such theory. The epistemologic historical aspects that
were considered and the several precedents compiled try to support the approppriateness
of reconstructing the concepts in question from those fundamental mathematical ideas,
that is to say: homogenous linear equation (in a broad sense), nonhomogenous linear
equation and the respective solution sets. In that scenario, the previous concepts: set,
binary operation as well as geometries associated to R? and R®, starting from basic ideas
like the expansion and contraction of a directed line segment, strongly affect this

reconstruction.

We faced the research as a multiple case study, from a hermeneutics perspective
focused on a mathematical object, which highlighted the importance of creating
questionnaires accordingly with the cognitive models to investigate in those
constructions and mental mechanisms that are necessary for the reconstruction of the
vectorial space concepts R” and R®. There, the semistructured interviews allowed to go
deep is those aspects that the questionnaires did not consider or that were not explicit
from the arguments that the students showed. The compiled precedents showed the
relevance of the constructing mental objects, solution set of a homogenous linear
equation and solution set of nonhomogenous linear equation in the reconstruction of the

vectorial spaces in question.

Finally, among the main results, it is stressed the importance to begin the reconstruction
of the concepts already mentioned paying attention to constructing mental action to
associate numbers to the terms of an homogenous linear equation and constructing
mental action to assign a number to one of the variables of a homogenous linear
equation, as well as constructing mental process: scalar multiplier of a solution, all the

solutions, algebra of solutions, cartesian R? and cartesian R®.

Key Words Homogenous Linear equation, Cartesian R?> and R3 Genetic
Decomposition.



Glosario

Este glosario contiene tanto términos de la teoria APOE como nociones matematicas de
uso comun cuyo sentido se explican a continuacion.

Ecuacion Lineal Homogénea (ELH), es una relacion de igualdad que asocia
aditivamente términos, que incluyen incognitas con sus respectivos coeficientes, con el
elemento neutro aditivo (en el desarrollo de este texto).

Ecuacion Lineal No Homogénea (ELNH), es una relacién de igualdad que asocia
aditivamente términos, que incluyen incdgnitas con sus respectivos coeficientes, con un
elemento que no es el neutro aditivo.

Conjunto Solucion de una ELH (CSELH), Conjunto que incluye a todas las
soluciones de una ELH.

Cartesiano R? es el plano cartesiano provisto de operaciones, no se consideran
propiedades de esas operaciones.

Cartesiano R® es el espacio cartesiano provisto de operaciones, no se consideran
propiedades de esas operaciones.

Plano Cartesiano: Es el plano euclidiano que incorpora coordenadas.
Espacio Cartesiano: Es el espacio euclidiano que incorpora coordenadas.

Descomposicion Genética, es un modelo cognitivo que explicita las construcciones y
mecanismos mentales que intervienen en la construccion de un concepto matematico.

Accidn, es una construccion mental que obedece a estimulos externos.

Proceso, es una construccion mental que obedece a estimulos internos y es dinamica; se
puede dar desde la interiorizacion de una accion, de una coordinacion de dos procesos,
la reversion de un proceso o la desencapsulacion de un objeto.

Objeto, es una construccion mental de una idea que se concibe como un todo. Se
construye por la encapsulacion de un proceso.

Encapsulacion, es un mecanismo mental que procura que una construccion proceso de
paso a una construccion objeto de un concepto matematico.

Desencapsulacion, es un mecanismo que procura volver sobre las construcciones
proceso que permitieron la construccion objeto de un concepto matematico.

Concepcion, es una elaboracién intrapersonal de una idea matematica o no.

Concepto, elaboracién interpersonal que una comunidad de expertos ha consensuado.



INTRODUCCION

La presente investigacion titulada “Construccién de los espacios vectoriales R? y R®
desde la teoria APOE ” da cuenta, desde un estudio de caso maltiple, de la validacion y
puesta en escena, a través de la aplicacion de clases, de un modelo cognitivo que
procura, en términos tedricos, modelar la construccién de los conceptos espacio
vectorial R? y R®. Para ello se consider6 a 19 estudiantes de pregrado de tres
universidades chilenas, incorporando la aplicacion de cuestionarios y entrevistas. Con
los casos 1 y 2, se pudo validar los dos modelos tedricos que se disefiaron para
reconstruir, respectivamente, los espacios vectoriales R*> y R®. Con el caso 3, se
documentd la ensefianza para el espacio vectorial R? desde el modelo que se validé, en
un aula universitaria, a la luz del ciclo de ensefianza que provee la teoria que sustenta

este trabajo.

Los dos modelos cognitivos se disefiaron a la luz el andlisis tedrico, una de las tres
etapas del ciclo metodoldgico del marco tedrico que avala esta indagacion. Para ello se
considerd un caso de estudio que lo conformaron 5 profesores universitarios que hacen
docencia en cursos de algebra lineal a estudiantes de pregrado. Fundamentalmente, para
indagar tanto en las concepciones que los profesores tienen de los conceptos cartesiano
R?y cartesiano R®y su relacion con los espacios vectoriales R? y R®, asi como también
aspectos referidos a su ensefianza. Considerando, ademas, un analisis historico
epistemoldgico de los conceptos ligados al algebra lineal, en particular de los conceptos

en cuestion.

Para indagar en la construccién cognitiva de los espacios vectoriales R y R®, se
consideré como marco tedrico a la teoria APOE —Accion, Proceso, Objeto y Esquema—
la cual fue desarrollada por Dubinsky en colaboracién con el grupo RUMEC (Research
in Undergraduate Mathematics Educations Community). Ellos se han abocado al
estudio de trozos de conocimiento que demandan un alto nivel de abstraccion, donde el
concepto de abstraccion reflexiva, propuesto por Piaget, resulta clave para interpretar y
describir la construccion de un concepto matematico a partir de un modelo cognitivo, la
Descomposicion Genética (DG). Modelo que explicita y relaciona los mecanismos

interiorizacion, coordinacion, reversion, encapsulacion y desencapsulacion con las



construcciones mentales accion, proceso, objeto y esquema que requiere un aprendiz

para construir cognitivamente un concepto matematico, lo que se vera méas adelante.

Las caracteristicas del algebra lineal en cuanto a que formaliza, unifica y generaliza
conceptos matematicos y los desafios que ello demanda desde un punto de vista
cognitivo, tanto de su ensefianza como de su aprendizaje, ha motivado indagar en uno
de sus conceptos fundamentales, el concepto de espacio vectorial. Este estudio, que se
dard a conocer a través de cinco capitulos, estd focalizado en los conceptos
matematicos, espacio vectorial R? y espacio vectorial R® que, sin duda, forman parte de
un curso basico de algebra lineal a nivel de pregrado.

Cabe destacar que el trabajo con las Ecuaciones Lineales Homogéneas (ELH) fue el
punto de partida para establecer aquellas construcciones y mecanismos mentales que
estudiantes universitarios deben tener, para construir cognitivamente los conceptos
espacio vectorial R? y R® y, propiciar asi, el respectivo transito entre éstos; donde el
plano y el espacio cartesiano son dos conceptos que inciden fuertemente en la
construccion cognitiva de los conceptos matematicos ya mencionados, asi como los
cartesianos R? y cartesiano R® que se instalan, gradualmente, a partir del Conjunto
Solucion de una ELH (CSELH) y del Conjunto Solucion de una Ecuacién Lineal No
Homogénea (CSELNH).

Para organizar la lectura de esta tesis doctoral se ha considerado una introduccion para
situar al lector en los distintos alcances de esta investigacion y las motivaciones que
conllevan, ademas de cinco capitulos que daran cuenta de cada uno de los aspectos que
esta investigacion abarco. En el dltimo capitulo, se presentan las conclusiones y
proyecciones de esta investigacion. Finalmente, la bibliografia y los respectivos anexos.
A continuacién una descripcion de cada uno de los capitulos que luego se trabajaran en

extenso.

En el capitulo 1, se da una mirada histérica epistemologica a algunos conceptos ligados
al algebra lineal. Se comienza este recorrido desde el trabajo de los babilonios y chinos
con las ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales, pasando por la algebraizacion de
la geometria y, luego, con la aparicion de los sistemas abstractos destacando el concepto

de grupo; luego se avanza a la axiomatizacion del algebra lineal, al alero del concepto
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de espacio vectorial. Desde ahi, se destaca la importancia de los procesos de
formalizacion y unificacion que se han dado en el desarrollo de la matematica; ademas
de resaltar aquellos elementos matematicos que ayudan a direccionar el disefio de las
DG que se proponen. En particular, se hace referencia al periodo que sitda a la reforma
de las matematicas modernas en Francia, en los afios 60’s, donde destaca la postura de
connotados matematicos y educadores en relacion a la ensefianza y aprendizaje de la
matematica a nivel secundario y universitario, destacando una postura particular de la
ensefianza de la geometria. Ademas, se hace mencion al programa de investigacion en
algebra lineal impulsado por Dorier y su equipo de investigacion, en los afios 80’s,
quienes realizaron un estudio historico epistemoldgico en torno a los conceptos del
algebra lineal y documentaron la ensefianza y el aprendizaje de dichos conceptos a nivel

de pregrado, en paises como Francia, Marruecos y Brasil.

En el capitulo 2, se da a conocer la problematica didactica que se aborda en este estudio
asi como los objetivos generales y especificos que se trazaron como metas al término de
este. A lo anterior se agrega una revision al estado de arte, en relacién a investigaciones
referidas a algunos conceptos del algebra lineal, desde un punto de vista de su
aprendizaje y ensefianza, en particular respecto las referidas al concepto espacio

vectorial real de dimensién finita.

En el capitulo 3, se da una descripcion del marco tedrico que sustenta este estudio —la
teoria APOE—, la cual se gesta en el periodo que comprende la reforma del curriculum
del algebra lineal en E.E.U.U. en los afios 90’s. Ademas se hace referencia a algunas
investigaciones con la teoria APOE que estan en estrecha relacion con esta
investigacion. Por otro lado se da a conocer la unidad de andlisis que configura este
estudio, la cual esta conformada por estudiantes de tres universidades chilenas,
poniéndose de relieve un estudio de caso multiple. Destaca un caso conformado con
cinco profesores universitarios, que hacen docencia en cursos de algebra lineal a nivel
de pregrado, para indagar en las concepciones de algunos conceptos ligados a los

espacios vectoriales en cuestion y la concepcion de ensefianza de éstos.

En el capitulo 4, se presentan los disefios de las DG para los espacios vectoriales R? y
R® y la respectiva validacion; todo regido por el ciclo metodolégico que propone

APOE: Anélisis teorico, Disefio y aplicacion de instrumentos, Analisis y verificacion de
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datos. Una vez validadas las DG, se implementaron clases a un grupo de estudiantes de
la carrera de pedagogia en matematica y computacion, en una de las tres universidades
contempladas en este estudio, considerando para ello el ciclo ACE, Actividades (A),
Discusion de clase (C) y ejercicios fuera de la clase (E), y la DG del R? espacio
vectorial que fue validada. El objetivo, delinear los elementos de una propuesta
didactica en la ensefianza del espacio vectorial R* a nivel universitario; de la cual se

describen y detallan algunos de sus elementos en los anexos de este trabajo.

En el capitulo 5, se presentan las conclusiones de esta investigacion, destacando el papel
unificador de los conceptos que estan implicitos en las DG y que se han validado;
cuestion que esta en sintonia con los aspectos epistemoldgicos que se dieron a conocer
en el capitulo 1. Por otro lado, se hace notar la importancia que cobra el concepto de
ecuacion lineal homogénea en la conexién con las estructuras algebraicas desde el
conjunto solucion de esta. A ello se agregan el concepto de pardmetro y funcion que
permite conectar, desde una intuiciéon geométrica, con los conceptos que son de interés

en este trabajo. Ademas de las proyecciones y los productos de esta investigacion.

Como proyecciones, interesa sistematizar la implementacion de clases en aulas
universitarias, poniendo de relieve la importancia del CSELH y CSELNH para articular
el plano y espacio cartesiano con los cartesianos R? y R® donde, por ejemplo, la
construccién objeto CSELH procura dar paso a la construccién proceso cartesiano R? y
luego encapsularlo en la construccién objeto espacio vectorial R?. En definitiva,
consolidar un trabajo de aula a nivel universitario, en otras universidades chilenas,
desde los aspectos que se han pesquisado para establecer, de manera gradual, un puente
con la matematica escolar desde los conceptos asociados al plano y espacio cartesiano,
incorporando las fichas didacticas como recurso de aula para sugerir, desde situaciones

variadas, los mecanismos y construcciones mentales que se han documentado.



CAPITULO I: ANTECEDENTES,HISTC')RICOS EPISTEMOLOGICOS DE LOS
CONCEPTOS ASOCIADOS AL ALGEBRA LINEAL

Antes de presentar un analisis histdrico epistemologico, para poner de relieve el proceso
de unificacion y axiomatizacion en el desarrollo de la matematica y, en particular, en lo
que se refiere al algebra lineal, cabe preguntarse el por qué un estudiante de pregrado
presenta dificultades en el aprendizaje de los conceptos asociados a esta rama de la
matematica. Probablemente la respuesta a la pregunta anterior puede estar relacionada
con distintos factores que estan presente en la epistemologia e historia del algebra
lineal, como por ejemplo, la diversidad de conceptos matematicos que estan ligados a la
idea de vector, uno de los conceptos basales del algebra lineal, y que un aprendiz debe
asimilar en el proceso de aprendizaje de este o bien, el alto nivel de abstraccion que se
requiere para la comprension de los conceptos que estan asociados con esta disciplina
(Dorier, 1995).

A continuacion se haré referencia a un periodo amplio de la historia que antecede a la
axiomatizacion del algebra lineal, evento que se dio de la mano del concepto de espacio
vectorial. El objetivo de este capitulo es establecer algunas directrices que puedan
orientar el tratamiento de algunos conceptos matematicos, desde un punto de vista
cognitivo, considerando la evolucion histérica de los mismos si asi fuese necesario
(Artigue, 2003).

1.1.-Una panoramica historica y epistemoldgica que incluye algunos conceptos
matematicos asociados al algebra lineal

Para comenzar a dar cuenta de esta panoramica, en la Figural se presenta una linea de
tiempo que destaca el periodo que va desde 2000 a.C. hasta 1900 d.C., periodo que
antecede a la axiomatizacion del algebra lineal y su posterior desarrollo como disciplina
matematica. Un primer hecho a destacar, antes de la era cristiana, es que algunas
culturas ya resolvian problemas asociados a la agricultura, el comercio y la
agrimensura, utilizando ecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales (Boyer,
1968; Kline, 1992; Bell, 1985; Luzardo et al., 2006; Kleiner, 2007).



Babilonios y sistema de Estudiosos de la Mecénica
ecuaciones lineales (Fines del siglo XVII)

- D.C.
< L T 1 1 ] T L ] >
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1650 300 l 200 0 1700 1800 l 1900
Papiro Rhind Chinos , Dinastia Han Grassmann, Hamilton y Cayley; las noci
sacerdote egipcio Ahmés Método Fan-Chen Gl Ry R D R ]
(Ecuaciones lineales) (Eliminacién Gaussiana) (axiomatizacién)

Figura 1: algunos hitos asociados a algunos conceptos ligados al algebra lineal.

Ya en el Papiro de Rhind, en el 1.600 a.C., hay evidencia que los egipcios utilizaron las
ecuaciones lineales y los babilonios trabajaron en la solucién de sistemas de ecuaciones
lineales. Por otro lado, los matematicos chinos entre 300 a.C. y 200 a.C. utilizaron
algunos procedimientos para resolver sistemas de ecuaciones lineales que mas tarde,
unos dos mil afios aproximadamente, se ligarian con el trabajo de las matrices y los
determinantes (Kleiner, 2007). A finales del siglo XVII, emerge el concepto de vector
desde el trabajo de los estudiosos de la mecénica (Luzardo, et al., 2006) y bien
avanzado el siglo XVIII se comienzan a configurar, desde el estudio de las soluciones
de las ecuaciones algebraicas, los sistemas abstractos en la matematica. Esto dio paso al
concepto de grupo, concepto que jugd un rol preponderante en la unificacion de las

geometrias (Kleiner, 2007).

Por otro lado, Peano en 1888 en una publicacion que denomind calculo geométrico
segun el "Ausdehnungslehre™ de H. Grassmann, formula en el Gltimo capitulo de su
libro una definicion axiomatica de lo que hoy se conocemos como espacio vectorial
(Dorier, 1995b; Kleiner, 2007). Esta definicion axiomatica que presenta Peano esta
referida a lo que él denomind un sistema lineal. Sistema que basé en las ideas de
Grassmann, desde una mirada mas bien geométrica. Define un sistema de entes, una
relacién de igualdad y una suma para estos entes; ademas estos entes interactian con

numeros enteros positivos desde una ponderacion (Dorier, et al., 1997).

Cabe hacer notar que alld por 1679 Leibniz propone un andlisis geométrico el cual esta
basado en una relacion de congruencia. La idea de este nuevo calculo geométrico
intenta dar respuesta a las dificultades que Leibniz encuentra en las demostraciones
geomeétricas, sobre todo en aquellas que estan basadas con el uso de la regla y compas,
herencia de los gedmetras griegos. El trabajo de Leibniz esté en sintonia con los trabajos
que desarrollan de manera independiente Descartes, en 1637, y Fermat, en 1643,



quienes algebraizan la geometria en la bldsqueda de un célculo geométrico. Por otro
lado, Wallis en 1673 presenta una interpretacion geométrica de la raices de numeros
negativos y desde ahi en adelante, Wessel en 1779, Argand en 1806 y Mdbius en 1827,
por nombrar algunos, van sentando las bases de un nuevo calculo geométrico con bases
algebraicas que decanta en la axiomatizacion de un espacio vectorial, en 1888, con los
trabajos de Peano (Boyer, 1968; Grattan-Guinness, 1984; Dorier, 1997).

Es importante hacer notar que en 1800 la mayoria de los conceptos ligados a lo que hoy
conocemos como algebra lineal ya habian sido desarrollados, a excepcion del concepto
de espacio vectorial, el cual permitié axiomatizar el algebra lineal en 1930 y dio paso a
la unificacion de los conceptos que esta involucra (Grattan-Guinness, 1984; Dorier,
1995a; 1995b, Kleiner, 2007). Esto evidencia, desde un punto de vista histérico
epistemoldgico, que no siempre hay un desarrollo secuencial e inclusivo de las ideas
matematicas como se podria percibir desde su ensefianza en un aula universitaria,
aspecto a tener en cuenta a la hora de pensar en el proceso de ensefianza aprendizaje de

un concepto matematico.

1.1.1.- Los sistemas de ecuaciones lineales y su relacion con el desarrollo de
conceptos asociados al algebra lineal

Como ya se menciono en el apartado anterior, las ecuaciones lineales y los sistemas de
ecuaciones lineales estuvieron presentes desde muy tempano en algunas culturas, como
herramientas para resolver problemas en d&mbitos especificos como la agricultura y el
comercio. En el siglo XVII, los sistemas de ecuaciones lineales comienzan a vincularse
al desarrollo de los conceptos del algebra lineal. Lo anterior se puede sustentar sobre la
base de algunos hechos historicos, como por ejemplo, el que nos ofrece el matematico y
filosofo francés d’Alembert, el cual da cuenta que las soluciones de un sistema de
ecuaciones de la forma Ax = B conforma un sub-espacio afin (Bourbaki, 1976; Grattan-
Guinness, 1984; Luzardo, et al., 2006). De la misma manera Euler, Lagrange y el
propio d’Alembert se percatan que la solucién general de un sistema homogéneo
Ax =0 es combinacion lineal de algunas soluciones particulares de este (Boyer; 1968;
Bourbaki, 1976; Grattan-Guinness, 1984; Luzardo, et al., 2006; Kleiner, 2007).

Lo anterior pone de relieve, en términos de esta investigacion, la importancia de

establecer una relacion entre las soluciones de una ecuacion lineal homogénea (no
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homogénea). Respectivamente para las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales

homogéneo (no homogéneo).

Cabe hacer notar que en el siglo XVI, de manera analoga para una ecuacion de segundo
grado, se obtuvieron formulas para ecuaciones de grado tres y cuatro, obligando a los
matematicos de la época a avanzar en la misma direccion para ecuaciones de grado
mayor. A mediados del siglo XVII, ante los nulos intentos de la busqueda de formulas
para las raices de ecuaciones de grado mayor a 4, se visualiza la importancia de las
permutaciones en el trabajo de las raices de un polinomio. En 1770, Lagrange incorpora
el concepto de permutacion, visto como un arreglo, en el trabajo de las raices de
polinomios de grado tres y cuatro, sentando las bases para el desarrollo de los sistemas
abstractos en matematica; punto de partida para que en 1830 se establezca el concepto

de grupo de la mano de Galois (Hernandez, 1972; Grattan-Guinness, 1984).

En la Tabla N°1 se detallan algunos aspectos en relacion a los sistemas de ecuaciones
lineales. En una primera etapa destacan como herramienta para resolver problemas y en
una segunda etapa, desde un estudio mas formal como objetos matematicos, en
vinculacion con otros conceptos que estan asociados al algebra lineal (Boyer, 1968;
Grattan-Guinness, 1984; Bell, 1985; Kleiner, 2007).

Tabla N°1: Algunos hitos asociados a los sistemas de ecuaciones lineales.
Tabla N°1: Los sistemas de ecuaciones lineales

Afo Matematico Aspecto que se desarrolla o problemética
Resolvian sistemas de ecuaciones de dos ecuaciones y
2000 a.C. Babilonios dos incégnitas, 2x2.
Resolvian sistemas de ecuaciones de 3x3 sobre la base de
200 a.C. Chinos sus coeficientes numéricos.
Comienza el estudio moderno de los sistemas de
1693 Leibniz ecuaciones lineales e incorpora el concepto de

determinante.
Inventa la regla que lleva su nombre y que utiliza

1750 Cramer determinantes para resolver sistemas de ecuaciones
lineales.
Plantea que los sistemas de ecuaciones lineales pueden
1750 Euler carecer de una solucién o bien que esta puede no ser
Unica.
Desarrolla el método de los minimos cuadrados y el
1811 Gauss método de eliminacion gaussiana. Estudio las

condiciones sobre las cuales los sistemas de ecuaciones
lineales tienen soluciones y son Unicas.
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Un hecho que procura graficar posibles dificultades que estudiantes universitarios
podrian enfrentar, desde un punto de vista cognitivo, en el aprendizaje de alglin
concepto ligado al algebra lineal es el referido al matematico Euler, uno de los primeros
en darse cuenta que un sistema de ecuaciones de nxn no necesariamente tiene una dnica
solucidon (Kleiner, 2007). Euler describe algunos inconvenientes que aparecen cuando se
resuelven algunos sistemas de ecuaciones lineales de 2x2 y 3x3, cuyas ecuaciones estan
relacionadas entre si. Problematica que lleva asociada un concepto matematico que esta
implicito en la situacion que se describe y que no se explicita; cuya formulacion
matematica y respectiva formalizacion requerird de por lo menos un siglo, el concepto
de dependencia lineal (Dorier, 1995a; Dorier et al., 1997; Dorier et al., 2000).

Para dar cuenta de la situacion mencionada en el parrafo anterior, en la Figura 2 se
presentan algunos detalles de lo que reportdé Euler para mostrar, por ejemplo, cdmo a
partir de un sistema de ecuaciones de 2x2, donde una de las ecuaciones es multiplo
escalar de la otra, se obtiene la identidad 0 = 0 al aplicar el método de eliminacion y

sustitucion para determinar la solucion de dicho sistema de ecuaciones.

Figura 2: Diagrama que muestra dos hitos historicos y la evolucion de la dependencia lineal desde la
resolucion de un sistema de ecuaciones.

12



En el caso 3x3 Euler utiliza ejemplos que muestran las distintas posibilidades que se
pueden dar en atencién a lo ocurrido en el caso 2x2 sin llegar a establecer o formular un
concepto mas general o inclusivo que se haya podido extrapolar por ejemplo a las n-
uplas. Aunque, como lo plantea Dorier (1995a), si bien Euler esta consciente de la
importancia de su analisis, s6lo se circunscribe a la dependencia de las ecuaciones
lineales, la dependencia inclusiva de Euler. Lo que probablemente pudo estar
influenciado por las necesidades de la época, donde los sistemas de ecuaciones estaban
mas bien ligados a resolver cuestiones de indole geométrica (Kleiner, 2007, Dorier,
1995a).

Lo anterior procura, nuevamente, poner de manifiesto que la maduracién y la respectiva
formulacién de una idea matematica, en su proceso de formalizacidn, no es algo tan
inmediato que se produzca de manera secuencial al alero de otros conceptos menos
inclusivos, en el sentido ausubeliano (Ausubel, 1983), sino por el contrario requiere de
un proceso de maduracion y de adecuacion con otras ideas, ya existentes en la mente de
quien aprende, y las cuales deben ser conciliadas e integradas de manera funcional en la
estructura cognitiva de un aprendiz para promover asi un aprendizaje significativo
(Ausubel, 1983; Novak et al., 1988; Coll, 1996, p. 189-202), donde el aprendizaje
cooperativo y colaborativo juega un rol que se debe tener en cuenta a la hora de

promover aprendizajes significativos (Coll, 1996, p.105-122).

1.1.2.- El concepto de determinante y su relacion con los sistemas de ecuaciones en
un contexto geomeétrico

En el Jiu Zhang Suan Shu, texto matematico chino que recopila en nueve capitulos el
conocimiento matematico de China desde el siglo X a.C. hasta el siglo I a.C., se
presentan, en el capitulo séptimo, algunos problemas que se resuelven como un caso
especial de la regla de Cramer para un sistema de ecuaciones con dos incégnitas. Lo
anterior, evidencia que el concepto determinante esta presente unos dos mil afios antes
de su publicacion como regla; primero por el matematico japonés Seki Kowa, en 1683,

y diez afios después por el matematico aleméan Leibniz (Luzardo, 2006; Kleiner, 2007).

En la Tabla N°2 se dan a conocer algunos hechos vinculados al concepto de

determinante, fundamentalmente en la etapa de su elaboracion, como objeto
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matematico, desde una presentacion axiomatica (Boyer, 1968; Grattan-Guinness, 1984;
Bell, 1985; Kleiner, 2007).
Tabla N°2: Algunos hechos de la etapa de formalizacién del concepto de determinante, el cual parte con

Vandermonde y decanta desde un enfoque méas axiomatico en Weierstrass y Kronecker.
TABLA N°2: Los determinantes

Afio Matematico Aspecto que se desarrolla o problemética

1748 Maclaurin Hizo una de las primeras publicaciones sobre determinantes y los
utilizd para resolver sistemas de 2x2, 3x3 0 4x4,

1870 Dedekind Utiliza determinantes para establecer resultados en teoria de nimeros.

1772 Vandermonde | Estudia a los determinantes como objetos matematicos y no en
funcidn de un sistema de ecuaciones lineales.

1772 Laplace Muestra como expandir determinantes por medio de cofactores

1812 Cauchy Presenta el primer estudio sisteméatico de los determinantes,
presentando y demostrando propiedad: det (AB) = det(A)- det(B)

1841 Cayley Desarrolla una geometria analitica en n dimensiones utilizando
determinantes.

Weierstrassy | Introducen de manera axiomatica a los determinantes.
1868-1874 Kronecker

Si bien en el siglo 1l a.C. hay evidencia de la aparicion informal del determinante en la
solucion de problemas lineales, en el ambito de la agricultura, por matematicos chinos;
es en el aflo 1750 que Cramer publica un tratado, Introduction to the Analysis of
Algebraic Curves, donde da a conocer un método para resolver un sistema de
ecuaciones lineales. La vinculacion del determinante con la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales si bien no ayuda en el desarrollo de la idea de dependencia lineal,
desde lo que Euler manifiesta en ese mismo afio, procura un avance en la idea rango
(Kleiner, 2007, Dorier, 1995a).

1.1.3.-Matrices y transformaciones lineales

El siguiente problema que se presenta a continuacién tiene la particularidad que su
solucion, en el capitulo IX del Jiu Zhang Suan Shu, deja en evidencia que tanto el
concepto de matriz como el determinante aparecen mucho antes de su elaboracion

matematica.

Problema

Hay tres tipos de maiz de los cuales, tres paquetes del primero, dos del segundo, y uno del tercero, hacen
39 medidas. Dos del primero, tres del segundo y uno del tercero, hacen 34 medidas. Y uno del primero,
dos del segundo y tres del tercero, hacen 26 medidas. ¢ Cuéntas medidas de maiz contienen los paquetes
de cada tipo?

A continuacién, en la Figura 3, se describe la forma como se resuelve dicho problema,
utilizando un algoritmo, sin que se dé a conocer los fundamentos de este (Citado en
Andreoli, 2009).
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El autor manda al lector a multiplicar la columna del medio por 3 y restar la columna de la

1 :',: : derecha tanta veces como sea posible. Luego, a partir de 3veces la primera comuna, restar
; 1 ‘1' tantas veces como sea posible, la columna de la derecha. Esto da:

26 34 39 /

0O 0 3

4 5 2 Manda ahora multiplicar la primera columna por 5 y entonces restar la columna del medio
8 1 1 tantas veces como sea posible. Esto da:

39 24 39

o O 3

a0 5 2 Luego de lo cual afirma que, a partir de alli, se pude encontrar la solucidn para el tercer tipo
6 1 1 de maiz, luego para el segundo, luego para el primero, por sustitucién posterior. Este
99 24 39 método, hora conocido como eliminacidon gaussiana, no llegd a ser bien conocido hasta

principios del siglo XIX.

Figura 3: Descripcion de como se resuelve el sistema de ecuaciones.

En la Tabla N°3 se destacan algunos aspectos en relacion al concepto de matriz, primero
como tabla de nimeros, utilizada por matematicos chinos y luego, su vinculacion con
las transformaciones lineales en un contexto mas geométrico (Boyer, 1968; Grattan-

Guinness, 1984, Bell, 1985; Kleiner, 2007).

Tabla N°3: Algunos hitos sobre matrices y transformaciones lineales.

TABLA N°3: Matrices y transformaciones lineales
Afio Matematico Aspecto que se desarrolla o problemética
200 a.C. Chinos Las matrices aparecen como tablas de nimeros
1801 Gauss Utiliza en su trabajo de las formas cuadréticas binarias. Aparece la
multiplicacion de matrices.
1850-1858 Sylvester Sylvester acufia el término matriz y Cayley formula la primera
Cayley definicién abstracta de matriz.
1844-1848 Eisenstein y Extienden el trabajo de Gauss sobre las formas cuadréticas y las
Hermite operaciones elementales.
1918 Weyl Weyl formula la version moderna de transformacion lineal
concepto que venian desarrollando Cauchy, Weierstrass y
Kronecker.

El concepto de transformacion lineal, asi como otros conceptos del algebra lineal,
conllevan alguna dificultad intrinseca para su aprendizaje. Algunas investigaciones
desde la didactica de la matematica 0 matematica educativa dan cuenta de ello y se
refieren a las dificultades que tienen los estudiantes en el aprendizaje del concepto de
trasformacion lineal en un ambiente de geometria dinamica (Ubicab & Oktag, 2006;
Molina & Oktag, 2007). Roa & Oktag (2009), se abocan al disefio de una DG teorica,
que les proporciona un marco tedrico, para establecer aquellas construcciones y
mecanismos mentales necesarios para construir cognitivamente el concepto

transformacion lineal en conexion con el concepto de espacio vectorial.
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1.1.4.- Los conceptos de dependencia e independencia lineal, base y dimension
hacia la estructura de espacio de vectorial

Para efectos de este estudio es importante reparar en algunos hechos historicos que ya
se han indicado y que muestran una dindmica no secuencial en el desarrollo de los
conceptos asociados al algebra lineal. EI concepto de dependencia lineal se instala desde
la dependencia inclusiva de las ecuaciones lineales que describe Euler en 1750 y la idea
de combinacion lineal en términos de la relacion que se establece entre las soluciones
particulares de un sistema homogéneo con la solucidn general en atencion a los trabajos
de d’Alembert (Bourbaki, 1976; Grattan-Guinness, 1984; Kleiner, 2007).

En las Tablas N°4 y N°5 se presentan aquellos hechos mas relevantes en relacién a los
conceptos que estan asociados directamente con el concepto de espacio vectorial y que
llevaran a la axiomatizacion de un espacio vectorial como hoy se le conoce (Boyer,
1968; Grattan-Guinness, 1984; Bell; 1985; Kleiner, 2007).

Tablas N° 4 y N° 5: Nos sitGan en periodo previo al proceso de axiomatizacion de los espacios
vectoriales, siendo fundamental el trabajo de Hamilton desde la idea de vectores.

TABLA N°4: Dependencia e independencia lineal, base y dimension
Afio Matematico Aspecto que se desarrolla o problemética
1843;1845 Cayley y Graves | Generalizan las ideas de Hamilton introduciendo las ideas de
octoniones
1853 Hamilton Con los cuaternios presenta la primera idea de espacio vectorial
1882 Dedekind y Utilizan la idea de combinacion lineal y de base pero no de la
Weber forma moderna como hoy se le conoce.
1910 Steinitz y Artin | Perfeccionan las ideas de Dedekind y Weber en la teoria de los
campos
TABLA N°5: Espacio vectorial
Afio Matematico Aspecto que se desarrolla o problematica
1888 Peano Introduce la nocidn de espacio vectorial
Wessel Introduce el concepto de vector geométrico que culmina con
Gauss
1853; 1881 | Hamilton, Gibbsy | El algebra de vectores por Hamilton y Gibbs-Heaviside
y 1893 Heaviside estudian los vectores como se conocen actualmente.
1881 Hamilton, Cayley y | Generalizan las ideas de vector para dimension dos o superior
Grassmann
1918 Weyl Aplica los conceptos de vectores a la fisica, en particular a la
teoria de la relatividad y el concepto de transformacion lineal
como hoy se le conoce
1920 Banach Incorpora la idea de espacios vectoriales normados
1920-1926 Noether En su obra incorpora el lenguaje moderno de los espacios
vectoriales
1930 Van der Waerden | Define espacio vectorial reconocible en el siglo XXI
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1.2.- La axiomatizacion y la unificacion: Un recorrido hacia la formalizacion del
algebra lineal

Mirar en retrospectiva el desarrollo de la matematica y en particular del algebra lineal
procura rescatar algunos hitos que dan cuenta que la formulacion matematica de ideas
fuerza, que han impulsado el desarrollo de esta, requieren no tan solo de procesos
cognitivos y la puesta en escena de un tipo de pensamiento, sino que ademas de la
explicitacion de cierta dindmica interna que es propia de la matematica y que la articula
como tal (Kline, 1967; Schaaf, 1964). En la Figura 3 se presentan algunos hitos que
ponen de manifiesto la importancia del proceso de abstraccion en el desarrollo de la
matematica y su articulacion con las estructuras intelectuales, en el sentido Piagetano
(Piaget & Garcia, 1989), cuestion que toma fuerza con la reforma de la ensefianza de la

matematicas en los afios 60’s en Francia (Charlot, 1984).

En sintonia con la triada: situacién-modelo- En sintonia con las estructuras matemadticas , Bourbaki,
teoria para entender la relacién entre y las estructuras intelectuales ,Piaget.

matemdtica y realidad. ~Reforma de las matemdticas modernas

Un proceso gradual de descontextualizacion,

la abstraccion

-Desarrollo de los sistemas abstractos }

-Consolidacion del método axiomatico vy las
estructuras algebraicas desde la teoria de

-Lagrange y el estudio de las permutaciones; Conjunto.

Galois vy la estructura de grupo, desde las

-Axiomatizacion del algebra lineal desde el
ecuaciones algebraicas.
Siglo XV . ’
|

concepto de espacio vectorial
Siglo XX \J
|

| |
< | 1 —>
Siglo XVII > Siglo XIX n
-Algebraizacién de la geometria (Descartes y ~Unificacion de las geometrias, desde el concepto
Fermat); primer nivel de unificacion. de grupo

-Un nuevo método en geometria, el método analitico _axjomatizacién de la geometria euclideana desde

el concepto de relacién: Axiomas de incidencia, de

~Sistema de coordenadas; hacia la base candnica de .
orden de congruencias...

R2 espacio vectorial.
Descontextualizacion , abstraccion y la

Rescatamos la intuicion geométrica y la intuicidn . . L. -
generalizacién en la construccién matemdtica

Matematica.

Figura 3: Del desarrollo de los sistemas abstractos hasta el método axiomatico con las reforma de las
matematicas modernas.

Por otro lado, con el diagrama de la Figura 4 se pone de manifiesto el papel de la
axiomatizacion y unificacion como procesos matematicos, que irdn impulsando el
desarrollo de los sistemas abstractos que comienzan a gestarse a partir de los trabajos de
las soluciones de las ecuaciones algebraicas que trabaja Lagrange en 1770, para que
luego aparezca el concepto de grupo propuesto por Galois en 1830 (Kleiner, 2007),
concepto que permitird a Klein en 1874 unificar las geometrias y por otro lado a hacer
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aportaciones a la teoria de grupo (Nevanlinna, 1966). En definitiva se va moldeando un
método que distingue a la matematica de otras ciencias y cuyo valor, desde un punto de
vista de su ensefianza, toma interés por connotados matematicos franceses en los afios
50 en Francia, Dieudonné, Choquet y Lichnerowics, imprimiendo un sello caracteristico
a la reforma de las matemaéticas de los afios 60’s que fue desencadenada por dos
eventos; el lanzamiento del satélite soviético en octubre de 1957, en el marco de la
carrera espacial, y lo efectos de la segunda guerra mundial en cuanto a la modernizacion
industrial que pone de relieve un nuevo énfasis a la ensefianza para impulsar un

desarrollo econémico (Charlot, 1984).

1.2.1.- El rol de la axiomatizacion y estructuras en la unificacion de las
matematicas

Pensar en la axiomatizacion y la unificacion de los asuntos inherentes a la matematica,
es remontarse a episodios de nuestra historia que se enmarcan en el desarrollo de esta
ciencia; asi, por ejemplo, podemos mencionar: la unificacion de las geometrias desde el
programa de Erlangen propuesto por Klein (1872), la reformulacién axiomatica de la
geometria euclideana que plantea Hilbert (1899), la axiomatizacion del algebra lineal
que plantea VVan der Waerden (1937).

Dichos episodios ponen en juego y resaltan algunos elementos matematicos como los
conceptos de relacion, funcion, transformacion y grupo, por nombrar algunos, que nos

acercan desde distintos angulos a una estructura algebraica —los espacios vectoriales—.

El proceso de axiomatizacién como método tiene su inicio en la geometria euclideana y,
en su desarrollo, a partir de la axiomatica propuesta por Hilbert (1899), no estuvo
exento de dificultades. Por ejemplo, en la axiomatizacion de la aritmética, desde la
teoria de conjuntos aparecen paradojas como las plateadas por Rusell que se suscitan a
partir de la idea de suponer la existencia del conjunto de todos los conjuntos (Schaaf,
1964; Thom, 1970; Bourbaki, 1976; Hernandez, 1978; Grattan-Guinness, 1984).

Independientemente de lo anterior el método axiomatico, ya consolidado con Peano y

Hilbert a finales del siglo XIX, se instala en el siglo XX con la reforma de la ensefianza

de las matematicas con el objetivo de proveer de una base sélida e imprimir un alto
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nivel de rigor logico a las construcciones matematicas en el sentido de Hilbert al
replantear la presentacion de la geometria euclideana (Nevalinna, 1966).

Por otro lado, el desarrollo de estructuras algebraicas comienzan a gestarse en el siglo
XVIII lo que procura, a través de un proceso gradual de descontextualizacion, el
posicionamiento de sistemas abstractos; la base para el desarrollo de teorias que
conllevan un alto nivel de abstraccion, como la teoria de grupo (Kleiner, 2007). Estas
estructuras se consolidan en el siglo XX, permitiendo, por ejemplo, la axiomatizacién
del élgebra lineal y, en la década de los afios 60, dan un impulso a la reforma de las
matematicas modernas; que implicaron un cambio de perspectiva en la ensefianza
preuniversitaria y universitaria con algunos efectos que ello conllevé como por ejemplo,
un cambio en los programas de estudio, a nivel escolar, con un marcado énfasis en uso
de la teoria conjunto donde el exceso de rigor pone entre dicho a educadores y padres
que no entienden el sentido de este nuevo cambio (Bkouche et al, 1991).

Es importante hacer notar que la axiomatica para el propdsito de esta investigacion mas
que ser vista como una herramienta es rescatar su rol sistematizador (Thom, 1974). Por
otro lado, se destaca el papel de las estructuras algebraicas como componentes
esenciales en el proceso de unificacién, en particular de las geometrias. Las tendencias
actuales muestran que las geometrias no deben ser vistas como una parte independiente
de la matematica, como ya lo plantea Revuz (1971), donde las estructuras algebraicas,
grupo y espacio vectorial, juegan un papel preponderante tanto en el desarrollo como en
la descripcidn de éstas, al alero de una axiomatica. Asi, el papel unificador o descriptor
de dichas estructuras, como las mencionadas, es otro aspecto que se destaca en la
perspectiva de este trabajo, destacando las el trabajo de Klein al unificar las geometria

desde el concepto de grupo (Eves, 1986).

1.2.2.- Axiomatizacion y unificacion en el algebra lineal desde la estructura de
espacio vectorial y otros antecedentes asociados

La axiomatizacion del algebra lineal, hacia 1930, al alero del concepto espacio vectorial
demandd un alto nivel de abstraccion (Dorier, 2000; Dorier, et al. 2002). Por otro lado,
el concepto espacio vectorial desde un punto de vista epistemolégico mas que una

herramienta para resolver nuevos problemas debe ser visto como un concepto
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unificador, generalizador y formalizador al igual que el concepto de limite (Dorier, et
al., 1997; Dorier, 2000; Artigue, 2003).

Cabe hacer notar que el proceso de unificacion que se instala en la matematica, ha
permitido puntos de inflexion en el trabajo de esta, entregando un nuevo estatus a los
conceptos que en ella se trabajan. Por ejemplo, para el caso del algebra lineal, si
consideramos conjuntos como RxR, las funciones reales y continuas en una variable,
polinomios sobre el cuerpo de los nimeros reales, matrices reales, por nombrar algunos,
dotados de una estructura, pueden ser estudiados como un espacio vectorial. Esto
procura situar a sus elementos bajo un objeto matematico comin, que desde la
estructura que adscriben y, probablemente atendiendo al trabajo de los estudios de la
mecanica en el siglo XVII y desde un punto de vista de un modelo geométrico en el
sentido de Gueudet-Chartier (2000; 2003), se denomine vector.

La algebraizaciéon de la geometria procura dar un paso de la geometria sintética a la
geometria cartesiana. Dicho logro es fruto del trabajo independiente desarrollado por
Fermat y Descartes en el siglo XVII aplicando el método algebraico para analizar y
representar curvas, problemas de interés en dicha época atendiendo al estudio de los
cuerpos celestes y el desarrollo del comercio (Kline, 1992; Hernandez, 1978), donde el
uso de coordenadas es un aspecto que cobra relevancia y todo lo que ello conlleva. El
paso a la geometria cartesiana puede ser visto como un tipo de unificacion, antesala de
aquella desarrollada por Klein a partir de la estructura algebraica de grupo (Klein,
1872).

Probablemente, la idea de un sistema de coordenadas rectangular sugiere
implicitamente, desde transformaciones isométricas como la traslacion, el uso de
operaciones con pares ordenados para luego avanzar a estructura algebraica; el cual
ademés provee de una vestimenta al plano de los griegos. Para efectos este trabajo
denominamos cartesiano R? al conjunto RxR provisto de operaciones. Dicho cartesiano
puede entenderse a partir de una estructura para R, la recta real, lo que nuevamente
pone de manifiesto un tipo particular de unificacion. Luego, a partir de las propiedades
que se pueden desprender del conjunto RxR, se propicia un modelo geométrico del
plano como objeto matematico; plataforma que puede utilizarse para avanzar a R? como

espacio vectorial (Choquet, 1964).
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Desde una mirada conjuntista y rescatando este nuevo modelo del plano que fue descrita
en el parrafo anterior se hace mencion a la representacion que usualmente se hace en los
textos de geometria analitica del sistema de coordenadas. Es importante destacar en este
punto el papel que pudo haber jugado la geometria ordenada, esta geometria que
desprende Coxeter (1971) de la geometria euclideana, en el desarrollo de la geometria

cartesiana, pensando en la recta real y la estructura de R.

Lo aspectos anteriormente descritos, no necesariamente se dieron a través de un proceso
secuencial, lo cual motiva a indagar en ello; la idea es establecer aquellos elementos
basales que podrian estar incidiendo en la problematica que aborda esta investigacion.
Por ejemplo, si pensamos en la axiomatizacion de la geometria que propone Hilbert, se
pone de relieve la necesidad de disociar objetos de la geometria euclideana con aquellos
objetos de la realidad fisica en contraposicion a la axiomatica que propone Euclides
para su geometria (Boyer, 1968; Bourbaki, 1976; Hernandez, 1978; Bell, 1985).

En la axiomatica de Hilbert, la relacion de incidencia, de correspondencia y de
congruencia da cuenta de la incorporacion de elementos matematicos al proceso de
axiomatizacion, lo que estd en sintonia con la tarea de unificacion de las geometrias,
que se plasma en el programa Erlangen de Klein (1872), donde una geometria es vista
como la accion de un grupo sobre un conjunto, donde un grupo debe ser visto como un
caso particular de una aplicacion o transformacion lo que conecta con el concepto de

relacion que incorpora Hilbert (Nevanlinna, 1966).

1.2.3.- Una mirada particular a la comunidad de matematicos en los afios 60y 70 y
su relacion con otros episodios en la ensefianza y aprendizaje de los conceptos
ligados al algebra lineal

En Herndndez (1978) se rescata la mirada y puntos de vista de la comunidad de
matematicos, a través de diversos trabajos, donde se pone énfasis a las estructuras
matematicas, al proceso de axiomatizacion, y la relacion de dichos aspectos con esta
nueva manera de ver la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. La diversidad de
miradas (Hernandez, 1978; Bkouche et al., 1991), que incluye a un connotado
investigador en el &mbito de la Psicologia como fue Piaget, procura rescatar una serie de
elementos, como la importancia de la abstraccion reflexiva, en sintonia con esta

exigencia a la formalidad y rigor que se impone a la construccion matematica, y que de
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manera paraddjica mas que alejarla de otras disciplinas se produce una explosion hacia
la diversificacion de las aplicaciones de la matematicas a otros ambitos (Stone, 1961,
Bkouche et al., 1991).

1.2.4.- De la abstraccion en matematica a la abstraccion reflexiva: Matematica y
algebra lineal

Si nos remontamos al desarrollo de los sistemas abstractos desde las estructuras
algebraicas, proceso que duré por lo menos un siglo (Kleiner, 2007), se reparara en que
dicho proceso necesito de un alto nivel de abstraccion, en el sentido de una
descontextualizacion de los objetos matematicos y sus relaciones para ir en desarrollo
de teorias mas generales a partir de ciertos modelos, en el sentido de Revuz (1971), por

ejemplo la teoria de grupo, la teoria de espacios vectoriales.

Particularmente si se mira retrospectivamente a la reforma de la ensefianza de las
matematicas en los afios 60’ en Francia, es posible reparar en varios aspectos que dicen
relacién con la matematica como disciplina y, la forma en cémo se concibe su
ensefianza. En primer lugar, se imprime un marcado énfasis al tratamiento axiomatico
en su ensefianza, el uso del formalismo (Bkouche et al., 1991) donde la piedra angular
para dicho tarea es la teoria de conjuntos; aspecto que genera algunos visiones
encontradas respecto al uso desmedido de esta teoria en el tratamiento de la matemaética

en distintos niveles escolares (Thom, 1970).

El excesivo rigor, y el alto nivel de abstraccion, descartando toda intuicion, genera un
debate en la comunidad de matemaéticos, en torno a la ensefianza de estas matematicas
modernas, considerando la forma en cdmo estaba concebida, y las implicancias que ello
conllevaba al nivel escolar preuniversitario (Bkouche & Soufflet, 1982, Bkouche, 1988;
Charlot, 1984; Hernandez, 1978; Paiget et al., 1989).

El problema de la excesiva formalidad en la ensefianza de la matematica y sus
implicancias a nivel universitario es documentada, desde los conceptos ligados al
algebra lineal, en los trabajos de Dorier y su equipo de investigacion (Dorier, 2000). Las
investigaciones en el sentido mencionado han permitido distinguir dos tipos de
dificultades en la ensefianza y aprendizaje del &lgebra lineal, una orientada a aspectos
conceptuales, su estructura, y la otra respecto a los procesos cognitivos necesarios para
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su comprension y desarrollo como asignatura. En este sentido viene al caso hacer
mencidn a los planteamientos de Piaget en relacion al concepto de abstraccion reflexiva.
En la Figura 4 una mirada geométrica de un matematico respecto de lo que entiende por
abstraccion reflexiva, para describir lo que segun él, Piaget rotula como el proceso de
obtener estructura consciente a partir de esquemas de actividad inconsciente (Thom,
1974, p.47).

“...Voy a intentar dar una imagen geométrica de este proceso de “abstraccion reflexiva”.
Supongamos que el conjunto de las actividades (sensorio-motoras y mentales) humanas
estan representados por el plano x, y, y que el semiplano superior y>0 representa la parte
consciente de dichas actividades, mientas que el semiplano inferior y<O representa la
inconsciente. Un esquema de actividad inconsciente, S puede ser representado por una
forma geométrica (S) en este semiplano inferior. La abstraccion reflexiva consiste entonces
en la creacién, a partir de (S), que procede a su vez de S, de la forma (S’) en el semiplano
consciente y>0: se obtiene asi una especie de imagen especular (S”) de (S), mas pobre y
estilizada. Este proceso de formacion de una “prole consciente” S’ a partir de la estructura
madre S es analogo en todos sus pasos al de la reproduccion bioldgica, mediante el que un
ser vivo produce un descendiente isomorfo a él; se empieza siempre con la formacién S de
un brote o un feto, que se desarrollaen S, y que una vez llegado a la madurez, se separa. Se
trata —como la misma palabra lo indica— de una verdadera “concepcion”, que procura la
formacion S a partir de S (Thom, 1974, p. 46).”

Y

Figura 4: Una mirada geométrica a la abstraccion reflexiva que da Thom (1974).

Lo anterior esta en estrecha relacion con los aspectos que estuvieron presentes y que
dieron origen a la unificacion, formalizacion y generalizacion en el algebra lineal. Cabe
destacar, en este sentido, que la ligazon de una variedad de objetos matematicos bajo un
comportamiento comin, demand6 de un nuevo nivel de abstraccion y, de alguna
manera, repercutié en los procesos mentales requeridos para abordarlos en un proceso

de ensefianza aprendizaje (Dorier, 1995b; Dorier et al., 1997; Piaget et al., 1989).

Si bien el método axiomatico en el siglo XX se instala con la idea de alejar de toda
intuicién a las construcciones matematicas, es relevante destacar que la comunidad de
matematicos en los afios 60 y 70 esta de acuerdo en considerar la intuicion matematica y
el uso de modelos. Inclusive, cabe mencionar, el desarrollo de concepciones teoricas
que incorporan a la intuicién y la utilizacion de modelos (Fischbein, 1987; Tall &
Vinner, 1981) para describir y comprender procesos cognitivos en el aprendizaje de las
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matematicas; mas aun, el desarrollo de modelos cognitivos que procuran construir, en

términos teoricos, un concepto matematico (Arnon, et al., 2014).

Muchas de estas concepciones tedricas estan vigentes hoy en dia y han permitido
desarrollar y generar nuevas ideas en la didactica de las matematicas; Ingenieria
didactica (Artigue, 1989); Modos de pensamiento (Sierpinska, 2000); Registros

semidtico (Duval, 1995), por citar algunos.

De manera coincidente, es importante destacar que la herencia del periodo de las
reforma de las matematicas modernas son las estructuras matematicas, atribuidas al
grupo Bourbaki vy, las estructuras intelectuales asociadas a Piaget (Bkouche et al.,
1991), destacando la abstraccion matematica y la abstraccion reflexiva como
ingredientes indisolubles en el trabajo de los conceptos matematicos. Ademas perfilan a
la didactica de la matematica como una disciplina emergente que intentara dar respuesta

a los efectos de esta reforma (Bkouche et al., 1991).

En particular, se puede mencionar que la “intuicion geométrica” es un constructo que se
desarrolla a partir de las ideas de Fischbein en relacién a la intuicion matematica y que
conlleva la utilizacion de modelos que pueden ser trabajados en algebra lineal. En el
sentido anterior se destaca el trabajo de Gueudet-Chartier (2000; 2003), respecto de la
intuicion geométrica y el uso de la geometria en la ensefianza del algebra lineal. Si bien
interesan los resultados que de su investigacion, se rescata el concepto de “intuicién
geométrica” como constructo tedrico para situar a R? y R® como modelos para el trabajo
de las estructuras algebraicas y estimular a estudiantes universitarios para que puedan

acceder a teorias matematicas con una intuicién geomeétrica si asi fuese necesario.

1.2.5.- La geometria y su relacién con una estructura algebraica

Es importante indicar que para Klein (1872) una geometria es vista como la accion de
un grupo sobre un conjunto, lo que pone de relieve el concepto de grupo en la
unificacion de las geometrias. Por otro lado un primer aspecto a destacar en la década
de los afios 1960 y 1970, lo que esta plasmado en algunos de los articulos que recopila
Hernandez (1978), es la mirada que hace la comunidad de matematicos respecto de la

geometria. La geometria euclidiana es vista como un modelo de la realidad fisica y el
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punto de partida de la axiomatizacion de la matemética (Revuz, 1971; Thom, 1961;
Nevanlinna, 1966; Artin, 1963; Choquet, 1964; Herndndez, 1978). La relacion realidad
objetiva y matematica, en particular geometria, es un tema que el matematico intenta
disociar y que se percibe en la axiomatizacion de Hilbert, donde, por ejemplo, la
relacion de incidencia que se utiliza intenta minimizar toda intuicién geométrica del

espacio fisico.

Se destaca, en el sentido del parrafo anterior, la mirada de Revuz (1971) respecto a la
triada situacion, modelo y teoria para explicar el surgimiento de la matematica y su
desarrollo. Enfatiza que el punto de partida es una situacion, porcion de la realidad
fisica, que se aisla para, desde un proceso de abstraccion, construir un modelo desde sus
caracteristicas esenciales descritas en términos matematicos, para estudiarla con las
técnicas que ofrece la matematica. Luego, prescindiendo de la situacién, y a través de
nuevos niveles de abstraccion, construir una teoria. La intuicion matematica, como
catalizador, ocupa un lugar importante en la construccion de la matematica y que, a la

vez, el matematico valora.

1.2.6.- Las estructuras en matematicay el algebra lineal

Las estructuras que subyacen a la matematica son clasificadas en algebraicas (grupo,
anillo, espacio vectorial, espacio afin, por citar algunas); topoldgicas (espacios
topologicos) y de orden (reticulos) (Schaaf, 1964; Stone, 1961). Se puede constatar que
ya en el siglo XX el concepto de funcidn, aplicacion y correspondencia juegan un papel
importante en el desarrollo de las estructuras y por ende en la unificacion y la
axiomatizacion de la matematica. En particular es importante hacer notar que, el
concepto de grupo y la accion de un cuerpo sobre un grupo dan forma a una nueva

estructura, el espacio vectorial.

1.2.7.- La estructura de espacio vectorial y su relacion con la geometria

En relacién a la estructura de espacio vectorial, considerando la preocupacion de la
comunidad de matematicos franceses respecto de la ensefianza preuniversitaria, en las
décadas de los afios 1960 y 1970 destaca la relacidon que se hace en torno a la ensefianza

de la geometria, desde la idea de caracterizar el plano o espacio, por ejemplo:
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“En un sentido mas restringido, la geometria consiste en el estudio de los espacios
euclideos, es decir, los espacios vectoriales de dimension finita sobre el cuerpo de los
numeros reales dotados de un producto escalar” (Revuz, 1971, p.291-297).

“Después de haber introducido, de una manera mas o menos intuitiva, las coordenadas en
los cursos preparatorios, se puede definir el espacio cartesiano como un espacio vectorial de
dimensién dos dotado de una forma bilineal definida”(Artin, 1963, p.260-263).

“Desde el punto de vista del matematico, la manera mas elegante, profunda y rapida, de
definir el plano (o espacio) es hacerlo como un espacio vectorial de dimensidn dos ( o tres)
sobre R, dotado de un producto escalar, es decir, de una forma bilineal simétrica U-V tal

que U-uU > 0 paratodo vector U # 0 (Choquet, 1964, p.264-269).

Queda en evidencia desde estas miradas, Revuz (1971), Choquet (1964) y Artin (1963),
la posibilidad de transitar desde el cartesiano R? al espacio vectorial R? con la idea,
probablemente, de establecer el algebra lineal como motor para el desarrollo de la
geometria, aunque desde el trabajo de Gueudet-Chartier (2000; 2003 ) se hace notar que
la geometria, desde la intuicidbn geométrica, puede ser un elemento a tener en cuenta
para avanzar en el tratamiento del algebra lineal a nivel universitario. Luego, la idea es
dotar de una intuicién geométrica a la construccion del espacio vectorial R?, desde el
transito del plano cartesiano al cartesiano R?, una apuesta que se intentara defender a la

luz de lo antecedentes que se iran presentando.

1.3.- Un postura que se desprende del analisis histérico epistemoldgico respecto de
una primera unificacion de los conceptos ligados al algebra lineal

En atencién a los distintos elementos matematicos que se mencionaron en el analisis
histdrico epistemoldgico, a saber, ecuaciones lineales, concepto de funcién, la idea de
conjunto, el concepto de estructura algebraica, se intentard establecer una articulacion
de todas estas ideas desde la resolucion de una ELH. En la Figura 6, se aprecia un
panorama conceptual que engloba los distintos conceptos matematicos ya mencionados
en vinculacion con una ELH. Ademaés esta en sintonia con el periodo entre 1630 y 1890
donde se pone de relieve la necesidad de un céalculo geométrico desde una mirada
algebraica (Grattan-Guinness, 1984; Hernandez, 1972; Dorier et al., 1997).

En el diagrama de la Figura 5, (1) denota un punto de partida, desde la resolucion de
una ELH o un sistema de ecuaciones homogéneo, para conectar con la estructura de
espacio vectorial R? desde el CSELH, v la idea de funcién como se aprecia de (2) a (7).
Por otro lado de (8) a (10), se considera una linea mas geométrica para conectar con
pares ordenados, rectas vectoriales, dilatacion o contraccion de un segmento dirigido,

traslacion de puntos y asf articular un cartesiano R? con el plano cartesiano y un plano
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vectorial. En definitiva la estructura algebraica en sintonia con un modelo geométrico.
En Rodriguez y Parraguez (2013) se puede encontrar una explicacion detallada del

diagrama.

Coleccionando m Grupo lineal
P 2 2 (41{[([{ ),2)

L(RLRY) ={:R* >R?}

(6) f\ (Eﬂd(R: J5+5'R5 7
3 (End(R).+5)
Trasformacidn lineal
T:R* >R’ (5) I
vow=T0) (4) Plano m Geometria
Estructura alge_braica Grupo abeliano Proyectivo R? Proyectiva
Funcién Espacm;fectorlal (R2 +) m plana
T,+T,:R SR (R ’+"R) Plano Geometria
Afin R? Afinplana
T,:R > R* t >T(t)=(t,-2t)
T,:R > RY 5> T(s)=(s5.35) b(io)
I (3) : ~Segmentos dirigidos
' Geometria | .-Vectores
1 = {(I 2.’.’)/.‘.’ S R} / vectorial ~Equipolencia
(1) / ~Regla paralelogramo
S, = {(3,33)/3 € R} Resolver un sistema (9)
T h de ecuaciones lineales . denad
. ~Ejes coordenados
homogéneos Geometria ~Coordenadas
RxR 2x+y=0 analitica ~Conjuntos de puntos
3 0 (1) ~Lugar geométrico
I;::el:z::;::dgs (2) T G_e:‘n:_et"’a ~Conceptos primitivos -Puntos
.~Sub- junt sintetica .~Definiciones }'_
ub-conjuntos \ ) (8) (Axiomatica) | —Relaciones .RReIct.as
-Par ort_:lenado R Geometria Hilbert) Axiomas .Relaciones
~Relaciones Euclideana / ~Teoremas

Figura 5: Panorama de aquellos conceptos matematicos que se pueden ligar a partir de una ecuacion
lineal homogénea de dos incognitas.

Es importante hacer notar que las ideas plasmadas en la Figura 5 se pueden extender
para la construccion del espacio vectorial R® desde el trabajo de las ELH de tres
incognitas, rescatando la construccion del espacio vectorial R® en articulacion con el
espacio cartesiano para avanzar al cartesiano R® y construir probablemente asf, como
una posibilidad, el espacio vectorial R® donde el CSELH, CSELNH vy las operaciones
binarias son el punto de partida para comenzar a construir los espacio vectorial R® y R®.
Aspecto que se trabajara mas delante con el detalle y la precisién que corresponda desde

el apartado 4.1 en adelante.

27



CAPITULO II: PROBLEMATICA, OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION Y
ESTADO DEL ARTE

2.1.- La Problematica que subyace a esta investigacion

El transito del espacio vectorial R?> a R® no esta exento de dificultades para los
aprendices en estos tdpicos (Robert & Robinet, 1987; Rogalski, 1991). Al respecto se
puede sefialar que, en relacion al concepto de dependencia lineal, en Dorier (2000) se
describen algunos inconvenientes que presentan algunos estudiantes para extender dicha
idea del plano R? al espacio R®, a modo de ejemplo, sobre la base de que dos vectores
en R? no colineales son linealmente independientes, la mayoria de los estudiantes

encuestados contestaron que tres vectores no colineales en R® también han de serlo.

Por otro lado, los espacios vectoriales R? y R® son de las estructuras algebraicas més
utilizadas en todas las ramas de la ciencia. En fisica e ingenieria se utilizan
recurrentemente para modelar el espacio matematico, las funciones periddicas, el
conjunto solucion de ecuaciones lineales, ecuaciones diferenciales y los polinomios, por
citar algunos ejemplos. Por otro lado, dada la riqueza de su estructura algebraica, los
espacios vectoriales en cuestion son muy utilizados para ejemplificar cuestiones del
algebra lineal: combinaciones lineales, base, conjunto generador, transformaciones

lineales, dual, entre otros.

Probablemente quienes los utilizan, en el proceso de ensefianza, no se detienen en su
construccién y solo apelan a ellos como entes para ejemplificar las nociones ligadas al
aprendizaje y ensefianza del algebra lineal, aunque es probable que se atienda a su
articulacion y la relacion de dichos espacios vectoriales con el plano, el espacio
cartesiano, cartesianos R? y cartesiano R® desde su utilizacién al parecer no es

suficiente.

Atendiendo al ultimo punto, en el parrafo anterior, es que esta investigacion se ha
focalizado en la construccion cognitiva de los espacios vectoriales R* y R®, tomando en
cuenta algunas experiencias exitosas que consideraron su utilizacién en la ensefianza de
los conceptos ligados al algebra lineal (Harel, 1990), esfuerzo que esta en relacion con

los antecedentes que reportaron investigadores franceses en atencién a las dificultades
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de estudiantes universitarios de Francia y Marruecos en relacion a estas nuevas teorias

que se les presentaba, la teoria de los espacios vectoriales (Robinet, 1996).

A la luz de lo que se ha indicado, se declara que el propoésito de esta investigacion es
atender la diversidad de miradas para los conceptos de vector en los espacios vectoriales
R?y R®, desde las relaciones que subyacen; a veces un punto (geometria ordenada), un
par o trio ordenado (plano y espacio cartesiano), otras un segmento dirigido o flecha
(Geometria Vectorial), incluso hasta puede llegar a ser una matriz (espacios vectoriales
isomorfos a R® y R®); cuestién que desorienta a un aprendiz y probablemente requiera

de un trabajo y una mirada en espiral de estos aspectos que se han mencionado.

2.2.-Objetivos y preguntas de investigacion

Objetivos Generales

e Validar la construccién cognitiva de los conceptos espacio vectorial R’y
espacio vectorial R®, desde sus respectivos cartesianos

e Diseflar una propuesta didactica para la ensefianza y aprendizaje, a nivel
universitario, del espacio vectorial R? en funcién de los antecedentes que se

desprendan de la DG.

Obijetivos Especificos

e Proveer evidencia empirica de las construcciones y mecanismos mentales que
intervienen en la construccion cognitiva de los espacios vectoriales R? y R®,

e Diseflar y envasar actividades, con y sin uso de software, para su
implementacion en el proceso de ensefianza y aprendizaje del concepto espacio

vectorial R?.

Preguntas de Investigacion

1) ¢Qué construcciones y mecanismos mentales intervienen en la construccién cognitiva
del espacio vectorial R? a partir del plano cartesiano?
2) ¢A través de qué elementos se da la articulacion del espacio vectorial R* con el

espacio cartesiano, para construir cognitivamente el espacio vectorial R*?
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2.3.- Algunos antecedentes sobre el estado de arte de la investigacion en la
ensefianza y aprendizaje del algebra lineal y los espacios vectoriales

A continuacién, una breve resefia a un linea de investigacion en algebra lineal, liderado
por investigadores de distintas nacionalidades, franceses, canadienses, norteamericanos,
por citar algunos, que considerd un analisis histérico y epistemol6gico para situar
cronoldgicamente aquellos conceptos ligados al algebra lineal, describiendo tanto la
evolucion matematica de éstos como su relacién con otros conceptos matematicos
(Robinet, 1986; Harel, 1989a, 1989b; Rogalsky, 1991; Dorier, et al., 1997).

La variedad de miradas y los distintos énfasis que se imprimieron a dicho proceso
investigativo procura considerarlo como punto de referencia para rescatar aquellos
aspectos que estan en sintonia con esta investigacion que se estd reportando, la
construccion cognitiva de los espacios vectoriales R® y R®. En este sentido cobra suma
importancia lo relativo a la génesis de la teoria de los espacios vectoriales (Dorier,
1995b; Dorier, et al., 2001).

2.3.1.- De las dificultades del algebra lineal en estudiantes de pregrado

Entender, desde un analisis histérico epistemoldgico, el por qué los estudiantes de
pregrado tienen dificultades con el aprendizaje del algebra lineal a nivel universitario, es
una tarea que nos remite en el tiempo para comprender, por ejemplo, el proceso de
axiomatizacion de esta e intentar dimensionar desde ahi los esfuerzos que ello significo
para dar forma a esta disciplina, al alero del concepto de espacio vectorial. Ademas de
rescatar aquellos elementos que dicen relacion con su naturaleza unificadora y
generalizadora de conceptos que incide de alguna manera en su enseflanza y
aprendizaje. (Dorier, 1995a; Robinet, 1986; Dorier, 1995b; Dorier et. al; 1997)

Las investigaciones, en el sentido ya mencionado en el parrafo anterior, han permitido
distinguir dos tipos de dificultades en la ensefianza y aprendizaje del algebra lineal, una
a aspectos conceptuales, su estructura, y la otra respecto de los procesos cognitivos
necesarios para su comprension y desarrollo como asignatura a nivel universitario. Lo
anterior, en estrecha relacion con los aspectos que dieron origen a la axiomatizacion del
algebra lineal, desde el concepto de espacio vectorial, hacia 1930 (Dorier, 1995a;

Dorier, et al., 1997). Cabe hacer notar que la variedad de conceptos que se ligaron bajo
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un comportamiento comun demandé de un nuevo nivel de abstraccion que
probablemente se transfiere a los procesos mentales requeridos para el proceso de

ensefanza aprendizaje de esta (Dorier, 1995b; Dorier et al., 1997)

En el sentido anterior, Hillel (2000) sostiene que la ensefianza formal de los espacios
vectoriales, en un curso de algebra lineal para estudiantes de pregrado, no se justifica.
Uno de los argumentos que aduce es que, por un lado, se aunan esfuerzos para
establecer el isomorfismo entre un espacio de dimension “n” cualquiera y el espacio
vectorial R", para finalmente terminar trabajando con los espacios vectoriales R?, R® y
R*. Como producto de sus investigaciones Hillel, identifico tres tipos de lenguaje que
son usados en el algebra lineal, el geométrico ligado a R, R®> y R®, el algebraico
asociado a R" y el abstracto asociado a los espacios vectoriales en general (Hillel, 2000;
Hillel, et al., 1994)

Otro foco a destacar en estas investigaciones (Dorier, 2000), es lo referido a las
dificultades que presentaron y manifestaron estudiantes universitarios en Francia
respecto del excesivo uso del formalismo, en el sentido del gran nimero de nuevas
definiciones y relaciones en estas nuevas teorias, los espacios vectoriales y el algebra
lineal, en los cursos que debian cursar. Haciendo notar que muchas de ellas muy poco
tenian que decir a la hora de resolver problemas. Para estos estudiantes, un catalogo de
definiciones 'y procedimientos sobre los cuales solo habia que reproducir
procedimientos (Rogalsky, 1991; Robinet, 1986).

Se acufia de esta manera un nuevo constructo en la didactica del algebra lineal, el
“obstaculo del formalismo”. Si bien los estudiantes lograban desenvolverse
adecuadamente con estas nuevas ideas, por ejemplo, determinar si dos 0 méas vectores
eran linealmente independientes o escribir un vector como combinacion lineal de otros
vectores. La mayoria de los estudiantes manifestaron no lograr entender el sentido de
estas nuevas ideas y tampoco poder conectar con aquellos conceptos elementales como
son, por ejemplo, los sistemas de ecuaciones lineales o bien entenderlas desde un

contexto geomeétrico (Dorier, et al., 1997; Dorier, 2000).

Es probable que lo dificil del aprendizaje del algebra lineal como objeto matemaético por

parte de un estudiante de pregrado se relaciona, por un lado, con la variedad de
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conceptos que se ligan en torno a la idea de vector y por otro, el nivel de abstraccién
que se requiere para la comprension de esta. Entendiéndose que la construccién
axiomatica del algebra lineal demandd, por parte de la comunidad matematica, un
esfuerzo considerable en términos de unificacion conceptual y, por ende, de procesos de
abstraccion para ligar diversos objetos matematicos, instalandose de esta manera una
dificultad para su comprension, si no hay una “flexibilidad cognitiva” para entender el
sentido de este proceso de construccion (Alves Dias, et al., 1995; Sierpinska, 2000;
Hillel, 2000).

Por otro lado, se debe lidiar, dada la naturaleza de los vectores, con distintos tipos de
lenguajes: algebraico, geométrico y abstracto (Pavlopoulou, 1993; 1994; Alves Dias, et
al., 1995). Ademas, la variedad de textos que se dispone en relacion al tratamiento del
algebra lineal se puede favorecer y a la vez dificultar el aprendizaje de esta, pues el
énfasis que se pueda dar a una idea, por las consideraciones o motivaciones particulares
de un autor, puede inducir a nociones erroneas en la mente del estudiante al asumirla de
manera aislada. Para tener una panoramica global de los énfasis descritos, en la Tabla
N° 6, se dan a conocer los distintos enfoques que se realizaron para dar cuenta de las
dificultades en la ensefianza y aprendizaje del algebra lineal y los intentos por buscar

soluciones al respecto.

Tabla N° 6: Cuatro énfasis en las investigaciones sobre la ensefianza y aprendizaje del algebra lineal.

TABLA N°6
Investigaciones sobre las dificultades en el aprendizaje y ensefianza del algebra lineal

Diagndstico Registros y modo de pensar en la | La ensefianza del
Dificultades lenguajes comprension del algebra | algebra lineal
lineal
Robert, Robinet y Hillel, Pavlopoulou | Hillel, Sierpinska y | Harel
Rogalski y Alves-Dias Harel Propone, dados los
Hay un problema con, y | Reportan sobre los | Sus investigaciones | antecedentes de las
el uso del formalismo, si | registros de | apuntan a estimular una | investigaciones,  tres
bien se entiende aspectos | representacion y la | forma de pensamiento. Se | principios para la
generales, se evidencia | conversion a estos. | habla de un pensamiento | ensefianza del algebra
problemas en la | Un aspecto que debe | practico y un pensamiento | lineal que se
interpretacion de  los | estar presente en la | tedrico, hay una | presentaran a
conceptos generales en | ensefianza y  los | imposibilidad de transitar | continuacion. La
contextos mas | textos disponibles.. y articular que se | investigacion  aporta
especificos (geométrico manifiesta por una rigidez | resultados en relacion a
y sistemas de ecuaciones al pensar (mecanizacion) que las dificultades que
lineales) manifiestan los
estudiantes se pueden
explicar  sobre la
violaciébn  de  estos
principios.
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2.3.2.- Antecedentes sobre la ensefianza y aprendizaje de los espacios vectoriales

Para Dorier (1995a, 1995b) el concepto de espacio vectorial se sitla en la categoria de
concepto unificador, formalizador y generalizador, en el sentido que su aparicion en el
escenario matematico obedece a la necesidad de englobar un conjunto de conceptos
abstractos en torno a algunas particularidades que comparten y dan origen a una nueva

estructura.

“Por lo tanto, puede sugerirse que el éxito de la axiomatizacion [del concepto de espacio
vectorial] no provino de la posibilidad de llegar a resolver problemas matematicos no
resueltos, sino de su poder de generalizacion y unificacion y, consecuentemente, de la
simplificacion en la busqueda de métodos para resolver problemas en mateméticas. Como
una consecuencia, este acercamiento marcé un nuevo nivel en la abstraccion, el concepto de
espacio vectorial es una abstraccion de objetos ya abstractos, como los vectores
geomeétricos, n-uplas, polinomios, series o funciones.”(Dorier, 1995b, p. 176)

Por otro lado Harel (1987, 1989a, 1989b, 1990) da cuenta de las dificultades de los
estudiantes al ser introducidos repentinamente a los conceptos basicos de los espacios
vectoriales desde una perspectiva netamente algebraica, razén por la cual se dificulta la
comprension de estos. Para subsanar tal deficiencia, desde el punto de vista de su
ensefianza, Harel propone una secuencia que esta basada en lo que denomina el
“principio de representacion multiple”, con el fin de incorporar un componente
geométrico-algebraico y permitir a los estudiantes una representaciéon a las ideas a

trabajar.

Dicha propuesta considera tres fases; en la primera se discuten algunos conceptos
basicos de la teoria de espacios vectoriales usando modelos geométricos sin
coordenadas; en la segunda fase se introducen los conceptos de la fase anterior, desde
los espacios R, R? y R®, para llegar a establecerlos a R", desde el trabajo con las n-
uplas. En la tercera fase, se discuten los espacios vectoriales de dimension menor igual
a tres con elementos indefinidos. En esta ultima fase se pretende que los estudiantes
puedan usar las representaciones graficas aprendidas en la primera fase para una
comprension cabal de los conceptos basales de un espacio vectorial y poder asi resolver

problemas, en un sentido amplio.

Otra aproximacion al trabajo de los espacios vectoriales, desarrollada recientemente,
estd basada en la teoria APOE (Accion-Proceso-Objeto-Esquema). Un grupo de
investigadores interesados en la problematica de la ensefianza y el aprendizaje de la

matematica a nivel universitario, RUMEC (Research in Undergraduate Mathematics
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Education Community), ha desarrollado algunos materiales de ensefianza en materias
como precélculo, célculo, matematicas discretas y algebra abstracta. Cabe destacar que
el grupo RUMEC establece su propuesta en base a criticas al grupo LACSG (Linear
Algebra Curriculum Study Group) (Carlson et al., 1997), que por los afios 1990 se
aboca a reformular los planes de estudio para la ensefianza del &lgebra lineal a nivel
universitario (Dorier, 2000; Arnon et al., 2014).

Después de las criticas publicadas por Dubinsky (1997) a las recomendaciones del
grupo LACSG sobre la ensefianza del algebra lineal, RUMEC ha puesto més atencion a
la problematica del aprendizaje y la ensefianza del algebra lineal y ha preparado
materiales de ensefianza donde materializan sus concepciones didacticas (Weller et al.,
2002; Arnon et al.,, 2014). En este texto (Weller et al., 2002) se propone una
aproximacion a la ensefianza del concepto de espacio vectorial disefiando programas de

computadora para que los estudiantes exploren sus propiedades.

Una exposicién de su fundamentacion tedrica enmarcada en la teoria APOE, fue
publicada en Trigueros & Okta¢c (2005), quienes proponen una descomposicion
genética preliminar para construir el esquema espacio vectorial, desde cuatro
esquemas: el de axioma, el de operacion binaria, el de funcion y el de conjunto.
Investigacion que tiene una relacion directa con esta indagacion tanto en el tema como
en el marco tedrico que la sustenta. Las autoras utilizan la teoria APOE para describir
las construcciones mentales que los estudiantes realizan mientras aprenden el concepto
de espacio vectorial. Para ampliar sobre este trabajo y otros se puede acceder a una
recientemente publicacion sobre la teoria APOE que incluye su geénesis, sus
fundamentos, la descripcién de sus componentes basales y los focos de investigacion,
incluyendo los nuevos planteamientos que se han hecho a esta teoria (Arnon, et al.,
2014).

2.3.3.- Otros antecedentes asociados a conceptos basicos del algebra lineal y el
trabajo con los espacios vectoriales R? y R*: Un segundo foco de investigaciones

A continuacion un segundo foco de investigaciones, respecto de los conceptos ligados al
algebra lineal, cuyas probleméticas y resultados estan en sintonia con los distintos
aspectos histéricos epistemolégicos que se han venido documentando y describiendo,

asi como también de las dificultades que manifiestan los estudiantes toda vez que se ven
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enfrentados a situaciones que involucran los conceptos asociados al algebra lineal y en
particular, al de los espacios vectoriales. La idea de esta breve revision, es rescatar
aquellas consideraciones y orientaciones que vayan en la direccion de esta

investigacion.

Para comenzar, atendamos a la investigacion que desarroll6 Andreoli (2009) para
indagar en los obstaculos que presentaban estudiantes de primer afio de universidad en
relacién a los conceptos de dependencia e independencia lineal de vectores, desde
conceptos mas elementales pero no menos importantes como son los sistemas de
ecuaciones lineales, en estudiantes de ciencias de una universidad del nordeste de
Argentina, a la luz de las dificultades que venian manifestando estos en la facultad de
ciencias. Cabe hacer notar que ademas se enfocd en indagar en las concepciones que
tenian profesores que trabajaban con estudiantes, cuyas edades fluctuaban entre 14 y 17
afos, respecto de los conceptos ya indicados Yy de las concepciones de ensefianza de
dichos conceptos con profesores que trabajaban en la faculta de ciencias donde centrd

su investigacion.

Identific algunas dificultades al entrevistar a estudiantes de bioquimica entre 18 y 21
afios, por ejemplo, respecto de la condicion necesaria pero no suficiente para resolver un
sistema de “n” ecuaciones lineales y de “n” incognitas y el condicionar la posibilidad
de solucion unica de un sistema de ecuaciones, la mayoria de los estudiantes
encuestados se limitaron sélo a que ninguna de las ecuaciones fuera la amplificada de la
otra. Respecto del primer grupo de profesores, estos evidenciaron algunas dificultades al
tener que construir sistemas de ecuaciones que se indeterminan, lo que segin Andreoli
(2009) es un aspecto fundamental para trabajar el concepto de dependencia lineal de

vectores.

En relacion a las concepciones de los profesores de la facultad de ciencias, ellos hacen
notar la importancia de los conceptos de dependencia e independencia lineal en la
formacion de sus estudiantes, esgrimiendo diversas razones como la universalidad de
dichas ideas, por su aplicabilidad a distintos problemas, la variedad de registros que
estimula su trabajo como ideas matematicas. Ademas argumentan que las dificultades

de los alumnos pasan por la falta de conocimientos previos, el aferrarse a las
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definiciones sin una comprensién, el formalismo que estd siempre presente y la

abstraccion que se necesita emplear para avanzar en las ideas (Andreoli, 2009)

Por otro lado, en el trabajo de Soto (2003) se plantea como objetivo identificar las
dificultades de los estudiantes al momento de construir y utilizar los conceptos,
denominados bésicos en el algebra lineal, a saber: combinacién lineal, dependencia e
independencia lineal, conjunto generador, sub-espacio generado, base y dimension;
todo ello en torno a los espacios vectoriales R? y R®. Lo anterior, considerando el
tratamiento y la conversion de distintos registros de representacion semiotica (Duval,
1995), el registro gréafico, vectores geométricos; el registro algebraico, las n-uplas por

indicar algunos (Soto, 2003).

En un estudio piloto, para establecer con mayor precision el foco de su investigacion
que apunta a identificar las dificultades en relacion a la conversion de registros
semidticos, se desprenden algunas cuestiones tales como:

“Los resultados generales obtenidos en los estudios preliminares revelan que la dificultad

para convertir representaciones graficas en algebraicas es sobresaliente, pero esta dificultad

es mas severa cuando el problema estd relacionado con situaciones de vectores” (Soto
2003, p.11).

Lo anterior deja entrever que hay una dificultad manifiesta en el paso de una
representacion grafica a una algebraica, cuestion que se agudiza a la hora de trabajar
con vectores geométricos. Para ello se considerd dentro de las actividades el uso del
software CABRI, del cual se establecen algunas conclusiones que ponen de manifiesto
que el uso de un software por si solo no es el fin para la solucién a los problemas
planteados, sino que es un medio a tener en cuenta en el disefio de situaciones (Soto,
2003.

En general las conclusiones se centran en las dificultades en el tratamiento y la
conversion entre los distintos tipos de registros, en particular el registro grafico y
algebraico y la conversion entre estos. Ademas hace notar que muchas veces se trabaja
con dos registros de representacion grafica a nivel universitario y no se explica la
diferencia entre éstos. El registro vectores libres dificulta la conversion gréafico

algebraica o grafico numérica (Soto, 2003)
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Otras investigaciones como las de Maracci (2005, 2006) reportan sobre las dificultades
y errores de los estudiantes graduados y no graduados al resolver problemas de algebra
lineal, donde se da cuenta de algunas dificultades que tienen los estudiantes con
nociones basicas de la teoria de espacios vectoriales, analizadas en términos de la
dualidad proceso objeto de Sfard (1991).

2.4.- Importancia de indagar en la problematica planteada

Considerando que la ensefianza del algebra lineal y en particular los espacios vectoriales
forma parte del plan de estudio de diversas carreras universitarias chilenas, y otras
seguramente, y que ademas su aprendizaje requiere de procesos cognitivos que
demandan un alto nivel de abstraccién, dado los antecedentes que se han ido reportando

en los apartados anteriores, es necesario atender a su aprendizaje de manera efectiva.

Por otro lado, si cualquier espacio vectorial de dimensién dos o tres es isomorfo a R? y
R® y el transito de dichos espacios incide a la generalizacion de R" sobre R; es por todo
ello que se ha considerado necesario y relevante indagar en la construccion cognitiva de
dichos conceptos y, ademas, poder desprender algunos elementos que permitan delinear
una propuesta didactica que fomente un trabajo efectivo para los espacios vectoriales
R%y R® a nivel universitario, y en particular que estimule el transito entre estos, sin

perder de vista la posibilidad de establecer un puente con la matematica escolar.

Si a lo anterior agregamos que los conceptos que se trabajan en el algebra lineal, en
particular los espacios vectoriales, se relacionan con otras areas de la matematica como
por ejemplo calculo en una 0 mas variables, ecuaciones diferenciales, es un aliciente
para pensar en lo importante de responder a las preguntas que se han planteado en esta

investigacion.

Por otro lado, a la luz de los antecedentes que se han entregado, fundamentalmente lo
referido al analisis histdrico epistemoldgico, se hace necesario promover la construccion
de los espacios vectoriales en cuestion, atendiendo por un lado a su papel unificador y
sistematizador. Rescatando ademads, su connotacién geomeétrica que esta impresa desde
su gestacion como tal; considerando que la primera presentacion axiomatica de un

espacio vectorial, que realizdé Peano en 1888, aparece mas bien para sustentar y poner
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de relieve un nuevo calculo geométrico que estd en sintonia con otros trabajos que se
venian desarrollando, en la misma linea desde 1636 en adelante. Considerando ademés
que Peano intenta rescatar las ideas de Grassmann, referente a los cuaterniones, las que
tienen un alcance mas amplio a las ideas que propone Peano; entendiendo que las ideas
de Grassmann tienen una incidencia importante en el desarrollo del &lgebra lineal
(Dorier et al., 1997).

Por ultimo, desde un punto de vista de una estructura algebraica, el concepto de grupo
esta ligado a un espacio vectorial y ademas conecta con la geometria en el sentido de
Klein (1978), la cual puede ser vista como la accion de un grupo sobre un conjunto; por
otro lado una de las posibles definiciones de espacio vectorial considera la accion de un

cuerpo sobre un grupo. (Aburto, et al., 2008; Citanivich, et al., 1999)
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CAPITULO I11: Marco teérico

3.1.- Teoria APOE: Una descripcion de sus elementos basales

El marco tedrico que sustenta esta investigacion es la teoria APOE, la cual trata acerca
de la construccion del conocimiento matematico y su desarrollo en la mente del
individuo. Dicha teoria esta sustentada en el concepto de abstraccion reflexiva de
Piaget. Dubinsky (1996), quien cred esta teoria y la desarrolld en colaboracion con el
grupo RUMEC, manifiesta lo siguiente:
“El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder a las situaciones
matematicas problematicas reflexionando sobre ellas en un contexto social y construyendo

0 reconstruyendo acciones, procesos y objetos matematicos y organizando en esquemas a
fin de manejar las situaciones” (Dubinsky, 1996, p.7).

Si se analiza en detalle la cita anterior, se pueden desprender algunos elementos basales
que estan involucrados en la construccién cognitiva de un concepto matematico, a
saber, las construcciones mentales: accién, proceso, objeto y esquema. Ademas se debe
tener en cuenta tipos de abstraccién reflexiva, desde una perspectiva piagetana
(Dubinsky, 1991a, 1991b), a saber: interiorizacion, coordinacién, reversion,
encapsulacion y desencapsulacion que corresponden a los mecanismos mentales que
dan origen a las construcciones mentales ya mencionadas (Arnon et al., 2014; Dubinsky
etal., 1994; Asiala et al., 1996).

En el diagrama de la Figura 6 se puede observar la relacion entre las construcciones y
los mecanismos mentales que se han mencionado. Es importante hacer notar que si bien
el diagrama sugiere una secuencialidad entre éstas, en la practica dichas construcciones
y mecanismos, para la construccion de un concepto matematico, no se dan de manera
lineal (Arnon et al., 2014).

esquema

interiorizacidn

accion
l proceso
objeto coordinacién

» reversion
encapsulacion

des-encapsulacion

Figura 6: Construcciones y Mecanismos mentales (Arnon, et al., 2014).
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Si hacemos una interpretacion al diagrama de la Figura 6, se puede decir que para lograr
una construccién esquema de un concepto matematico es necesario comenzar
trasformando un cierto conocimiento para dar paso a construcciones mentales accion,
proceso y objeto a través de los respectivos mecanismos mentales interiorizacion,

coordinacion, reversion, encapsulacion y desencapsulacion.

Por ejemplo, pensamos en la construccion esquema CSELH. Obtener una solucion de
una ELH da paso a la construccion accion asociar nimeros reales a los términos de una
ELH. Dicha construccion accion se interioriza en la construccion proceso solucién de
una ELH, donde relacionar numeros con una tipo de variable, dependiente e

independiente, acta como mecanismo de interiorizacion.

La construccion proceso solucion de una ELH se coordina con la construccion proceso
par ordenado para dar paso a la construccion proceso todas las soluciones, donde la
utilizacion de un parametro acta como mecanismo de coordinacién. La construccion
proceso todas las soluciones se encapsula en la construccién objeto conjunto de todas
las soluciones, donde asociar un conjunto con todas las soluciones de una ELH, a través

del uso de un cuantificador, actia como mecanismo de encapsulacion.

Por otro lado, la construccion esquema CSELH requiere de los procesos todas las
soluciones de una ELH, segmento dirigido y del objeto operacion binaria donde dichas
construcciones pueden relacionarse a través de una propiedad, la dilatacion y
contraccion de un vector que puede caracterizarse a través de la ponderacion por un

escalar.

Una DG modela y procura describir de manera preliminar o hipotética, mientras esta no
se valide, las construcciones y mecanismos mentales que estudiantes requieren para
aprender un concepto matematico especifico. Dicha hipdtesis que plantea la DG se basa
en distintas componentes que procuran su configuracion como modelo, las
concepciones del investigador, consideraciones epistemologicas del concepto en
cuestion, resultados de otras investigaciones, concepciones de ensefianza. Es importante

hacer notar que la DG no es Unica (Arnon, et al., 2014).
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Para una mayor comprensién de lo que es una DG y de las construcciones y
mecanismos mentales se recomienda revisar (Arnon, et al., 2014) y algunas
investigaciones que se han realizado en el ambito del algebra lineal desde la teoria
APOE (Trigueros & Oktag, 2005; Manzanero et al., 2007; Ku et al., 2008; Roa &
Oktag, 2009; Parraguez, 2009; Parraguez & Oktag, 2010). A continuacion, algunos
ejemplos, para ir delineando el énfasis que se dard a esta propuesta en relacion a la
construccion cognitiva de los espacios vectoriales R? y R® desde la teoria APOE. A
continuacion una descripcion de las construcciones y mecanismos mentales desde
ejemplos asociados al trabajo con una ELH y una ELNH.

“An Action is external in the sense that each step of the transformation needs to be

performed explicitly and guided by external instructions; additionally, each step prompts

the next, that is, the steps of the Action cannot yet be imagined and none can be skipped”

(Arnon et al., 2014,p.19).

“Cabe recalcar que la construccion de acciones viene a ser crucial al inicio de la
construccion de un concepto” (KU et al., 2008).

Por ejemplo, asociar un namero real a una de las incognitas de la ELH, para obtener una
solucion de ésta o asociar los coeficientes de una ELH, en un orden dado, con una
solucion de dicha ecuacion, son ejemplos de una construccion accion.

“As an individual repeats and reflects on an action, it may be interiorized into a mental

process. A process is a mental structure that performs the same operation as the action

being interiorized, but wholly in the mind of the individual, thus enabling her or him to

imagine performing the transformation without having to execute each step explicitly”
(Dubinsky en Arnon et al., 2014, p.21).

La accion asociar un numero real a una de las incognitas de una ELH de dos incognitas
interioriza en la construccion proceso solucion de una ELH, donde asociar los nimeros
reales con variables actia como mecanismo de interiorizacion.

“Cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un proceso como un

todo, realiza las transformaciones (ya sean acciones o procesos) que pueden actuar sobre él

y puede construir de hecho esas transformaciones, entonces ha encapsulado este proceso en
un objeto” (Asiala et al., 1996)”.

La construccion proceso todas las soluciones se encapsula en la construccion objeto
conjunto de todas las soluciones, donde formar un conjunto con todas las soluciones a

través del uso de un cuantificador que actia como mecanismo de encapsulacion.

Dubinsky desarrolla posteriormente el concepto de esquema:

“Con respecto al esquema, se puede decir que un esquema para un concepto en
matematicas es una coleccion coherente de acciones, procesos y objetos y otros esquemas
relacionados entre si, consciente o inconscientemente en la mente de un individuo, que se
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pueden utilizar en una situacién probleméatica que tiene relacion con ese concepto
matematico” en (KU et al., 2008).
“La coherencia se refiere a que el estudiante puede decidir si alguna situacién matematica

puede trabajarse utilizando el esquema”. (Arnon, et al., 2014; Ku et al., 2008)

Si se piensa, por ejemplo, en una o mas ELH en R?y a partir de las soluciones de dichas
ecuaciones se relaciona el método del paralelogramo, donde la ponderacion por escalar
da cuenta de una dilatacion o contraccién de un segmento dirigido y, ademas, si se
relacionan dos vectores asociados a una ELH en R? con un sistema de ecuaciones
lineales homogéneas, es probable que se esté en presencia del CSELH como una

construccion esquema.

Para concluir las ideas ya expuestas, es importante volver a insistir en que las
construcciones mentales accion, proceso y objeto se dan en forma secuencial, aunque
esto no siempre ocurre en la construccion de un esquema (Trigueros & Oktag, 2005;
Arnon, et al., 2014).

“La construccion de un concepto matematico requiere la construccién de concepciones de

los tipos antes mencionados, pero esas concepciones no siguen necesariamente una

secuencia lineal. Un individuo puede tener durante mucho tiempo concepciones intermedias

o incluso tener una concepcidn de un tipo para algunos aspectos de un concepto y de otro

para otros aspectos del concepto. Sin embargo, hay que subrayar que la forma de trabajo

que un individuo pone de manifiesto frente a distintas situaciones problematicas es

diferente cuando responde de una manera que puede caracterizarse en la teoria como un
proceso, un objeto o bien una accion. (Trigueros & Oktag, 2005)

3.2.- Del Ciclo de Investigacion de la teoria APOE, una variante del ciclo

La teoria APOE provee de un ciclo de investigacion que contempla tres etapas, de las
cuales, en la Figura 8, se presenta una variante que ha adoptado una comunidad de
investigadores mexicanos, desde la matematica educativa, a saber: analisis teorico,
disefio y aplicacién de instrumentos y, analisis y verificacion de datos. En Arnon et al.,
(2014) se puede ver la variante del ciclo de investigacion que trabaja el grupo
RUMEC. A saber Analisis tedrico, Disefio e implementacion de clases y Recoleccion y
analisis de datos (Arnon, et al., 2014, p.94).

Para esta investigacion se trabajo segun el ciclo que muestra la Figura 7, agregando la
implementacion de clases para dar cuenta de la viabilidad y los alcances de la DG del

espacio vectorial R? en un aula universitaria, respecto de las construcciones y
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mecanismos mentales dispuestos en ella a la luz del ciclo de ensefianza que provee la
teoria APOE. Maés adelante, en el apartado 5.5, se presentan algunos detalles de dicha
implementacion en el aula. Cabe hacer notar que el ciclo de investigacion que propone

APOE esta basado en un disefio de investigacion cualitativa (Asiala et al., 1996, p.4)

Andlisis
tedrico

7N

Analisis v
verificaciéon de
datos

Disefio y
aplicacion de
instrumentos

Figura 7: Ciclo de Investigacion de la teoria APOE (Asiala, et al. 1996).

Anélisis teorico

El andlisis tedrico, corresponde a la DG preliminar que se obtiene para los conceptos
espacios vectoriales R* y R® y que, ademas, incluyen aquellos conceptos que estan
relacionados con las construcciones y mecanismos mentales que se explicitan. Esta DG
preliminar esta en sintonia con las concepciones del propio investigador respecto de
aquellas construcciones y mecanismos que hacen viable la construccion de los
conceptos que interesan en este estudio, en particular las construcciones accién y
construcciones proceso, ademas de las concepciones de ensefianza sobre los conceptos
que se quieren construir, los resultados de otras investigaciones y los aspectos histéricos

epistemoldgicos que se logren pesquisar de los conceptos en cuestion (Arnon, et al.,
2014).

Disefio y aplicacion de instrumentos

Una vez establecida(s) la(s) DG preliminar(es) es necesario validarla(s), es decir,
mostrar evidencia empirica de las construcciones y mecanismos mentales que se han
dispuesto en ella(s). Para ello es necesario disefiar y aplicar instrumentos que permitan
recabar informacion para luego poder analizarla desde lo que se ha declarado en la(s)
DG preliminar(es), de modo de reflejar explicitamente las construcciones y mecanismos
mentales mediante los cuales los estudiantes pueden construir y aprehender un concepto

matematico. En esta investigacion, el espacio vectorial R? y R®.
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Para esta investigacion cobran relativa importancia los cuestionarios, cuyas preguntas
deben abarcar sectores de la(s) DG para ir dando cuenta de manera gradual de la
viabilidad de ésta(s) en términos locales y luego hacer un analisis mas global, dando
cuenta de las construcciones y mecanismos mentales dispuestos preliminarmente. Las
entrevistas permitiran abordar aquellos aspectos que manifiestan los estudiantes, desde
los cuestionarios, que amerita indagar de manera mas profunda. En nuestro caso, como
se detallard mas adelante, pagina 162, para dar cuenta de la incidencia del CSELNH en
la encapsulacion de las construcciones proceso cartesiano R* y R®, respectivamente, en

las construcciones objeto espacio vectorial R? y R®.

Anélisis y verificacion de datos

Esta componente lleva al analisis de los datos empiricos obtenidos en la segunda etapa.
Los resultados obtenidos con la aplicacion de los instrumentos: cuestionarios,
entrevistas deben ser analizados desde la(s) descomposicion(es) genética(s)
preliminar(es) identificando qué elementos no han sido considerados o cudles de las

construcciones dadas hipotéticamente no se perciben.

En general el anélisis tiene que ser dado con nitidez. Es decir, mostrando ejemplos de
estudiantes quienes parecen comprender esto y otros que no lo hacen, y luego discutir
si la diferencia radica en la presencia o falta de una construccién mental en particular
que aparece en la(s) DG. Solamente entonces se puede llegar a la conclusion de que los
datos soportan esta construccion mental particular en la(s) Descomposicion(es)
Genética(s). Esto tiene que ser hecho para todas las construcciones mentales

especificas con las que cuenta el analisis teorico.

En definitiva, la teoria APOE establece que cada topico matematico a investigar
requiere de una DG, es decir, se debe establecer de manera hipotética un modelo que
ayude a construir ese conocimiento matematico especifico, poniendo de relieve
construcciones y mecanismos mentales que estan ligados entre si; para luego, como una
posibilidad a seguir, aplicar dicho modelo desde el uso de cuestionarios y entrevistas a
estudiantes que hayan tenido la experiencia de trabajar, con un buen desempefio

académico en dichos topicos, para asi mostrar evidencia empirica de las construcciones
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y mecanismos mentales que se han dispuesto en la DG y dar cuenta de la viabilidad de
esta.

Para descomponer genéticamente un concepto se requiere actuar sobre un objeto
matematico realizando trasformaciones a este para dar cuenta de las acciones y los
procesos que se requieren para construir dicho concepto. Aunque no siempre es facil
distinguir en la teoria una accion de un proceso, porque la distincién depende mas bien

de la relacion que estas transformaciones guardan entre si (Arnon, et al., 2014).

3.3.- La Teoria APOE y el ciclo de ensefianza ACE

Dubinsky junto al grupo RUMEC han provisto a la teoria APOE de un ciclo de
ensefianza denominado ciclo ACE, a saber, actividades (A) que enfrentan al estudiante a
nuevas situaciones o informaciones, atendiendo al trabajo colaborativo como un
componente importante; posteriormente se prosigue con discusiones en clases (C),
donde nuevamente interviene el trabajo colaborativo con el fin de promover una mejor
asimilacion y acomodacion; y por ultimo se les entrega a los estudiantes una serie de
ejercicios (E) buscando el reforzamiento y posible extension de sus ideas, todo lo
anterior a la luz de la DG (Asiala et al.,, 1996; Arnon et. al., 2014). En la Figura 8 se
puede apreciar en el diagrama las interacciones que se sugieren para las tres

componentes que se han declarado en este ciclo de ensefianza.

| Descomposicion Genética |

| Actividades !( >I Discusion de clases |

Ejercicios

_—_— e e e e e e e e e e e — — — — — — — — — — —————————

_——————
_—— = — -

Figura 8: Componentes del ciclo de ensefianza ACE (Arnon, et al., 2014, p.58).
Las actividades

Las actividades son la primera etapa en el ciclo ACE y deben propiciar, desde un
trabajo colaborativo entre los estudiantes, las construcciones mentales dispuestas en la
DG, las que se disefian y trabajan en un laboratorio de computacion. En esta etapa, mas
que respuestas correctas, es importante promover abstraccion reflexiva, en definitiva
activando los mecanismos mentales que se han dispuesto en la DG u otros que

aparezcan. Usualmente esto se logra haciendo que los estudiantes, escriban programas
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de computadora en un lenguaje de programacion matematico que se ha disefiado para tal
efecto, el ISETL (Arnon, et al.; 2014).

Discusion de clases

Esta segunda etapa promueve en los estudiantes la sistematizacion de sus ideas, desde
pequefios grupos de trabajo con tareas que requieren lapiz y papel, dirigidos por un
profesor que va canalizando sus discusiones que son una extension de lo que se trabaja
en las actividades de la primera etapa. Hay un ir y venir entre la primera y segunda

etapa desde lo que se esta trabajando con lo ya trabajado (Arnon, et al.; 2014).

Ejercicios

Esta Gltima etapa consiste en proponer problemas para trabajar fuera de la clase,
haciendo converger las reflexiones de las actividades y las discusiones de las tareas que
se propusieron. Los ejercicios o problemas sirven de soporte para seguir desarrollando

las construcciones mentales sugeridas por la DG (Arnon, et al.; 2014).

Cabe mencionar que en el capitulo 4 se presentard un recurso que esta en sintonia con
las etapas y componentes del ciclo ACE, las fichas didacticas, a saber Ficha explicativa,
que esta en sintonia con la primera etapa, la ficha de ejecucion, que esta en sintonia con
la segunda etapa, y la ficha de resolucién de problemas, que esta en sintonia con la

tercera etapa (Rodriguez, 2006, Rodriguez & Parraguez, 2012).

3.4.- APOE en la teoria de los espacios vectoriales

En Arnon et al.,, (2014, pp.48-51) se puede leer en detalle la postura de algunos
investigadores respecto de la construccion esquema espacio vectorial. Se hace notar que
en dicha construccion estan involucrados tres esquemas, a saber el esquema conjunto,
esquema operacion binaria y esquema axioma. Por otro lado se detallan las
construcciones mentales que se han establecido y se han identificado, producto de las
investigaciones en dicho tépico, con cada uno de los esquemas que se ha indicado y que
intervienen en la construccion del concepto espacio vectorial (Arnon et al., 2014).

Por otro lado, Dubinsky (1997, p. 93) establece que las dificultades de los estudiantes

con los conceptos béasicos de la teoria de espacios vectoriales provienen de tres fuentes:
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Primera: El papel pasivo, imitador, asignado al estudiante en los cursos de
algebra lineal. Debido a este papel “los estudiantes no entienden estos conceptos
debido a que nunca tienen la oportunidad de construir sus propias ideas acerca de
ellos” (ibid, p. 93).

Segunda: La falta de comprension de algunos conceptos que resultan un
antecedente indispensable para entender las nociones basicas referidas, como es
el caso del concepto de funcion. La comprension de estas nociones basicas exige
también contar con ciertas habilidades para usar algunas herramientas como los

cuantificadores.

Tercera: Esta Gltima fuente estd muy relacionada con la primera y tiene que ver
con la ausencia de estrategias didacticas que den a los estudiantes la oportunidad
de construir sus propios conceptos. La elaboracion de estas estrategias se debiera
iniciar por analizar las construcciones mentales especificas que pueden usarse

para entender un determinado concepto.

Dubinsky (1997, pp. 94-95) como ya se menciond, propone un ciclo de investigacion
que conduce a la formulacion de las estrategias mencionadas en el ultimo punto del

parrafo anterior. Dicha estrategia contempla tres fases:

Fase 1: El andlisis tedrico mediante el cual se debe dilucidar cuéles son las
construcciones mentales que el estudiante necesita hacer para aprender un topico

matematico en particular.

Fase 2: El disefio de estrategias de ensefianza que favorezca la creacion de estas

construcciones mentales.

Fase 3. La observacion y evaluacion de la ensefianza, cuya finalidad es determinar
si las construcciones pudieron hacerse, qué es lo que el estudiante ha aprendido y

la reconsideracion sobre el analisis teorico y las estrategias didacticas.

En su esfuerzo por formular una propuesta didactica especifica para el &lgebra lineal,
RUMEC ha preparado materiales para la ensefianza en el que se muestra su filosofia

acerca de qué contenidos debiera incluir y codmo debiera organizarse un primer curso
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universitario de algebra lineal (Weller et al., 2002), donde propone una aproximacion a
la ensefianza que comienza con el concepto de espacio vectorial a partir del estudio de
espacios vectoriales finitos. En este acercamiento el estudiante se introduce al estudio
de espacios vectoriales elaborando programas de computadora con los cuales explora
sus propiedades. Una exposicién de su fundamentacion teérica enmarcada en la teoria
de APOE, esta publicada en Trigueros & Oktag (2005).

3.4.1.- Otras investigaciones recientes en relacion a los espacios vectoriales desde
APOE

Es importante aclarar que no puede hablarse dentro de esta teoria de, sélo una
descomposicion genética de un concepto, pues ésta depende de la formulacién que ha
hecho el investigador. Pueden coexistir varias descomposiciones genéticas de un mismo
concepto, pues dado que no existe un Gnico camino para que un estudiante construya un
concepto matematico y no es posible que todos a la vez lo hagan de la misma manera
(Arnon, et al., 2014).

Lo que es importante es que cualquier DG de un concepto sea un instrumento que dé
cuenta del comportamiento observable del sujeto (Trigueros & Oktag, 2005). La
descomposicion geneética presentada en Trigueros & Okta¢ (2005) hace hincapié en la
construccién del concepto de espacio vectorial como un objeto, aunque se dan algunos

elementos de la construccion de esquema para dicho concepto.

Por otro lado, Vargas (2007) explicitd algunos elementos de la descomposicion genética
de espacio vectorial presentada en Trigueros y Okta¢ (2005), haciendo hincapié en la
construccion de este concepto como proceso y objeto. En un trabajo reciente, Parraguez
y Oktag (2012) realizaron una investigacion respecto de la evolucion del esquema intra-
espacio vectorial, inter-espacio vectorial y trans-espacio vectorial, reportando datos
empiricos obtenidos de estudiantes de licenciatura en matematicas. Cabe notar que los
autores anteriormente citados no han hecho una propuesta explicita para una DG
propiamente tal para los espacios vectoriales R? y R® a partir de los cartesiano R? y R®,
considerando ademas el plano y el espacio cartesiano. Es por lo anterior que el interés
de esta investigacion es abocarse a dicha tarea considerando todos los elementos ya

esgrimidos en el capitulo 11, apartado 2.4.
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3.5.- La investigacion cualitativa y el disefio metodoldgico: Un disefio de caso
multiple

Para Taylor et al., (2010), la metodologia de investigacion en las ciencias sociales tiene
dos vertientes tedricas claramente marcadas. La primera, el positivismo que se instala a
partir del siglo X1X y comienzos del siglo XX, donde exponentes como Comte (1896) y
Durkheim (1938) ponen de manifiesto la importancia de los hechos y las causas de los
fendmenos sociales sin considerar la influencia subjetiva de los individuos (Taylor et al.
2010; Valle, 2009). La segunda, fenomenologica en el sentido de Deutscher (1973), que
cobra fuerza a finales del siglo X1X con exponentes como Berger y Luckmann (1967),
Bruyn (1966), Hursserl (1913) y otros, donde lo relevante es la realidad subjetiva, es
decir, lo que las personas o individuos perciben como importante (Taylor et al., 2010;
Valle, 2009). Ambas vertientes decantan, respectivamente, en dos metodologias de

investigacion, a saber, cuantitativa y cualitativa.

Antes de considerar algunas caracteristicas relevantes de un enfoque de investigacién
cualitativa, considerando los objetivos que se trazaron en esta investigacion, es
importante establecer las diferencias entre un enfoque cualitativo y uno cuantitativo
para dejar establecido el porqué de los elementos que se incorporan al ciclo de
investigacion que propone la teoria APOE, el estudio de casos mdltiples y el uso de
cuestionarios y entrevistas. En ese sentido Stake (1999) plantea que:

Hay que detenerse en tres diferencias importantes entre la orientacion cualitativa y la

cuantitativa: 1) la distincion entre explicaciébn y comprension como objeto de la

investigacion; 2) la distincion entre una funcion personal y una funcién impersonal del

investigador, y 3) una distincion entre conocimiento descubierto y conocimiento construido
(Stake, 1999, p. 39)

En particular, lo importante para esta investigacion es la comprension profunda, por
parte del investigador, de como estudiantes universitarios construyen cognitivamente un
concepto matematico, en este caso los espacios vectoriales R y R® a la luz de un
modelo cognitivo preliminar, la DG, que se configura desde una teoria explicita que se
asume para tal efecto, la teoria APOE.

Por otro lado, para configurar una DG, no tan solo se requiere de las concepciones que
tiene el investigador, ademas es necesario que este se involucre no so6lo en la basqueda
de antecedentes historicos epistemoldgicos respecto de un concepto matemaético en

estudio, sino que ademas, indague respecto de las concepciones de ensefianza de este y
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de aquellos conceptos que estan ligados directamente con el concepto que se desea
estudiar. Por Gltimo, una vez validada la DG, con las técnicas y métodos adecuados, se
hace necesario un analisis e interpretacion de los antecedentes y datos recopilados para

luego dar cuenta de los hallazgos obtenidos.

Todo lo anterior pone de relieve que el ciclo de investigacion, que propone la teoria
APOE, se enmarca mas en una orientacién cualitativa, cuestion que se puede corroborar
desde lo que declaran integrantes del grupo RUMEC (Arnon et al., 2014; Asiala, et al.,
2004).

Por otro lado, Stake (1995) manifiesta que:

La distincién fundamental entre investigacion cuantitativa e investigacion cualitativa estriba
en el tipo de conocimiento que se pretende. Aunque parezca extrafio, la distincion no esta
relacionada directamente con la diferencia entre datos cuantitativos y datos cualitativos,
sino con una diferencia entre blsqueda de causas frente a busqueda de acontecimientos.
Los investigadores cuantitativos destacan la explicacion y el control; los investigadores
cualitativos destacan la comprension de las complejas relaciones entre todo lo que existe
(Stake, 1999, p. 39).

Considerando que en esta investigacion el foco sera validar DG que se propondran en el
capitulo 4, se pone de manifiesto lo complejo que es describir con precision, a la luz de
la teoria APOE, las construcciones y mecanismos mentales que estan involucrados en la
construccién de un concepto matematico y, que a su vez, es coincidente con el rol de un
investigador cualitativo; teniendo en cuenta, ademas, que el ciclo metodologico que
propone APOE, como ya se ha mencionado, esta sustentado en un enfoque de

investigacion mas bien cualitativo (Arnon et al., 2014; Asiala, et al., 2004).

La investigacion cualitativa tiene varias caracteristicas que la distinguen como tal: es
inductiva, los diversos escenarios 0 personas sobre los cuales actla o interactua el
investigador no son reducidos a variables sino que son vistos como un todo, el
investigador cualitativo es sensible a los cambios que puede producir sobre las personas

que estudia (Taylor et al., 2010).

Ante la pluralidad de enfoques que ademas se pueden encontrar en la investigacion
cualitativa como lo destaca Denzin y Lincoln (1994, p.2) “es multimetddica en el
enfoque, implica un enfoque interpretativo, naturalista hacia su objeto de estudio”, en
esta investigacion se incorporo al ciclo metodolégico de APOE un tipo de disefio que

permitio, por un lado, validar el modelo cognitivo dada la complejidad de dicha tarea vy,
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por otro, analizar la pertinencia de dicho modelo en la aplicacion de clases. Es por lo
anterior que se considero pertinente utilizar un disefio metodoldgico de estudio de caso,
en particular de casos multiples, dada la complejidad y la variedad de realidades a las
cuales fue posible estudiar (Stake, 1999; Rodriguez et al., 1999)

3.5.1- Algunos antecedentes al estudio de caso

Hay distintas posturas para concebir un estudio de caso. Para algunos autores es un
método de investigacion para otros, una estrategia de disefio de la investigacion
(Rodriguez et al., 1999). Para efectos de este estudio se le ha considerado como una
estrategia de disefio para ser incorporada al ciclo de investigacion que propone la teoria
APOE, que como ya se menciond, se adecua mas a un método de investigacién

cualitativa.

Por otro lado, dado que el objetivo de este estudio es describir en detalle cémo es que
un nimero determinado de estudiantes, con ciertas caracteristicas particulares que los
distinguen, dan cuenta de aquellas construcciones y mecanismos mentales que le
procuran construir el concepto de espacio vectorial R? y R® y su respectivo transito es
que el estudio de caso resulta ser una estrategia a considerar desde su concepcion
tedrica como tal (Castillo, 2008). Ademéas que este tipo de estudio facilita al
investigador la busqueda de respuestas respecto del “como” o del “por qué” de los
hechos que se dan, ya que se centra en el andlisis profundo de uno o varios casos
especificos (Yacuzzi, 2005). En ese sentido si bien los argumentos que despliega un
estudiante desde lo que desarrolla en un cuestionario puede dar luces respecto de lo que
se desea indagar, es probable que se necesite considerar otras instancia como una
entrevista que permita cotejar y ampliar aquellos aspectos que pueden no quedar claros

desde un problema o situacién planteada en un cuestionario.

Teniendo en cuenta lo indicado en el parrafo anterior se puede decir que se asumié un
estudio de caso multiple de induccidén analitica y global, pues procura la configuracion
de una unidad de analisis que garantiza una descripcion de aquellas construcciones y
mecanismos mentales que intervienen en la construccion de los conceptos aludidos en
este estudio, adem&s apunta a aportar evidencia a la teoria que sustenta esta
investigacion (Stake, 1999; Bodgan et al., 1982; Yin, 1993).
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Stake (1999) diferencia en tres los estudios de casos, a saber, intrinseco instrumental y
colectivo. Para otros autores los estudios de caso pueden clasificar en Unico o multiples
(Bodgan et al., 1982; Yin, 1993). Para Bodgan et al., (1982) los estudios de caso
multiple pueden tener dos modalidades, de induccidn analitica y comparacion constante
al igual; para Yin (1993), se pueden clasificar en global e inclusivo (Citados en
Rodriguez, et al., 1999). En definitiva los estudios de caso mdltiple pueden ser
clasificados segun los siguientes criterios: nimero de casos, unidades de analisis y los

objetivos del estudio (Rodriguez, et al., 1999).

3.5.1.1.- El cuestionario y la entrevista en profundidad

El disefio y aplicacion de cuestionarios en esta investigacion apunt6 a indagar en el tipo
de concepcion que ponen de manifiesto estudiantes respecto aquellos conceptos
matematicos que estan asociados al espacio vectorial R? y espacio vectorial R®, en
términos de construcciones y mecanismos mentales. Si bien un cuestionario como
técnica para la recogida de informacion es propio de un enfoque cuantitativo, su disefio
se puede ajustar a un enfoque cualitativo incorporando preguntas de desarrollo cuyas
respuestas no se enmarcan en categorias o dan cuenta de un tipo de escala de
apreciacion. Algunas consideraciones a tener en cuenta es que un cuestionario debe
permitir explorar ideas, son una técnica mas en la recogida de informacion, deben
apuntar a los aspectos tedricos con las cuales se sustenta la investigacién, su aplicacién
no debe provocar rechazo (Rodriguez, et al., 1999). En particular, en el apartado 5.2, se
muestra en detalle como se trabaja en esta investigacion un cuestionario en sintonia con
la DG, estableciéndose un analisis a priori de las preguntas y luego un analisis de las

respuestas de los distintos estudiantes.

La incorporacion de entrevistas en esta investigacion tuvo como finalidad ahondar en
aquellos aspectos que los cuestionarios no evidencian en relacion a lo que se desean
pesquisar o bien de los cual no es posible inferir desde los argumentos que despliegan

los estudiantes al contestar las preguntas de los cuestionarios.

La entrevista es una técnica en la que un entrevistador o investigador solicita
informacidn a un entrevistado o informante respecto de alguna cuestion especifica o de

interés. En la entrevista en profundidad, el investigador necesita obtener informacion
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especifica. Esta requiere, de quien la dirige: experiencia, habilidad y tacto para indagar
aquello que desea ser conocido. La idea es acercarse a ciertas ideas, supuestos 0
creencias (Rodriguez, et al., 1999). Para esta investigacion la entrevista en profundidad
es una técnica que permitiéo complementar aquellos aspectos que se evidenciaron desde
la aplicacion y analisis de las respuestas que se dieron a las preguntas de cada uno de los

cuestionarios.

3.5.1.2.- La conformacién de las unidades de estudio y su relacion con el ciclo de
investigacion de APOE

La unidad de estudio que permitié indagar en la concepcion que tienen algunos
profesores respecto de los conceptos espacio vectorial R? y espacio vectorial R® y sus
respectivos cartesianos asi como de su ensefianza, fue conformada con especialistas que
hacen docencia en algebra lineal, de cuatro Universidades Chilenas la que se denotaron
por Universidad 1 (U1), Universidad 2 (U2), Universidad (U3) y Universidad (U4). Este
estudio exploratorio ayudd a establecer algunas directrices, que se detallan en el
capitulo 4, en el marco del analisis tedrico que propone APOE, fundamentalmente para
el disefio de la DG del espacio vectorial R.

Las unidades de estudio, en la etapa de disefio y aplicacion de instrumentos, para
validar las DG del espacio vectorial R? y el espacio vectorial R® y delinear los
elementos de la propuesta didactica fueron conformadas por 21 estudiantes de
universidades U1, U2 y U3 que incluyeron estudiantes de las carreras de licenciatura y
pedagogia en matematica, pedagogia en matematica y computacion e ingenieria

matematica, para cuya eleccion se utilizaron las siguientes categorias:

e Heterogeneidad de los estudiantes que pertenecen al conjunto.

e Existencia de programas de Pedagogia en Matematica y de Licenciatura en
Matematica, que incluyan al menos una asignatura de algebra lineal.

e Accesibilidad para los investigadores.

3.5.1.3.- Sobre las unidades de estudio

En la Tabla N°7 se distribuyen los cinco profesores de matematica, con grado de
magister y doctorado en matematica, que fueron individualizados de la siguiente manera
para referenciarlos a lo largo del escrito: dos profesores, P3 y P4, de la U1, un profesor,
P1, de la U2, un profesor, P2, de la U3 y un profesor, P5, de la U4. Se destaca la

participacion voluntaria de todos los profesores en este estudio.
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Tabla N°7: Unidad de estudio para indagar en las concepciones de ensefianza de los conceptos
matematicos plano cartesiano y espacio vectorial R%

Caso 4: Concepcion de ensefianza de | Caso 5: Concepcion de plano cartesiano y
los espacios vectorial R? y R® relacién con espacio vectorial R?.
U3-u2 U1-u4
Unidad de P1, P2 P3, P4y P5
estudio
Aplicacion de Instrumentos: Aplicacion de Instrumentos:
Entrevista: P1y P2 Entrevista: P3, P4y P5

En la Tabla N°8 se distribuyen, en tres casos de estudio, los 21 estudiantes
universitarios que conformaron un estudio de caso mdltiple. Los estudiantes de los
casos 1y 2 fueron considerados para documentar tanto la DG del espacio vectorial R?
como la DG del espacio vectorial R®, quienes ademés participaron voluntariamente de
esta investigacion respondiendo dos cuestionarios, uno para el espacio vectorial R? y el
otro para el espacio vectorial R®, ademés de una entrevista para indagar en aquellos
aspectos que el cuestionario no permitié evidenciar o bien para ahondar en aquellos

aspectos que no quedaron explicitos desde los argumentos que se desplegaron.

Tabla N°8: Distribucidn de estudiantes segln casos de estudio e instrumentos de recogida de datos.

Caso 1 Caso 2 Caso 3-Caso4
Ul U2 U3
Estudiantes Licenciaturay | Estudiantes de ingenieria | Estudiantes de pedagogia en
pedagogia en matematica | en matematica matematica y computacion
Unidad de E6 y E7; E10, E11, E12, E13,
Estudio El, E2,E3, E4yE5 E8yE9 El4, E15; E16, E17; E18; E19,
E20; E21
Aplicacion de Aplicacion de Estudio exploratorio para R*
Instrumentos: Instrumentos: Caso 3 (E6y E7)
1 Cuestionario 1 Cuestionario Aplicacion de Clases Caso 4
1 Entrevista 1 Entrevista (E10 al E21)

La seleccion de los estudiantes del caso 1y caso 2 como informantes para validar ambas
DG, obedecio fundamentalmente a la homogeneidad de estos 7 estudiantes en cuanto a
los conocimientos previos necesarios para la construccion cognitiva del espacio
vectorial R? y espacio Vectorial R, ademas del conocimiento de nociones de &lgebra y
algebra abstracta, conocimientos que se establecieron a partir de las DG teoricas.
También se tomé en cuenta la comparacion de los programas de estudio y el desempefio
obtenido, por parte de cada uno de ellos, en la asignatura de algebra lineal. Los
antecedentes mencionados para los estudiantes de los casos 1 y 2 pueden ser revisados
en el perfil académico que se presentan los anexos de este trabajo.
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En relacion al caso 3, conformado por E6 y E7, participaron de un curso optativo en el
segundo semestre del afio 2012, curso que estd ubicado en el octavo semestre del plan
de estudios de la carrera, quienes ayudaron en la exploracion de actividades para ser
incluidas en una propuesta didactica para la ensefianza de los espacios vectoriales en
estudio y en la validacién de preguntas que permitié estructurar los cuestionarios

aplicados a los estudiantes de los casos 1y 2.

Por otro lado, E10 al E21 que con formaron el caso 4 participaron de un curso optativo
que esta ubicado en el sexto semestre del plan de estudio, curso que fue adaptado al
trabajo de los conceptos del plano cartesiano y el espacio vectorial R?, el cual se trabajé
en el segundo semestre del afio 2013 y permitid delinear los elementos de la propuesta

didactica y poner a prueba la DG para el espacio vectorial R®.
En los anexos de este trabajo y en el CD que se adjunta se puede encontrar en extenso

las producciones de los estudiantes y las grabaciones de cada sesion y actividades

desarrolladas asi como la planificacién general del curso.
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CAPITULO 1V: DESCOMPOSICIONES GENETICAS PARA LOS ESPACIOS
VECORIALES R’y R®, DISENO Y VALIDACION DE ESTAS

En este capitulo se dan a conocer en detalle los disefios tedricos de cada una de las DG
preliminares que se disefiaron para los espacios vectoriales R* y R® y la validacion de
estas, siguiendo el ciclo de investigacion que propone la teoria APOE. Por otro lado,
como Yya se indico en el capitulo anterior, para validar las DG preliminares se considerd
un estudio de caso multiple, dado que con este tipo de estudio se puede abordar en
profundidad cada uno de los aspectos relacionados con el problema que se persigue;
mostrar evidencia empirica de las construcciones mentales que se han dispuestos en las
DG como también una descripcién detallada y precisa de los mecanismos mentales que
dan paso a las construcciones mentales y que intervienen en la construccion de los
conceptos en cuestion, todo al alero de los distintos constructos teéricos que la teoria
APOE provee.

Una vez disefiadas las DG preliminares a la luz de los antecedentes recopilados del
concepto espacio vectorial y los conceptos del algebra lineal asociados a este desde un
analisis histérico epistemolégico, ademas de las concepciones de la ensefianza que
tienen profesores universitarios respecto de los conceptos espacio vectorial R?, espacio
vectorial R® y sus respectivos cartesianos, las respectivas investigaciones asociadas al
concepto de espacio vectorial y, por ultimo, las concepciones del propio investigador
respecto de dichos conceptos, se aplicaron cuestionarios y entrevistas, a estudiantes del
caso 1 y 2, para recabar evidencia empirica de las construcciones y mecanismos
mentales que evidenciaron los estudiantes en la construccion de los conceptos en
estudio, analizando si estaban en sintonia con la DG preliminar y asi dar cuenta de la

viabilidad de ésta.

Una vez validada la DG del espacio vectorial R? se planificé un curso taller para la
aplicacion de clases a los estudiantes del caso 4, en funcion de la DG validada. Previo
comienzo del curso taller se aplicé un cuestionario a los estudiantes para indagar en sus
concepciones respecto del concepto operacion binaria. Haciendo uso un arbol de
similaridad o dendograma y utilizando el software PAST, se procesé la informacién
recabada en funcién de los argumentos que evidenciaron los estudiantes en dicho
cuestionario, lo cual permitié clasificarlos jerarquicamente (Guisande et al., 2006,

Alvarez, 1999) lo que se detalla en el apartado 4.5.1 para luego seguir el ciclo de
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ensefianza ACE que provee APOE. Finalmente, al término del curso taller, se
entrevistd E13, segun los parametros establecidos al inicio del curso, la clasificacion
dada por el arbol de similaridad y su participacion en el transcurso del taller. Las
actividades distintas actividades que desarrollo en el curso taller E13 pueden ser

consultadas en los anexos de este trabajo.

4.1.- Andlisis tedrico, una panoramica de los conceg)tos matematicos asociados a la
construccion cognitiva de los espacios vectoriales R“ y
Con el diagrama de la Figura 9 se pone de relieve el tipo de concepcion de los
conceptos mateméticos plano cartesiano, espacio cartesiano, cartesiano R? y cartesiano
3y su relacién en la construccion objeto del espacio vectoriales R? y el espacio
vectorial R®, lo que esta en sintonfa con los distintos aspectos epistemoldgicos que se
mencionaron en el capitulo 1. Cabe sefialar que para esta investigacion se entendera por
plano cartesiano al plano de la geometria de los griegos provisto de coordenadas como
ya se plantea en la geometria de Descartes (Klein, 1992) del mismo modo que para el
espacio cartesiano. Por otro lado, entenderemos por cartesiano R? al conjunto de pares

ordenados provistos de operaciones, analogamente para el cartesiano R®.

ax-!—by: 0 plano ca.rtesiano
(Objeto)
ax+by=c

Lo geométrico y algebraico
Ejes coordenados, subconjuntos,

Cuerpo de los Puntos, relaciones, rectas, distancia, ..
Numeros Reales Chequear Axiomas
(proceso) (acci6n) Cartesiano R2
(R, +, %) (Proceso)
Espacio Vectorial
p ={(x.3)/xeRAyeR} ‘

LI

(Objeto) ‘»‘_,:

@ concepto de funcién,
operaciones binaria

(objeto)

plano cartesiano
{Objeto)

Ejes coordenados, subconjuntos,

(R3: + ') puntos, relaciones, planos, rectas,...
Espacio Vectorial
(Objeto)  — o

(Proceso )

={(x,;.-',z)/xeRAyeRAZER}@

Figura 9: Relacion entre los conceptos espacio vectorial R?y R®y el plano y espacio cartesiano desde
los objetos matematicos ELHy ELNH.
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En términos generales la idea fuerza, que se ha plasmado en el diagrama de la Figura 9,
es que a partir de la manipulacion algebraica y geométrica que se le pueda dar a una
ELH y ELNH se dé paso a la construccién proceso conjunto de todas las soluciones y
asi avanzar a la construccion objeto CSELH. La coordinacion de la construccién
proceso conjunto de todas la soluciones con la construccion proceso asociada al objeto
plano cartesiano, procura dar paso a la construccién proceso cartesiano R? para asf
encapsular dicho proceso en la construccién objeto espacio vectorial R% Luego, a partir
de la coordinacion del proceso que dio origen al objeto espacio vectorial R? y la
construccion proceso cartesiano R® se construye el objeto espacio vectorial R, Para que

finalmente se dé el transito, cognitivamente hablando, entre ambos espacios vectoriales.

4.1.1.- Hacia una DG para el concepto espacio vectorial R?

Comencemos con esta tarea de disefiar la DG para el espacio vectorial R? atendiendo a
aquellos conceptos que estan asociados al plano cartesiano y que estarian incidiendo en
la construccién cognitiva del espacio vectorial R% Para ello consideremos algunas ideas
que plantea Maltsev en la introduccion de su libro, Fundamentos de Algebra lineal,
respecto de los conceptos Ecuacion Lineal Homogeénea (ELH), funcion afin y sistemas
de ecuaciones lineales (Méltsev, 1978).

Para Maltsev (1978), el problema elemental del algebra lineal es la solucion de una
ELH ax+b=0. Por otro lado menciona que los métodos de solucién de dicha ecuacion

y las propiedades de la funcién afin y =ax+b son los modelos de partida sobre los

cuales operara el algebra lineal. Ademas hace notar que la teoria sobre la solucién de
los sistemas de ecuaciones lineales con varias incognitas se aborda con los elementos ya
indicados (Maltsev, 1978).

Veamos como las ideas del parrafo anterior estan en sintonia con la construccién
cognitiva del espacio vectorial R? a partir de elementos matematicos que se desprenden
del plano cartesiano, sintonia que ayudara a poner de relieve aquellas construcciones y
mecanismos mentales. En esta primera aproximacion centremos la atencion en algunos
aspectos matematicos que se pueden desplegar al resolver una ELH, lo que se puede

apreciar en la ilustracion que se ha hecho en el diagrama de la Figura 10.
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Conjunto soluciény una operacién o,
Funcidn

S, ={t.20/tcR} —> S, ={1l,-2)/te R}m m
(el pardmetro, un elemento basal R —
y uno referencial, el (0,0)) (2} pardmetro, t
§={=2.2): (=1.D): (0.0): (L=1):(2.=2 invita a describir
{22 10000 ),3(, 3)} IR RE
s ={(e,m;(—s,s);(2,—2)(—5,5);[7,;)} RsR (> T(0)=(t-0)
4 4 (6}
Hay algo invisible
(4} (1} al usar ejes
Resolver ecuacion lineal coordenados
homogénea 2x+y =0 —>
Incégnitas invitan a resolver l

El parametro hace pensar enuna

(8)
m (7} dilatacion o contraccién de un segmento
dirigido. Estéla idea de COLINEAL.
Sistema de coordenadas
Rectangular (puede ser no

Pensando en R? espacio vectorial

Rectangular) y la linearecta La idea de segmento dirigido que se dilata
~Pardmetro (escalares) o contrae desde ladiagonal de un
(5] x=ty=-2t --La idea de segmento dirigido paralelogramo. Atrapar puntos

.~Multiplicacion por un escalar

y=-2x ~Di Id lel
'agona cle un parale’ograma Nuestro plano
2x+y=0 .-Se trabaja en una dimension L
- No alcanza para construir R? En construccidn
Ecuacion cartesianay " p
paramétrica

Figura 10: Sobre la incidencia del cartesiano R? en la construccion de R? espacio vectorial.

El diagrama de la Figura 10 pone de relieve la relacién de una ELH con diversos
conceptos matematicos donde destacan la representacion geométrica del grafico de una
funcion lineal. Dicha relacion se puede explicitar desde distintos angulos siguiendo una
secuencia logica, en atencién a los numeros que se han agregado a dicho diagrama,
donde el siguiente relato es una de las posibles lecturas generales que se le pueden dar.
Asi, de la ELH se pasa al conjunto solucién de esta en (1). Luego, del CSELH conectar
con la idea de operacion binaria externa desde el uso de un parametro en (2) o bien,
como camino alternativo, el CSELH se relaciona con la idea de representacion grafica
de una relacién, desde las coordenadas asociadas a los puntos del plano cartesiano, en

(4) y, conectar asi, con las ecuaciones paramétricas, o viceversa, en (5).

Volviendo a (2), la operacion binaria se puede pensar desde la idea de funcion, con el
uso de un parametro en relacion a un par ordenado en (3) y de la variacion del
pardmetro conectar con la idea de vector anclado al origen desde la dilatacion de un
segmento dirigido en (6) y (7), en un plano con o sin coordenadas. Finalmente, dotar de
estructura algebraica al CSELH en (8) a través de dos operaciones binarias. En
definitiva algunas alternativas plausibles a tener en cuenta para establecer conexiones

con conceptos matematicos desde la resolucién de una ELH.

59



4.1.1.1.- Una indagacion a la mirada de expertos en relacion a la ensefianza de los
espacios vectoriales y sus concepciones del plano cartesiano

En esta seccion se dard a conocer en términos generales aquellos aspectos mas
relevantes del estudio exploratorio con 5 académicos, individualizados en la seccion
3.5.1.3 del capitulo 3, que han ensefiado algebra lineal y que en su formacién académica
cuentan con el grado magister o de doctor en matematica. Para ello se efectuaron dos
rondas de entrevistas, la primera para indagar en las concepciones de ensefianza de los
espacios vectoriales R? y R®, consultando para ello a los profesores P1 y P2. Luego, en
una segunda entrevista con los profesores P3, P4 y P5 se indagd en las concepciones
que estos tenfan respecto del concepto plano cartesiano y cartesiano R? y la importancia

que éstos atribuyen a dichos conceptos en la construccion del espacio vectorial R?.

4.1.1.1.1.- De la concepcion de ensefianza de los espacios vectoriales R? y R®

Para indagar en las concepciones de ensefianza que tienen estos dos profesores se
elaboré una entrevista con 3 preguntas y sus respectivos apartados que apuntaron
fundamentalmente a explorar aquellos aspectos que un académico universitario, con
experiencia en la ensefianza del algebra lineal, considera relevante en relacion al espacio
vectorial R? y el espacio vectorial R®, sus respectivos cartesianos, el plano euclidiano y

el espacio afin.

1.- En relacion a los espacios vectoriales R y R®

a) Matematicamente, ;qué importancia le asigna a los espacios vectoriales R?* y R® en un curso de
algebra lineal para pregrado?

b) ¢Cuéles son los énfasis matematicos que resalta en el tratamiento de dichos espacios vectoriales?

¢) ¢Qué destaca de los axiomas que caracterizan al espacio vectorial R*?

d) ¢Qué elementos matematicos enfatiza al comparar ambos espacios vectoriales?

e) ¢Qué importancia le asigna a la geometria en el tratamiento de los espacios vectoriales en cuestion?

f) ¢ Qué requisitos matematicos son necesarios para trabajar R? y R® como espacios vectoriales?

2.- En relacion a: plano cartesiano R? y espacio Cartesiano R®

a) ¢Qué elementos matematicos del plano cartesiano R? se deben articular en el aprendizaje del espacio
vectorial R?? y ¢qué dificultades visualiza en la construccién de dicho espacio?

b) (Qué elementos matematicos debe distinguir un estudiante en relacion al plano y al espacio cartesiano
R?y R respecto de los espacios vectoriales R? y R?

¢) En el aprendizaje del espacio vectorial R®, debe haber una articulacion previa entre el espacio vectorial
R’y el espacio cartesiano R*?

3.-En relacién al plano afin y plano afin

a) ¢Qué diferencias matematicas entre el plano afin, el plano cartesiano R? y el espacio vectorial R?
deberia manifestar un estudiante al trabajar dichas ideas matematicas?

b) Matematicamente qué distingue a un espacio vectorial de un espacio afin y el plano cartesiano?

c) La geometria vectorial, geometria afin y geometria cartesiana, ¢como se relacionan con los conceptos
aludidos?
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4.1.1.1.2.- De la concepcién de ensefianza del espacio vectorial R? y el espacio
vectorial R® que manifiesta el P1

En la Tabla N° 9 se presentan extractos de la entrevista que se realizé al P1 desde los
tres focos que se indicaron en el en parrafo anterior para indagar en las concepciones de
ensefianza respecto del espacio vectorial R? y el espacio vectorial R®. Para estas y las
siguientes entrevistas | denotara el investigador, P1 al profesor 1y asi correlativamente

hasta P5, el profesor 5.

Tabla N° 9: Extracto de la entrevista al P1, sobre sus concepciones respecto de la ensefianza de los
espacios vectoriales R’ y R®.

Algunas concepciones sobre la ensefianza de los espacios vectoriales R’ y R® de parte del P1

I: Pensando en un curso de algebra lineal en pregrado, ¢qué importancia le asigna Ud. a los espacios
vectoriales R? y R*?

P1: Yo creo que son importantes. Los espacios vectoriales en general en el &lgebra lineal tienden a ser
cuestiones fundamentalmente tedricas. Tomo un vector, hago operatoria con los vectores y luego digo
gue estos son espacios vectoriales y digo que sus elementos se llaman vectores.

P1: La importancia de R? y R® es que ahi se ven los vectores de manera més concreta. Entonces se
tienen ejemplos, la ponderacion de un vector lo ve en el plano, alarga y encoje el vector, la suma la ve
geométricamente y las cosas aparecen naturalmente, la idea de combinacion lineal, que sean linealmente
independiente y linealmente dependiente, etc, etc. Yo creo que todo esos conceptos basicos dentro de los
espacios vectoriales en el plano y en el espacio tienen una cosa mas concreta..

I: Cudles son los énfasis matematicos que Ud. resalta en el trabajo de dichos espacios vectoriales

P1: A ver, voy a focalizarme en R?, entonces si uno mira a R* como el producto cartesiano RxR donde
viven pares ordenados, puntos, ese es como una primera cosa...entonces yo encuentro gque en esta
cuestion matematica uno después puede mirar a R* mirado como espacio vectorial, por lo tanto como un
conjunto de vectores que cumplen con ciertas operaciones y determinadas propiedades, entonces
también puede ser considerado como un conjunto de vectores pero si uno lo mira es un conjunto de
puntos, es importante enfatizar que si bien hay un punto también hay un vector.

I: ¢Cual es el rol de los axiomas?

P1: Si uno lo ve desde el punto de vista geométrico sumo dos vectores, tengo su geometria, y la suma
me resulta otro vector, lo cual esta establecido geométricamente. Cuando uno tiene una operacion
siempre estd pensando en propiedades y si se cumplen ciertas propiedades se pueden pensar en un
algebra, puedo pensar en un elemento neutro y elemento inverso y entonces me permite avanzar en ese
sentido. Entonces uno dice con la suma necesito un grupo abeliano, se cumple una estructura basica.
Pero ademas hay otra operacion posible esto de alargar o acortar los vectores...la ponderacion por
escalar y luego ver la compatibilidad con la otra operacion, por ejemplo ¢2v es v + v? Entonces de ahi la
generalizacion.

P1 hace notar que es posible comenzar a ensefiar los espacios vectoriales desde un
punto de vista axioméatico y luego recurrir a los espacios vectoriales R?> y R® para
resaltar los conceptos basicos y trabajar las propiedades de un espacio vectorial de
manera més concreta, atendiendo a un modelo geométrico asociado a R y R® y
viceversa. Es decir, por ejemplo, considerando los vectores de R? y la estructura que se
puede establecer, desde el trabajo de estos vectores geométricos anclados al origen del
sistema de coordenadas. Mostrar que es un espacio vectorial, es decir que se satisfacen

los axiomas de un espacio vectorial. Hace notar que es importante articular la idea de
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punto y de vector cuando se piensa en avanzar, por ejemplo, del plano cartesiano al
espacio vectorial R

Por otro lado, P1 hace notar que trabajar con una operacion binaria lleva implicita la
idea de verificar propiedades y por ende la de reconocer estructura. Ademas, pone de
manifiesto de manera implicita, desde el dilatar y contraer vectores, la accion de un
cuerpo sobre un grupo al hacer notar la necesidad de la compatibilidad de dos
operaciones, una binaria interna y la otra binaria externa. En la Tabla N°10 se presentan
algunas ideas generales manifestadas por P1.

Tabla N°10: Algunas ideas de la entrevista al P1 de la U3, sobre sus concepciones respecto de la
ensefianza de los espacios vectoriales R’ y R®,

Algunos comentarios de la entrevista al P1

~-R? y R®ayudan a mirar de manera mas concreta los aspectos abstractos de la estructura de un espacio
vectorial.

- A través de los conjuntos R? y R® y una mirada geométrica se puede establecer una estructura de
espacio vectorial.

.-Explicitar una relacion de equivalencia en el conjunto de los vectores libres y los vectores anclados al
origen para trabajarlos como clases de equivalencia.

-Tener presente que hay dificultad de dibujar en R®. Pero es necesario articular con la geometria, los
cartesianos y los espacios vectoriales R? y R®.

.- Se debe establecer una diferencia entre punto y vector lo que se distingue de mejor manera al trabajar
los campos vectoriales.

En general, P1 indica que lo importante al considerar vectores en el plano cartesiano es
definir una relacion de equivalencia para relacionar un vector anclado en el origen con
vectores libres paralelos a este.

P1: La dificultad esta en que un vector de R? y R® la notacién para un punto y un vector es la misma
cuando en realidad son cosas diferentes. Alli hay una dificultad. Cuando uno estd haciendo la geometria
analitica en R? no hay problema en la notacion entre par ordenado y punto. Tiempo después se esta

haciendo el algebra lineal. Esas dos ideas se juntan en un campo vectorial. Al alumno le surge claramente
la confusion y uno no sabe si es un punto o un vector.

P1: No se tiene una operatoria con los puntos... tengo el punto (1,2) y el punto (2,3) y cuanto es (1,2) +
(2,3), qué puede significar la suma de puntos pero si se mira como vector claramente si tiene sentido.
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Por Gltimo P1 manifiesta que es importante articular el espacio vectorial R? y el espacio
vectorial R® desde el trabajo de los cartesianos, donde la geometria juega un papel
importante aungue explica que hay dificultades al dibujar en el espacio cartesiano y esa
es una dificultad que se debe tener en cuenta.

P1: ...Los vectores los tengo en el espacio...no los puedo dibujar facilmente (utiliza la esquina de la
oficina para mostrar la dificultad que se tiene para dibujar en R® el vector suma)...si se logra pasar del

producto cartesiano R? al espacio vectorial R° y de R? a R® de lo geométrico podria pasar al espacio
vectorial R,

4.1.1.1.3.- De la concepcién de ensefianza del espacio vectorial R? y el espacio
vectorial R® que manifiesta el P2

P2 hace notar que la asignatura de algebra lineal, en la institucion donde trabaja,
fundamentalmente en las carreras de ingenieria su importancia se ve disminuida pues se
fomenta la linea del analisis (Calculo) y el algebra lineal aparece en matematica 2
(calculo 2 con algebra lineal). En la Tabla N°11 se resumen algunas ideas que plante
P2.

Tabla N° 11: Algunas ideas de la entrevista al P2, sobre sus concepciones respecto de la ensefianza de los
espacios vectoriales R’ y R®.

Algunas ideas que se rescatan a la entrevista P2 Diagrama que elabora el P2

.-Rescatar el plano y espacio euclidiano asociados a
R?y R, respectivamente. 3 _
.-El producto cartesiano puede ayudar a un estudiante { /
a acercarse a los espacios vectoriales R? y R® de =
manera natural. - 1 EiR
.-La proyeccion en el plano hacia una recta y en el .1
espacio a un plano puede ayudar a una idea intuitiva 1 /
de dimensién. 1 )]
.- Es importante trabajar los vectores geométricos y
establecer su conexion con la fisica.

P2: ...los estudiantes ya saben lo que son los volimenes, los cuerpos ...sin embargo se detecta que los
alumnos llegan con cierto nivel de confusion y cuando estos conceptos se hacen un poco mas abstractos
se pierden ...la idea es que tienen que conectarlo con las cosas nuevas . Yo partiria haciendo como ese
nexo...tomaria R* como un producto cartesiano y R® como un producto cartesiano...mirar cosas que
estan en el espacio tridimensional en el plano bidimensional. En el espacio tridimensional se puede
dibujar lo que se quiera y se puede proyectar eso en un plano...

P2: ...El producto cartesiano es algo natural que el alumno puede comprender y permite ver a R? y R®
como algo familiar y luego se deberia centrar en lo que nos interesa, ver estos espacios desde un punto de
vista vectorial...entramos asi a una nocion abstracta pues se va a dar una definicion... ser espacio
vectorial significa cumplir con estas dos cosas...luego cualquier espacio que cumpla esas dos cosas se
denominara espacio vectorial en particular R? y R® son espacios vectoriales. ..

En general P2 manifiesta que es importante que los estudiantes conecten las ideas
matematicas que ya traen con aquellas nuevas ideas que trabajaran, sobre todo en lo que

respecta a las ideas geométricas como por ejemplo el concepto de volumen, que desde
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una concepcion mas abstracta puede evolucionar, por ejemplo, desde una perspectiva
vectorial. Ademas la importancia que juega el producto cartesiano para avanzar al
espacio vectorial R® y el espacio vectorial R® desde una cuestion més intuitiva,

rescatando asf la geometria que se asocia a R y R®.
4.1.1.1.4.- De la concepcion de cartesiano R? y su relacién con el espacio vectorial
RZ

Indagadas las concepciones de dos profesores universitarios, respecto de la ensefianza
del espacio vectorial R? y el espacio vectorial R® con sus respectivos cartesianos, se

consideraron entrevistas a tres académicos para indagar en sus concepciones de los

conceptos cartesiano R?, espacio vectorial R? y la geometria.

1.- ;Cémo concibe Ud. el cartesiano R??

2.- ;Qué elementos constituyen este cartesiano R*?

3.- ¢Hay diferencias entre RxR y el cartesiano R?*?

4.- ;El cartesiano R? se puede concebir como una estructura matematica?

5.- ¢Qué distingue para Ud. lo sintético de lo analitico, desde un punto de vista geométrico?

6.- ¢ Ve alguna relacion entre el cartesiano R y la(s) geometria (s)?

7.- ¢Cual es el rol que se le asigna al cartesiano R” para llegar a construir el espacio vectorial R*?

8.- ¢ Se podria construir el concepto de espacio vectorial R? sin el cartesiano R? pensando en un curso
inicial de algebra lineal para estudiantes de pregrado?

A continuacién, en la Tabla N° 12, se presentan algunos de los aspectos mas relevantes

que se consideraron de las respuestas P3, P4y P5.

Tabla N° 12: Extractos de la entrevista a los P3, P4 y P5, sobre sus concepciones de cartesiano R

viene de la geometria de
Descartes. La idea es que
Descartes tuvo el entusiasmo
de algebraizar la geometria para
darle sentido a las ecuaciones y
para ello necesit6 tener sistemas
de referencia para x, y, z, etc.
Entonces tomo el eje que todos
€oNnocemos. ..como plano
cartesiano el XY...que es una
situacion muy especial de
plano. Tiene dos rectas
perpendiculares y justamente un
sistema de referencia
estandar. .. los ndmeros
positivos estan a la derecha, los
negativos estan a la izquierda y
después para arriba y estan
abajo los negativos...

geométrica del conjunto R”... el
hecho de poner rectas
perpendiculares, y no de otra
forma, porque el cartesiano se
mira con perpendicularidad, dice
ya de geometria porque esta
hablando de perpendicularidad
¢0 no?... yo entiendo R* como
una representacion geométrica de
R? (refiriéndose a RxR).

1. ;Coémo concibe Ud. el cartesiano R*?
P3 P4 5
... yo creo que el R* mirado | ...O sea el cartesiano en R® lo | ...yo lo veo como el plano de
como un conjunto cartesiano | veo como una representacion | los  griegos  vestido  de

coordenadas por Descartes...0
sea el plano coordinatizado. En
eso estaria pensando... y ahi
parece que es bien crucial la
representacion que uno tiene de
él. Porque conjuntistamente es
RxR nomas... pero uno podria
calcular a ciegas en RxR, ahora
cuando uno dice el cartesiano
R? yo entiendo eso como el
plano cartesiano.
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Queda de manifiesto en esta primera pregunta que hay diferencias a tener en cuenta,
como distinguir entre el conjunto de pares ordenados y los puntos del plano que se
asocian con el conjunto producto cartesiano RxR. Por otro lado, que no se manifiesta

mayores distinciones entre R?, el plano cartesiano y el producto cartesiano, se asume un

isomorfismo entre el plano y RxR.

Tabla N° 13: Extractos a la entrevista a P3, P4 y P5, sobre sus concepciones del cartesiano R

¢ Qué elementos constituyen este cartesiano R*?

P3

P4

B8

...el plano cartesiano va a
corresponder a puntos del
plano al cual se le asocia la
abscisa y la ordenada... el eje
Y o la primera proyeccion del
punto,  pero  proyeccion
perpendicular o sea el plano

cartesiano  siempre  estd
pensandose  una  cuestion
totalmente simétrica, cuatro
cuadrantes... el plano

...yo entiendo que los elementos
que constituyen este cartesiano,
como es un ente para mi
geométrico, son los puntos de
los pares (a, b) es wuna
representacion geométrica del
conjunto R? donde estan los
pares. Entonces hay una
biyeccién entre los pares y los
puntos del plano cartesiano, o
sea hay una manera de que a

Me parece que la palabra
elementos estd tomada desde un
punto de vista cognitivo. Como
quien dice, los ingredientes o las
componentes. Ahora cuando dice
qué elementos constituyen, esta
tomando una postura, una postura
idealista, haciendo abstraccion del
observador...como que estd Ry
hay elementos que lo constituyen
y entonces 0 no hay observador...

cartesiano pasa a ser un
ejemplo de un modelo...
cuando se viene a formalizar
desde el concepto de
funcion... se establece una
correspondencia  biunivoca
entre los puntos del plano y
los pares ordenados.

cada para (a, b) se le represente
en el plano cartesiano como el
punto que igual se sigue
anotando (a, b),... hay gente que
de repente pone una letra P
mayuscula pero de todas
maneras si va hacer un célculo o
algo queda (a, b) ...

En particular el P3 y P4 concuerdan en que hay un conjunto de pares ordenados, RxR
que se ponen en correspondencia con los puntos del plano. Esta posicionada mas la idea
de una geometria analitica plana. La idea de biyeccién, como correspondencia uno a
uno, un aspecto a tener en cuenta, pensando en la articulacién de los espacios

vectoriales R* y R®.

Considerando las ideas manifestadas por P5 y los matices de sus respuestas, a
continuacion se presentan extractos de las respuestas a las restantes preguntas

planteadas en la entrevista.

3.- ¢Hay diferencias entre RxR y el cartesiano R??

P5: Algunos matematicos dirian que R? es simplemente RxR, pero qué es lo que yo hago en RxR o R?,
puede ser un poco distinto cuando uno dice el cartesiano R”. Uno esté4 pensando en el plano y las
coordenadas cartesianas creo yo...aunque también cartesiano R® podria no aludir a Descartes como
coordenadas cartesianas sino que al producto cartesiano o a la potencia cartesiana, entonces ahi cartesiano
no quiere decir practicamente nada salvo RxR...porque uno hace el producto cartesiano de dos conjunto
cualquiera sin ninguna intuicion o representacion geométrica. ..
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P5: Entonces, ahora que me percato, yo haria una critica linguistica...que la palabra cartesiano es
ambigua. Puede querer decir simplemente producto cartesiano que es producto cruz o potencia
cartesiana...o bien puede estar aludiendo a la geometria llamada analitica de Descartes. Yo lo tomé como
que era una alusion a la geometria cartesiana.

Al analizar los detalles que plantea la respuesta de P5 a la pregunta 3, este manifiesta
una postura algebraica de R? al mirarlo como un conjunto de pares ordenados, pensando
en el producto cartesiano RxR, quedando fuera cualquier “intuicion geométrica”. Por
otro lado esto cambia si se hace alusién, como dice P5, al cartesiano R? donde en el

plano de los griegos se instalan las coordenadas cartesianas.

4.- ¢ El cartesiano R? lo concibe cémo estructura matematica?...podria comentar al respecto.

P5: Hay gente que lo concibe como un caso particular de una estructura matematica...la estructura no esta
dada de antemano, no hay una vison estructuralista... mientras yo tengo un R? estoy entretenido con el
R?, pero cuando uno dice estructura, uno esta pensando en una abstraccion, en un concepto abstracto, por
ejemplo un espacio vectorial de dimension dos.

En este punto se puede hacer una interpretacion a lo que plantea P5 atendiendo a esta
idea de que la estructura no estd dada de antemano, pues si pensamos en manipular
algebraicamente una ELH para obtener todas las soluciones del CSELH, se podrian
averiguar propiedades del CSELH que ayuden gradualmente a mirar estructura, por
ejemplo que el (0,0) siempre pertenece al conjunto, este conjunto es siempre no vacio, o
bien se podria conjeturar que si (a,-b) pertenece al conjunto solucion (-a, b) también, lo
que podria sugerir la idea de pares opuestos respecto al (0,0) y hacer un simil de la recta
numérica para luego avanzar a la idea de segmento dirigido en una recta y la idea de

vector.

7.- ¢Cudl es el rol que se le asigna al cartesiano R? para llegar a construir el espacio vectorial R??

P5: Pregunta perversa por qué me da la impresion que si uno esté instalado en R? no tiene practicamente
casi ninguna motivacion de construir el espacio vectorial R?, el transito del plano cartesiano al plano
vectorial no tiene un objeto concreto entre manos que es el plano y uno vivia en él o como decir, uno
dialogaba con el plano en forma analitica con las coordenadas y estaba feliz ahi.

P5: Yo creo que no tenia, en principio, una motivacion para explorar algo mas. Un problema en la
matemética es ¢cOmo ser creativo si se estd contento? En vez de espacio vectorial R® yo diria plano
vectorial. Se podria ver como trabajo experimental que hay gente que puede trabajar en el plano de
manera cartesiana o vectorial.

P5: Por ejemplo, la mediatrices o transversales de gravedad concurren a un mismo punto. Eso es algo que
uno puede conjeturar haciendo dibujitos y uno después quiere demostrarlo, convencer a cualquier
escéptico y uno lo podria verificar de manera cartesiana lo cual no es lo mas habil quizas pero ese mismo
problemas es posible abordarlo vectorialmente uno toma los vectores posicion de los vértices que se
llaman u, v y w, no necesita coordenadas, y el punto medio es (u + v)/2 y uno puede describir ahi
paramétricamente la ecuacion vectorial de la recta y uno ve instantdneamente una solucién comin y uno
no usa coordenadas, usa la suma vectorial...

66



P5: Un plano vectorial se puede caracterizar operacionalmente, por ejemplo los puntos se ubican por los
vectores posicion y construyen puntos haciendo operacion con los vectores, con la suma vectorial,
entonces por el camino descubren la suma vectorial desde el otro caso estaban sumando pares de puntos
pares de componentes, ahora cdmo la gente podria transitar de manera natural de una manera a otra,
mirarlo como modo mas que como estructura; un modus operandi cartesiano y un modus operandi
vectorial...

8.- ¢Sin el cartesiano R?, se podria construir el concepto de espacio vectorial R??, pensando en un
curso inicial de &lgebra lineal

P5: El plano vectorial, avatares del plano.

Primer objetivo aprender a trabajar vectorialmente en el plano. Como descubrir trabajar vectorialmente
para no ahogarse. Después se puede dar cuenta que puede trabajar de la misma manera en R®y a lo mejor
en otros ambiente y ahi podria emerger la idea de una estructura abstracta.

P5: Para ello basta tener unas ciertas propiedades basica, el plano cartesiano y plano vectorial son objetos
relevantes pues ocurren cosas interesantes pero se tiende a exagerar el rol de R®.

P5: Para que emerja el algebra lineal por ejemplo via estado de sistema, superposicion es una idea clave,
es como llaman los fisicos a la suma vectorial...superposicion lineal...

Aspectos que se rescatan de las entrevistas a los profesores y la postura en esta
investigacion.

Es importante resaltar y rescatar la postura de los profesores entrevistados respecto de
sus miradas respecto de los conceptos que son de interés en este estudio y las
concepciones de ensefianza de dichos conceptos, considerados relevantes a saber: plano
cartesiano, espacio cartesiano, cartesiano R? cartesiano R® espacio vectorial R? y

espacio vectorial R®,

Por ejemplo, destacan planteamientos que manifiesta P5 con algunos aspectos
epistemoldgicos que se plantearon en el capitulo | apartado 2.1. en la senda de la
algebraizacién de la geometria en el siglo XVII, donde se comienza a trazar, como lo
plantea Dorier (1997), un calculo geométrico que sigue con Wallis en 1673 y su
interpretacion geométrica de la multiplicacion. Luego Mdbius en 1827, con su calculo
baricéntrico, pone de relieve la idea de orientacion y direccion con la idea de segmento
dirigido (vector geométrico) y una especie de algebra de operaciones para los puntos
del espacio geométrico. Que luego, en 1843, presentara como una estructura lineal de

vectores en dicho espacio (Dorier, 1997).

En general, tomando en cuenta lo que manifestaron los distintos profesores se puede
distinguir posturas y puntos de vista diferentes que es importante tener en cuenta a la
hora de disefiar una DG para los conceptos espacio vectorial R? y espacio vectorial R®.

A continuacion se presenta una DG tedrica para el espacio vectorial R?.
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4.1.2.- Una DG teérica para el espacio vectorial R? a partir de elementos del plano
cartesiano

En el diagrama de la Figura 11, se han dispuesto aquellas construcciones y mecanismos
mentales que configuran una DG preliminar para el concepto espacio vectorial R* y
que, de manera hipotética, un estudiante universitario construye cognitivamente dicho
concepto. A continuacion se presenta un relato para explicar, en términos de la teoria

APOE, cémo estarian operando en términos hipotéticos mecanismos y construcciones

espacio vectorial B2 P.u:irfln.de comparar a R espacio
. vectorial con las rectas que
(objeto) contienen el origen del sistema o
los conjuntos Rx{0}y {0} xR plano Afin
. {-\ (Proceso)
espacio
L Encapsular vectorial A2 A
ax+ay=0 [ax=0 % (Proceso) i
L Coordinar
ex+av=0 | dv=0%x »
- N Accion de trasladar Paralelamente
wvectores en el plno
Sistema ecuacidn .l{
lineal homogéneo - Conceptos previos
(Proceso) plano Coordinar plano vectorial (Dilatacidn y contraccion
. < [Proceso) De un vector)
cartesiano - . . El
Accion de utilizar
[Proceso) ejes coordenados

[ﬁlgehra de ecuaciones y
Propiedades de R como cuerpo
(@+0)x+@+d)y =0
Coordinar

Accion de componer o
descomponer una ELH

y

Coordinar

Subconjuntos Accion de dilatar o contraer

B

Rx{0}y {0}xR un vector en el plano
' can T ¥,/
RxR Coordinar Funcién lineal r Conceptos previos
{Procesa) < > (Proceso) ar+hy =0 < n ~Grifico de una funcidn
Accion de graficar 1;'=1‘?£T - X ~Ecuacion principal y general

~Grafica de |a funcidn lineal
W

ares ordenados .x
P Reversidn
Accion de comparar el grafico deuna funcion
conel conjunto solucion parametrizado

~Relacion y conjunto
~operacion binaria

operaciones
binarias Coordinar N Conjunto solucién 5 {( Y bl 1y R}
< > =Wa't.-b7t)/Vite
(Proceso) Accion de multiplicar por el [Procesa) : )
Pardmetro o descomponer
I'PxQ—=9Q I:PxP —P Aditivamente el valor de éste
(p.q) >peg | (B.P) 200+ 0: ) )
~ —~ J 5= {(}; VIER=R/ aoe= by=0]
Conceptos previos Ecuaciones X .

Ly . Coordinar Algebra de Conceptos previos
~Propiedades de R como cuerpo parametricas ~— igualdades igualdad comeo relacion
~Descomposcion aditiva de un (Proceso) Accion de aplicar propiedades de equivalenda; conjunto
nimero real [Proceso) lucién [concepcidn accidn)

Accion de utilizar un pardimetro,
Aplicar cuantifimdores y conectivos

Ecuacidn linea
Homogénea

ax+By=0

Accidn

Conceptos previos
Estructura de grupo
{concepcion proceso)
Definicidn de conjunts solucidn
de una ELH [concepcidn accidn)

Asignar una pareja de nimeros reales
opuestos a los términos de una ELH.

|

Figura 11: Descomposicién genética tedrica para la construccién cognitiva del espacio vectorial R? a
partir del plano cartesiano.

Se hace notar para el resto del escrito que toda vez que se haga mencion a los
coeficientes de una ELH estos deben ser considerados distintos de cero, dado que en la
escritura del CSELH escrito por comprension se hace uso de los inversos

multiplicativos de dichos coeficientes, vistos como pardmetros.



4.1.2.1.-Conceptos previos y concepciones de estos conceptos previos

Antes de comenzar a describir la DG tedrica que se ha propuesto en el diagrama de la
Figura 11, para mostrar en detalle como operan las construcciones y mecanismos
mentales que intervienen en la construccién del concepto espacio vectorial R?, se dan a
conocer, en la Tabla N°14, el tipo de concepcién de los conceptos previos que son

necesarios para tal efecto.

Tabla N°14: Concepcion de los conceptos previos asociados a la construccién del R? espacio vectorial
desde el plano cartesiano.

Concepcion del concepto previo

Conceptos Previos Accion proceso Objeto Esquema

Plano Cartesiano

Paralelismo

Paralelogramo X

Funcion Afin

Operacion binaria

Sistema de ecuaciones

X| [ X[X| [ X]X

Los niimeros reales como cuerpo

Conjunto X

4.1.2.2.- El objeto conjunto solucion de una ELH a partir de la construccion accion
asociar un par de nimeros reales a los términos de una ELH

Un punto de partida considerado relevante para que un estudiante comience la
construccion cognitiva del espacio vectorial R? es dar paso a la construccién accion

asociar un par de numeros reales a los términos de una ELH de dos incégnitas. Accién

que esta en sintonia con el procedimiento de la Tabla N° 15.

Tabla N°15: Procedimiento para determinar un par de pares ordenados del conjunto solucién de una ELH
que esta en sintonia con la accién asociar nimeros reales a los términos de una ELH.
Ecuacion lineal homogénea: 3x +5y =0
Consideremos un par de nimeros reales, uno el inverso aditivo del otro. Para simplicidad en los

calculos consideremos 4 y -4. Luego la ecuacion lineal homogénea se puede descomponer de la
siguiente manera:

i) 3x=4A5y=-4, loque nos lleva a X:f,\y:_“,
3 5
ii) 3x=-4 A5y =4, loque nos lleva a X:;"',\y:ﬂ
3 5
Donde, (ﬂ ;4) y [;4 ﬂj son dos elementos del conjunto solucién de la ELH:
3'5 3'5

S:{(x, y)eR2/3x+5y:0}

La accidn asociar numeros reales a los terminos de una ELH se interioriza en el proceso
descomponer una ELH en otras dos ecuaciones, donde relacionar la ecuaciones con un

conectivo légico actia como mecanismo de interiorizacién. Lo anterior sugiere
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determinar cantidades que se asocian con las incognitas de una ELH desde la accién

asociar inversos multiplicativos a los coeficientes de una ELH.

La accion asignar orden a las cantidades de las incognitas en funcion de la relacion
entre las variables que se puede establecer de manera arbitraria, independiente y
dependiente, se interioriza en el proceso solucion de una ELH, donde asociar un par
ordenado al par de cantidades que se asocian a las variables de la ELH actia como

mecanismo de interiorizacion.

El proceso descomponer una ELH se coordina con el proceso solucion de una ELH
para obtener el proceso todas las soluciones, donde asignar un parametro a los términos
de la ELH actlia como mecanismo de coordinacion. La accion formar un conjunto con
todas las soluciones interioriza en el proceso conjunto de todas las soluciones, donde
asociar un cuantificador universal a un parametro actla como mecanismo de
interiorizacion. Dicho proceso se encapsula en el objeto CSELH, donde relacionar
todas las soluciones del CSELH con todas las soluciones del conjunto solucién de una
ecuacion lineal no homogénea (CSELNH), actia como mecanismo de encapsulacion.
En la Figura 12 se presentan algunos aspectos matematicos en relacion a lo descrito

para la construccion del objeto CSELH.

m Ecuaciones Paramétricas
ELH ax=t n by=—t

ax+by=0

Par genérico del CSELH

Conjunto Solucién (a'lr,—b'lr)

Sz{(x,y)ERE/ax+by=O; a=0,b=0 ER}
={a't-b't)/vteR}

Figura 12: los aspectos matematicos que estan asociados o relacionados con la encapsulacion del objeto
conjunto solucién de una ELH.

4.1.2.3.- La desencapsulacion del Objeto CSELH

Comeparar y relacionar soluciones del CSELH procura desencapsular el objeto CSELH
en el proceso todas las soluciones. La accion comparar las componentes de pares de
soluciones, asociadas a un par de inversos aditivos, se interioriza en el proceso
solucion inversa aditiva, donde asociar a cada solucion una solucién inversa aditiva

actlia como mecanismo de interiorizacion.



El proceso solucion inversa aditiva se coordina con el proceso operacion binaria
externa para construir el proceso ponderacién de una solucién, donde asociar la
ponderacién de una solucion al CSELH actia como mecanismo de coordinacion. El
proceso ponderacién de una solucién se encapsula en el objeto ponderacion de un par
ordenado, al relacionar clausura para la ponderacion de una solucién en el CSELNH

como en R?.

Relacionar aditivamente las componentes de un par de soluciones inversa aditiva con
otra o relacionar aditivamente una solucién consigo misma, desencapsula el objeto
ponderacién de un par ordenado en el proceso ponderacion de una solucion. La accion
relacionar aditivamente las componentes de una solucion y su inversa aditiva con las
componentes del par odenado (0,0) se interioriza en el proceso, adicién de soluciones
inversas aditivas, que se coordina con el proceso, operacion binaria interna, para
obtener asi el proceso suma de soluciones, donde asociar la soluciéon suma al CSELH
actla como mecanismo de coordinacion. El proceso adicion de soluciones se encapsula
en el objeto adicion de soluciones al relacionar la suma de soluciones con la clausura en
el CSELNH y R%

Asociar la reduccion de una suma de ponderaciones de soluciones al CSELH
desencapsula, respectivamente, los objetos adicion de soluciones y ponderacion de
soluciones en los procesos adicion de soluciones y ponderacion de una solucion. La
coordinacion de dichos procesos procura construir el proceso algebra de soluciones,
donde relacionar suma de ponderaciones con el CSELH actia como mecanismo de
coordinacion. Lo anterior pone de manifiesto la accién combinacion lineal en el
CSELH.

Analizar y comparar las posibilidades de considerar una o dos operaciones binarias, con
el menor nimero de soluciones posibles, para obtener todos los elementos del CSELH y
R?, actia como mecanismo de encapsulacion para que el proceso algebra de soluciones
se encapsule en el objeto estructura del CSELH. En la Figura 13 se presenta una

relacion de lo descrito con los aspectos matematicos que ello conlleva.
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CSELH Par de pares de soluciones

S={a't-b"t)/tc R} (@ ~b" YA (—a b)Y A(0.0)
m Relaciones entre las soluciones
Estructura IR -1 -1
a b )=-1(-a .b
(Stg) ( ) ( )

(@' =b")+(-a™.b™) =(0.0)

Figura 13: Algunos aspectos matematicos en la encapsulacion del objeto estructura del conjunto solucion.

4.1.2.4.- La desencapsulacion de los objetos plano cartesiano y plano vectorial y el
proceso recta vectorial

Asociar una Ecuacion Lineal No Homogénea (ELNH) con una ELH desde un cambio
de variable y relacionar ecuaciones de rectas paralelas a los ejes coordenados con el
cambio de variable, desencapsula el objeto plano cartesiano en el proceso traslacion de
ejes coordenados. Dicho proceso se coordina con el proceso CSELH para obtener el
proceso Conjunto Solucion de una ELNH (CSELNH), donde reconocer un vector

traslacion actia como mecanismo de coordinacion.

Asociar la descomposicion aditivamente de todas las soluciones del CSELNH en
términos de vector traslacion, procura revertir el proceso CSELNH en el proceso
ecuacion vectorial de una recta afin asociada a la ELNH. Por otro lado, comparar las
gréficas de una ELNH y su respectiva ELH procura revertir el proceso ecuacion
vectorial de una recta afin asociada a la ELNH en el proceso ecuacion de la recta

vectorial asociada a una ELH. En la Figura 14 los aspectos matematicos en sintonia con

lo descrito.
m Traslacion de ejes coordenados
Trasformar ELNH a ELH Y
ax+by=c=ax'+by=0 ) / X
. * .
= X

Ecuacion vectorial
(a't+e.b'H)=(a't.b™")+(c.0)
=t(a.b")+(c.0)

Figura 14: Algunos aspectos matematicos en la construccién de proceso recta vectorial.
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4.1.2.5.- Del proceso cartesiano R? al objeto espacio vectorial R

Relacionar la descomposicion aditiva de una ELH en otras dos ELH y con la
descomposicion aditiva de soluciones de los tres CSELH ayuda a desencapsular el
objeto plano vectorial en el proceso algebra de vectores. Dicho proceso se coordina con
el proceso algebra de soluciones para obtener el proceso cartesiano R? donde
relacionar un sistema de ecuaciones lineales homogéneo con las rectas vectoriales que
proveen los vectores generadores a R? actlla como mecanismo de coordinacion.
Finalmente, relacionar axiomas de un algebra de vectores en el algebra de soluciones y
comparar estructura vectorial en los distintos subconjuntos del cartesiano R? para
obtener todos sus elementos desde un minimo numero de estos, encapsula el proceso

cartesiano R? en el objeto espacio vectorial R% En la Figura 15 algunos aspectos

m Rectas Vectoriales

matematicos en sintonia con lo descrito.

Descomponer ELH
ax+by=0=(a +a)x+(b+b,)y=0

_ [ax+by=0 - X
a,x+b,y=0 ' _

Espacio Vectorial

(R2:+: .R)

Figura 15: Algunos aspectos matematicos en la construccion del objeto espacio vectorial R%

Destaca la descomposicion aditiva de un namero real y el uso de la propiedad
distributiva y asociativa que se ponen manifiesto resaltando la estructura de cuerpo de
los nameros reales, aspecto que esta en sintonia con lo que se persigue; dotar de
estructura al CSELH para reconstruir a la par el espacio vectorial R? y un sub-espacio

vectorial, la receta vectorial.

4.1.2.6.-Algunos alcances matematicos a lo planteado en el apartado anterior

Algunas observaciones a los distintos aspectos que se pueden desprender, al ejecutar el
procedimiento de la tabla N°15 considerando una ELH, teniendo en cuenta las

siguientes propiedades:

73



(1) a-0=0;aeR
(2) la suma de un namero real y su inverso aditivo es siempre cero; lo que se puede
escribir, desde el uso de cuantificadores, como: x+ (—x) =(-x)+x=0;xe R

(3) (a=bac=d)=a+c=b+d;a,b,c,d eR

Casol: Analizando un caso particular, sin parametros® asociados a los coeficientes de

una ecuacion lineal homogénea:

Consideremos la ELH 3x+2y =0 un primer aspecto a resaltar es que por definicion
S= {(x, y) e RxR/3x+2y =O} denota el conjunto solucion de dicha ecuacion.

Argumentar desde la propiedad (1) que el par ordenado (0,0) pertenece al conjunto S,
CSELH, evidencia una concepcion accion de R y verificar si un par ordenado
cualesquiera pertenece a S muestra una concepcion accién de conjunto solucion.
Transformar la ELH, aplicando la propiedad (2) y utilizando conectivos légicos, para
escribir dos pares de ecuaciones de primer grado no homogéneas evidencia una
concepcidn accion de R y aplicar la propiedad (3), para deshacer el procedimiento de la
tabla N°15, da cuenta de una concepcion accion del algebra de igualdades.

Aplicar la propiedad (2) a las componentes del par (0,0) considerando las componentes
de cada par de pares ordenados que se obtienen del procedimiento Tabla N°15, conecta
con la idea de operacion binaria interna, adicion de pares ordenados, dando cuenta de

una concepcion accion de operacion binaria, lo que se puede apreciar en la Tabla N°16 .

Tabla N°16: Regularidades entre las componentes de los pares ordenados del conjunto solucién de una
ELH.

Parejas de pares
ordenados

Relacion de par de pares
ordenados con par (0,0)

Par ordenado (0,0)y su relacion con el
par de pares ordenados

(2-3)+(-23)=(0,0)

(2+(-2),(-3)+3)=(0.0)

(2,-3) (-2,3)

izl | G | GEkEden | aade

De los aspectos que se configuran en la tabla N°16 se pueden desprender algunas

conjeturas:

Conjetura 1: El conjunto solucion de la ecuacion lineal homogénea es no vacio.
Conjetura 2: Si el par ordenado (m,—n) es solucion de 3x+2y =0, entonces (—m,n)

también lo es.

! Entendido como cualquier nimero real que varia en un continuo.
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Conjetura 3: Si los pares ordenados (m,—n) y (—m,n), son soluciones de la ELH, éstos
se relacionan con el par (0,0) sugiriendo una operacién binaria interna
para S .

Sumar dos soluciones cualesquiera del conjunto S vy verificar si la suma pertenece a

éste, en atencion a la conjetura 3, evidencia una concepcién proceso del CSELH. Lo

anterior lleva a establecer que si S ¢ RxR, entonces hay una estructura para el producto

cartesiano, a saber (RxR, +). Donde, el verificar axiomas de grupo en (RxR, +) pone

de manifiesto una concepcion proceso de operacion binaria.

Caso2: Generalizando el andlisis, desde el uso de parametros en los coeficientes de la
ELH.

Consideremos para este segundo andlisis una ELH cuyos coeficientes estén
representados por pardmetros, es decir representando a cualquier numero real. El

analizar las posibilidades de que los coeficientes de la ecuacion ax + by = 0sean cero,

La Tabla N°17, evidencia una concepcion proceso de R.

Tabla N°17: Andlisis del conjunto solucion desde los coeficientes de la ecuacion lineal como parametros.
Ecuacion Posibilidades
(i) Si a=0Ab=0, entonces S ={(x,y)/xeRAnyeR}=RxR

ax+by =0 (i) Si a=0Ab=0, entonces S ={(0,y)/yeR}={0}xR
(iii) Si a=0Ab =0, entonces S ={(x,0)/xe R}=Rx {0}
(iv) Si a=0Ab=0, entonces S ={(x,y)/ax+by =0}

Por otro lado, descomponer el par ordenado (2,3) como (2,0) + (0,3) procura relacionar
dos subconjunto propios de R y sugerir, por ejemplo que Rx{0}+{0}xR, evidenciando
una concepcién objeto del cartesiano R? o una concepcién proceso del grupo (RxR,+).
Ademas, el comparar los conjuntos Rx{0}, {0}xR en términos de las ecuaciones
x=0;yeR e y=0;xeR relacionando con la idea de sistema de coordenadas

rectangular, evidencia una concepcion objeto de plano cartesiano.

El procedimiento de la Tabla N°15 pone de relieve al concepto de ecuacion paramétrica
al asignar pardmetros a los términos de la ELH, en la idea de generalizar un par de
nameros reales opuestos. Sustituir, en el conjunto S, las variables que definen al par

ordenado por las expresiones que resultan de manipular las ecuaciones paramétricas
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utilizando un cuantificador universal para el parametro, como se aprecia en la Tabla
N°18, procura reescribir el CSELH.

Tabla N°18: Formas equivalentes del conjunto solucién desde el uso de un parametro.
Sea ax+by=0 una ELHY S ={(x,y) € RxR/ax+by = 0}su conjunto solucion
Dados t y —t en R, la ELH se puede separar de dos posibles maneras como:
ax=taby=-t
Utilizando inversos multiplicativos
=5 ={a't-bt)/teR}
i)ax=-tA by=t
=5, ={-a'tbt)/teR}
De donde se puede establecer, considerando la variacion del parametro, que S, =S, =S

Reflexionar respecto de la relacion biunivoca entre un valor del pardmetro y una
solucion ~ del  CSELH  conecta con el concepto  de  funcion:
f:R > RxR;t— f(t)=(x(t),y(t)), evidenciando una concepcién proceso de ésta. Por
otro lado, relacionar esta funcién con una operacién binaria externa para S, da cuenta de
una concepcién proceso de operacion binaria. Descomponer aditivamente el parametro
asociado al CSELH vy aplicar las propiedades de R como cuerpo, como Se sugiere a
continuacion:

(ta,th ) =((t, +t,)a™", (t, +t,)b ) =(ta ' +t,a ' ,tb*+tb™)=(ta ' ,tb™)+(t,a™,t,b™)
procura relacionar dos operaciones binarias asociadas al CSELH ademas de sugerir la

estructura (RxR,+,-r) poniendo de manifiesto una concepcion objeto de R como cuerpo.

Reflexionar en torno a la relacion de una operacién binaria interna y otra externa, a
partir del CSELH, para una estructura algebraica como (RxR,+, ‘r), donde (RxR,+) es
un grupo, evidencia una concepcion objeto de operacion binaria. Por otro lado,
descomponer aditivamente los coeficientes de las incognitas de la ELH ax+by=0,
aplicando el procedimiento de la tabla N°15, procura establecer un nuevo

procedimiento:
ax+by=0=(c+d)x=(e+ f)y=0= (cx+ey)+(dx+ fy) =0 =cx+ey=0Adx+ fy=0

El descomponer aditivamente una ELH en otras dos ELH’s, pone de manifiesto a R,
como cuerpo ordenado y completo, y procura establecer un sistema de ecuaciones
lineales homogeéneas. EI comparar y relacionar algunos subconjuntos propios de RxR, a

saber Rx{0} y {0}xR, con las ecuaciones x = 0, VyeR;y =0, VxeR pone de relieve el
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plano cartesiano desde el sistema de coordenadas que se establece como una

convencion en el plano (Klein, 1908, p.6).

Graficar las soluciones del CSELH en términos de un parametro, considerando un
sistema de coordenadas rectangular, procura relacionar la representacion gréfica de una
funcion lineal con la dilatacion y contraccion de un vector geométrico en términos de
una operacion binaria externa, ponderacion de un par ordenado por un namero real.
Descomponer aditivamente un par ordenado del CSELH en otros dos pares ordenados
candnicos, procura relacionar esta descomposicion con la suma de vectores geométricos

y método del paralelogramo.

En la Tabla N°19, se rescatan algunos de los aspectos mencionados en el parrafo
anterior, donde el punto (a) pone el énfasis en la representacion grafica del CSELH de
una ELH y los puntos (b) y (c), el transito del algebra de igualdades a la suma de
funciones y viceversa. Asi la descomposicion de una ELH en otras dos ELH’s desde la
representacion grafica de vectores que se dilatan y contraen pone de relieve una

concepcion proceso del algebra de vectores.

Tabla N°19: Sobre los distintos aspectos asociados a un sistema de ecuacmnes
Sistema de dos ecuaciones lineales homogéneas

ax + by —0}

2

1 ,

cx+dy =0

Con a,b,c,d e R*podemos, por ejemplo,
representar dos ecuaciones lineales desde la
derecha pensando en la interseccién.

1

2 )

Asi podemos escribir funciones parametro: Por otro Iado es importante atender al

fl:R—>R2;t—>f1(t):(t,k1~t) con algebra de igualdades
ax+by =0|®

k, eR Axiby -0 = a,Xx+b,y=0

f,:R > R%s— f,(t) = (s,k, -s) con X0 =

k, eR (b) (©

La suma de vectores geométricos, anclados a un sistema de coordenadas, se relaciona
asi con suma de ecuaciones lineales homogéneas y suma de funciones lineales.
Geométricamente, un barrido del plano, en este sentido destaca el papel de dos vectores
anclados y no alineados del plano vectorial desde un sistema de coordenadas
rectangular, donde el plano afin, desde la relacién de paralelismo y la ecuacion lineal no

homogénea permitira poner de relieve la importancia del espacio vectorial R% En la
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Figura 16, se puede apreciar la idea de generar vectores en el plano cartesiano, a partir
de dos vectores geométricos anclados y no alineados. También es posible reparar en la

idea de combinacion lineal: v=c ev, + Bev, con o, f R y V,,V, e R?.

A

Figura 16: La idea de base de vectores geométricos desde la adicion de vectores y multiplos escalares.

4.1.2.7.- Una mirada unificadora desde los elementos matematicos para destacar el
papel unificador de la DG que se ha propuesto para su documentacion

Por dltimo en el diagrama en la Figura 17 se aprecia como a través del conjunto
solucidn de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas, se desprenden los elementos
necesarios que dan cuenta, por un lado, de la construccion de la estructura de espacio
vectorial (9), (10) y (13) con una carga algebraica y geométrica (11), (12) y (13) vy, por
otro, desde el concepto de funcion y de parametro, avanzar en la riqueza que brinda la
estructura de espacio vectorial desde los endomorfismos (14), (15) y (16) y asi, la
aparicion de otra estructura, la estructura de algebra lineal (17) , que apuntard no tan
solo a dar cuenta de la importancia del papel unificador de la estructura espacio
vectorial sino que ademas sienta las bases para avanzar en nuevas estructuras como los
grupos lineales (18) que permiten entender el sentido de la unificacion de las geometrias

(18) y (19) desde el programa Erlangen propuesto por Klein (Klein, 1872).
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La idea de coleccionar (16)

m Grupo lineal
L(R".R) = {T :R” — R /T es biyectiva } (End(R®).+. ) m (Aut(R%).0)
s TR

15 f\ 2y .
Trasformacidn lineal j ( ) (End(R )’+, R) 1(18)
T:R’>R? ¢

v > w=T@) Plano m Geometria
D (14) (13) Estructura algebraica Grupo abeliano Proyectivo R? Proyectiva
" lana
Funcién 2 p
(R4 (R*4) ™

(10) 11)

T,+T,:R >R’ Plano Geometria
- AfinR? Afin plana

T,:R >R t >T(t)=(t,-21) (12) %

T,:R »R% s> 1(s)=(s.35) 2 (19)

~Segmentos dirigidos
o ,.: = Geometria ~Vectores
Sl = {(f,—z.’f]/f € R} 2x+ y= 0 / Vectorial Plana} ~Equipolencia
S, = {(3533)& c R} (9) 3x —y= 0 ) f ~Regla paralelogramo
- Resolver un sistema
de ecuaciones lineales ~Ejes coordenados
homogéneos Geometria } ~Coordenadas
e ~Conjuntos de puntos
RxR analitica Plana Lugar geométrioo
.-Conjuntode 3x+2y =0 Geometria

Ecuacion lineal homogénea

.-Sub-conjuntos ~Rectas

-Par ordenado ﬁr;":éﬁ“'] ~Relaciones Relaciones
-Relaciones Geometria / ilbert) ~Axiomas
. R ~Teoremas

Euclideana Plana

pares ordenados eom Conceptos primitives -
sintetica }.-Definiciones } Puntos

Figura 17: Una mirada del papel unificador y generalizador del espacio vectorial R%

4.2.- Disefio y aplicacion de instrumentos: El disefio de un cuestionario para el
espacio vectorial R?

A continuacion se daré a conocer el analisis a priori de las 6 preguntas del cuestionario
que se elabord, en funcién de la DG, para indagar en las construcciones y mecanismos
mentales que estudiantes universitarios ponen de manifiesto en la construccion
cognitiva del espacio vectorial R?, fundamentalmente para indagar en la concepcion
proceso de espacio vectorial R% Se deja en claro que “accién” denotaré lo que ejecuta
matematicamente un estudiante y accion denota la construccion mental de APOE,
tomando en cuenta las consideraciones que se han hecho recientemente respecto a lo

que es una DG y lo que es y no es una construccion mental (Arnon et al., 2014)

4.2.1.- Analisis de las preguntas del cuestionario para indagar en las
construcciones y mecanismos mentales en la construccion del espacio vectorial R

En el diagrama de la Figura 18 se muestra la relacion de las 6 preguntas del cuestionario
y sus respectivos apartados con las construcciones y mecanismos mentales dispuestos

en la DG preliminar para el espacio vectorial R.
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R? espacio vectorial
objeto
(objeto) ‘ZC ] h
RZ espacio RZ plano Afin
vectorial (Proceso)
{Proceso)

(2a)(2b) (2d)

(2¢)

RZ plano
cartesiano
{Procesa)

>
A [(Za,
(2a)(2b) (4b) (4c)

RxR
(Proceso) (Proceso)
i 1d
op;i:a::;r;e d { ) Conjunto solucién ‘ 1 b)
(Proceso) C (Procesa) ‘1C)

(ab)
Ecuaciones (Zd) Tilgebra de
paramétricas igualdades
(Procesa) {Procesa)
Accién D
1a)

Asignar una parFJa Ide nimeros reales Feuacion lineal
opuestos a los términos de una ELH. A
Homogénea

Figura 18: Relacion de las preguntas del cuestionario con la DG para la construccion del espacio
vectorial R,

plano vectorial
(Proceso)

Sistema ecuacion
lineal homogéneo
{Proceso)

A continuacion el andlisis a priori de cada una de las 6 preguntas del cuestionario,
considerando para ello los siguientes puntos:

e Proposito de la pregunta: Explicitar los conceptos matematicos que estan
involucrados en la pregunta y que han sido considerados relevantes en la
construccion cognitiva del espacio vectorial R?.

e Objetivo de la pregunta: Establecer las concepciones de los conceptos
matematicos que estan involucrados en la pregunta que se espera se
manifiesten.

e Apartados de cada pregunta: Explicitar, en términos hipotéticos, las
construcciones y los mecanismos mentales que intervienen en funcién de los
argumentos de un estudiante.

Finalmente, configurar una lista con un conjunto de argumentos representativos de cada

pregunta en sintonia con las construcciones y los mecanismos mentales.

1) Dada la Ecuacion Lineal Homogénea (ELH) 3X + 5y = 0, responda las siguientes preguntas:

a) Determine, utilizando el procedimiento de la tabla 1, cinco pares ordenados que pertenezcan al
conjunto solucién de la ELH.

b) Considerando el apartado a), reescriba el conjunto solucién de la ELH.

c) ¢Existird una ELH de dos incdgnitas cuyo conjunto solucion sea el conjunto vacio? Explique.

d) Considerando los pares ordenados del apartado a), y el conjunto solucién de apartado, ¢qué
operaciones binarias se sugieren para el conjunto S? Explique.
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Propdsito de la pregunta 1:

El proposito de esta pregunta es situar al — (1d) — 1)
estudiante en el CSELH para que se ‘_’ (10
pronuncie respecto de la estructura (4b) C
algebraica que se puede explicitar al W
resolver una ELH desde el procedimiento — —
dado en la Tabla N°15.

Accidn

Asignar una pargja de nimeros reales (13] Eeuacion lineal
‘opuestos a los términos de una ELH. . Homogénea

Figura 19: preguntas asociadas a la DG

Obijetivo pregunta 1, en su globalidad evidenciar qué tipo de concepcion: construccion
accion, construccion proceso o construccion objeto muestra un estudiante del CSELH y
el tipo de concepciodn: construccion accidn, construccidn proceso o construccion objeto
que muestra de una operacion binaria. Ademas, explicitar aquellos mecanismos que se

vinculan a estas construcciones mentales.

Inciso 1a): Reproducir el procedimiento de la tabla N° 15 evidencia una concepcion
accion del concepto solucién de una ELH o una concepcion proceso cuando relaciona,
multiplicativamente, el reciproco de los coeficientes de una ELH con un par de inversos
aditivos para escribir una solucion de esta, lo que su vez da cuenta de una concepcién
accién de R como grupo. Por otro lado, el escribir un conjunto con las soluciones que se

obtienen del procedimiento tabla N°15 evidencia una concepcién accion de CSELH.

Inciso 1b): Asignar un pardmetro a la accion asociar un par de nameros reales a los
términos de una ELH, para reescribir un conjunto por comprension, interioriza en
proceso, separar una ecuacion, que permite escribir ecuaciones asociadas a un

parametro, donde este actla como mecanismo de interiorizacion.

Inciso 1c): Determinar una solucion particular desde una ELH especifica para
argumentar que el CSELH es no vacio evidencia una concepcion accion de conjunto
soluciéon o bien una concepcion proceso del CSELH cuando se hace referencia al
procedimiento de la tabla N°15 para indicar que siempre sera posible asignar un par de
numeros reales a los términos de la ELH atendiendo a propiedades de los nimeros
reales, como por ejemplo, que la suma de un numero real y su inverso aditivo es
siempre cero o a la propiedad absorvente del cero, para dar cuenta que la solucion (0,0)

siempre pertenece al CSELH; lo que indica ademés una concepcién proceso de R como

grupo.
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Inciso 1d): Si se dan ejemplos de trasformaciones especificas entre dos soluciones o
entre un numero real con una solucidn, esto da cuenta de una concepcion accion de
operacion binaria; si por el contrario se caracterizan operaciones considerando el o los
conjuntos sobre los cuales actdan, verificando propiedades, evidencia una concepcion
proceso de una operacion binaria, o que ademas muestra una concepcién objeto de
CSELH.

En la Tabla N° 20 se presenta, en funcion del analisis anterior, una lista de acciones que
son representativas de las concepciones asociadas a las construcciones mentales que un
estudiante muestra de un concepto matematico y aquellos mecanismos mentales que
permiten su construccién. Por ejemplo, la accion escribir un conjunto con las soluciones
de una ELH se considera relevante para dar cuenta de una concepcion accion de
CSELH.

Tabla N°20: Acciones que estan en sintonia con construcciones y mecanismos mentales.

Accidn ligada a la concepcién de un concepto Construccién Mecanismo
Mental Mental
Quehacer de un estudiante | Rotulo | Concepto asociado A|P (O |I |[C/IR|E|D
asociado a la pregunta 1
Escribir un conjunto con | FCS .-CSELH X
algunas soluciones de una
ELH
Asignar cantidades con un | DCP .-Descomponer ecuacién X X
parametro
Escribir  una  operacion | EOB .-Operacién binaria X
binaria relacionando -CSELH X
elementos del CSELH
Identificar estructura para el | REC ~-Cartesiano R X X
CSELH .-CSELH X X
.-Sub-espacio Vectorial X
Aplicar inversos al resolver | AIE .-R como grupo X
una ELH
Argumentar procedimientos | AEP .-R como cuerpo X
referenciando  propiedades -CSELH X X X
de los nimeros reales. .-Sub-espacio vectorial X X

2) Sean Sy, S, y Ss, los conjuntos solucion de tres ELH’s distintas. Cada uno de los siguientes pares
ordenados (-4,3), (-3,1) y (-1,2) pertenecen a S, S, y Ss, respectivamente.

a) ¢Coémo interpreta geométricamente la ecuacion;
(-4,3) = -1(3,-1) + 1(-1,2)? Explique en la Figura 1.

b) Determine otro elemento de S, y de S; y luego escriba, de acuerdo a lo
explicitado en el inciso a), una nueva ecuacion para (-4,3). Comente lo
realizado.

c) Considerando dos pares ordenados de S;, escriba una ecuacion para el par
ordenado (0,0).

d) Repita el inciso c) pero considerando un par ordenados de S, y otro de Ss.
¢Qué puede conjeturar? Explique.

e) Determine las ELH asociadas a S;, S, y S, respectivamente, y establezca -
una relacion entre ellas. Explique. Figural
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Propdsito de la pregunta 2:

Esta pregunta tiene como propdsito situar
al estudiante en una estructura de RxR y
en su relacion con el plano cartesiano,
donde las ecuaciones paramétricas
articulan el CSELH con el gréfico de una
funcion lineal desde wun sistema de
coordenadas rectangular; asi proyectar el
algebra de soluciones a un espacio
vectorial R? donde el concepto de
combinacion lineal se articula con el
método del paralelogramo, desde la suma
de vectores geométricos.

Aasgrar una partia de nimeros rrales

apuertten & lod tharlaot 8 uns T11,

Objetivo de la pregunta 2, en su globalidad permite indagar en el tipo de concepcidn,
accion o proceso, que muestra un estudiante universitario respecto del cartesiano R? y

la concepcidn, accién, proceso u objeto, que este muestra de plano cartesiano.

Inciso 2a): Verificar la igualdad, resolviendo la operatoria que plantea la ecuacion dada,
muestra una concepcion accién del cartesiano R? 'y el graficar puntos o vectores en un
sistema de coordenadas denota una concepcion accion de plano cartesiano o plano
vectorial. Por otro lado, relacionar la ponderacion de una solucion por un namero real
con la dilatacion de un segmento dirigido denota una concepcion proceso del plano
cartesiano. Recurrir al método del paralelogramo para representar la ecuacion da cuenta

de una concepcion proceso algebra de vectores.

Inciso 2b): Recurrir a la definicién de ELH para determinar otra soluciéon de una ELH,
evidencia una concepcion accion de CSELH o bien, si se define una operacion binaria
en el CSELH denota una concepcion proceso de operacion binaria. Por otro lado, el
escribir una nueva ecuacion determinando escalares desde un sistema de ecuaciones
evidencia una concepcion accion de ecuacion vectorial no homogénea o si determina
escalares aludiendo a una contraccion o dilatacion desde el método del paralelogramo,

da cuenta de una concepcidn proceso de algebra de vectores.

Inciso 2c¢): Escribir una ecuacion en términos de una solucién y su inversa aditiva o
bien ponderar con el escalar cero a dos soluciones del CSELH, evidencia una
concepcion proceso de cartesiano R? y una concepcion accién de ecuacién vectorial

homogénea.
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Inciso 2d): Escribir una ecuacion vectorial homogénea en términos de dos parametros
para resolver un sistema de ecuaciones evidencia una concepcién proceso de cartesiano
RZ

Inciso 2e): Escribir ecuaciones paramétricas para determinar una ELH, evidencia una
concepcion proceso de conjunto solucién y una concepcion acciéon de R como grupo

En la Tabla N°21, se presenta, en funcién del analisis anterior, una lista de acciones que

son representativas de las concepciones asociadas a las construcciones mentales.

Tabla N°21: Acciones que estan en sintonia con construcciones y mecanismos mentales.

Accion ligada a la concepcion de un concepto Construccion Mecanismo
Mental Mental
Accion asociada al Rotulo | Concepto asociado A|P| O |I|C/IR|E| D
quehacer de un estudiante
Representa geométricamente | RGE | .-Paralelogramo X X
una ecuacion de pares
ordenados
Escribe una ecuacion de | EEPO | .-Operacidn binaria X X
pares ordenados. .-Combinacion lineal | X
Clasifica elementos de RxR | CPO | .-Cartesiano R* X
en funcion del elemento ~-Conjunto X
(0,0) linealmente
independiente.
Relaciona la composicién | RCA | .-Operacion Binaria X
aditiva de soluciones con
composicion aditiva de las
respectivas ELH’s
Relaciona la descomposicion | RDA | .-Espacio vectorial X
aditiva de soluciones con la .-Operacién binaria X
descomposicién aditiva de
las respectivas ELH’s

3) Dada la ecuacion lineal homogénea ax + by = 0. Responda a las siguientes preguntas:

a) ¢Cual es el conjunto solucién para dicha ecuacion en funcién de los parametros a y b? Explique

b) ¢Coémo explica, en términos de una estructura algebraica para RxR, (a, b) = (a, 0) + (0, b) = a(1,0) +
b(0,1); V(a, b) € RxR? Explique

¢) ¢Qué esta planteando la funcion biyectiva f : R — R x{0}; a — f(a) = (a, 0) en términos de R y Rx{0}?
Explique

Propdsito de la pregunta 3:

El propésito de esta pregunta es situar al (4a)

H H H R* plano ano vectorial
estudiante en subconjuntos propios del e, <—>

Proceso]

cartesiano RxR, desde el CSELH, para
que articule con el cartesiano R* desde | (.)0n) abag |2
una estructura algebraica; reconociendo - Fancidn

[Proceso) [Proceso)

subconjuntos de RxR que son isomorfos a
R, desde una biyeccion.
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Objetivo de la pregunta 3, en su globalidad procura evidenciar si un estudiante
universitario muestra de una concepcién proceso de cartesiano R? y una concepcion

objeto de operacion binaria.

Inciso 3a): Mostrar todas las posibilidades que tiene el CSELH en términos de los
coeficientes nulos de una ELH y su relacion con subconjuntos propios de RxR,

evidencia una concepcién proceso de CSELH vy cartesiano R

Inciso 3b): Argumentar que cualquier elemento de R? es combinacion lineal de
elementos de los subconjuntos propios Rx{0} y {0}xR, da cuenta de una concepcién

accion del conjunto generador y una concepcion proceso de cartesiano R

Inciso 3c): ldentificar, desde una biyeccion entre R y Rx{0}, que RxR tiene
subconjuntos isomorfos a R, evidencia una concepcion objeto de operacion binaria y
una concepcion proceso de funcion. En la Tabla N°22, se presenta, en funcion del
analisis anterior, una lista de acciones que son representativas de las concepciones

asociadas a las construcciones mentales.

Tabla N°22: Acciones que estan en sintonia con construcciones y mecanismos mentales.

Accidn ligada a la concepcién de un concepto Construccién Mecanismo
Mental Mental
Accion asociada al quehacer | Roétulo | Concepto asociado Al P O|I|lC|REID
de un estudiante
Asociar subconjuntos propios de | SPCS ~-Cartesiano R X X X
RxR con el CSELH
Reconocer  que cualquier | DAPO | .-Operacién binaria X X
elemento de R? se descompone -Combinacion lineal | X
aditivamente en otros dos. ~Conjunto generador | X
Reconocer desde una biyecciéon | RCI .-Funcion X
que hay subconjuntos de RxR -Operacion binaria X
isomorfos a R

4) Considere la Figura 1 para responder

a) Determine 5 pares ordenados asociados a la grafica de la
Figura 2. 1
b) ¢Qué relacién puede establecer entre

f:Rx{1-3)} >R*; te(L,-3)=(t,~3t) yla *
grafica en la Figura 2? Explique -

¢) ¢Como interpreta el recorrido de la funcion f ?
d) Geométricamente, ¢como interpreta el hecho que de la
ecuacion 3X + 2y = 0 se puedan desprender las Bosmee- -

ecuaciones homogéneas X+ Yy =0y 2x+y =0 .

Figura 2
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Propdsito de la pregunta 4:
(aa)

(2¢)

R plano
cartesiano
Procesa)

Esta pregunta tiene por propoésito situar al
estudiante en los conceptos plano
cartesiano, cartesiano R?  operacion
binaria y grafico de funcion para

(2a)(2b) ) (4b)(4c)
establecer una relaciéon entre dichos - -

conceptos desde el CSELH. Donde el C

[Proceso)
-y ‘operaciones (1d] . o
componer o descomponer aditivamente i *—’ b
[Proceso) roceso; C]

una ELH se trasfiere a pares ordenados y (ab)
funciones lineales.

Sistema ecuacion
lineal hamogénea
[Proceso)

Objetivo de la pregunta 4, en su globalidad procura evidenciar si un estudiante

universitario muestra una concepcion objeto de funcion.

Inciso 4a): Determinar pares ordenados de la gréfica de una funcion y atender a la
definicién formal de funcion para obtener otros pares ordenados, da cuenta de una
concepcidén accion de grafico de una funcion lineal y de plano cartesiano. Si determina,
desde la ponderacién por escalar, otros elementos del grafico de la funcién lineal
evidencia una concepcién proceso de grafico y la construccién proceso cartesiano R?

desde la coordinacion de los procesos CSELH y grafico de una funcién lineal.

Inciso 4b): Relacionar el recorrido de la funcion dada con el grafico de una funcién

lineal, da cuenta de una concepcion proceso de funcion.

Inciso 4c): Relacionar el recorrido de la funcidén con la dilatacion de un segmento
dirigido y la ponderacion de un par ordenado con un escalar, evidencia una concepcion

de proceso de funcién.

Inciso 4d): Relacionar la descomposicion aditiva de una ELH en otras dos ELH con el
método del paralelogramo, evidencia una concepcion esquema espacio vectorial. En la
Tabla N°23, se presenta, en funcion del analisis anterior, una lista de acciones que son

representativas de las concepciones asociadas a las construcciones mentales.
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Tabla N°23: Acciones que estan en sintonia con construcciones y mecanismos mentales.

Accidn ligada a la concepcién de un concepto Construccion | Mecanismo
Mental Mental
Accion asociada al quehacer | Rotulo | Concepto asociado A [P (O |I|CRIE|ID
de un estudiante
Determinar pares ordenados de | DPG | .-Plano cartesiano X
una gréfica. .-Funcién X
.-CSELH X X
.-Operacidn binaria X X
Reconocer el conjunto de las | RRFP | .-Operacion binaria X

imagenes de la funcién con la —Funcion X
ponderacién por escalar.

Relacionar la dilatacion de un | PESD | .-Funcidn afin X X
segmento  dirigido con la .-Conjunto generador | X

ponderacion por escalar. -Recta vectorial X X
Asociar la  descomposicion | DAE | .-Espacio vectorial X

aditiva de una ELH en otrgs_dos -Operacion binaria

con otros objetos matematicos X

asociados.

5) En la Figura 3, A, B, C y D son los vértices de un paralelogramo. El lado AB se divide en cuatro
partes iguales y el lado DC en tres partes iguales.

a)SlendoAB a, AD=b, DE =u, CF Vy D H

GH W Escriba cada uno de los vectores u V y
W en funC|on de a y b.

b) Escriba W en términos de U y v b E F G 8
Propdsito de la pregunta 5:

Esta pre,gunta tiene por objetivo sitgar_nos 2¢) {\

en el algebra de vectores geométricos : O @
desde el método del paralelogramo para ' Proceso ]
establecer una relacion entre  dos @) 2@ ' ]
operaciones binaras, una interna y la otra R plano @
externa. proces e

Objetivo de la pregunta 5, en su globalidad procura evidenciar si un estudiante
universitario muestra una concepcion accion o concepcion proceso de algebra de

vectores geometricos.

Inciso 1a): Aplicar el método del paralelogramo considerando la direccién y sentido de
los vectores geométricos permite evidenciar una concepcion accion de algebra de

vectores geométricos.
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Inciso 1b): Relacionar las ecuaciones que se desprenden de aplicar el método del
paralelogramo aplicando un algebra de igualdades evidencia una concepcion proceso de
algebra de vectores. En la Tabla N°24 se presenta, en funcién del andlisis anterior, una
lista de acciones que son representativas de las concepciones asociadas a las

construcciones mentales.

Tabla N°24: Acciones que estan en sintonia con construcciones y mecanismos mentales.

Accidn ligada a la concepcién de un concepto Construccion Mecanismo
Mental Mental
Accion asociada al quehacer | Rotulo | Concepto asociado A|P|O|I|CRED
de un estudiante
Relacionar vectores | RVRP | .-Combinacion lineal | X X
geomeétricos, desde la regla del ~Regla
paralelogramo, atendiendo a la Paralelogramo X X
direccion y sentido de vectores
Relacionar igualdades entre | CERP | .-Combinacién lineal X X
vectores para escribir ~-algebra de vectores
combinaciones lineales. -Operacion binaria X X
X X

6) Sea V = {(a,b)/a,b e R |. se define: (a,b) +(a,,b,) = (aa,,bb,) y p(a,b)=(a’,b?),

p € R . Determine si V , con las operaciones definidas, es 0 no un espacio vectorial sobre R .

Proposito de la pregunta 6:

Esta pregunta tiene por objetivo situarnos en la (2¢)

estructura de espacio vectorial considerando c Ré espacio

vectorial
Proceso]

operaciones no usuales. (2a)(2b)

La pregunta 6, en su globalidad procura evidenciar si un estudiante universitario
evidencia una concepcién proceso espacio vectorial R? cuando relaciona propiedades de
un espacio vectorial en el conjunto V o0 una concepcién accion cuando verifica axiomas
de espacio vectorial en el conjunto dado con operaciones no usuales. En la Tabla N°25,
se presenta, en funcion del analisis anterior, una lista de acciones que son

representativas de las concepciones asociadas a las construcciones mentales.

Tabla N°25: Acciones que estan en sintonia con construcciones y mecanismos mentales.

Accion ligada a la concepcion de un concepto Construccion Mecanismo
Mental Mental
Accion asociada al quehacer | Rotulo Conceptoasociado | A | P | O | I |[C|R|E|D
de un estudiante
Relacionar propiedades de un | VPEV | .-Axiomas de X
espacio vectorial. espacio vectorial
Asociar un elemento neutro VEI .-Grupo X
aditivo e inversos aditivos.
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4.3.- Analisis y verificacion de datos: Analisis a las respuestas del cuestionario de la
DG para el espacio vectorial R?

Una vez realizado el analisis a priori de las preguntas del cuestionario que se presentd
en el apartado anterior y, habiéndose establecido hipotéticamente aquellas acciones que
son relevantes para dar cuenta de las construcciones y mecanismos mentales a la luz de
la DG, se aplico por separado el cuestionario a los estudiantes del caso 1 y caso 2. A
continuacion un andlisis en detalle de cada una de las respuestas dadas por los

estudiantes de cada caso.

El cuadernillo de trabajo, que se les entreg6 a los estudiantes, incluia una tabla con el
procedimiento para obtener un par de soluciones de una ELH y las propiedades de

espacio vectorial, lo que se puede apreciar en la Figura 20, ademas de las 6 preguntas.

Cuadernille de Trabajo:

Nombre: Facha:

Instrucciones: Considers la siguisnts informacidén, que a continuacién se prassnts, para
rasponder algunas ds las preguntas del cusstionario gue l= pracads.

a).-Diebz usar ldpiz pasta para desarrollar 2] cusstionario
b).-MNo un hay tiempo limits para trabajar 2l cusstionario.

I) Procadimisnto para obtener pares ordenadoes dzl conjunto solucién dz una scuacidn linsal
homogsnea.

Tablal: Procadimisnto para obtenar slementos dal conjunto solucion ds una ELH.
Ecuacidn lineal homogénea: 33+ 2y -0
Procedimiento
Considersmos un par de numeros realss, uno el inverso aditivo dsl otro. Para simplicidad sn

los edleulos consideramos 3 v -3. Lusgo la ecuacién linsal homoginea s2 puada dascomponar
da la signisnts mansra:

-5 -
AyE— Y Sx=-3p3p=3x=—0ny=

3

¥

T,
g | L
(]
pal s

: son dos elementos dsl conjunto solucién d=la ELH:

S={x,y)eR=R/3x+2y=0}

IT) Dado un conjunto (3 no vacio v un cuerpo E=R. 5i {&,+) 25 un grupoe v ademas, dads una
operacion *: K =G =&, (p,v) = p*v que cumple con las signientss propiedades:

i)  (pgev=prlg®); pgeKvel

(i) (p+g)ev=pev+gev; pgskvel
(iif) lev=v;lesk;vel

(iv) pe(vtw)=pevipew; peEivweld

G, con las operacionss dadas, 25 un espacio vectorial.

Figura 20: Procedimiento para determinar un par de soluciones de una ELH y propiedades de un espacio
vectorial como punto de partida para comenzar el cuestionario.
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4.3.1.-Analisis a las respuestas de los estudiantes caso 1

En las tablas N°26, N°27, N°28 y N°29 se presenta un analisis a las respuestas de los E1
a E5, caso 1, a la pregunta 1 del cuestionario 1, en términos de las construcciones y
mecanismos mentales que se pueden evidenciar desde los argumentos que manifiestan
estos estudiantes. Estudiantes de pedagogia y licenciatura en matematica de Ul. Para
simplificar algunas palabras que se usaran de manera recurrente en los relatos, se
conviene en escribir por Estudiante 1 a E1, y asi sucesivamente, de manera correlativa
como ya se estipulo al final del capitulo I11. Por otro lado, en relacion a los argumentos
que despliegan los estudiantes, designaremos por ArlE1Pla al argumento 1 del
estudiante 1 en la pregunta 1 apartado a) y, de manera correlativa, los demas
argumentos en funcion del estudiante y la pregunta que se analiza.

Tabla N°26: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1a), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales de los conceptos asociados a la pregunta.

Pregunta 1: apartado 1a)

Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. que se asocian al argumento observado.

Segun la Figura 21:
ArlE1Pla: Asigna parejas de numeros | ArlE1Pla, Ar2ElPla y Ar3ElPla
reales, uno el inverso aditivo del otro, a los | muestran una concepcion proceso de R
términos de la ELH; segin procedimiento | como grupo y el Ar4E1P1la da cuenta de
dado en la Tabla 15. una concepcion accion de CSELH.

Ar2E1P1la: Escribe ecuaciones de primer
grado que se desprenden de aplicar el
procedimiento dado a la ELH.

El
Ar3E1P1a: Escribe las soluciones de las
ecuaciones que desprende de la ELH.

ArdE1P1la: Escribe un conjunto con las
parejas de pares ordenados asociados a las
soluciones de las ecuaciones; estableciendo
una relacion con el CSELH de la ELH,
aunque equivoca la relacion entre ambos
conjuntos.

N A Nl s x%’\? W\“\“WB‘
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Figura 21. Parte de la respuesta E1 a la pregunta 1a).
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Segun la Figura 22:

ArlE2Pla: Asigna parejas de numeros
reales, uno el inverso aditivo del otro, a los
términos de la ELH; segun procedimiento
dado en la Tabla N°15.

E2 Ar2E2P1la: Escribe ecuaciones de primer
grado que se desprenden de aplicar el
procedimiento dado a la ELH.

Ar3E2P1la: Escribe las soluciones de las
ecuaciones que desprenden de la ELH.

Ar4E2P1la: Escribe y lista las parejas de
pares ordenados que determina con las
soluciones de las ecuaciones asociadas a la
ELH.

ArlE2Pla, Ar2E2Pla y Ar3E2Pla
muestran una concepcién accion de R
como grupo y el Ar4E2P1la muestra una
concepcion accion de CSELH.
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Figura 22: Parte de la respuesta E2 a la pregunta 1a).

Segun Figura 23:

ArlE3Pla: Asigna parejas de numeros
reales, uno el inverso aditivo del otro, a los
términos de la ELH; segin procedimiento
dado en la Tabla N°15.

Ar2E3P1la: Escribe ecuaciones de primer
E3 grado que se desprenden de aplicar el
procedimiento dado a la ELH.

Ar3E3P1la: Escribe las soluciones de las
ecuaciones que desprenden de la ELH.

ArdE3Pla: Escribe parejas de pares
ordenados con las soluciones de las
ecuaciones asociadas a la ELH.

ArlE3Pla, Ar2E3Pla y Ar3E3Pla
muestran una concepcién proceso de R
como cuerpo y Ar4dE3Pla muestra una
concepcion proceso de solucion de una
ELH.

A= A=\ , §-5=‘l % x= " A S*—a:l
<=th 4=Ys XTh 3= Y%
(A %)

Figura 23: Parte de la respuesta E3 a la pregunta 1a).
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Segln Figura 24:

ArlE4Pla: Asigna parejas de numeros
reales, uno el inverso aditivo del otro, a los
términos de la ELH; segun procedimiento
dado en la Tabla N°15.

Ar2E4P1la: Escribe ecuaciones de primer
grado que se desprenden de aplicar el

ArlE4Pla, Ar2E4Pla y Ar3E4Pla
muestran una concepcion proceso de R
como cuerpo y ArdE4Pla muestra una
concepcion accion de conjunto solucion
de una ELH.

E4 A7
procedimiento dado a la ELH.
Ar3E4Pla: Escribe las soluciones de las
ecuaciones que desprenden de la ELH.
ArdE4Pla: Lista parejas de pares
ordenados con las soluciones de las
ecuaciones asociadas a la ELH.
49)—ﬂ‘3£ 3xz 14 2y =-L
%=l y= -4
2, 2
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Figura N°24: Parte de la respuesta

E4 a la pregunta 1a).

E5

Segun Figura 25:

ArlE5Pla: Asigna parejas de numeros
reales, uno el inverso aditivo del otro, a los
términos de la ELH; segun procedimiento
dado en la Tabla N°15.

Ar2E5P1a: Escribe ecuaciones de primer
grado que se desprenden de aplicar el
procedimiento dado a la ELH.

Ar3E5P1a: Escribe las soluciones de las
ecuaciones que desprenden de la ELH.

ArdE5P1a: Escribe un conjunto con
parejas de pares ordenados con las
soluciones de las ecuaciones asociadas a la
ELH.

ArlE5Pla, Ar2E5Pla y Ar3E5Pla
muestran una concepcion proceso de R
como cuerpo y ArdE5Pla muestra una
concepcion accion del conjunto solucién
de laELH.

&) )~ 4? >
Toswes (X3 5 Syt > =% 4 Y=:§) "
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Lopanle AU c~r; vlucd i 4 AN

Figura 25: Parte de la respuesta E5 a la pregunta 1a).
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Comentarios a lo planteado por los E1, E2, E3, E4 y E5 Pregunta 1, apartado 1a)

En primer lugar se puede apreciar que la accion asociar un par de nimeros reales a los

términos de una ELH se evidencia desde las respuestas que dan los 5 estudiantes en el

apartado 1a). Se hace notar que el E3, utiliza la ELH que ilustra el procedimiento dado

en el cuadernillo de trabajo lo que justifica su respuesta en términos de otra ecuacion.

En general, en atencion a los argumentos que se dan en la Tabla N°26, se manifiesta

una concepcion accion de CSELH por parte de los cinco estudiantes.

Tabla N°27: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1b), y su

relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 1: apartado 1b)

Estudiante | Argumentos que manifiestan los
estudiantes.

Construcciones y mecanismos mentales
gue se asocian al argumento observado.

Segun la Figura 26

Ar5E1P1b: Utiliza un parametro para
reescribir el CSELH en términos de dos
El ecuaciones paramétricas asociadas a la
ELH.

Ar6E1P1b: Indica que la variacion del
parametro se da en R.

Ar5E1P1b  evidencia que la accion
asociar un par de nameros reales
interioriza en el proceso separar
ecuaciones, donde asociar un parametro y
un conectivo l6gico a los términos de una
ELH actia como un mecanismo de
interiorizacion.

1)) 3 \)U\'ﬂ € Wi/q)‘x ¥9Yy

‘ 1
A0 elR [ %2
Figura 26: Respuesta E1 a la pregunta 1b).
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Segun Figura 27:

Ar5E2P1b: Utiliza un pardmetro para
reescribir un subconjunto del conjunto
E2 solucion, en términos de dos ecuaciones
paramétricas asociadas a la ELH.

Ar6E2P1b: Indica que la variacion del
parametro se da en Z (conjunto de los
ndmeros enteros).

Ar5E2P1b  evidencia que la accion
asociar un par de nUmeros reales, uno
inverso aditivo del otro, interioriza en el
proceso separar ecuaciones, donde asociar
un parametro y un conectivo légico a los
términos de la ELH actia como
mecanismo de interiorizacion.

,c 5

krl b“ﬁli,u‘)e R ‘lR/ﬁxTST =0 YHDJ;%/‘"M Ae/éuc(u‘/w ;
?mr\ywsi/)(f_kffoy s obliones & Ao A*‘ﬁ”‘"e”J(
94:0?()1,7)€’?2 /X=%47=‘%/ne7/‘A?

Figura 27: Respuesta E2 a la pregunta 1b)
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Segun la Figura 28:
Ar5E3P1b: Utiliza un pardmetro para | ArbE3P1b evidencia que la accion
reescribir el CSELH en términos de dos | asociar un par de nUmeros reales, se
E3 ecuaciones paramétricas asociadas a la | interioriza en el proceso separar una
ELH. ecuacion, donde asociar un parametro a los
términos de una ELH actia como un
Ar6E3P1b: Indica la variacion del | mecanismo de interiorizacion.

parametro en R.

é.' S X = O @,‘%s'&
Dx= o CS"}S:-CL
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S: {(k\l)eﬁ/‘ﬂza/r, A g:’a/g P MQ&

Figura 28: Respuesta E3 a la pregunta 1b).

Segun la Figura 29:
Ar5E4P1b:  Determina un  vector | ArSE4P1b y Ar5E4P1b dan cuenta que
generador del CSELH. multiplicar un vector del CSELH por un
E4 escalar cualesquiera en R, evidencia una
Ar6E4P1b: Reescribe el conjunto | concepcidn proceso de operacion binaria
solucion de la ELH definiendo la | externa y una concepcion proceso del
multiplicacién de un par ordenado | CSELH.

especifico por un escalar en R.

ib> Sea A= (%,PAE\ ( B = () "&?:(;isf )

- 9 ST )
S=1 (xy e\R/ (x )= t(fg_;ﬂ A 4 ’C!TJS
Figura 29: Respuesta E4 a la pregunta 1b).

=

Segun Figura 30:

E5 Ar5E5P1b: Escribe el conjunto solucion | Ar5E5P1b, escribir la definicion de
atendiendo a la definicion que se dio en CSELH en atencidn al procedimiento de la
el procedimiento de la Tabla N°15. Tabla N°15, evidencia una concepcién

accioén del CSELH.

) §«{(X,\/)4/2x(2 /-3xfy7ﬂa)

Figura 30: Respuesta E5 a la pregunta 1b).

Comentarios a lo planteado por los E1, E2, E3, E4 y E5 a la pregunta 1, apartado

1b)

Se puede apreciar que E5 se limita solo a escribir la definicion del CSELH que fue dada

en el procedimiento del cuadernillo de trabajo. Ademéas E2 define un subconjunto del
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CSELH al considerar la variacion del parametro en Z, conjunto de los nimeros enteros.
Los Ely E3 reescriben el conjunto solucién utilizando un pardmetro y escribiendo
ecuaciones paramétricas asociadas a la ELH. Luego, se puede plantear que el uso de un
parametro permite interiorizar la construccion accion, asociar un par de nameros reales
a los términos de la ELH, en la construccion proceso separar una ecuacion. Por otro
lado E4 evidencia una concepcion proceso de cartesiano R? cuando pondera un vector
especifico al CSELH desde el uso de un parametro; ademéas da cuenta de una
concepcién proceso de conjunto generador, al definir un vector generador para el
CSELH.

Tabla N°28: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1c), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 1: apartado 1c)

Estudiante Argumentos que manifiestan los | Construcciones y  mecanismos
estudiantes. mentales que se manifiestan desde
las acciones.

Segun la Figura 31:
El Ar7E1P1c: Identifica la solucién | Ar7fE1P1c  evidencia que el
trivial, como elemento invariante del | identificar el par (0,0) como elemento
conjunto solucion de una ELH, para | invariante en el CSELH, muestra una

afirmar que el CSELH es no vacio. concepcion proceso de conjunto
solucion.
; \ . w e R
o Wlsha o ‘W‘( %
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Figura 31: Respueéta E1 a la pregunta 1c.

E2 Segun la Figura 32:
Ar7E2P1c: Manifiesta que el | Ar7E2P1c evidencia que asumir la
CSELH es no vacio sin dar una razon | posibilidad de obtener siempre
fundada. soluciones de una ELH muestra una
concepcion accién de CSELH.

¢) P
(a-co Cfxg Yo ex{sn’f una (;L/—,‘ Con ('.DﬁJ-Uﬂ‘L’ J{ c;géuaoM
dvm.io. ?wm en vauwgd coased ,amo ho La. )/\Q /chlo
@Mwn-\am Mo ok ome ecami (oo WGM/@; .

Figura 32: Respuesta E2 a la pregunta 1c).

Segun Figura 33:
Ar7E3P1c: Identifica la solucion | Ar7E3P1c muestra que la accion

E3 trivial como invariante en el | identificar el par (0,0) como un
conjunto solucion de una ELH, para | elemento invariante en el CSELH,
afirmar que éste es no vacio. evidencia una concepcion proceso de

dicho conjunto.
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Figura 33: Respuesta E3 a la pregunta 1c).

Segun Figura 34: Ar7E4P1c y Ar8E4Plc muestran
Ar7E4P1c: Compara la funcion | que el comparar el CSELH con la
lineal con la ecuacion lineal | grafica de la funcion lineal evidencia
E4 homogénea. la reversion del proceso CSELH en el
proceso, grafico de una funcién
Ar8E4P1c: sugiere que ver el gréfico | lineal.

de la funcion lineal como el CSELH,
permite plantear que el CSELH es no
vacio.

ﬂrc) No s \DOS?UQ, \,YVQ QJ ou‘niwll'do SOLMQS‘« e vad o.
g corsNVames )1 R acion @ o .:f’uv\zié'./\ 3 »l’(f\-?,w\as.
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Mo 50 (wdefime
Figura 34: Respuesta E4 a la pregunta 1c).

Segun la Figura 35:
Ar6E5P1c: Enuncia una propiedad | Ar6E5SP1c muestra que asignar
de R como grupo para establecer que | parejas de numeros reales, uno el

E5 siempre es posible obtener un | inverso aditivo del otro, a los
elemento del CSELH, sin explicitar | términos de la ELH da cuenta de una
el procedimiento tabla N°15. concepcion proceso de R como

grupo.

C/ o t ot wm l/\& %¢/MM; W W0 "‘\9/\/\4-
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Figura 35: Respuesta E5 a la pregunta 1c).

Comentarios a lo planteado por los E1, E2, E3, E4y E5 a la Pregunta 1, apartado
1c)

Se observa que E2 manifiesta que el CSELH es no vacio, pero no logra dar con un
argumento que sustente este hecho. Por otro lado E4 compara elementos de la funcién
lineal asociando la ELH; esto muestra que el proceso CSELH se revierte en otro
proceso, grafico de una funcion lineal. Por dltimo, E1, E3 y E5 argumentan segin lo
esperado, atendiendo al elemento (0,0) y la propiedad absorvente del cero o al hecho de
que siempre es posible asignar un par de inversos aditivos a los términos de la ELH,

dando cuenta de una concepcion proceso de R como grupo aditivo.
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Tabla N° 29: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1c), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 1: apartado 1d)

Estudiante Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales que
estudiantes. se manifiestan desde las acciones.
El Segun la Figura 36:

Ar8E1P1d: Suma pares especificos del
CSELH.

Ar8E1P1d y Ar9E1P1d muestran que sumar
dos pares ordenados evidencia una concepcion
proceso de operacion binaria y una concepcion
Ar9E1P1d: Verifica que la suma de | proceso de CSELH.
pares ordenados es una operacion

binaria.

ESpecsifun  pas N wdars

e oot og pen & S
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Figura 36: Respuesta E1 a la pregunta 1d).
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Segun la Figura 37:

E2 )
.-No hay una respuesta precisa

Solo escribir soluciones de la ELH manifiesta
una concepcion accion de CSELH.

3) %Jomes me todis Jas Orwa'orwxs fm?u;z A 74»'440 U
}QU”.J" ] be /(/D Atno aj vacd | en 1/0 veclo
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Figura 37: Respuesta E2 a la pregunta 1d).

Segun Figura 38:

Ar8E3P1d: Define formalmente una | Ar8E3P1d y Ar9E3P1d muestra que

E3

operacién binaria externa sobre el
conjunto solucioén.

Ar9E3P1d: Explica que toda solucién
del CSELH se puede generar a partir
un par ordenado y un escalar en R.

ponderar una solucién por un escalar procura
coordinar dos procesos, el CSELH y la
operacidn binaria, en un nuevo proceso, el (S,

R)-

d- (5,7%) HWxS—

; (o@e%

t-lab)as (ta,th) 3¢ AW

0\ \owor ume r?obqp’m,wlm

Figura 38: Respuesta E3 a la pregunta 1d)
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Segun Figura 39:
Ar9E4P1d: Define, en términos de una
funcion, la multiplicacion por escalar.

Ar9E4P1d y Arl0E4P1d muestran que
reconocer estructura de espacio vectorial

E4 de un subconjunto de R?, evidencia una
Arl0E4P1d: Describe el rol de un vector | concepcién proceso de R? espacio
generador en el CSELH. vectorial y una concepcion objeto de

CSELH vy una concepciéon objeto de
operacion binaria.
4\7}) Pars J °°’7“”jo ;3, Jfwido  sobie o Judo
= rodu
Q) cﬁw)’uuio 5—0[&&:3\5“\/ Q)(;S‘}Q/ 1‘3 Sum3d }/ f)
or @calav
f o vejﬂ'i:\l real«
Lusge, D& un  ASfERER
T
SL‘LUPA(E\) JQDZ
Figura 39: Respuesta E4 a la pregunta 1d).
Segun Figura 40:
Ar7E5P1d: Reconoce que la suma y la | Ar7E5SP1d muestra que reconocer
E5 multiplicacion  por escalar, son las | estructura para el conjunto solucion

operaciones que se pueden asociar al
conjunto solucion.

evidencia una concepcion proceso de
CSELH y una concepcion objeto de
operacion binaria.

d) Swwa 4

Figura 40: Reépuesta E5 a la pregunta 1d).

Comentarios a lo planteado por los E1, E2, E3, E4 y E5 a la Pregunta 1, apartado

1d)

De los planteamientos desplegados en la Tabla N° 29, se observa que E4 manifiesta una

concepcién proceso del espacio vectorial R?, cuando reconoce al CSELH como un

espacio vectorial y a la vez un sub-espacio vectorial del espacio vectorial R?; teniendo

en cuenta ademas que en el apartado 1b) reescribe el CSELH en términos de una

ponderacién por un escalar. Por otro lado, E1 define la adicion de pares ordenados, E4

define formalmente la multiplicacion por escalar y E5 hace notar que en el conjunto

solucidn se puede definir la adicion y multiplicacion por escalar, lo anterior evidencia

una concepcion proceso de operacion binaria y una concepcion proceso del CSELH.

Aunque E4 manifiesta, desde sus argumentos, una concepcion objeto de CSELH.
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En la Tabla N°30, Tabla N°31, Tabla N°32 y Tabla N°33 se presenta un analisis a las
respuestas Ela E5 a la pregunta 2, del cuestionario 1.

Tabla N°30: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 2, apartado 2a), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 2: apartado 2a)

por el escalar -1 un vector con sentido
opuesto al vector anclado al origen, ambos
colineales.

Ar3E2P2a: Interpreta la combinacién
lineal de dos pares ordenados como la
diagonal de un paralelogramo.

Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. que se asocian a las acciones indicadas.
Segun la Figura 41:
ArlE1P2a: Representa un par ordenado | ArlE1P2a y ArlE1P2a evidencian una
como el extremo de un vector geométrico | concepcion proceso de operacion binaria.
anclado al origen. Ademas, muestran que representar
geométricamente una  suma  de
El Ar2E1P2a: Interpreta la combinacidn | ponderaciones de soluciones, utilizando
lineal de dos pares ordenados como la | vectores geométricos en un sistema de
diagonal de un paralelogramo. coordenadas, da cuenta de la
coordinacion de las construcciones
proceso, algebra de soluciones y suma de
vectores, en la construccion proceso
algebra de pares ordenados.
Figura 41: Respuesta E1 a la pegunta 2a).
Segun la Figura 42:
ArlE2P2a: Representa un par ordenado a | ArlE2P2a, Ar2E2P2a y Ar3E2P2a
través de un vector geométrico anclado al | evidencian una concepcion proceso de
origen. operacion binaria. Ademas, muestran que
representar geométricamente una suma
E2 Ar2E2P2a: Reconoce en la ponderacion | de  ponderaciones de  soluciones,

utilizando vectores geométricos en un
sistema de coordenadas, da cuenta de la
coordinacion de las construcciones
proceso, algebra de soluciones y suma de
vectores, en la construccién proceso
algebra de pares ordenados.

4)61 0bicamos (5,-4)1 Lo onimes o
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Figura 42: Respuesta E2 a la pegunta 2a).
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E3

Segun Figura 43:

ArlE3P2a: Representa un par ordenado
como un vector geométrico anclado al
origen.

Ar2E3P2a: Reconoce en la multiplicacion
de un par ordenado por el escalar -1
determina un vector con sentido opuesto a
otro vector anclado al origen, ambos
colineales.

Ar3E3P2a: Interpreta la combinacién
lineal de dos soluciones como la diagonal
de un paralelogramo.

ArlE3P2a, Ar2E3P2a y Ar3E3P2a
evidencian una concepcion proceso de
operacion binaria. Ademas, evidencian
que representar geométricamente una
suma de ponderaciones de soluciones,
utilizando vectores geométricos en un
sistema de coordenadas, da cuenta de la
coordinacion de las construcciones
proceso, algebra de soluciones y suma de
vectores, en la construccion proceso
algebra de pares ordenados. ArE3P2a, da
cuenta de una concepcién proceso de
algebra de vectores.

o E\ ve\on (-4 "s\ wn»M?DAA& a&u\a

onn (—4,13
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Figura 43: Respuesta E3 a la pegunta 2a).

Segun Figura 44:

ArlE4P2a: Reconoce la ecuacion de

ArlE4P2a muestra que relacionar una
ecuacion de pares ordenados con una

E4 pares ordenados como una combinacion | combinacion lineal de vectores muestra
lineal de vectores de R? espacio vectorial. | una concepcion proceso del espacio

vectorial R,

@) (’L{)B) '3 CDW\,L?}V\’B(L.U&;\A '.?V‘D/al (_lQ_,
Gy oy (3,2)
Figura 44: Respuesta E4 a la pegunta 2a).
Segun Figura 45:

ArlE5P2a: Representa un par ordenado | ArlE5P2a, Ar2E5P2a y Ar3E5P2a
como un vector geométrico anclado al | evidencian una concepcidn proceso de
origen. operacion binaria. Ademas, evidencian
que representar geométricamente una
Ar2E5P2a: Reconoce en la multiplicacion | suma de ponderaciones de soluciones,
E5 de un par ordenado por el escalar -1 | utilizando vectores geométricos en un

determina un vector con sentido opuesto a
otro vector anclado al origen, ambos
colineales.

Ar3E5P2a: Interpreta la combinacion
lineal de dos pares ordenados como la
diagonal de un paralelogramo.

sistema de coordenadas, da cuenta de la
coordinacion de las construcciones
proceso, algebra de soluciones y suma de
vectores, en la construccidon proceso
algebra de pares ordenados.
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Figura 45: Respuesta E5 a la pegunta 2a).

Comentarios a lo planteado por E1, E2, E3, E4y E5 en la Pregunta 2, apartado 2a)

En primer lugar se puede apreciar que E1, E2, E3 y E5, muestran una concepcion
proceso del algebra de vectores al considerar el método del paralelogramo para explicar
la relacion que muestra la ecuacion (-4,3) = -1(3,-1) +1(-1,2). En particular E3 y E5
indican que la ponderacion de un par vector por el escalar -1 determina un vector
opuesto al vector dado, esto evidencia una concepcién proceso de (R?, -g). E4 interpreta
la ecuacion dada como una combinacion lineal de un vector en términos de otros dos, lo

que pone de manifiesto una concepcién proceso del cartesiano R?.

Tabla N°31: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 2, apartado 2b), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 2: apartado 2b)

Estudiante | Argumentos que  manifiestan los | Construcciones y mecanismos
estudiantes. mentales que se manifiestan desde las
acciones.

Segun Figura 46:
Ar3E1P2b: Conjetura la existencia de un | Ar3E1P2b muestra una concepcion
par ordenado inverso aditivo para cada | accion del grupo (S, +). A su vez
El SELH. Ardg1P2b y Ar4E1P2b evidencia una
concepcién proceso de algebra de pares
ArdE1P2b: Obtiene pares ordenados del | ordenados.

CSELH  considerando  la  conjetura
planteada.

Ar5E1P2b: Escribe una nueva ecuacion de
pares ordenados.

\)) Wj,\ QY/\L}.W a»\\u\‘c‘\ ) - ‘ W_\Y,aw L -
o (aDeS > ARCS sabmd pote g cods P i o>

S (94165, (4DeES,
SREGHERTEN

Figura 46: Respuesta E1 a la pegunta 2b).
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E2

Segun Figura 47:
Ar4E2P2b: Pondera un vector especifico
del CSELH por un escalar para obtener otro.

Ar5E2P2b: Escribe una nueva ecuacion de
pares ordenados.

ArdE2P2b muestra que la multiplicar un
vector especifico por un escalar
evidencia una concepcion accion de
operacion binaria. EI Ar5E2P2b muestra
una concepcién accion de algebra de
pares ordenados.

) ('%1'%)% PR
('”‘\5) =

('47»’) « S;

(3 4) e ()

Figura 47: Respuesta E2 a la pegunta 2b)

E3

Segun Figura 48:

ArdE3P2b: Aplica la propiedad de la
existencia de un par ordenado inverso para
obtener otro elemento del CSELH.

Ar5E3P2b: Escribe una nueva ecuacion de
pares ordenados.

Arde3P2b y Ar5E3P2b muestran una
concepcion proceso de algebra de
vectores y una concepcion objeto de
conjunto solucion.

b= Ok %otuu,o’masz St 135 Azrso
(‘5;1) "& (A‘-Z\ /@A\aﬁckuw\l ; (L' ,"53 :‘4 65,-“\ + 4 *4'.'23
Som (05 mipomos vectonse qus o\, gas 1 diskels Maid

Figura 48: Respuesta E3 a la pegunta 2b)

Segun Figura 49:

E4 Ar2E4P2b: Multiplica un vector especifico | Ar2E4P2b muestra que la accion
del CSELH por un escalar real para obtener | ponderar un par ordenado especifico por
otros elementos de éste. un escalar, evidencia una concepcion

accion de una operacion binaria externa.
Q)SZ %(a_\*d) s s =2 S%‘ f(VAIZ) o sea = ‘ﬁ:’
£,~2) = .S £ 2
( / 3 =" ( 3, i» & S 3
Figura 49: Respuesta E4 a la pegunta 2b).

Segun Figura 50:

Ar4E5P2b: Multiplica un vector especifico | Ar4E5P2b muestra que ponderar un par
por un escalar real para obtener elementos | ordenado por un escalar cualesquiera

E5 del CSELH. evidencia una construccién proceso de

Ar5E5P2b: Utiliza dos parametros para

una operacion binaria externa. Por otro
lado, Ar5E5P2b y Ar6E5P2b evidencia

escribir una nueva ecuacion de pares | que escribir combinaciones lineales de
ordenados. pares  ordenados  evidencia  una

concepcion accion de espacio vectorial
Ar6E5P2b:  Utiliza un sistema de | R%

ecuaciones para determinar escalares de la
combinacion lineal.
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Figura 50: Respuesta E5 a la pegunta 2b).

Comentarios a lo planteado por los Estudiantes E1, E2, E3, E4 y E5 a la pregunta
2, apartado 2b)
Los E1, E2 y E3 utilizan en sus argumentos, pares ordenados inversos aditivos, lo que
evidencia una concepcién proceso de (S,+) como grupo; ademdas asocian dichas
soluciones con el escalar 1, lo que da cuenta de una concepcidon accion de la
ponderacién de un vector por un escalar. Por otro lado E4 se focaliza en el hecho que el
CSELH es un sub-espacio vectorial de R? para determinar otras soluciones desde el
conjunto generador y poder escribir finalmente una ecuacién de pares ordenados, lo que
evidencia una concepcién proceso de combinacién lineal de vectores de R?.
Tabla N°32: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 2, apartado 2c) y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 2: apartado 2c)
Estudiante | Argumentos que se manifiestan los | Construcciones 'y  mecanismos

estudiantes. mentales que se manifiestan desde
las acciones.

Segun la Figura 51:
Ar6E1P2c: Asocia aditivamente un par | Ar6E1P2c y Ar7E1P2c muestran que
ordenado y su inverso aditivo con el par (0,0). | asociar aditivamente un par de pares
ordenados con el par ordenado (0,0)
El Ar7E1P2c: Utiliza el escalar 1 como neutro | evidencia una concepcion accién de
multiplicativo en la ponderacion de un par | operacion binaria y la accién escribir
ordenado por un escalar. dos pares ordenados, uno el inverso
aditivo del otro, evidencia una
concepcion proceso de (S, +) como
grupo aditivo.

d yom EAD, (A S buy (00) SOV A

Figura 51: Respuesta E1 a la pegunta 2c).
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Segun Figura 52:
Ar6E2P2c: Asocia aditivamente un par | Ar6E2P2c y Ar7E2P2c muestran que
E2 ordenado y su inverso con el par (0,0). la  accién escribir una ecuacién
homogénea con pares ordenados y la
Ar7E2P2c: Utiliza el escalar 1 como neutro | accién escribir dos pares ordenados,
multiplicativo para un par ordenado. evidencia una concepcién proceso de
estructura de pares ordenados.
9 ("i,ﬁh 5¢. 1 [4,°3)e 54
4(A—H,5)r qu-j/ - (O,b)
Figura 52: Respuesta E2 a la pegunta 2c).
Segun la Figura 53: Ar6E3P2c y Ar7E3P2c muestran que
Ar6E3P2c: Asocia aditivamente un par | escribir una ecuacion con el par (0,0)
ordenado y su inverso con el par (0,0). y la accién escribir dos pares
E3 ordenados, uno el inverso aditivo del
Ar7E3P2c: Utiliza el escalar 1 como neutro | otro, evidencia una concepcion
multiplicativo para un par ordenado. proceso (S, +, -g) donde (S, +) es un
grupo.
(a 4 3
(90) 24 €43) 74 (4,-2)
Figura 53: Respuesta E3 a la pegunta 2c).
Segun la Figura 54:
Ar3E4P2c: Asocia aditivamente un par | Ar3E4P2c y Ar4dE4P2c muestran que
ordenado y su inverso con el par (0,0). escribir una ecuacion con el par (0,0)
E4 y escribir dos pares ordenados, uno el

ArdE4P2c: Utiliza el escalar 1 como neutro
multiplicativo para un par ordenado.

inverso aditivo del otro, evidencia una
concepcion proceso, (S, +, *r) donde
(S, +) es un grupo.

‘S',L . {'('ql?)) sra k=4

(4,3) &,

O0=34(4,3) 3 (-4,7)
Figura 54: Respuesta E4 a la pegunta 2c).

Segun la Figura 55:

Ar7E5P2c: Escribe una combinacion lineal
de dos pares ordenados, utilizando dos
pardmetros, en términos del par ordenado
(0,0).

Ar8E5P2c: Utiliza un sistema de ecuaciones
para determinar los escalares asociados a la
combinacion lineal.

E5

Ar7E5P2c y Ar8E5P2c muestran que
escribir una ecuacion con el par (0,0),
se interioriza en proceso, (S, +, ‘r).

o) (000) = x(-3,0) +p(-1:3)

co 0(=4(7ﬂ:”2

Figura 55: Respuesta E5 a la pegunta 2c).
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Comentarios a lo planteado por los E1, E2, E3, E4 y E5 a la Pregunta 2, apartado
2¢c)

Se observa, en general, que E1, E2, E3, E4 utilizan un par ordenado y su inverso
aditivo para escribir una ecuacion en términos del par (0,0). En particular E5, obtiene
dos pares ordenados del conjunto solucion ponderando una solucién por un escalar y
determinando los escalares a través de un sistema de ecuaciones, lo que evidencia una

concepcion proceso de cartesiano R?.

En relacion a la pregunta 2, apartado 2d, se esperaba que los estudiantes del caso 1
obtuvieran un par ordenado de S; y otro de S, y luego escribieran una combinacién
lineal en términos del par ordenado (0,0). Esto no ocurrid, al parecer se entendio que se
debia replicar el aparatado 2c tanto para S; como para Sy, lo cual se grafica en la Figura
56, con la respuesta E1, el cual establece que una pareja de soluciones inversas aditivas
son linealmente dependientes, evidencia de una concepcidon accion de vectores

linealmente dependientes.

dl - o (”5‘ 1 ’('5,—1\%%1 )JABDJ (O/DL 1(“17,4) + K(“),A)

son (D, (405, b (0,0) Al (1)
dv dods din dandn A ELN & sy s
\eer hL’\ oA LD ,Q,\M,o.&vw\\' Lp—b@\.&e\\(‘ 6\/\/&)\ S MD‘\JQ\(,;MJKQQ .

Figura 56: Respuesta de E1 al apartado 2d).

Por otro lado E4, Figura 57, hace otra lectura del apartado 2d, evidenciando una
concepcién proceso de cartesiano R? cuando combina elementos del CSELH en

términos de combinaciones lineales.
2y Fass @ ;3 € Sy
-

‘>7> \ {:'35:> G”B/G\)t\s_’

S,— (.1;&\ = -4(6, 2y + (9,-3\

Si= (-12)s 4(s 1) +1C3e)

S @V\j duv} _X««L LaJo rar b'f(JQr\::‘)): )@V#\fcj ‘J?—[ :‘T\jswdb-'_ (J05
wle elan v combimacidu [rmesl de drva B,
io(u(?'nblv\ -SQ&\) ‘()~J4<)b por V<Vayv 3:/(-8 UM R '-')C di’g Q)Q""’wf}c'(
""L‘;\‘ﬁ:“if?, un ah.Yc&v\(-S;,Nﬂa§ WSLS;@MYQ s Jevdv\) ‘S'J Q’WSMQ)
Figura 57: Respuesta E3 al apartado 2d.
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Finalmente se rescata parte de la respuesta E2, pues relaciona el segmento dirigido, que
forma con el origen del sistema de coordenadas y el punto Py, con el CSELH desde la
gréfica de una funcion lineal como modelo, Figura 58.

(on o J&LuJu o axthy=o .
P e 510/(>{,\1)e}22/qx+47.—b}’_ E’Z,L} :

Cuaf);lc e am//’n/;w Q ﬁ _/1,:30 o Ao mis ma Km[u , iy
Ao gk 0wy @ B ey w@aom, e me Aaﬂgo
Lol ada A L Blof Auntn & Qg

" Mo
Figura 58: Respuesta E2 al apartado 2d).

Es importante destacar que si bien E2 en la pregunta 1d) no logra definir operaciones

para el CSELH, evidenciando una concepcién accion de CSELH, con el argumento de

la pregunta 2e), da cuenta que escribir una ELH con elementos del CSELH procura

coordinar las construcciones proceso segmento dirigido y ponderacion por escalar en la

construccion proceso dilatacion de un segmento dirigido.

Tabla N°33: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 2, apartado 2¢), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 2: apartado 2e)

Estudiante Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos
estudiantes, mentales que se manifiestan desde las
acciones.

Segun Figura 59:
Ar8E1P2e: Escribe la ELH utilizando | El Ar8E1P2e y Ar9E1P2e muestra que

propiedades de R como grupo. escribir una ELH a partir de un

elemento del CSELH evidencia una

El Ar9E1P2e: Establece una relacion entre | concepcidon proceso de CSELH. Por
las ecuaciones que escribe. otro lado Ar8E1P2e evidencia una

concepcion objeto de una operacién
Arl0E1P2e: Compara la estructura | binaria cuando relaciona la estructura
aditiva de las ecuaciones con la | del CSELH desde la relacién que
estructura asociada al CSELH. establece con las ecuaciones asociadas
a éstos.

%x by L0 o« ELH(S) - X43y <0 )

X 1LY 20 ELH ) 1y -0 ®
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Figura 59: Respuesta E1 al apartado 2e).

Segun Figura 60:
Ar8E2P2e: Define
términos de pardmetros.

una ELH en | Ar8E2P2e y Ar9E2P2e muestran que
escribir una ecuacion lineal homogénea
a partir de una soluciéon de la ELH
evidencia una concepcion proceso de R
COMO grupo y una concepcion objeto de

SELH.

E2
Ar9eE2P2e: Aplica la definicion del
CSELH y determina los coeficientes de
la ELH.

e) T;"’fj" ?u? €nio Hhan ’a,5 ELH
ax T.’?‘[‘D S ?"‘l Q, 3) ¢ 6_’ i ,eem//azg on ln ec.

Ya+3p=0 =p - =3 )
a b ha ’ @u&d&m a xemﬂfl?ﬁ

ﬁ)a Qo\ mema Maria /Q 7 .

3 = ¢ =
(e Loy dras 8y +éf 0 ’u’” b=11
P L cioned - 4

/ix.}.\i.;—os CLH & 5,1_

«}-\a] \Jo )ULLQ Y)M L’CLtL(J:O“P.A (.a{\L,__4

pac be}R/”fOr» Vunwsaowwml
Mucdied e maciones €fuula len ;w
Figura 60: Respuesta E2 al apartado 2e).

Cla kS, = Ax +y =

ELA L S =

Segln Figura 61:

E3 Ar8E3P2e:  Escribe  una  ELH | Ar8E3P2e muestra que escribir una
considerando los inversos | ecuacion lineal homogénea desde una
multiplicativos de las componentes de | solucién de la ELH evidencia una
un par ordenado especifico del CSELH. | concepcion proceso de R como grupo y

una concepcion objeto de SELH.
ST TRV G,
: —X +5% = 2. Lxiva S, i
ke R - hBx+3-0 > )(.+£*3,o
Figura 61: Respuesta E3 al apartado 2e).
Segun Figura 62:
E4 Ar5E4P2e: Escribe un CSELH en | Ar5E4P2e y ArSE4P2e muestra que

términos de un parametro y vector
especifico.

Ar6E4P2e: Escribe la ELH a partir de
las ecuaciones paramétricas asociadas a
ésta.

escribir el CSELH en términos de la
ponderacién de una solucién y un
parametro  evidencia que  una
concepcion objeto de CSELH y a la vez
da cuenta de una concepcién proceso
del cartesiano R?,
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Figura 62: Respuesta E4 al apartado 2e).

E5 Segun Figura 63: Ar9E5P2e muestra que determinar la
Ar9E5P2e: Escribe la pendiente de una | pendiente de una recta desde la SELH
recta considerando el par ordenado (0,0) | da cuenta de una concepcién objeto de
y | solucién dada. SELH y una concepcion accion de
vector geométrico.

}& ’%3 KX""{:\ £%
: i ) ' S fymdz AM‘M‘(M‘“‘

~DN = = 3x3+Y¥=0 :
Sz (-3.4) $1,52,5%  puma o o
~Ax=yY =2 fg—x +] =0 2 incoamiter Ll e
e
3 (--{,‘L)a - oo U Z, cndon A\ oo );:0
~lx=Y D Xty =2 Gt mo feme T p

/‘u_;&y\rma'ﬁ\ .
NO & me owwvu olea  com
Figura 63: Respuesta E5 al apartado 2e).

Comentarios a lo planteado por E1, E2, E3, E4y E5 a la Pregunta 2, apartado 2e)

Destaca la respuesta de E1 que vincula la estructura el algebra de soluciones con la
relacion aditiva entre las ELH’s que se determina a partir de una solucién asociada a
cada una de ellas, lo que evidencia una concepcién proceso de cartesiano R?. Ademas
E4, al definir el CSELH desde la ponderacion de una solucion y un pardmetro da cuenta

de una concepcién proceso de cartesiano R? y una concepcion de objeto de CSELH.
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En las Tablas N°34, N°35 y N°36 se presenta un analisis a las respuestas E1 a E5 a la
pregunta 3 del cuestionario 1.

Tabla N°34: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 3, apartado 3a), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 3: apartado 3a)
Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. gue se asocian a las acciones indicadas.

Segun la Figura 64:
ArlE1P3a: Reescribe el CSELH | ArlE1P3a y Ar2E1P3a y muestra que
utilizando un parametro para los términos | analizar las restricciones a los coeficientes
de la ELH; escribiendo ecuaciones | de la ELH evidencian una concepcién
El paramétricas asociadas a la ELH vy | proceso de CSELH.

estableciendo  restricciones a  los
parametros de los coeficientes de la ELH.
Ar2E1P3a: Enuncia otra posibilidad para
el CSELH en funcion de la restriccion
establecida.

S, hage ] axdme ab R
g l)(ll\}\el(kl/ X% A\J;",@_ v b elloa a}){,of

s Gh=0 = S-
Figura 64: Respuesta E1 a la pegunta 3a).

Segun la Figura 65:
E2 ArlE2P3a: define subconjuntos del | ArlE2P3a evidencia una concepcion
CSELH proceso del CSELH.

q 6%)(’ "R/M#LTDr l JmogfmmﬂyuU/uiiLlﬁ
?‘Aﬁ uum lv\ /lu Q\AA_L{(/LOI’I /(),( md Zwm(,vemu , ua /x /eﬂ et -
(m\(uﬂjr" je /k’&u,w\% gm ’ﬂfn’hjf/) chw Les ges me) ,f“

bolo L ,w@wl( /% fmmu“ w//”' ’
é:ﬁi-“l ¢ R? /X;_ A ‘1:'-’_[:_ ,“116/)\{ y
Tt

6d IR/ s la aqen e N [t )

;Donj} 5,9 » 5255

Figura 65: Respuesta E2 a la pegunta 2a).

Segun Figura 66:
ArlE3P3a: Reescribe el conjunto | ArlE3P3a, evidencia asociar un par de
E3 solucion utilizando un pardmetro y | nimero reales a los términos de una ELH
escribiendo ecuaciones paramétricas. se interioriza en el proceso separar
ecuaciones; donde asociar un parametro a
los términos de la ELH, actia como
mecanismo de interiorizacion.
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Figura 66: Respuesta E3 a la pegunta 3a)

0,‘.

Segln Figura 67:

ArlE4P3a: Reescribe la ELH. ArlE4P3a y Ar2E4P3a muestra que
E4 reescribir la ELH estableciendo una
Ar2E4P3a: Reescribe el CSELH | dependencia entre incdgnitas, evidencia
utilizando AR1E4P3a. que la construccion proceso CSELH se

revierte en la construccion proceso
AR3E4P3a:  Escribe el  conjunto | grafico de una funcién lineal. AR3E4P3a
generador del CSELH. evidencia una concepcién proceso de
espacio  vectorial, al considerar el
conjunto generador y una base para el
CSELH.

a) axtby=o
s -3k
b
o g mi s o
(O eRY[ - -2x Y
L
) ‘,’awlg;e'v\ ’
2L (xf _%'K) /Ktﬂ'{} = <”:_%)> ={(k,-2))

Figura 67: Respuesta E4 a la pegunta 3a)

Segun Figura 68:
E5 ArlE5P3a: Reescribe la ELH. ArlE5P2a y Ar2E5P2a muestran que
reescribir la ELH estableciendo una
Ar2E5P3a:  Reescribe el CSELH | incognita en funcién de la otra, evidencia
utilizando AR1E5P3a. que la construccion proceso CSELH se
revierte en la construccion proceso
grafico de una funcién lineal, cuando
establece la relacion de variables
vinculadas a la ELH.

qieby <0 = ax=-by & X"'—ZZ

'/ =by 2 . s Cone e do vow ki
S ( 2,8 ary-0f s o TG
&(“* (‘\ p"ULn PR 2N M o

Figura 68: Respuesta E5 a la pegunta 3a).
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Comentarios a lo planteado por E1, E2, E3, E4y E5 en la Pregunta 3, apartado 3a)

E1, E2 y E3 reescriben el conjunto solucion de una ELH utilizando un pardmetro desde
la accion asociar una pareja de inversos aditivos a los términos de una ELH. Los
argumentos que se manifiestan evidencia que dicha accion se interioriza en el proceso
separar una ecuacion, donde el uso de un pardmetro es un mecanismo de
interiorizacion. E1 logra establecer una restriccion a los parametros que definen los
coeficientes de la ELH y caracterizar la solucién asociada a dicha restriccion. Por otro
lado E4 y E5 reescriben el conjunto solucion expresando una de las incdgnitas en
funciéon de la otra, donde E4 transita al conjunto generador pero no explicita las
posibilidades que tendria el CSELH, lo que deja de manifiesto una concepcién proceso

de plano cartesiano.

Tabla N°35: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 3, apartado 3b), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 3: apartado 3b)
Estudiante | Argumentos que  manifiestan  los | Construcciones vy mecanismos
estudiantes. mentales que se manifiestan desde
las acciones.

Segun Figura 69:
El Ar3E1P3b: Reconoce que todo vector de | Ar3E1IP3b muestra una concepcion
R? se puede escribir segun la base candnica. | accion de espacio vectorial R?.

; <{"" 7
. « Fi n \\A( bon L;.DA—?‘ CL ﬁl ?
C& L,M\a;vw\(/i&;‘ (iansd e \\a:qsu A i AR

Figura N°69: Respuesta E1 a la pegunta 3b)
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\s e WL Juds b boans omomto

Segun Figura 70:
E2 Ar2e2P3b: Verifica con las operaciones | El Ar3E2P3b muestra una concepcion
usuales de R? las igualdades planteadas. accion espacio vectorial.

’7) (ab) = lae) + lob)

\/—V\/

JD Wk o " tl,D Vﬂ,k mJW\CLJA) [QIL).

Ynowa le. Aueom};ofw
Pﬁ\ﬂr"“‘ en ’RI x o Iuma Uw’l.le/y]qu G (WJM’IL(JU, &4‘(’0"64./)
[‘\10)" (o,b) = (avo roth)
= (GL ) L)

Figura 70: Respuesta E2 a la pegunta 3b)
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Segun Figura 71:
E3 Ar2E3P3b: Reconoce que todo vector de | Ar3E3P3b muestra una concepcion
R? se puede escribir segin la base canénica. | proceso de R? espacio vectorial.

b~ C;ow zﬂ VQCLOA (6(,’03 w Ww,wummw OUKQW LOUNG W A

Figura 71: Respuesta E3 a la pegunta 3b)

Segun Figura 72:
E4 Ar4e4P3b: Reconoce que todo vector de | Ar4dE3P3b muestra una concepcion
R? se puede escribir segin la base canénica. | objeto de plano cartesiano.

és%#a 2euadSn JzSc;—:\oz al ob“:)“’d‘b (‘3/,5) Lo
U,W\L,Iv\scim\ [mesl AQ, A,®) Yy (0,'1.),
Covro 2 y s Sownm P‘av:{w‘hus 3"J11"2“J"‘w3€§}
szj coy\'\vw&o a('ifo\ ‘f'lo(oj’.‘,u\ 25 ;Sw’gt 3
<(4/°)) (o, 4—)_> y %S bv,dv) a) Eang w70 Jescribe

2 ok o) phne R
Figura 72: Respuesta E4 a la pegunta 3b)

Segun Figura 73: Ar3E5P3b muestra una concepcion
E5 Ar3E5P3b: Reconoce que todo vector de | accién de R? espacio vectorial.
R? se puede escribir segun la base canénica.

D ) Ddsowbe pwa g o g
”57 Ekcw'laf ?A ol Prcamenttc A vecto (o) A%
pds  ohttmn i (A fumn A (@00) + (09
4) Nescun de ,)vv M rects (ab) Q'M/M X ,ry/u.é& /’V"“L'l

s Combina b loaad o fn bae cotehnon ok RS
Figura 73: Respuesta E5 a la pegunta 3b)

Comentarios a lo planteado por E1, E2, E3, E4y E5 a la pregunta 3, apartado 3b)

En general, considerando los argumentos que despliegan los estudiantes E1, E2, E3, E4
y E5 se evidencia una concepcion proceso combinacion lineal al reconocer que un par
cualesquiera de R? se puede escribir como combinacién lineal de los vectores (1,0) y
0,2).
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Tabla N°36: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 3, apartado 3c), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 3: apartado 3c

Estudiante | Argumentos que se manifiestan los | Construcciones 'y  mecanismos
estudiantes. mentales que se manifiestan desde
las acciones.
El Segun la Figura 74:
No recuerda que es un isomorfismo.

() \i il > flehol

it < - j\(z\\ = (Z\KQ)

. ' . Lol 7 e W
. s wa WA :
A WO VL,w\AL"’ Qe e bWw&vSM s 2 -

Figura 74: Respuesta E1 a la pegunta 3c).

Segun Figura 75:
Ar3E2P3c: Compara la dimension de dos
espacios vectoriales R y Rx{0} para decir que

Ar3E2P3c muestra que la accién

E2 comparar la dimension de un sub-

son isomorfos.

ArdE2P3c: Reconoce una funcién biyectiva es
necesaria para establecer un isomorfismo entre
dos espacios vectoriales.

espacio vectorial propio de R? con R,
evidencia una concepcion proceso de
espacio vectorial R% Por otro lado el
Ar4E2P3c evidencia una concepcion
objeto del concepto de funcion.

/Pm e l@. }wyu vp  i50mos {;5mo ,256 ufﬂ‘*e’ ‘ J le

s ok 4
st/\blrio (N_U/ ?Mp
bogue s, :
Cr\loAu,, ui‘SL vl }W\doﬁ L;]‘q‘—iua~

iSomos,fisn‘\»U'

/U‘(aa iu ia (,en L/MA
Nno -)e man
',:’? Nen

awm [,9:’/)

BL ,,,g,,, cLon
?&7\ 10 -—\u “‘lb 4\ M

2 UN

;(),,[J) Jimension p ol

w; me J; (MM?J{\

o
/)MD 2 /; (:/)JBI\LM R = Ry,

Figura 75: Respuesta E2 a la pegunta 3c)

E3

Segun la Figura 76:

Ar3E3P3c: Reconoce que dos conjuntos son
isomorfos si existe una funcidn biyectiva
relaciona los elementos de ambos conjuntos.

Ar3E3P3c muestra una concepcion
objeto biyeccidn.

i&ﬂ/\/\?ﬁ gue 0 meWlos Ao 150 gl
AO{E) a‘-‘ff’-— Q\U\ﬂ \\M,.:\f_ PSR M\Mwi}u\&_ i ‘-B _&M_\R_K\O‘f \os O?Q/\GL@W“
‘ K'LW%&. o - Qur 0 s WJFM,FQ.ALO‘{,W-W,@_
Figura 76: Respuesta E3 a la pegunta 3c)
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Segun la Figura 78:
E4 Ar4E4P3c Establece que la funcién no es un | ArdE4P3c evidencia una concepcion
isomorfismo al reconocer una funcion | proceso de funcion.

constante en la funcién que se le presenta.

CBS—WWW
/\lD 25 1sbWar —(isw-o/ \\DV‘QS%D ‘5("\:1 r [
neigw  eavsilane Y
5.“‘ IR NRK R."] S und 'G:‘L /&
%LC\QV&W»\'JG vo o &5 ““Y"-OLN\r Lu«'bju/ o

oS 1% © ‘F"S"Wo

Figura 78: Respuesta del E4 a la pegunta 3c)

Segun la Figura 79:
E5 No recuerda la definicion de isomorfismo.

() 72,‘,\59 dudr  crn o Cé,%qwanfu A Ay 7L, jmeo

Figura 79: Respuesta E5 a la pegunta 3c)

Comentarios a lo planteado por E1, E2, E3, E4y E5 a la Pregunta 3, apartado 3c)

Se observa en las respuestas de la Tabla 36, que solo E2 y E3 reconocen que R y Rx{0}
son isomorfos. E2 se basa en el hecho de que ambos espacios tienen la misma
dimension, lo que evidencia una concepcién objeto de espacio vectorial. E3 hace notar
que para que ambos conjuntos sean isomorfos debe haber una biyeccion entre sus
elementos y ambos conjuntos deben tener la misma estructura, lo que corrobora al
comparar la forma de los elementos de ambos conjuntos, lo que pone de manifiesto una

concepcion objeto de funcion.

En la Tabla N°37, N°38, N°39 y N°40 se presenta un analisis a las respuestas E1 a E5 a

la pregunta 4, del cuestionario 1.

Tabla N°37: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 4, apartado 4a), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 4: apartado 4a)

Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. que se asocian a las acciones indicadas.

Segun la Figura 80:
El ArlE1P4a: Lista pares ordenados | EArlE1P4a evidencia una concepcion
utilizando la grafica de la funcion lineal y | objeto de CSELH.

la multiplicacion por escalar.

114



) D, 01 (4 ¢

AR

Figura 80: Respuesta E1 a la pegunta 4a)

Segun la Figura 80:

E2 ArlE2P4a: Lista pares ordenados | ArlE2P4a  evidencia una concepcion
utilizando la gréfica de la funcion lineal y | objeto de CSELH.
la multiplicacién por escalar.
f-\) & Uwaé l& u.nj-e J-usu Li r«u“‘?ﬁlu &
,PO-’U-& O.,.Scaa.l,o‘& q ,Qu 9-&.:;{;@!
loo), [ 4,-3),(~1,3 | -3 (1__ { 2
/ ! ;’( I);[-z}z)/ 3;1){(6—”‘*)—{})
Figura 80: Respuesta E2 a la pegunta 4a)
Segun Figura 81:
ArlE3P4a: Lista pares ordenados | ArlE3P4a, evidencia una concepcion
E3 utilizando la grafica de la funcion lineal y | objeto del CSELH. Ar2E3P4a evidencia
la ponderacién por escalar. una concepcidn objeto de funcién.
Ar2E3P4a: Reconoce desde los pares
simétricos una funcion impar.
d- 1-(o,0) 4~ (
b b ~(z,-6)
23 (4,-3) < (; ) OWL‘»oe,l hacho ol
. B AT w L o)
7’7["15) ! QW 4 lupmiom uwn A
Figura 81: Respuesta E3 a la pegunta 4a)
Segun Figura 82:
E4 ArlE4P4a: Lista pares ordenados | ArlE4P4a evidencia una concepcién

utilizando la grafica de la funcion lineal y
la multiplicacién por escalar.

objeto de CSELH.

‘t (Q,‘ig)
. (’lx"?-'} 4-;1'-./_‘_‘
(=,8) 4= A

123

=2 —

L (-4, 1)

Figura 82: Respuesta E4 a la pegunta 4a)

ES5

Segun Figura 83:

ArlE5P4a: Lista pares ordenados
utilizando la gréfica de la funcion lineal y
la multiplicacion por escalar.

ArlE5P4a evidencia una concepcion
objeto de CSELH.
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Flgura 83: Respuesta E5 a la pegunta 4a)

Comentarios a lo planteado por E1, E2, E3, E4y E5 en la Pregunta 4, apartado 4a)

El, E2, E3, E4 y E5, dados los argumentos que manifiestan, dejan en evidencia una
concepcion objeto del CSELH al relacionar el grafico de la funcion lineal con el
CSELH.

Tabla 38: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 4, apartado 4b), y su relacién
con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 4: apartado 4b)

Estudiante | Argumentos que  manifiestan los | Construcciones y mecanismos
estudiantes. mentales que se manifiestan desde las
acciones.

Segun Figura 84:
El Ar2E1P4b: Asocia la gréafica con la funcion | Ar2E1P4b muestra una concepcion
dada, en términos de un vector, que se dilata | proceso de plano cartesiano.

o0 contrae, generando la linea recta.

W bogr b wpends wlo & {
{ 9 A quw\
(’\(”ﬂ bt & V0 W& o e
y\:%w 0w e ““v“‘ W
B B
\stc\‘U\
Figura 84: Respuesta E1 a la pegunta 4b)

Segun Figura 85:
E2 Ar2E2P4b: Relaciona a f con el conjunto | Ar2E2P4b muestra una concepcion
solucion de la ELH. proceso del plano cartesiano.

b b Riflont = F

o(473) = [%,‘3{)\\» Me Ju LD tnj uﬂ'!c
%«}niu ICL9 Suluaon% & l t LH ‘-’0‘0
v R. WA T b

wﬂgduwt A% },,b/ema 2.

Figura 85: Respuesta E2 a la pegunta 4b)
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E3

Segun Figura 86:

Ar3E3P4b: Reconoce que la funcion dada | Ar3E3P4b muestra una concepcion

es la parametrizacién de la grafica dada. proceso de plano cartesiano.

ArdeE3P4b: Reconoce en la expresion | comparar rectas vectoriales,
analitica de f la ecuacion vectorial de la | coordinar dos construcciones

Por otro

lado, Ar4eE3P4b  evidencia que

procura
proceso;

recta que contiene al origen del sistema de | plano cartesiano y plano vectorial, en un
coordenadas. nueva  construccion  proceso, el

Cartesiano R

b do ndotGom § AU -2 -2

- U,-2) AL (# -31) Lo wa. Q»OJLM(L&:\,:

daoobt Lo e vednial da \a packa au e come vedon

d (4-3) 4 A wden diseden (o gy

Figura 86: Respuesta E3 a la pegunta 4b)

AoRe ”\4{

Segun Figura 87:

E4 Ar2E4P4b: Relaciona la gréfica con la | Ar2E4P4b y Ar3E4P4b  muestra una
funcion f. concepcion objeto de plano vectorial.
Ar3E4P4b: Compara la imagen de la
funcion f con los elementos del CSELH.

Lﬁ) f (-OYY‘BPU\’\JQ, 3 )e
-(:LMQ‘:{\» (}ra'{;c{)? 2n {B. ‘{7«3\*"8 2
@
4 +(-1,3Y) = (x,v) J4eRY = Q(X,V) el?{/ Zx+ 7:0%
Figura 87: Respuesta E4 a la pegunta 4b)
Segun Figura 88:
E5 Ar2E5P4b: Reconoce en la expresion | Ar2E5P4b muestra una concepcion

analitica de f la ecuacion vectorial de la | proceso de plano cartesiano.
recta que contiene al origen del sistema de
coordenadas.

6] (o Jrencits poassiieddn g
b eclr i fon %‘22/ MoLgmolo
de o, Ny S smees
M =~ » _%*:7.
Figura 88: Respuesta E5 a la pegunta 4b)
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Comentarios a lo planteado por Ela E5 a la pregunta 4, apartado 4b)

En general, considerando los argumentos que despliegan E1, E2, E3, E4 y E5 se
evidencia una concepcion proceso del plano cartesiano. Por otro lado el hecho que
relacionen la ponderacion por un par ordenado con la dilatacién o contraccién de un
vector, como lo manifiestan E1 y E3, muestra una concepcion objeto del plano

cartesiano.

Tabla N°39: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 4, apartado 4c), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 4: apartado 4c)
Estudiante | Argumentos que se manifiestan los | Construcciones y mecanismos
estudiantes. mentales que se manifiestan desde
las acciones.

Segun la Figura 89:
El Ar3E1P4c: Escribe el recorrido de f en | Ar3ELP4c evidencia una
notacion conjuntista y lo relaciona con el | concepcion objeto funcion lineal.

grafico de la funcién lineal.

. - 1
) At i hleAD Yy R} K
wo YW oseas M\Q«(\{\w\’(/\(b IS C Ve AN Oy e fn A w\w Qr s and
Figura 89: Respuesta E1 a la pegunta 4c)

Segun Figura 90: Ar3E2P4c evidencia una
E2 Ar3E2P4c: Reconoce en el recorrido de la | concepcién objeto funciédn lineal.
funcidn a la funcion lineal.

C-) Ql 5T (OSTX ‘\_0 ( (;,rycsfcnlz Q /Qe’) ucer’tM Jg,) 9_3,( a - {)/)J-l»c\)\ﬂ(l?/
= SR { a ¢ e A
%)%e R/ Ava )[OJ%/KM )Mujmo/}.{) ?“‘"J)\ Wq/

cmik wmoverme Sobw Jo rch'u ) B salis e

)M“e”io’m }”“’5“«\ /M‘)‘Y ‘Ilbioﬂ ./QM utjm%il ,jﬂi Lo Jored,
Figura 90: Respuesta E2 a la pegunta 4c)

Segun la Figura 91:

E3 Ar5E3P4c: Alude a una propiedad simétrica de | ArSE3P4c muestra una concepcion
la grafica y la relaciona con la cardinalidad del proceso del concepto funcion lineal.
CSELH.

c ‘QJ‘J\Q/.\-Q, Wm \I\DN\NDW AroGORL ol sl g %'X‘\-\‘X:,O %M
whiidos soluGores, domilt M 4 gy pdwiém o W oo Somate

b 15 pon e gowsdod da\g rede

Figura 91: Respuesta E3 a la pegunta 4c)
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Segun la Figura 92:

Ar5E4P4c: Diferencia la funcion f de la Ar5E4P4c evidencia una
E4 funcidn asociada a la gréfica. concepcién  objeto de plano
cartesiano y una concepcién objeto

de funcion.

E[ Yec,m’vr:io JQ “_F SOWN ‘F‘D(}U'é (o3 Fav o<
oYle_V\AAOS dasepitos. Notar gn2  § e o5 s,
Laneifn do frnrdn Je RC 2w R/ e S ‘;otcvxj Wocian a)
sedor TER wn podoen o plan(gvspm Jo (3 funcad
Figura 92: Respuesta E4 a la pegunta 4c)

<

Segun la Figura 93:
Ar3E5P4c: Compara el recorrido de la funcién | EI  Ar3E5P4c  evidencia  una
E5 f con el gréfico de la funcion lineal. concepcion objeto del concepto de
funcién y una concepcién objeto de
plano cartesiano.

¢) W(L:{(’X/Y)‘ém‘l/ '%X-'Y}

Figura 93: Respuesta E5 a la pegunta 4c¢)

Comentarios a lo planteado por E1 a E5 a la Pregunta 4, apartado 4c)

Se observa, en las respuestas de la Tabla N°39, que E1, E4 y E5 evidencian una
concepcion proceso de funcion; ademas E1 y E5 explicitan la relacion entre el recorrido

de f y la funcion lineal dando cuenta de una concepcion objeto de plano cartesiano.

Tabla N°40: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 4, apartado 4d), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 4: apartado 4d)
Estudiante | Argumentos que se manifiestan los | Construcciones 'y  mecanismos

estudiantes. mentales que se manifiestan desde
las acciones.
Segun la Figura 94:
Ar4E1P4d: Dibuja las gréficas asociadas a | Ar4E1P4d evidencia una
El cada una de las ELH. concepcion  proceso de  plano
cartesiano.

) Bxagy:0 - ¥--2X
¥y =0 => Y
Ixiy-0 Dy:ix.

Figura 94: Respuesta E1 a la pegunta 4d)
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Segun Figura 95:

E2 ArdE2P4d: Dibuja las gréficas asociadas a | ArdE2P4d evidencia  una
cada una de las ELH. concepcion  proceso de  plano
cartesiano.
Y_.
<3 1 27 X
RS | Ll
3 L
Y _
Figura 95: Respuesta E2 a la pegunta 4d)
Segun la Figura 96:
E3 Ar6E3P4d: Manifiesta que las ecuaciones | Ar6E3P4d evidencia una concepcion

tienen el mismo espacio solucion. No queda
claro lo que se quiere plantear.

proceso de una funcion lineal.

s fne SUJE&J-@ cao\uu-ojm

Figura 96: Respuesta E3 a la pegunta 4d)

Segun la Figura 97:
Ar5E4P4d: Compara el algebra de las ELH
con el algebra de los pares ordenados.

Ar5E4P4d muestra que comparar la
estructura asociada a los pares

E4 ordenados del CSELH con el algebra
asociada a las ELH, evidencia una
coordinaciones  proceso, plano
cartesiano y cartesiano R? en un
nuevo proceso, el R? espacio
vectorial.

J) AL g e en la preguts 2
e \Ql«h\z.\/\ serilsiv (a5 coordenshas dl’* todo e
2 c»'-mlam-é <igN ‘lQ. t‘aﬁ C/ob‘"s""‘”‘!'f’s JQ d"' o Joﬁ
' “"vj—ns \)P “wes -(u )a‘.r V‘S+ © <5 .b-m o Q) ®‘P6/0
e (9\’\"\%) W(Z'
Figura 97: Respuesta E4 a la pegunta 4d)
E5 Segun la Figura 98: Ar4E5P4d evidencia una concepcién

Ar4E5P4d: Compara el algebra de las ELH
con el algebra de los pares ordenados.

proceso del concepto de funcién y
una concepcion proceso de cartesiano
R
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Figura 98: Respuesta E5 a la pegunta 4d)

Comentarios a lo planteado por Ela E5 a la Pregunta 4, apartado 4d)

Se observa en las respuestas de la Tabla N°40, que E1 y E2 evidencian una
concepcion proceso del plano cartesiano; ademas E5 explicitan la relacion entre la
estructura entre el CSELH vy la relacién aditiva de las ELH lo que pone de manifiesto la
coordinacion de la construccidon proceso plano cartesiano y la construccion proceso

cartesiano R? en la nueva construccién proceso, el espacio vectorial R?.

En la Tabla N°41 se presenta un analisis a las respuestas de E1 a E5 a la pregunta 5, del
cuestionario 1.

Tabla N°41: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 5, apartado 5a), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 5: apartado 5a)
Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. gue se asocian a las acciones indicadas.

Segun la Figura 99:
El ArlE1P5a: Escribe ecuaciones con los | ArlE1P5a evidencia una concepcion
vectores asociados a la Figura  del | proceso del plano vectorial.

problema, desde las relaciones que
establece utilizando el método del
triangulo.

%) “gﬂ;x%& > H&i -b |

o ‘,s &i
\7*%7%=’\3 = N =" L,\/ _—
= \ - =3 \io 6>
S - >_ ‘“’)_ );: ’,_0"
b %02%& v\ :‘bw,\,*\%& \{i’& 0 e

Figura 99: Parte de respuesta E1 a la pegunta 55)
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E2 Segun la Figura 100:
ArlE2P5a: Escribe ecuaciones con los | ArlE2P5a  evidencia una concepcion
vectores asociados a la Figura del | proceso del plano vectorial.

problema, desde las relaciones que
establece utilizando el método del
triangulo.

=¥

(X\ A:b:('g) +

4 ﬁ
—p i o

v = K—\O ) +&%) V

: //‘r.

——p—
w =

Figura 100: Respuesta E2 a la pegunta 5a)

E3 Segun Figura 101:
ArlE3P5a: Escribe ecuaciones con los | ArlE3P5a, evidencia una concepcion
vectores asociados a la Figura  del | proceso del plano vectorial.
problema, desde las relaciones que
establece utilizando el método del
triangulo.

- ﬂ=é’§ ir-2 [

N &

Figura 101: Respuesta del estudiante E3 a la pegunta 5a)

E4 Segun Figura 102:
ArlE4P5a: Escribe ecuaciones con los | EI ArlE4P5a evidencia una concepcion
vectores asociados a la Figura  del | proceso del plano vectorial.

problema, desde las relaciones que
establece utilizando el método del

triangulo.
o 3 S o= N
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Figura 102: Respuesta E4 a la pegunta 5a)
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Segun Figura 103:
E5 ArlE5P4a: Escribe ecuaciones con los | ArlE5P4a evidencia una concepcion
vectores asociados a la Figura del | proceso del plano vectorial.

problema, desde las relaciones que
establece utilizando el método del
triangulo.

Figura 103: Respuesta E5 a la pegunta 5a)

Comentarios a lo planteado por Ela E5 en la Pregunta 5, apartado 5a)

Los E1 a E5, dados los argumentos que manifiestan, evidencian una concepcion
proceso del plano vectorial. Ademas utilizan, en general, el método del triangulo para
obtener la suma de dos vectores. Una vez establecida la relacion fundamental entre los
vectores, establecer igualdades entre vectores, se opera algebraicamente con las
igualdades manipulando y combinando expresiones segun las reglas establecidas para

un algebra de igualdades desde los nimeros reales y el algebra de igualdades.

En la pregunta 5b, segin se aprecia en la Figura 104 destaca la respuesta E4 quién
utiliza las ecuaciones del apartado 5a) para establecer la relacion que se pide, ello da

cuenta de una concepcion proceso de ecuaciones vectoriales.
de (&)
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oo -mrl's?/o o (3)

e
+W

ot

‘\AA/: —‘;iJr"i =3 5 720 H?_ -3 _ -33
4 A2 Yy = B —
= =8 4w (#) U 2 (#)
e T - -2 @)= D ’
R@W/ﬂo (‘#) PN b")
. ( 4(z 7)) a Tl
. == 3 -~ Pl 5
W = e e The ﬁ.(“*"/&) “11—:23\’;;?_—-\&
. ) L0 —
& 2 >
SN
Wl B o e A s
5 Y g W

Figura 104: Sobre la manipulacidn de ecuaciones vectoriales por E4 en la pregunta 5b)
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En la tabla N°42 se presenta un analisis a las respuestas E1 a E5 a la pregunta 6, del
cuestionario 1.

Tabla N°42: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 6 y su relacién con las
construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 6
Estudiante | Argumentos que manifiestan los Construcciones y mecanismos
estudiantes. mentales que se asocian a las
acciones indicadas.

Segun la Figura 105:
El Ar1E1PG6: Identifica elemento neutro. ArlE1P6 y Ar2E1P6 evidencia una
concepcion proceso de espacio
Ar2E1P6:  Prueba las propiedades | vectorial R

asociadas a la operacién binara externa.

LJ % s) ki 3 S (oUu fr R ol | adsie
&\f,-\\ W RO \t \M\N e el 4
o by ity R Bhe (Vl%

&a“l')\ (4 'ﬂ U\L M\‘U‘)
Ao M\\ W\m\’v\ b DHSULRN .

Spon P,Q)((:W\\/ (Z,M‘c\!‘ .%{5”104)

et G o 1. A ““‘“&*’“ )
s (P (e - (& i (arva‘*,bf- b)) < (ap,bf)*(a%,m, W,B) *9\(&,)))

3 -Gy =&Y @h)

%\ p(au quL)q)\ ‘p Z(Z(,, ))‘;1\) 5 ((’aaﬂp ,Wbﬂe) ) (a) 04{} ‘;m:\'(
NS ol )

SO opedis vehwel .W”‘»:jw\a o lor Loty dumarhadr

Figura 105: Respuesta E1 a la pegunta 6).

Segun la Figura 106:
E2 Ar1E2P6: Identifica elemento neutro. Ar1E2P6 y Ar2E2P6 evidencia una
concepcion proceso de espacio
Ar2E2P6:  Prueba las  propiedades | vectorial R

asociadas a la operacién binara externa.
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Figura N°106: Respuesta E2 a la pegunta 6.

Segun la Figura 107:
E3 Ar1E3P6: Identifica elemento neutro. Ar1E3P6 y Ar2E3P6 evidencia una
concepcion proceso de espacio
Ar2E3P6:  Prueba las  propiedades | vectorial R

asociadas a la operacién binara externa.
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Figura 107: Respuesta E3 a la pegunta 6.

Segun la Figura 108:

Ar1E4P6: Escribe ecuaciones con los
E4 vectores asociados a la Figura  del
problema, desde las relaciones que
establece utilizando el método del

triangulo.

proceso de espacio vectorial R

ArlE4P6 evidencia una concepcion

p.d, (V1+) s grupe aleiane.
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Figura 108: Respuesta E4 a la pegunta 6.
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Segun Figura la 109:
E5 ArlE5P4a: Escribe ecuaciones con los | ArlE5P4a evidencia una
vectores asociados a la Figura  del | concepcién proceso del plano
problema, desde las relaciones que | vectorial.

establece utilizando el método del
triangulo.
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Figura 109: Respuesta E5 a la pegunta 6.
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Comentarios a lo planteado por E1 a E5 en la Pregunta 6

Dados los argumentos que manifiestan E1, E2, E3, E4 y E5, dejan en evidencia una
concepcién proceso espacio vectorial R Verifican propiedades, identifican el

elemento neutro

129



4.3.2.-Analisis a las respuestas de los estudiantes caso 2 al cuestionario 1

En la Tabla N°43, N°44, N°45 y N°46 se presenta un analisis de las respuestas E8 y E9
a la pregunta 1, del cuestionario 1, que fue disefiado para indagar en las construcciones
y mecanismos mentales que se pueden establecer desde los argumentos que manifiestan

los estudiantes del caso?2.

Tabla 43: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1a), y su relacién
con las construcciones y mecanismos mentales de conceptos.
Pregunta 1: apartado 1a)

Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos

estudiantes mentales que se asocian al argumento
observado.

Segun la Figura 110: ArlE8Pla, Ar2E8Pla y Ar3E8Pla

ArlE8Pla: Asigna parejas de ndmeros | muestran una concepcion proceso de R

reales, uno el inverso aditivo del otro, a los | como grupo y el Ar4E8Pla muestra

términos de la ELH. una concepcion accion del conjunto
solucion de la ELH.

Ar2E8P1la: Escribe ecuaciones de primer

grado que se desprenden de aplicar el

procedimiento dado a la ELH.

ES8

Ar3E8P1la: Escribe las soluciones de las
ecuaciones que desprende de la ELH.

Ar4E8Pla: Escribe un conjunto con las
parejas de pares ordenados asociados a las
soluciones de las ecuaciones; estableciendo
una relacién con el CSELH de la ELH,
aunque equivoca la relacion entre ambos

términos de la ELH; seglin procedimiento
dado en la Tabla X.

Ar2E9P1a: Escribe ecuaciones de primer
grado que se desprenden de aplicar el
procedimiento dado a la ELH.

conjuntos.
¢) ?rin €ro (.ON').J@V‘.LH'Js «e/ /ﬂ)r { ¥ = {
_ 5 = 4
3x = '1 A by av o35, e " A 4 /
LIRs /4 - /-
el y = // v x 3 B / 5
3
J' %w’{Ma }05 siq Vs e¢4~1> qu"ﬁ ,} Y,
5% 2510 e 2 ¢ 71_0‘4) erlenencers o
5(1«’);('1,1)/(4,") (%) (2. 4)f F
= LVJ)LZ{"S 53/0’(‘0\’ ol J- [L//
i
Figura 110: Parte de la respuesta de E8 a la pregunta 1a)
Segun la Figura N°110:
ArlE9Pla: Asigna parejas de numeros | ArlE9Pla, Ar2E9Pla y Ar3E9Pla
E9 reales, uno el inverso aditivo del otro, a los | muestran una concepcion proceso de R

como cuerpo y ArdE9P1a y Ar5E9P1a
muestra una concepcion accion del
conjunto solucién de la ELH.
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Ar3E9P1la: Escribe las soluciones de las
ecuaciones que desprenden de la ELH.

Ar4E9P1la: Escribe y lista las parejas de
pares ordenados que determina con las
soluciones de las ecuaciones asociadas a la
ELH.

Ar5E9P1a: Identifica soluciones inversas

@) W‘(ﬂ (3/_{;) = 3X=5 A 5(5‘:—5 => X=5 A Q-j:"_L. - (%,‘_’L)é;

/%waéwz%
(RO 3xF A Syt > X T aysF = (ZF)es
2(3-3)=>3x=3 A 54:-83 => =4 - :54 => C i,";gs_)é*g

- ERE) =5 Berah g2 2 Rend Ageg =3 (-3, 8)ed

Figura 110: Parte de la respuesta de E9 a la pregunta 1a)

Comentarios a lo planteado por los E8 y E9, Pregunta 1, apartado 1a)

En primer lugar se puede apreciar que la accion asociar una pareja de nimeros reales a
los términos de una ELH para determinar soluciones del CSELH evidencia una
concepcién accion de R como grupo. Por otro lado el E9 evidencia una concepcién
accion de (S, +) como grupo cuando identifica pares inversos en las soluciones que
obtiene de la ELH.

Tabla N°44: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1b), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 1: apartado 1b)
Estudiante Argumentos que manifiestan los | Construcciones y  mecanismos
estudiantes. mentales que se asocian al
argumento observado.

Segun la Figura 111
Ar5E8P1b: Utiliza un parametro al | Ar5E1P1b y Ar6E8P1b evidencia
reescribir el CSELH en términos de | que la construccion accién asignar un
dos ecuaciones paramétricas | par de nimeros reales, uno inverso
E8 asociadas a la ELH. aditivo del otro, se interioriza en el
proceso separa una ecuacion, donde
Ar6E8P1b: Indica la variacion del | el uso de un parametro actéia como un
parametro en R. mecanismo de interiorizacion.
4,

a) veMas }Ué Cf/ (_o.,s ua

‘b) Ul';hZA\:Ja .g,/ Mdi'oéo JAJO @y
wsto  CoMO

Y J¢ sSer
éni ve
4 banb z/') e n & oo 'Veqﬁké
S;g(y,y)ck/jx_
Figura 111: Respuesta de E8 a la pregunta 1b)
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E9

Segun Figura 112:

Ar61E9P1b: Utiliza un pardmetro
para  reescribir el  CSELH
escribiendo dos ecuaciones
paramétricas asociadas a la ELH.
Ar7E9P1b: Reescribe el CSELH
estableciendo una dependencia
entre las variables.

Ar6E2P1b evidencia que la accion
asigna un par de nimeros reales, uno
inverso aditivo del otro, se
interioriza en proceso, ecuaciones
paramétricas, donde el uso de un
parametro actla como un mecanismo
de interiorizacion. Ar7E9P1b da
cuenta de una concepcién accion de

grafico de una funcion lineal.

Wave’ 22 2 <
ID_) S /XeR, Y= -_955_} J {cx, ‘796//62/ Veoe/R | sx=an So=a-(-4)4
Figura 112: Respuesta de E9 a la pregunta 1b)

Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la pregunta 1, apartado 1b)

E8 y E9 al utilizar un parametro para reescribir el CSELH, atendiendo a su definicion,
da cuenta de la interiorizacion de la accion asociar un par de ndmeros reales a los
términos de una ELH en el proceso separar una ELH, donde el uso de un parametro
actla como mecanismo de interiorizacion. Destaca ademas E9 que despeja una variable
en términos de la otra, evidenciando una concepcién accion del gréafico de una funcién

lineal.

Tabla N°45: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1c), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 1: apartado 1c)

Estudiante | Acciones que  manifiestan  los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. que se manifiestan desde las acciones.
Segun la Figura 113:
Ar7E8P1c: ldentifica la solucidn trivial | Ar7E8P1c muestra que identificar el par
E8 como una invariante  en cualquier | (0,0) como un elemento invariante en el
conjunto solucion de una ELH, para | CSELH, evidencia una concepcion proceso
afirmar que el CSELH es no vacio. de CSELH.
c) !Uo, ya  Gque P toda <cvacioy le la forma ax+4y = a
5e pve Le touars  Como solvton i
e e fan x Wee NEWR x<0 . y=0
Figura 113: Respuesta de E8 a la pregunta 1c)
Segun la Figura 114: Ar8E9P1c muestra que la accién
Ar8E9P1c: ldentifica la solucidn trivial | identificar el par (0,0) como un elemento
E9 como una invariante en cualquier | invariante en el CSELH, evidencia una
conjunto solucién de una ELH, para | concepcién proceso de CSELH.
afirmar que el CSELH es no vacio.

A C\.,J?fé//g, MﬂﬂMzéﬁc,AW ax+b,3:0. Ao
W ao,@' . Xzo0 Y=o ﬂ:\r&m (,&%MZ e
i ol Astrio. Come C00) €5 Vo b =>53g

Figura 114: Respuesta de E9 a la pregunta 1c)

132




Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la Pregunta 1, apartado 1c)

Ambos estudiantes, E8 y E9, argumentan que el CSELH es no vacio, pues el elemento
(0,0) siempre pertenece a dicho conjunto, esto evidencia una concepcién proceso de
conjunto solucion. E9 escribe una ELH cuyos coeficientes son parametros y hace ver
que independiente de los valores que asuman dichos parametros (0,0) satisface dicha

ecuacion, evidenciando una concepcion proceso de SELH.

Tabla N°46: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1c), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 1: apartado 1d)

Estudiante | Acciones que manifiestan los estudiantes. Construcciones y mecanismos
mentales que se manifiestan desde las
acciones.
E8 Segun la Figura 115:
Ar8E1P1d: Define una operacion que | Ar8E1P1d da cuenta de una concepcion
asocia un par ordenado a un nimero real. accion de una operacion binaria.

z') S-é PU 1(40 L r&(‘f"" {k OP? Paclos

(ad) = -0
Figura 115: Respuesta de E8 a la pregunta 1d)

E9 Segun la Figura 116:
-Ar9e9P1d: Define la adicion de pares | Ar9E9P1d y Arl0E9P1d evidencian
ordenados una concepcion proceso de operacion
binaria.

.- Arl0E9P1d Verifica si la adicion es
cerrada

D> Mwn Graps. Chd. pra opmecen + W
% 2;(5 —6  d3),(22)- ("L, L) st 3{ L)rs- (1) 3.
o+ RS =

foet 2,-3)4(72)-('5.72)- (1g-3+ 5 -2-[)

Le oprenariion hinwen FHISx>S — S p&{/»wo[n Lo
C@/-ﬂ) +(C,0L)-‘(5'-*C/}"40L)é§ ﬁatwjﬂéh/?;%_

Wm Ao Mo trviorcom,
Figura 116: Respuesta de E9 a la pregunta 1d)

Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la Pregunta 1, apartado 1d)

De los planteamientos desplegados en la Tabla N°46, E8 define una operacion binaria

pero no queda claro el sentido de esta. En cambio E9 define la adicion en S y verifica
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que un par de soluciones satisface la propiedad de clausura lo que evidencia una

concepcion objeto de operacion.

En las Tablas N°47, N°48, N°49, N°50 y N° 51 se presenta un analisis a las respuestas

E8 y E9 a la pregunta 2, del cuestionario 1.

Tabla N°47: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 2, apartado 2a) y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 2: apartado 2a)

Ar2E9P2a: Reconoce en la
multiplicacién de un par ordenado por el
escalar -1 un vector con sentido opuesto
a otro vector anclado al origen, ambos
colineales.

Ar3E9P2a: Interpreta la combinacion
lineal de dos pares ordenados como la
diagonal de un paralelogramo.

Estudiante Argumentos que manifiestan los Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. gue se asocian a las acciones indicadas.
Segun la Figura 117:
Arl1E8P2a: Representa un par ordenado | ArlE8P2a y ArlE8P2a evidencian una
E8 como el extremo de un vector | concepcidn proceso de operacion binaria.
geométrico anclado al origen. Ademas, muestran que representar una
combinacion lineal de una pareja de pares
Ar2E8P2a: Interpreta la combinacién | ordenados, utilizando vectores
lineal de dos pares ordenados como la | geométricos en un  sistema  de
diagonal de un paralelogramo, una vez | coordenadas, procura coordinar dos
efectuada la operatoria. construcciones  proceso, algebra de
vectores en el plano y el algebra de pares
ordenados, en una nueva construccion
proceso, el cartesiano R
~ %
31 g
Figura 117: Respuesta de E1 a la pegunta 2a)
Segun la Figura 118:
Arl1E9P2a: Representa un par ordenado | EI ArlE9P2a, Ar2E9P2a y Ar3E9P2a
a través de un vector geométrico anclado | evidencian una concepcion proceso de
al origen. operacion binaria. Ademas, muestran que
E9 la accion representar una combinacion

lineal de una pareja de pares ordenados,
utilizando vectores geométricos en un
sistema de coordenadas, procura
coordinar dos construcciones proceso,
algebra de vectores en el plano y el
algebra de pares ordenados, en la
construccién proceso, cartesiano R%
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®(2-1)

Figura 118: Respuesta de E9 a la pegunta 2a)

Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la Pregunta 2, apartado 2a)

En primer lugar se puede apreciar que E8 y E9 muestran una concepcidn proceso de un
algebra de soluciones al considerar el método del paralelogramo para explicar la
relacion entre los pares ordenados de la ecuacion (-4,3) = -1(3,-1) +1(-1,2); en particular
E8 y E9 dan cuenta que la multiplicacion por -1 determina un vector opuesto a un
vector dado; lo que da evidencia de una concepcion proceso de operacion binaria
externa.

Tabla N°48: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 2, apartado 2b), y su

relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 2: apartado 2b)

Estudiante Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos
estudiantes. mentales que se manifiestan desde las
acciones.

Segun Figura 119:
Ar3E8P2b: Obtiene una nueva | Ar3E8P2b y Ar4E8P2b muestra que
solucién determinando una ELH. obtener otra solucién a partir de una
E8 dada, evidencia una concepcién accion
Ar4E8P2b: Escribe una nueva | de (R% +, ). El Ar4E8P2b da cuenta
ecuacion de pares ordenados | de una concepcion proceso de la
utilizando inversos multiplicativos | ponderacion de una solucion.

para los escalares.

) ('3 ) es SO/ Je Sz fo‘J"/ 9{‘/“‘“‘ ie“,r £3.4) y,LSMIU‘ QX#Ay:@
v ‘1‘30‘.;5:0 5y b=3a ¢ ewin b econdio /9"""(“ Velse Loio

ie

axXr*3ay :»O 5 4oL o 7Lo;m;- Q/
Q[X*fﬁy}:’\) B ¥ ;‘iy~§/ PASN] /L g,u<, bML“v D eMos
por W #,2)
St hacenros Jo hie
\ ?Li;o SMa POM 55 (‘/,2_) Y‘CSU‘L/‘/L dl ,‘_/7‘):\: )
= :\ A r;=1["’ s :l.u,.r b e P\L&Ju Verse (ore TN ‘b/v)'; QO
= ) b 2x+y)3
a5 Poc[€v‘405 )—U.M-'H’ Como ‘J\“//uuo/ (,‘2‘ Lf) o P ‘y

alemos (-4 5) paoi( Vérde (oMo é‘//.%) Azi /‘6,2) r ; /*2,‘/)

Figura 119: Respuesta de E8 a la pegunta 2b)
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Segun Figura 120:
Ar4E9P2b: Generaliza una solucion | Ar4dE9P2b y Ar5E9P2b dan cuenta de
E9 desde una relacién que establece entre | una concepcion accion de cartesiano R%
las variables asociadas a la ELH.

Ar5E9P2b: Escribe todas las posibles
ecuaciones de pares ordenados.

b_]deSz /)o.__aquﬂwamﬁ% (Xm)=(-41,2) => (x-. @"-2%).

X,y = C=3.4) = (x==3n, @) ., oo b tesntim on dnrins b
) o C X L s =X

o 33 3 X 8y Ak %) e L, 200

Figura 120: Respuesta de E9 a la pegunta 2b)

Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la pregunta 2, apartado 2b)

En general, los argumentos que despliegan los estudiantes E8 y E9 muestran una
concepcion proceso de cartesiano R?. Por otro lado, tanto el E8 como E9 revierten la
construccion proceso todas las soluciones en la construccién proceso ponderacion de
una solucién por un escalar, donde expresar una variable en términos de la otra actla

como mecanismo de reversion.

Tabla N°49: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 2, apartado 2c), su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 2: apartado 2c)
Estudiante Argumentos que se manifiestan los | Construcciones y mecanismos
estudiantes. mentales que se manifiestan
desde las acciones.

Segun la Figura 121: Ar6E8P2c y Ar7E8P2c muestran
Ar5E8P2c: Asocia aditivamente un | que la accidn escribir el par (0,0)
E8 par ordenado y su inverso con el par | en combinacion lineal con dos
(0,0). pares ordenados del CSELH, uno el
inverso aditivo del otro, procura
Ar6E8P2c: Utiliza el escalar 1 como | coordinar dos procesos, grupo (S,
neutro multiplicativo para un par | +) y ponderacién de una solucion
ordenado. por un escalar en un nuevo proceso,

(S, +, R)

C) uog_u}‘o b Uf’"‘LJ - (b) ) Zaat =9 ("1’/5) rvy/-:lde'.

. q 227 o
: % , o DYES 4, -2 -4, 2 4
Yomene lbs p ( q) ! ( q) as; (0,0) ’4/1/?)* /('4 %/

Figura 121: Respuesta de E8 a la pegunta 2c)
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Segun Figura 122:
Ar6E9P2c: Asocia aditivamente un | Ar6E9P2c y Ar7E9P2c muestran
par ordenado y su inverso con el par | que escribir el par (0,0) en

(0,0). combinacion lineal con dos pares

ordenados, uno el inverso aditivo

E9 Ar7E9P2c: Utiliza el escalar 1 como | del otro, procura coordinar las
neutro multiplicativo para un par | construcciones proceso, grupo de

ordenado. soluciones y ponderacion de una

solucién por un escalar en una
nueva  construcciobn  proceso,
algebra de pares ordenados

¢l Do stucimsm ok 5S4 (X, a5)=0-49,3)=> -4 ,4) = (-8 @),
poo 7= 2 :>('—:2;/2) XY= Llom 2 wonedls e&jﬁw,& o,
(20> ~2(4a o) + 4042 o)) <> (ture)gsa?). Ac
B ity ab b Rowcin Sow &, wLs Mﬂjﬂwma&
W o SA _&va,&”” /’V’u (00) e f( é,i),( i:‘g,i_)j ,Q(A(/

Figura 122: Respuesta de E9 a la pegunta 2b)

Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la Pregunta 2, apartado 2c)

Se observa, en general, que E8 y E9 manifiestan una concepcion proceso de (S, +, ‘r)
cuando escriben una ecuacion homogénea con soluciones inversas aditivas,
evidenciando ademas una concepcion proceso de (S, +) como grupo.

Tabla N°50: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 2, apartado 2d) y su

relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 2: apartado 2d)

Estudiante Argumentos que se manifiestan los | Construccionesy mecanismos
estudiantes. mentales que se manifiestan desde
las acciones.

Segun la Figura 123:
Ar7E8P2c: Escribe una ecuacion | Ar7E8P2c y Ar8E8P2c dan cuenta
homogénea con dos  soluciones | que la accién escribir el par (0,0)
asociadas a ELH’s distintas, utilizando | combinando aditivamente la
dos parametros. ponderacion de soluciones de dos
conjuntos  solucién  pone  de
Ar8E8P2c: Desprende un sistema de | manifiesto una concepcién accion
ecuaciones lineales homogéneo de una | de vectores linealmente
E8 ecuacién homogeénea de soluciones. independientes y una concepcion
accion de sistema de ecuaciones
Ar9e8P2c: Clasifica vectores como | lineales homogéneo.

linealmente independientes.
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A) (DN§ J’Je ne M Os }0') PP le < (‘é?/ i) € 52 y [—2/ ‘/) € —<’ 3>
bysearos a ! 6 4%’
a(-6,2)+ bl-24) = (00
iy = Ok & [
=D =0 (7 Zé )‘/)\W Fj 20\ = -Z/b bt,cMP/o’ich" e B2

:\\ga,‘/é’:o . Q:‘ZA 124__25.10
=) b~ o

: p-"tle'v:)s Co»fgu’}urov }ve, y (-*’u'y,) ¢ Sz ! /"3/ yl) ¢ 55

aln,p)+bl2, ) <lop) & & 8=4:0 '
ieu‘r /"5 ‘2/‘?":%‘05 <‘g gz y 45 Sor A’r’eﬁ//k.ﬂ’)('e ;'vll’fcvl"e'«‘/és.
Figura 123: Respuesta de E8 a la pegunta 2d)

€S

Segun Figura 124:
Ar8E9P2d: Determina todas las | Ar8E9P2d y Ar9E9P2d muestran
soluciones de una ELH desde una | que el escribir una ecuacion
E9 solucion de ésta. homogénea combinando
aditivamente todas las soluciones
Ar9E9P2d: Escribe una ecuacion | asociadas a dos ELH sin reparar en
homogénea combinando aditivamente | la relacion de las variables,
todas las soluciones asociadas a dos | evidencia una concepcion accion de
ELH. cartesiano R

Cﬂ W o&Z Sz - (X, (’5); {8 AYes ( -3, ,15) / 537_0(',\,‘);(_1/2\.__(..%,
L‘l,Z):C’%//g). /)&‘faé tere X, o /tjw e n

(o, 0) M-3a,a) + L.C2£.50- (Sy-% ,x-q)= 3=%

Figura 124: Respuesta de E9 a la pegunta 2d)

Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la Pregunta 2, apartado 2d)

Se observa, en general, que los estudiantes E8 y E9 tienen una concepcién proceso de
ponderacion de un par ordenado con un escalar cuando escriben una ecuacion
homogénea con soluciones de distintos CSELH. E8 repara en el hecho que el sistema de
ecuaciones homogéneas tiene solucién trivial y por lo tanto las soluciones son

linealmente independientes, evidenciando una concepcién proceso de cartesiano R?,
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Tabla N°51: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 2, apartado 2e), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 2: apartado 2¢)

Estudiante Argumentos que se manifiestan los | Construcciones y mecanismos
estudiantes. mentales que se manifiestan desde
las acciones.

Segun la Figura 125:
Arl0E8P2c: Determina una ELH desde | Arl0E8P2c y Arl11E8P2c muestran
ES8 una solucion asociada a ésta. que escribir una ELH en
combinacion lineal con otras dos,
Arl11E8P2c: Relaciona una ELH con | evidencia una concepcion proceso
otras dos combinandolas aditivamente | del cartesiano R

considerando  la  ponderacion  de
ecuaciones por un escalar.

QQ} hﬁ L, Pn,,”e 1 59L<".§5 %‘lf{, /os r,(\;n(\‘a:J@;& ‘P.;.—o S’L

sowt axrday = Oaxdy ypora Sy sow B ATLyr0n 2xzp<0
y /g C C) ") éﬂ”@) 340(1 /4' {(’JM,\\ON f Aro §4 €es 54 A Y Ay &)
A i \ ;‘ fr=o
Y ,ll TecdsVon <= (3)
R ® veces lo €€uacion W mes  omn Vegz Ifa ceCun oy (2)
cd £ de [s ECdn Cion (3)
4
Figura 125: Respuesta de E8 a la pegunta 2¢)
Segun Figura 126:
Arl10E9P2e: Determina una ELH desde | Ar10E9P2e y Arl11E9P2e muestran
una solucion asociada a ésta. que escribir  una ELH en
combinacion lineal con otras dos,
E9 Arll1E9P2e: Relaciona una ELH con | evidencia una concepcion objeto,

otras dos, combinandolas aditivamente. | del (RZ, +, -r). Por otro lado,
Arl2E9P2e evidencia que las
Arl12E9P2e: Relaciona el algebra de | construcciones proceso CSELH y
ELH con los respectivos CSELH desde | recta vectorial se coordinan en el
las rectas vectoriales. proceso, cartesiano R%

& ebn Qe By -5 =52 P (“1)"?%)*’( K'o'vs)- (-3%+y)

Gl ((W)_ Klloveson:= ceaoﬂ_xaﬂ,m&moém ,L.d‘w#/‘,,b Loa)’
Y& O.=5, + 53 Ao sndoiciones o Lo tevoten (O ©).

(=9 rv;’%]»(—)i F2a4) = "‘;X&SB_»T.
j“‘/"’ ‘1/5(-(\. Ané o CX-:/_‘;}M > adn

iy es) ©

Figura 126: Respuesta de E9 a la pegunta 2¢)
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Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la Pregunta 2, apartado 2e)

Se observa, en general, que E8 y E9 tienen una concepcion proceso de cartesiano R?
cuando escriben una ecuacion con elementos de los conjunto solucion de ELH’s. La
coordinacion del proceso recta vectorial con el proceso CSELH, da cuenta de la
construccién proceso cartesiano R?, desde la accion comparar el 4lgebra de ELH’s con

las soluciones de dichas ecuaciones y sus respectivos conjunto solucion.

En la Tabla N°52, N°53 y N°54 se presenta un analisis a las respuestas de la pregunta 3,

del cuestionario 1.

Tabla N°52: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 3, apartado 3a), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 3: apartado 3a)
Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos
estudiantes. mentales que se asocian a las acciones
indicadas.

Segun la Figura 127:
ArlE8P3a: Transforma una ELH | ArlE8P3a y Ar2E8P3a da cuenta
despejando una variable en términos de la | trasformar una ELH en una relacion de
E8 otra. dependencia entre dos  variables
evidencia una construccion proceso del
Ar2E8P3a: Escribe el CSELH como el | gréafico de una funcién lineal.

grafico de una funcién lineal.

ks

(X) Aﬂﬁ /7.{5"1‘5 (X/ y) = /2 %ug é“{"‘ﬁ_‘[n(‘!u ’n "C}Vﬂk\;f),« 50

j 4 = = = s = - ; A#/J
I “or Ax+éy =0 =3 OX /D ) A xcy o
de «(0 ”p l:; o ;
AX= ‘l7
=4/ - 5 0
s - 4("‘1)/ s o § 3:\0:‘9

Figura 127: Respuesta de E8 a la pegunta 3a)

Segun la Figura 128:
ArlE9P3a:  Transforma una ELH | ArlE9P3a y ArlE9P3a da cuenta de
E9 despejando una variable en términos de la | una concepcion proceso de CSELH.

otra.

Ar2E9P3a: Escribe el CSELH desde la
relacion de separando la ELH.

O-) Come on JZ) W 1 3- f(,(lfzi) eRZ) X = -bgj_‘*’g' -

2 o : =8
;:5(,}’/,3)6//{’/)/66/@: e-X:=Cc A by=-"<

Figura 128: Respuesta de E2 a la pegunta 3a)
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Comentarios a lo planteado por E8, E9 en la Pregunta 3, apartado 3a)

E8 y E9, escriben el conjunto solucion de una ELH, considerando la transformacion de
la ELH para establecer una relacion entre las variables y dar cuenta asi de todas las
soluciones de la ELH. Ambos estudiantes establecen restricciones a los parametros de la

ELH, lo que da cuenta de una concepcion proceso de (R-{0}, -r) como grupo.

Tabla N°53: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 3, apartado 3b), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 3: apartado 3b)
Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. gue se manifiestan desde las acciones.

Segun Figura 129:
E8 Ar3E8P3b: Reconoce que un vector de | Ar3E8P3b muestra una concepcion
R? se puede escribir en base a otros | proceso de cartesiano R%

vectores fijos de éste.

L)AEJO PU'ZJ@. Nerse  Coro ﬂ% g{ \)@,;,}«0, /‘a,z) 23 }o Sunmn
ol vedor (a,0) mos o vedan (0,4) o gque (a)h) o3

,0 sumo ¢1¢’ a4 veces e/ € V{:LL&-« /.1,0) Mg L Ve Cas o/
\}(.C,l'ov‘(ojl/

Figura 129: Respuesta de E8 a la pegunta 3b)

Segun Figura 130:
E9 Ar3E9P3b: Reconoce en la ecuacion la | EI Ar3E9P3b muestra una concepcion
base canonica del espacio vectorial R?. proceso de R? espacio vectorial.

b). te, ) = ali,0)+ btod)- Vdﬂ)&Mm&M%d
MWJW W&_@W ‘ awa;,

s X

c24)

Figura 130: Respuesta de E9 a la pegunta 3b)

Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la pregunta 3, apartado 3b)

E1 da cuenta de una concepcién proceso de cartesiano R? al interpretar la ecuacion dada
como la relacién de un vector de R®con otros dos vectores fijos. E2 muestra una
concepcion proceso del espacio vectorial, al reconocer en los vectores (1,0) y (0,1) la

base candnica de dicho espacio.
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Tabla N°54: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 3, apartado 3c), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 3: apartado 3c)
Estudiante | Argumentos que se manifiestan los | Construcciones 'y  mecanismos
estudiantes. mentales que se manifiestan desde
las acciones.

Segun la Figura 131:

E8 ArdeE8P3c:  Verifica si f es un | Ar4dE8P3c evidencia una concepcion

homomorfismo. objeto de funcion.

6) Prosers vote s Gee 50 es v /)GMOMOL(/BMO
Yo yue

Veanos % es ‘r’“”f't’&i#l’uo

A QW= ((s) » (a,0) = (4,0)

S a = L <= I'N}Je()ﬁ/uxx
60

Figura 131: Respuesta de E1 a la pegunta 3c)

Segun Figura 132:

E9 Ar4e9P3c: Determina la dimension de | Si bien desde Ar4E9P3c se deja de
espacios  vectoriales,  mostrando  una | manifiesto una confusion en relacién
confusion en el teorema de la dimensién. a la dimensibn de wun espacio

vectorial, el comparar la dimensién de
R y Rx{0} evidencia una concepcion
accion de espacio vectorial.

Cl ¢ en JM d&m({o_i): 4 S L Tak
i ( A % F03)~ din (R) ~dn ($03) = Skim c1A)

4
Figura 132: Respuesta del estduiante E9 a la pegunta 3c)

Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la Pregunta, apartado 3c)

Se observa, en los argumentos de la Tabla N°54, que el E8 da cuenta de una concepcion
objeto de funcién cuando relaciona R y Rx{0} desde un homomorfismo y, ademas,
relaciona R y Rx{0} desde una biyeccion. Por otro lado el E9 evidencia tiene una
concepcidn proceso de espacio vectorial cuando compara la dimensién de los dos

espacios vectoriales.

En la Tabla N° 55, N°56, N°57 y N°58 se presenta un analisis a las respuestas de E8 y
E9 a la pregunta 4, del cuestionario 1.
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Tabla N°55: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 4, apartado 4a), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 4: apartado 4a)
Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. gue se asocian a las acciones indicadas.

E8 Segun la Figura N°133:
ArlE8P4a: Determina la ecuacion de la | ArlE8P4a evidencia una concepcion
recta, desde dos puntos de ésta, para | proceso de funcion lineal.

obtener mas puntos.

5 » ]o > il A o 3 / ! :
) D \“le polenss  obsena by pves  (o0): (4-3)

y cov (‘xﬁiUS PUJtzldos 0;71"“’“” L’ .""(’L Y.- Vi -3 -

[ 2= o}r\vj Fw*ds $eri g : Xz =M ) A-0

(‘3’"4)/. /’zzz) ) <5§'—2) I rechn esoCadn es: s-T a4

Figura 133: Respuesta de E8 a la pegunta 4a)

Segun la Figura 134:
E9 ArlE9P4a: Determina la ecuacion de la | ArlE9P4a evidencia una concepcion
recta, desde dos puntos de ésta, para | proceso de funcidn lineal.

obtener mas puntos.

o) go); (L, <3 2 & J_,‘/) g J%)/( ,~A)
_ i (4 =L
o gy 7 0 == 3,-%)

Figura 134: Respuesta de E9 a la pegunta 4a)

Comentarios a lo planteado E8 y E9 en la Pregunta 4, apartado 4a)

E8 y E9 evidencian una concepcion proceso de funcion lineal determinan la ecuacion

asociada a la gréfica desde dos puntos de esta.

Tabla N°56: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 4, apartado 4b), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 4: apartado 4b)

Estudiante Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos
estudiantes. mentales que se manifiestan desde
las acciones.

Segun Figura 135:
E8 Ar2E8P4b: Asocia el recorrido de f | Ar2E8P4b muestra una concepcion
con el gréfico de la grafica de la | proceso de plano cartesiano.

Figura 2.

Po» )p wﬁ(é w () (’ "’2,))(//5/6,3',2{ g )‘//,‘j): //,3})
1Mo s eao) ./" "’ o f ' a
bop iMogguos (42 [ A A A

(.g)fi’eépon <y A ‘y;‘ Pﬁ\ic\;‘ erlqﬂolos JZ
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Figura 135: Respuesta de E8 a la pegunta 4b)
Segln Figura 136:
E9 Ar2E9P4b: Relaciona a f con la | Ar2E9P4b muestra una concepcion
gréafica de la funcion lineal. proceso de plano cartesiano.

bl £ o scocon clo o figere 2 48 U= du 0w 4o poush ctcnbin ame
om e punds €5 (3, %x) = X Ll d) baen

e can on e et rodhoms eomplocil o b ton”

Lx(4-8). o dreR> AA-B) w K5 11—,

Figura 136: Respuesta E9 a la pegunta 4b)

Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la pregunta 4, apartado 4b)

En general, considerando los argumentos que despliegan los estudiantes E8 y E9 se
evidencia una concepcidn proceso del plano cartesiano.
Tabla N°57: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 4, apartado 4c), y su

relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 4: apartado 4c

Estudiante Argumentos que manifiestan los | Construcciones y  mecanismos
estudiantes mentales que se manifiestan desde
las acciones.
E8 Segun la Figura 137: El  Ar3E8P4c  evidencia una
Ar3E8P4c: Asocia el recorrido de f como | concepcion proceso de la funcion
la grafica de la Figura 2. lineal.

bs pv '140_5 lx,y) to)es e X
Co"-e,,/gc,.,ld d Ja  pre- QMQQSQN (e bo fc,c'fh de ' l- (,‘%m 2 y ¢
y 4 corr»‘pwi{ a9 I ‘NDS‘LJ le (a Y(,,;"’o &w. ‘a ("ﬁswh 2

Figura 137: Respuesta del estduiante E8 a la pegunta 4c)

E9 Segun Figura 138:
Ar3E9P4c: Relaciona el recorrido de la | EI  Ar3E9P4c  evidencia  una
funcién f con el conjunto generado por el | concepcién proceso de conjunto
vector (1,-3). generador.

cl -’f—ji‘%.&; Wre A, ﬁ«mw
Shridn 22 Mﬁuaﬁ.zﬁ'»ﬂw §. M rtwwd w /W/M < §£4,-3%>

Figura 138: Respuesta del estduiante E9 a la pegunta 4c)
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Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la Pregunta 4, apartado 4c)

Se observa en las respuestas de la Tabla N°57, que E8 y E9 evidencian una concepcién
proceso del concepto de funcion al comparar la grafica de una funcion lineal con el

recorrido de una funcion f desde la forma que tienen ambos conjuntos.

Tabla N°58: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 4, apartado 4d), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 4: apartado 4d)
Estudiante | Argumentos que se manifiestan los | Construcciones y mecanismos
estudiantes. mentales que se manifiestan
desde las acciones.

E8 Segun la Figura 139: Ar4E8P4d evidencia  una
Ar4E8P4d: Representa graficamente cada | concepcion proceso de
ELH. combinacion lineal.

(oef)ﬂe’l'h'(arqgm"( s Pdlt_{f Vev Como

[ econtion 3y 42?:: b} es Con éuvo(\'ow
].".N(’a"! Jt ’0_5 eCunl\Ow * -fy~0
e 2X rY=0

Figura 139: Respuesta de E8 a la pegunta 4d)

Segun Figura 140:
E9 ArdE9P4d: Determina todas las solucion de | ArdE9P4d evidencia  una
una ELH. concepcion objeto de CSELH vy
Ar5E94d da cuenta de una
Ar5E9P4d: Relaciona soluciones de ELH’s | concepcién objeto de operacion
gue estan en combinacién lineal. binaria y una concepcién proceso
de cartesiano R

(JJ X+ = = Bemx ULXIWeR 5 2asg =5 y- 2 fcx-2x)) bxe R,
<L Fex,-x))> < fcx, ~ax 33>,

@»L»«MWM OQZaELIJ 3X +2420 A//MM Eren
MAJ&‘W (7[( NXry o Y fo_,\y__a ,%/[; %’1/4) :
S EX 120 gur sk gumesnda oo e
a/v@()z@,

Figura 140: Respuesta de E9 a la pegunta 4d)

Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la Pregunta 4, apartado 4d)

Se observa en las respuestas de la Tabla N°58 que E8 relaciona, desde la grafica
asociadas a las ELH’s, el hecho de que una ELH sea combinacion lineal de las otras, lo

que evidencia una concepcion proceso de combinacion lineal. Por otro lado E9
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relaciona las soluciones de ELH’s que estan en combinacion lineal, lo que da cuenta de

una concepcion proceso de cartesiano RZ.

En las Tablas N°59 y N°60 se presenta un analisis a las respuestas de E8 y E9 a la
pregunta 5 del cuestionario 1.

Tabla N°59: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 5, apartado 5a), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 5: apartado 5a)

Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. gue se asocian a las acciones indicadas.

Segun la Figura 141:
E8 ArlE8P5a: Escribe ecuaciones con los | ArlE8P5a evidencia una concepcion
vectores asociados a la Figura del | proceso del plano vectorial.

problema, utilizando el método del

triangulo.
< ¢ 7
&)d:'g’f’b -
~p i~y
Wid ..)y-!é ,'15—(9\
77.:’6’“ 2 2
- - y Y “~=
W= =32 ®es4b. 2L+a

Figura 141: Parte de respuesta de E8 a la pegunta 5a)

Segun la Figura 142:
E9 ArlE2P5a: Escribe ecuaciones con los | ArlE2P5a  evidencia una concepcion
vectores asociados a la Figura del | proceso del plano vectorial y de operacion
problema, desde las relaciones ya | binaria.

establecidas utilizando el método del
triangulo.

Figura 142: Respuesta del estudiante E9 a la pegunta 5a)

Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la Pregunta 5, apartado 5a)

E8 y E9 dados los argumentos que manifiestan, dejan en evidencia una concepcion

proceso del plano vectorial. Ademas utilizan, en general, el método del tridngulo para
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obtener la suma de dos vectores. Una vez establecida la relacion fundamental entre los

vectores, se opera algebraicamente con los términos de la ecuacion vectorial.

Tabla N°60: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 5, apartado 5b), y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 5: apartado 5b)
Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. gue se asocian a las acciones indicadas.

Segun la Figura 143:
E8 ArlE1P5b: Escribe ecuaciones con los | ArlE1P5b evidencia una concepcion
vectores asociados a la Figura del | proceso de combinacién lineal.

problema, desde las relaciones ya
establecidas utilizando el método del

triangulo.
:%U("/'(‘Jl.g;: %/‘\7 -+ 6\? = w e 1(’(!7\
heits 20) » af-§h-8) 7 2 & 18
W @2 = ~hoy-g D-h=478
hoe 3g= 27 54 he 41
A / £ 0= é _ 4, :~b— //2
ghezd 2 5“’5“) 2%" 2
i
3/%‘4)‘632_5 L’: -3~ V]
scysfég:f; =) 3
-’b%: s ‘)‘ ..5 - -\5 5. oo
a2 A8 s Sg-2 @
3 b 5 3

Figura 143: Parte de respuesta de E8 a la pegunta 5b)

E9 Segun la Figura 144:
ArlE2P5a: Establece que no es posible | ArlE2P5a da cuenta de una concepcion
la combinacion lineal que se solicita. accion de combinacion lineal.

N 2 » - 4 2..b, 4>
o] i g ® LS .
- b
.27’/7//{57" ¢ -;/42
Numnca Ae "~b \D"ZB 3 W/ o e M" ¥ —y
/}/é’mm;& a 4, ar 3
..4/2 syiz

Figural44: Respuesta de E9 a la pegunta 5b)

Comentarios a lo planteado por E1, E2, E3, E4y E5 en la Pregunta 5, apartado 5a)

E8 al manipular ecuaciones con vectores evidencia una concepcion proceso de

combinacidn lineal. E9, desde el método del tridangulo, establece las relaciones que son
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aplicacion directa de dicha regla pero no logra combinarlas para responder a lo
solicitado, lo que denota una concepcidn accién de combinacion lineal.
En la Tabla N°61 se presenta un andlisis a las respuestas de E8 y E9 a la pregunta 6 del

cuestionario 1.

Tabla N°61: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 6 y su relacion con las
construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 6
Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos
estudiantes. mentales que se asocian a las acciones
indicadas.

Segun la Figura 145:
ArlE8P6: Identifica elemento neutro para | ArlE8P6 y Ar2E8P6 evidencia una
E8 la adicién de vectores. concepcidn proceso espacio vectorial.

Ar2E8P6:  Prueba las propiedades
asociadas a la operacion binara externa.

» é/@Hé-J‘b N{’/K)}\fﬂ (hy) V (ﬂ b),}()(/}/)c (alb)
Xb-,tawrr‘, a (X/,U)q\/ }9‘ b( (0\,_17) & ] . |
o (ox, by) = (0:8)
= g=4 A =
.‘. v Con )oj OP(,&:;;‘O,J@_:, J@é,‘,,'lps =31 e o
5 po Clo. Ve (,"0 n\o’ 501);\( ID

Figura 145: Respuesta de E8 a la pegunta 6)

Segun la Figura 146:
E9 ArlE9P6: Identifica neutro para la adicion | ArlE9P6  evidencia una concepcion
de vectores. proceso de espacio vectorial.

Ar2E8P6:  Prueba las propiedades
asociadas a la operacion binara externa.

e %ﬂ\/ﬁi’ 41,%1&5 Ci/ A)'abw Anmprtdo aﬂd Corres
e
(o, B+t 1) (s, Bd): (o, B
5 G e 1donal

Figura 146: Respuesta de E9 a la pegunta 6)

Comentarios a lo planteado por E8 y E9 a la Pregunta 6

E8 y E9 dados los argumentos que manifiestan, dejan en evidencia una concepcion
proceso espacio vectorial R? al identificar elemento neutro e inverso ademas de

verificar las propiedades de espacio vectorial.
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4.3.3.- Algunos hallazgos respecto de las construcciones y mecanismos mentales
dispuestos en la DG para R? desde el caso 1y caso 2.

Como se plante6 en el capitulo 3, la viabilidad de la DG tedrica que se propuso para
construir cognitivamente el espacio vectorial R? se sustenta fundamentalmente en la
construccion de procesos, ya sea coordinando dos procesos, desencapsulando un objeto
0 revirtiendo un proceso, en todos los casos para construir un nuevo proceso, donde el
uso de parametros, cuantificadores, conectivos légicos y variables esta asociado con los
mecanismos mentales que dan paso a dichas construcciones mentales. Por otro lado
cabe hacer notar que la activacion de estos mecanismos mentales estéa sujeta al quehacer
del estudiante o desde los que éste puede manifestar a la luz de las tareas, problemas o

actividades que se le presentan.

VVeamos, por ejemplo, como desde la pregunta 1 del cuestionario 1 es posible
remitirnos, desde algunas de las respuestas de los estudiantes, a algun sector de la DG
para evidenciar alguna concepcion del estudiante respecto de algin concepto
matematico o bien dar cuenta de alguna construccion o mecanismo mental que entra en

juego.

E4 del caso 1, evidencia una concepcion objeto del plano vectorial, pues para escribir el
conjunto de todas las solucion de la ELH, 3x+5y =0, desencapsula dicha construccién
objeto en la construccion proceso vector generador, como se aprecia en la Figura 147,
donde escribir un vector desde dos pares ordenados actla como mecanismo de

desencapsulacion.

o8 Eodels, oo, AR, 14 oohiea of i silierms

ﬂ.l’_‘,j ane (5,74) , F=(29) AR - (‘52 f} ———  escribirun vector desde
' dos puntos
S= L0 R G %, &) 4 o)

ﬂ Estudiante4, Caso1l

Objeto plano vectorial

Del quehacer que manifiesta el :>
estudiante podemos establecer que:
Desencapsula

Proceso vector generador

Figura 147: Sobre la desencapsulacién del objeto plano vectorial en la escritura del CSELH
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Por otro lado, podemos afirmar que la accién asociar un par de numeros reales
interioriza en el proceso separar una ELH en otras dos ecuaciones, donde el uso de un
parametro y un conectivo logico actian como mecanismo de interiorizacion. Lo anterior
se aprecia en la Figura 148, donde E1 del caso 1 separa la ELH en otras dos ecuaciones

para reescribir por comprension el conjunto solucion de la ELH.

Estudiante 1,Caso 1

e | 5= S X=0 g 4= La accion “asociar un par de
numeros reales a los términos

= b Pw= o i = - & Rt
/s b => de una ELH” se interioriza en el
w= GA

- O
3= /b proceso “separar una ELH"

S= ,{(‘,ﬂ@ {,/’“7}/ %= , 3 =-ﬂ/; g,e’il} La interiorizacion, desde el
' : uso de un pardmetro y un
conectivo logico

Figura 148: Interiorizacion de una accion en un proceso, por parte de E1 del caso 1

Otro aspecto a constatar, segln se evidencia en la Figura 149, es que la construccion
proceso todas las soluciones se puede revertir en la construccion proceso soluciones
inversas aditivas, el cual se coordina con el proceso recta numérica para obtener el

proceso recta vectorial.
P o treer Estudiante 2, Caso 3
+(3 -3)=>3%=3 A 5

z
=]
5

=3 => Xx-d Ay F > C i."g‘—){-fp' 3 :> Proceso
2 => X==AAy=3 "
CRRgE=

- ' Soluciones inversas aditivas
o (3B) 52 Bps-a 4 =>(-4,8)e?

2
c - Sy o2 . 2 & 7
bl 5= §exve st ek, V= ~T3*}_ ;T we R Ve sxean Say-a-(4)] 900‘ }

& Proceso

Proceso .
recta vectorial

recta numérica

Figura 149: Coordinacién de dos procesos para construir el proceso recta vectorial

Los hallazgos anteriores ponen de relieve la importancia de la construccion accion, que
se ha considerado como punto de partida en la DG, y que esta en sintonia con el
procedimiento de la tabla N° 61. Es importante hacer notar que ésta no forma parte del

repertorio de los estudiantes.

Tabla N° 62: La interiorizacion de una accion en un proceso
El proceso descomponer una ELH desde la accion asociar un par de nimeros reales, uno el inverso
aditivo del otro, a los términos de una ELH para obtener una solucién de ésta, pone de relieve a R
COMo Ccuerpo.

3X+5_V:0+0:4+(74):(73)+3 Accién

Asignar par de numeros reales a

4 -4 los términos de la ELH
Ca 3x=4 1 5_}’=—4 ‘ [_ ] ¢$ Clnterioriza

375

Uso de conectivos lagicos

Proceso
Ponderar por
una ELH un escalar

i Proceso
Desde el uso de un pardmetro Descomponer

={(x.)) e R*/3x+5y=0}

S
5‘:”2___0\ acR\=1a- l,_—l.}-'aeR C Proceso
L3 5 3 5, Todas las soluciones de una ELH

coordina
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Para un estudiante, el concebir la solucion de una ELH como un par de nimeros reales
da cuenta de una concepcién accion de la solucion de una ELH, aspecto que se pone de
manifiesto en la Figura 150; evidencia que se obtuvo del proceso indagatorio que se
realizd con E6 y E7 del caso3 en un curso taller de la U3, lo que se indico en el
apartado 3.5.3.1 pagina 58 y en CD delos anexos se puede encontrar mas detalle del
desempefio de estos estudiantes en las distintas actividades. Sin embargo, desde lo que
se propone en la DG y lo que se rescata del andlisis al trabajo de los estudiantes del caso
1y 2 en el cuestionario 1, es necesario tener una concepcion objeto de solucién de una

ELH, para poder avanzar a la construccién objeto espacio vectorial R?.

Figura 150: Respuesta de E7 caso 3 en un cuestionario exploratorio

A continuacién, como se aprecia en la Figura 151, se evidencia por parte del E3 una
construccion objeto de la solucion de una ELH. Mas aln, la construccion proceso recta
vectorial se coordina con la construccion proceso ecuacion de pares ordenados para
obtener la construccidn proceso diagonal de un paralelogramo.

Estudiante3; - Elwdon (-4 2) @nraopomde a s\ b~ Ohw soluggmth St 455 Arne

Caso 1 WNA&M ?M\ﬂuw Emwmso (—5‘;) 1(&,-2\ f}iﬂfﬂ&ku&m\a
yon veddon (-1,2) 4 el uu.Lon ('b'-ﬂ , A = ) .
onntoddo g ol apkglo wavens, [‘f,-b} =#l 6’»;“) pAGATZ)

!

coordinar
DescomponerunaELH «—> Adicidnde pares ordenados

(Proceso) (Proceso)

C

Recta Vectorial
(Proceso)

Figura 151: la coordinacion de dos procesos
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Finalmente, a la luz de lo que propone la DG y de los antecedentes que se han indicado
en los parrafos anteriores, se vuelve a insistir en lo necesario de una construccion
objeto de la solucién de una ELH, para dar paso a la construccion esquema. En la
Figura 152 una mirada desde la teoria APOE de las concepciones que podria tener un

estudiante del concepto SELH.

Solucién de una q
Ecuacién L(l:eLaLll-l)omogenea ax+by=0:a.bcR

C Un par de nimero reales que se obtienen
Concepcién Accion de la asignacion de un ndmero real a una
de las variables de una ELH.

Un par ordenado, de nimeros reales, que involucra

Concepcidn Proceso estructura algebraica.
(at-r,—b7 1)

Concepcion Objeto { Un elemento del grafico de una funcion
-b

G :{(.’c,y)eR2 /y:—x}
a

.-Un par de vectores que se ponderan para obtener el vector
Concepcion Esquema nulo.
.-Un punto del plano del plano cartesiano
.-Un vector geométrico anclado al origen en el plano
cartesiano
-Un punto de la curva de nivel asociada al plano z =ax+by
(-b.a)
ax

X
- ra I
€ <

y by

Figura 152: Sobre posibles concepciones de la solucion de una ELH
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4.3.4.- Disefio y Aplicacion de entrevistas para mirar la encapsulacion del concepto
del espacio vectorial desde los ajustes que se sugieren de la aplicacion del
cuestionario

Habiéndose aplicado el cuestionario a los estudiantes del caso 1y 2, para indagar en las
construcciones y mecanismos mentales que inciden en la construccion cognitiva del
concepto espacio vectorial R? se hace necesario disefiar y aplicar una entrevista para
indagar en profundidad los distintos matices de las respuestas que dieron los estudiantes
a las preguntas del cuestionario, lo que se indico en el apartado 3.5.1.1. capitulo 3,
fundamentalmente lo referido a la construccion objeto del CSELH, ademas, de aquellos
aspectos que el cuestionario no contemplé y que pueden ayudar a dar cuenta de la
encapsulacion de una construccidn proceso en la construccion objeto espacio vectorial
RZ

Por ejemplo, indagar si la transformacion de una ELNH en una ELH actia como
mecanismo de desencapsulacion del objeto plano cartesiano en algin proceso o bien,
establecer si comparar el CSELNH con el CSELH promueve la coordinacion de
procesos para obtener el proceso cartesiano R? y, por otro lado, constatar si la
comparacién de estructura de subconjuntos de R? consigo mismo, actlia como
mecanismo de encapsulacion para que el proceso cartesiano R? se encapsule en el

objeto espacio vectorial R

4.3.4.1 Preguntas para realizar una entrevista e indagar en la encapsulacion de la
construccién proceso cartesiano R? en la construccion objeto espacio vectorial R?

Las cuatro preguntas que se consideraron para la entrevista a E4 y E9 tuvieron como
objetivo avanzar en dos direcciones. Por un lado, profundizar en los distintos aspectos
gue manifestaron los estudiantes, antes mencionados, en las respuestas al cuestionario
1; en particular lo que dice relacion con la importancia de la construccion objeto
CSELH vy su relacion con el CSELNH, para avanzar en la construccion proceso
cartesiano R?, dado que las preguntas del cuestionariol se enfocaron fundamentalmente
a considerar sélo ELH, y, en la desencapsulacion del plano cartesiano desde la
manipulacion algebraica de una ELNH. Por otro lado, indagar en la encapsulacién de la
construccién proceso cartesiano R? en la construccién objeto espacio vectorial R% Se
deja en claro, desde ya, como se mencion6 en el apartado 5.1.1.1.2 que en la

trascripcion de la entrevista la letra | denotara al investigador.
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1) Si (-3,2) es una solucion de una Ecuacion Lineal Homogénea (ELH)

a) Determine dicha ELH. Explique

b) Si en el Conjunto Solucion de la ELH (CSELH) de la ecuacién anterior se define la suma usual de
pares ordenados. ¢Serd posible, con dicha operacién y la solucion dada, obtener todas las demas
soluciones del CSELH? Explique.

c) Piense ahora s6lo en la multiplicacion usual de un escalar por un par ordenado. ¢Sera posible a partir
de la solucidn (-3,2) obtener todas las demas soluciones de la ELH con dicha operacion? Explique

d) Si s = {(3a,—2a) e R?/a <R}, ¢es S todo R?? Explique

e) Para dos elementos cualesquiera del CSELH, ¢qué puede decir de los escalares oy B en la ecuacion
a(a,b)+ B(c,d) = (0,0)? Explique geométricamente.

2) Dada la Ecuacion Lineal No Homogénea (ELNH) 5x 4+ 3y =5y S’ su conjunto solucion
a) Trasforme dicha ecuacién a una ELH. Explique geométricamente el significado de dicho cambio.

b) ¢Seré (S’, +, +r) un R espacio vectorial con las operaciones usuales de R*? Explique

c) Defina operaciones distintas a las usuales de R® para que (S’, +, -r) permita obtener todas las
soluciones a partir de un solo elemento. Explique

3) Considere las dos operaciones usuales de R? y dos elementos no nulos de los conjuntos solucién de dos
ELH no equivalentes. Sera posible obtener todos los elementos de R? a partir de los dos elementos
anteriores sélo con la adicidn usual de pares ordenados. Explique.

4) Existira un sub-espacio vectorial de R? que contenga los puntos A(2,5) y B(5,5). Explique.

Se deja en claro que si bien en 1d) se entrega informacién de 1c) dado que es una
entrevista ello no es relevante. En la en la Tabla N°63 se presenta a grandes rasgos lo

que persigue cada una de las preguntas y sus respectivos apartados.

Tabla N°63: La interiorizacién de una accién en un proceso.

Pregunta Sobre los aspectos que se persiguen indagar
a) Procura indagar si al determinar la ELH a partir de una solucion particular evidencia si
la concepcidn proceso SELH se revierte en el proceso todas las soluciones de una ELH o
bien en el proceso solucion de una ELH.
b) Procura indagar si al obtener aditivamente todas las soluciones del CSELH desde una
solucion particular evidencia una concepcion proceso de (S, +) como grupo y de R como
1 CuUerpo.
¢) Procura indagar si al obtener ponderando por un escalar real todas las soluciones del
CSELH a partir de una solucidn particular, evidencia una concepcion proceso de (S, ‘r) Y
de R como cuerpo.
d) Procura indagar si al determinar si un conjunto de pares ordenados es todo R®
evidencia una concepcién proceso de cartesiano R?.
e) Procura indagar si al analizar las posibilidades de los escalares de una ELH de pares
ordenados y la accién elaborar un argumento geométrico evidencia una concepcion
objeto de CSELH.
a) Procura indagar si al transformar una ELNH en una ELH evidencia que el objeto
plano cartesiano se desencapsula en el proceso traslacion ejes coordenados.
b) Procura indagar al verificar si el CSELNH con las operaciones usuales de R? es un
2 espacio vectorial evidencia una concepcion proceso de Espacio vectorial R
¢) Procura indagar si al definir operaciones no usuales en el CSELNH procura coordinar
proceso traslacion de ejes coordenados con el proceso operacion binaria para obtener el
proceso cartesiano R? y el comparar estructura de espacio vectorial de subconjuntos de
R? evidencia una concepcion objeto de espacio vectorial.
Procura indagar si al obtener aditivamente todos los elementos de R” a partir de dos

3 elementos evidencia una concepcion objeto de espacio vectorial.
Procura indagar si al determinar si dos elementos de R pertenecen a un sub-espacio de
4 éste evidencia una concepcion objeto de espacio vectorial R?.
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4.3.4.2.- Sobre las entrevistas a E4 caso 1y E9 caso 2

Antes de presentar aquellos aspectos mas relevantes de las entrevistas a los estudiantes
E9 y E4, orden en que se llevaron a cabo dichas entrevistas, se hace notar que el punto
de partida de ambas entrevistas difiere en que a E4 se le pidio que obtuviera la ELH a
partir de una solucion de ésta y a E9 se le pidié que determinara una solucion de la ELH

3x + 5y =0 con x ey en R, para luego mantener la misma ronda de preguntas.

4.3.4.2.1.- Sobre los distintos aspectos que se manifiestan en la entrevista al E9
Caso 2

Como ya se indico en el parrafo anterior, en la entrevista a E9 se comienza preguntando
por la posibilidad de obtener todas las soluciones de la ELH 3x + 5y = 0 a partir de una
solucién fija de la ELH y utilizando sélo la adicion usual de R% Para ello se pide al E9
que determine una solucion de la ELH quien, como se aprecia en la Figura 153, expresa
una de las variables en términos de la otra y a continuacién escribe un par ordenado
cuyas componente quedan expresadas en términos de una de las incgnitas para luego

expresar dicho par como la ponderacion de una solucion por un escalar cualesquiera.

loal Bu=-3x (x, Z2x) = x €4 72%)

Figura 153: Determinacion de una solucion para la ELH 3x+5y =0

Lo realizado por E9, para determinar una solucion de la ELH, pone de manifiesto la
coordinacion de la construccion proceso todas las soluciones de una ELH con la
construccion proceso operacion binaria para dar paso a la construccion proceso
ponderacién por escalar. Por otro lado, en el fragmento 1 de la entrevista a E9, que se
presenta en la Tabla N°64, se aprecia como este declara que el CSELH es un espacio

vectorial unidimensional. Lo que evidencia una concepcion objeto del concepto espacio

. . ., -3 .
vectorial R? al reconocer, en el conjunto que genera la solucién (1, ?j un espacio

vectorial de dimensién 1.
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Tabla N°64: Fragmento 1 de la entrevista a E9, obtener a todos los elementos del CSELH desde la
adicién de soluciones del CSELH.

1a) Determine una solucion de la ELH 3x+5y =0 y luego explique si es posible a partir de ese
elemento obtener a todos los elementos del CSELH.

E9: ...bueno esto es un poco por media (haciendo alusion a la matematica de ensefianza media)...uno
sabe que puede definir un estilo de ecuacion de la recta aqui, entonces uno sabe que esta recta es un
espacio vectorial de dimension unidimensional con esta suma que habia definido antes, entonces si yo
sumo dos soluciones el resultado sigue siendo una solucidn de aqui.

EQ: ...ehhh yo diria que si...puedo tomar un elemento y definir como una base y puedo definir un
espacio vectorial a partir de esa base. Y eso puede ser la solucién de todos los de este tipo.

I: A partir de ese elemento y sélo con la adicion Ud. Podria obtener todos los elementos del CSELH

(Se vuelve insistir en que solo se puede usar la adicion y un elemento del CSELH)

E3: Si, lo sumo a él con el mismo y obtengo otro y nuevamente e incluso puedo sumar fracciones de el
mismo.

I: Si al sumar un elemento consigo mismo obtengo un nuevo elemento y sigo obteniendo nuevos
elementos con este ultimo, ¢podra obtener todos los elementos del CSELH? (al parecer no se ha
entendido la pregunta, piensa un rato y luego se da un contraejemplo)

E3: ...en efecto cumple... pero no puedo expresarlo como suma de éste varias veces...entonces no
puedo.

d.al By =-3x (%, Z2x) = x C4.725)
U = 2 x - -
5 (s, o)
e s Woﬂpmﬁé Mﬁjg}“?’i‘“‘w

Corre pewms e (1, “3£) .

Lo que manifiesta E9, en la Tabla N°64, evidencia que el asociar la ELH con la
ecuacion de una recta procura coordinar la construccion proceso CSELH con la
construccion proceso grafica de una funcion lineal en la construccién proceso recta
vectorial. Ademas, da evidencia de la construccion proceso todas las soluciones y la
construccion proceso ponderacion de una solucién por un escalar. Por otro lado, obtener
todas las soluciones del CSELH a partir de un elemento de este procura coordinar la
construccion proceso suma de soluciones con la construccion proceso ponderacion de

una solucion por un escalar en la construccion proceso algebra de soluciones.

Si bien E9, al enfocarse en la idea de que el CSELH con las operaciones usuales de R?
es un espacio vectorial, no logra percatarse de que la pregunta apunta a considerar sélo
una operacién binaria, la adicién usual de R?, finalmente, a través de un contraejemplo
se da cuenta que no es posible tal cometido. En la Tabla N°65 se presenta un fragmento

2 de la entrevista a E9.
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Tabla N°65: Fragmento 2 de la entrevista a E9, obtener a todos los elementos del CSELH desde la
onderacién de una solucién del CSELH por un escalar.

1b) Si pensamos ahora s6lo en la multiplicacién de una solucién por un escalar, ¢se pueden
obtener todos los elementos del CSELH a partir de un solo elemento?

E9: Con la multiplicaciéon por escalar tengo lo que yo llamaba fracciones del primero...y tengo en
particular todas las fracciones y estas si pueden ser sumadas...y si tendria todos los elementos de la
solucidn de esta ecuacion. En realidad no tendria mas que decir, como es una recta. ..

I: (Cémo una recta?, ;eso quiere decir que es posible mirarlo geométricamente?

E9: Claro

I: ¢Ud. lo podria explicar?

E9: Bueno tenemos esta ecuacion...es cosa de buscar la relacion entre x e y (despeja, escribe una
ecuacion y luego grafica considerando la recta vectorial)

E9: Bueno, plano cartesiano (Traza dos rectas perpendiculares) con una recta de -3/5 de pendiente...voy
hacer solo con la pendiente que va decreciendo... toca en cero en realidad (habia dibujado la recta afin).

I: Puede rayar, no se preocupe

E9: Sé que la pendiente no es -3/5 pero esa es la idea (se refiere a la que la grafica no representa una
recta vectorial con la pendiente que indica...entonces tengo este vector (el que obtuvo del par ordenado
todas las soluciones) que me daria como la direccion en el fondo.

I: Dibuje uno cualesquiera

E9: Dibuja el vector que esta en direccion opuesta al (1, -3/5)

E9: Entonces por un escalar me va a expandir o contraer el vector y eso es lo que me hace a
multiplicacion por escalar en R?

I: Entonces con la multiplicacion puede determinar a todos

E9: Si, con la pura multiplicacién...pues la multiplicacion la puedo expresar como combinacion de
sumas...

-—

(§Y)

>
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Asociar al plano de la geometria euclideana dos lineas rectas perpendiculares para
describir graficamente la ELH desde una linea recta y la pendiente que tiene asociada,
da cuenta de la desencapsulacién del objeto plano cartesiano en el proceso recta
vectorial. Ademaés, relacionar una solucion del CSELH con un vector de la recta
vectorial evidencia una concepcion proceso de plano vectorial. En la Tabla N°66 se

presenta un fragmento 3 de la entrevista a EO9.
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Tabla N°66: Fragmento 3 de la entrevista a E9, transformar una ELNH en una ELH y comparar estructura
algebraica en los respectivos conjuntos solucién.

2) Dada la Ecuacion Lineal No Homogenea (ELNH) 5x+3y =5y S’ su conjunto solucion,
transforme dicha ecuacién en una ELH.

El E9 escribe la ELH homogénea asociada a | 2| 3x+ 54 = © (Por_pmisntion) .
la ELNH 'y desde ahi interpreta T @)
geométricamente la ELNH, asumiendo que la /Z““f”"'“" = /f”_

recta afin es la traslacién de la recta vectorial.
Luego trasforma algebraicamente la ELNH en
una ELH desde un cambio de variable. En
primera instancia utiliza la variable z para
reemplazar y-1, se le sugiere que podria
utilizar y> pensando en que el cambio de
variable puede sugerir algo, a lo cual el E9
acepta aludiendo a la traslacion del eje Y.

Sk ¢Sy =5 = 3xt557%9 J;
- =0
34+ 5gy-4) j:) 445U =0 %
-4 = 4

E9: Para llegar a una homogeénea puedo decir que... (aplica el inverso aditivo de 5 a la ELNH)

E9: Y esto no es suficiente porque...

I: Tenemos que darle la forma estandar

E9: Si, tenemos que darle la forma estandar (factoriza por la variable y)

E9: Aplicamos un cambio de variable, la que Ilamaremos z (reescribe una ELNH en una ELH con una
nueva variable)

E9: Y después va hacer claro que como este tiene conjunto solucion anélogo a la ELH y hacemos el
cambio de variable con el conjunto adentro (Comenta que esa forma es la que se le ocurre y se le
sugiere poder usar y’ para sugerir algo mas)

E9: Si, fue un cambio de variable respecto a 'y

I: geométricamente como explico ese cambio de variable

E9: Estoy diciendo que esta solucion es analoga a una corrida en una unidad hacia arriba, pues las

I: 'Y eso va a dar algunas pistas

Ilamamos soluciones particulares.

pendientes son importantes en los problemas lineales...son la misma.

E9: EIl problema no homogéneo tiene una parte homogéneo que podemos estudiar...bueno lo que

Cuando se le solicita a E9 transformar la ELNH en una ELH escribe la ELH asociada y

luego dibuja la gréfica de la ELNH haciendo notar que la grafica de la ELH y la ELNH

tienen la misma pendiente, haciendo notar ademas que las soluciones del CSELNH

estan trasladas respecto de las del CSELH. El desempefio del E9 sobre los aspectos

indicados evidencia una concepcion objeto del plano cartesiano y pone de relieve una

construccion proceso de CSELNH y una construccidn proceso de recta afin.

La pregunta 3) de la entrevista apunté a indagar si era posible obtener todo R? a partir

de dos soluciones asociadas a dos ELH’s distintas considerando sélo la adicién como

operacion binaria. En la Tabla N°67 se pueden leer algunas de los comentarios que

indico el E9 mientras desarrolld con lapiz y papel lo solicitado.

158



Tabla N°67: Fragmento 4 de la entrevista a E9, obtener a todos los elementos de R? considerando la
adicion usual en dicho conjunto.
3) Dadas dos soluciones de dos ELH’s distintas ¢;Sera posible obtener todos los elementos de R” a
partir de los dos elementos anteriores sélo con la adicion usual de pares ordenados? Expligue.

E9: ...Estos conjuntos como ya lo habia dicho podria verlos como un base y como son no equivalentes
no importa lo que se expanda o contraiga una de estas bases nunca voy a poder obtener la otra porque
va en otra direccion...y eso nos dice en cierta manera de que son linealmente independientes y como
sabemos que en R? tenemos dimensién dos, debemos encontrar dos bases que tienen que ser
linealmente independientes que van a ser las bases de S1 y S2 para generar todo el espacio...

I: ¢Basta con la suma para obtener a todo R%?

E9: Si, pues la multiplicacion esté incorporada en el conjunto

I: No, la idea es tener los dos conjuntos solucién, un elemento en cada conjunto y s6lo la suma como
operacion.

E9: Mirando pareciera que sf, no tengo ninguna objecion (ocurre lo mismo que en la preguntal, piensa
un rato y comienza a dibujar...)

E9: oh, oh, oh ya ya ya uno sélo...no00, necesito la multiplicacion por escalar ...por un momento
pensé que tenia los conjuntos y que con una operacion definida y yo tomando elementos adecuados de
cada uno podia generar cualquier elemento de R No, eso si lo puedo hacer.

I: Me queda claro que entiende que lo puede hacer...

E9: Si agarro un elemento y agarro otro y lo sumo lo que estoy tomando en el fondo es una tercera
recta. Entonces si a ese elemento le sigo multiplicando tendria una recta y no tendria a todo R? (al
parecer todavia cuesta deshacerse de la multiplicacion por escalar)

I: Ud. en el cuestionario habia hablado que aparecia un paralelogramo

E9: Ah, la visién de suma de vectores como paralelogramo... claro y en realidad que la diagonal de
este paralelogramo es la tercera recta.

ole e W
Al &655.1.@6 52 rj//goé.
ekl 2 ceib et Gue oo ped
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Al parecer por lo que se logra apreciar de la Tabla N°67 E9 no logra argumentar con
certeza que, dadas dos soluciones fijas asociadas a dos rectas vectoriales y la operacion
suma usual de R?, no es posible obtener a todos los elementos de R?, pues al parecer no
fija dos vectores para tal propdsito. Para ello se le ayuda a fijar dos vectores y se le pide
gue comience a obtener otros vectores sélo con la suma. En particular, se le pide que
sume uno de los vectores fijos con el vector suma para ver si logra obtener un nuevo

vector que pertenece a otra recta vectorial.
En la Tabla N°68 se presenta el fragmento 5 de la entrevista donde E9 manifiesta,

finalmente que no es posible, sélo con la adicién usual de R? y dos elementos fijos del

conjunto solucion de dos ELH’s, obtener todos los elementos de R
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Tabla N°68: EL fragmento 4 de la entrevista a E9, obtener a todos los elementos de R? considerando la
adicion usual en dicho conjunto.

3) Dadas dos soluciones de dos ELH’s distintas ¢;Sera posible obtener todos los elementos de R” a
partir de los dos elementos anteriores sélo con la adicion usual de pares ordenados? Explique.

E9: ah, agarrando otra vez y sumando obtengo otra recta corrida para aca (sigue pensando que una
recta vectorial puede ser vista como un espacio vectorial)

I: Con esa forma de “reproducir” nuevos elementos podra obtener a R?

E9: Necesito estos elementos que se me escapan que eran mas grandes de los elementos que me tomé
(quiso decir méas pequefios, pues marca un punto en la grafica que asi lo denota)

E9: Entonces para poder alcanzar a eso y generar a todo R? necesitarfa contraerme y expandirme de
alguna manera.

I: Entonces como respondemos 3a)

E9: No, no se puede...

Punto que determinara un vector que no podra ser suma de los vectores fijos
‘/,,:L.; €5y e ﬁ%&m-
I o 23§ AT (Gpeas f"*"',ﬂ-”"g
| e e o Atine ot

Finalmente cuando se le pregunta a E9 por alguna estructura algebraica que conozca y
ademés garantice obtener a todo R? desde un niimero determinado de elementos de éste,
hace mencion a la estructura de espacio vectorial. Para ello da algunas propiedades que
son importantes para este tipo de estructura algebraica como la dimension del espacio,
la base usual 0 no de R? y los vectores linealmente independientes. En relacion al
conjunto de axiomas, separa aquellos que dicen relacion con la adicién de vectores y la
ponderacién por escalar, indicando que la ponderacién por escalar procura contraer,
expandir y obtener la inversion de un vector. En definitiva, dados los argumentos del E9

se puede evidenciar una concepcion objeto del espacio vectorial R%.
En la pregunta 4) se le consultd a E9 si era posible dar a conocer un sub-espacio de R?

que considere dos puntos de éste. En la Tabla N°69 se puede apreciar un fragmento de

lo que éste argumento.
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Tabla N°69: El fragmento 5 de la entrevista a E9, determinar un sub-espacio vectorial de R? que incluya
dos elementos de éste particulares.
4) Existira un sub-espacio vectorial de R? que contenga los puntos A(2,5) y B(5,5). Explique

EQ9: ...Voy a hacer el dibujo no mas

E9: Supongo que no quiere considerar a R? como sub-espacio de R?...bueno puede ser eso una
alternativa

I: Pero no...

E9: Una recta que contenga estos dos puntos a la misma altura va hacer equivalente a esta, pues por
dos puntos se puede trazar una Unica recta (dibuja recta paralela al eje X)

(Después de dudar un poco y haciéndosele notar que debe considerar con operaciones usuales de R?
responde)

E9: No contiene el (0,0) no es un sub-espacio de R?.

4.3.4.2.2.- Sobre la entrevista a E4 caso 1

Como ya se hizo notar en la seccion anterior, la entrevista a E4 caso 1 difiere sutilmente
de la entrevista del E9 caso 2 pues se da comienzo a ésta preguntando por la posibilidad
de obtener todas las soluciones del CSELH a partir de la solucion (-3,2), sélo con la
adicion usual de R Para ello se le pide a E4 que determine la ELH considerando para
ello la solucién (-3,2), a lo cual E4 escribe la forma general de una ELNH y luego se
focaliza en una ELH con pardmetros a y b, como se aprecia en la Figura 154. En una

primera instancia indica que la ELH que se solicita corresponde a -3a +2b = 0

1) (6) x4y = a Xl /3 ~
_ T Eryel
3(3) +b2)-0 g

b= 23
Figura 154: Determinacion de una ELH a partir de una solucién de ésta

Lo realizado por E4, para determinar la ELH, pone de manifiesto una concepcion
proceso de solucion de una ELH. Por otro lado, en el fragmento 1 de la entrevista a E4,
en la Tabla N°70, se logra apreciar como éste declara que el CSELH es un espacio

vectorial unidimensional.
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Tabla N°70: EL fragmento 1 de la entrevista a E4, obtener a todos los elementos del CSELH a partir de
un elemento con la adicion de soluciones en el CSELH.

1b) Dada la solucion (-3,2) de una ELH sera posible, a partir de ese elemento, obtener a todos los
elementos del CSELH.

E4: ...Si porque si tomamos cualquier maltiplo escalar de ese elemento.

I: ...es que no se esta considerando la multiplicacién por un escalar s6lo la adicion de pares
ordenados...

E4: Bueno en el caso particular que sumemos ese Gnico elemento lo podemos sumar con el mismo

I: Ya...lo podemos sumar

E4: Si, por ejemplo... (suma (-3,2) consigo mismo y obtiene el (-6,2) no percatandose del error
aritmético)

I: Entonces sélo con la adicién se podran obtener todos los elementos del CSELH

E4: No, porque sélo nos va a entregar las soluciones enteras...

(5 G Gad- (417)

no % pos: é/g obferor o
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Si bien E4 comete un error aritmético entiende que el repetir la suma de esos elementos
solo obtendra multiplos enteros de éste lo que imposibilitaria obtener a todos los
elementos del conjunto solucién. Esto muestra evidencia la construccién proceso

ponderacioén maltiplo escalar de una solucion.

Lo anterior pone de relieve, como se explica en la Figura 155, que el sumar un
elemento consigo mismo actla como mecanismo de coordinacion entre la construccién
proceso suma de soluciones con la construccion proceso todas las soluciones de una
ELH para dar paso a la construccion proceso ponderacion multiplo escalar de una
solucion. Teniendo en cuenta ademas que la coordinacion de la construccion proceso
todas las soluciones de una ELH con la construccion proceso operacion binaria procura

la construccion proceso ponderacion de una solucion por un escalar.

Ponderacidnde una
solucidn por un escalar
Ponderacién maltiplo (proceso)

Operacién binaria
escalar de una solucién (objeto)

(proceso) 3 C \

=

Suma de soluciones Todas las soluciones de o
e— Operacidn binaria
(proceso) una ELH >
(proceso)

(proceso)

Figura 155: Sobre la construccion proceso ponderacion de una solucion por un escalar
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Por otro lado la construccién accion asociar un escalar a la suma de un par ordenado
consigo mismo, interioriza en la construccion proceso ponderar un par ordenado. Luego
la construccion proceso ponderar un par ordenado se puede coordinar con la
construccion proceso segmento dirigido para obtener la construccion proceso

trasformacion de un segmento dirigido en un plano.

A continuacion en la Tabla N°71 los argumento de E4 a la obtencidn de todas las

soluciones del CSELH desde la ponderacion por escalar.

Tabla N° 71: Fragmento 2 de la entrevista a E4, obtener a todos los elementos del CSELH a partir de un
elemento y la ponderacién de una solucién del CSELH por un escalar.

1c) Dada la solucion (-3,2) de una ELH sera posible, a partir de ese elemento, obtener a todos los
elementos del CSELH con la ponderacién por escalar.

1: ¢S6lo con la multiplicacion y un solo elemento se pueden obtener todos los elementos del CSELH?
E4: (piensa un rato)...si porque si multiplicamos cualquier escalar por este elemento (-3,2) vamos a
tener una nueva solucion...si tomamos la relacién que teniamos (haciendo alusion a la ecuacidn) Si
reemplazamos en nuestro sistema (reemplaza en la ecuacion las componentes de la solucién) sabemos
que nos da cero pues pertenece al conjunto solucién, pero si ahora multiplicamos por un escalar
(multiplica la ecuacién evaluada en la solucion por el escalar A ).

E4: ...entonces aqui tenemos una familia de soluciones que son (-3, 21)...0 lo que podriamos decir
también como el conjunto generado por (-3, 2) (escribe dicho conjunto segln la notacion que se usa)

(Y(-2) +C/:2>.(1\ o /A
CEINRRTCARICEVEYS

CanyzA) = s AR

Lo anterior pone de relieve que el multiplicar por un parametro la ELH, evaluada en una
solucion de ésta, pone en evidencia una concepcion proceso de R como cuerpo. Ademas
escribir el par ordenado que ayuda a obtener a todas las soluciones permite escribir el
conjunto generador de todas las soluciones de la ELH, lo que da cuenta de una

concepcion proceso de cartesiano R?.

En la Tabla N°72 se muestran los argumentos que despliega E4 en relacion a la

interpretacion geométrica del conjunto generador.
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Tabla N° 72: Fragmento 3 de la entrevista a E4, interpretar el conjunto generador del CSELH.
1d) Podriamos mirar geométricamente el conjunto generador

I: ...y eso se podria mirar geométricamente (haciendo alusion al conjunto generador)

E4: Desde luego que se puede ver geométricamente pues esto lo podemos ver como una recta en el
plano...aqui tenemos un vector (-3,2) y el conjunto generado corresponde ser esta recta que es un sub-
espacio vectorial de R?.

Asociar el conjunto generado por el vector (3,-2) a una recta vectorial e interpretarlo
como un sub-espacio vectorial de R? evidencia una concepcién objeto de espacio
vectorial R?. En la Tabla N°73 la respuesta del E4 a la relacion de las soluciones y

escalares en una ecuacion lineal homogénea con pares ordenados.

Tabla N°73: Fragmento 4 de la entrevista a E4, interpretar escalares y soluciones de una ELH de pares
ordenados.

le) ¢Qué podemos decir de los escalares en la ELH siendo (a, b) y (c, d) soluciones de ésta? Y
como podriamos interpretar geométricamente las posibilidades de esos escalares.

(en una primera instancia el E4 manifiesta no entender la pregunta para ellos se le indica si éstos
escalares tendrian que ser ambos ceros)

E4: Ahora voy entendiendo para donde va la pregunta, porque en el fondo ahi tenemos una
combinacion lineal...estanos viendo si el conjunto es linealmente independiente o linealmente
dependiente. Asi interpreto yo esa pregunta. Pero tenemos aqui que el conjunto generado por esta recta
(refiriéndose a la recta del apartado anterior) es de dimensién ly tenemos dos escalares entonces
deberia ser linealmente dependiente...por ejemplo si igualamos esto a cero (escribe la ecuacion
homogénea), entonces puedo despejar...si ambos escalares fueran cero el conjunto seria linealmente
independiente...supongamos que por lo menos uno de ellos es distinto de cero (asume que alfa es
distinto de cero)...asi se ve que uno de los vectores es multiplo del otro....

(o 2y + 0 )e (00)

w0 PR (o)
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E4 asocia las dos soluciones de la ELH con un conjunto linealmente dependiente. Para
ello trasforma la ecuaciéon y explica, estableciendo una restriccion a uno de los
escalares, que en ese caso los vectores son paralelos. En el caso de que ambos escalares
sean cero, el conjunto que considera ambas soluciones es linealmente independiente.
Para ello recurre al apartado 1d) de la pregunta 1. Lo anterior evidencia una concepcion

objeto de espacio vectorial R.

En la Tabla N°74, se presentan los argumentos del E4 al problema de trasformar una
ELNH aun ELH.

Tabla N° 74: el fragmento 5 de la entrevista a E4, transformar una ELNH en una ELH.
2a) ¢Podria trasformar la ELNH 5x+3y = 2 en una ELH?

E4: O sea en el fondo crear otra ecuacion (se le explica que la misma ecuacion se debe transformar en
una ELH)

E4: ...1o que yo haria seria quitarle el 2 para que tenga el elemento nulo (comienza a dibujar)

E4: ...trasladando el conjunto pues este conjunto representa una recta...lo que yo pienso en el fondo es
trasladar esta recta (para dibujarla trasforma la ELNH en una ecuacion principal de la recta cometiendo
un error aritmético que no afecta mayormente lo que se persigue)

E4: Entonces aplicarle una trasformacion talque la traslade hacia abajo dos unidades hacia abajo
(piensa en una funcion) y tener este conjunto 5x+3y = 0...una traslacion...eso fue lo primero que
pensé...pero no sé si esa es la idea de la pregunta.

I: No ha pensado en aplicarle el inverso aditivo a la igualdad...hace manipulacion algebraica a la
ecuacion, se le pide que factorice.

%) 52 3 <2 ST
j;r r % z 42 ser 7(3 -2 )0
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1 Sx 13,20

E4 manifiesta que lo primero que se puede hacer es anular el 2 de la ELNH, asociando

de manera automatica la ELNH con la respectiva ELH. Luego determina la grafica de la
ELNH desde la trasformacion de ésta en la ecuacion principal de la recta, mostrando asi
que la recta afin se traslada dos unidades hacia abajo, dos unidades considerando el
error de célculo que instal6 E4, para obtener la recta vectorial asociada a la ELH 5x +
3y = 0 desde una traslacién en el plano. Lo anterior evidencia una concepcion objeto

del plano cartesiano y una concepcién proceso del concepto de funcion lineal. Ademas
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da cuenta que comparar las grafica de la ELNH con la grafica de la ELH pone de
relieve la traslacion paralela en el plano cartesiano, evidenciando una concepcion
proceso de plano afin.

Tabla N° 75: El fragmento 6 de la entrevista a E4, el CSELNH sera un espacio vectorial.
2b) ¢El conjunto solucién de una ELNH con las operaciones usuales sera un espacio vectorial?

E4: No es un espacio vectorial pues una condicion necesaria para que sea un R espacio vectorial es que
el conjunto S’ con la operacién suma sea un grupo abeliano, entonces tenemos que tener el elemento
neutro para la operacién suma que en este caso es el (0,0) que pertenece a R? y si reemplazamos este
elemento (verifica si el elemento (0,0) satisface la ELNH)

E4: 0 = 2, una contradiccion lo que nos dice que el elemento (0,0) no pertenece a S’. Por lo tanto S’
con la suma no es un grupo. Luego (S, +, -) no es un R espacio vectorial.
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E4 para determinar si S’ es un espacio vectorial averigua si (S’,+) es un grupo abeliano.
Para ello verifica que (0,0) € S’. Esto evidencia una concepcion objeto de CSELH y
pone de manifiesto una concepcion proceso de axioma, ademas de una concepcion

objeto de grupo.

Finalmente E4 define una operacion binaria no usual para que S’ sea un grupo. Esto
evidencia una concepcion objeto de operacion binaria. Ademas presentd algunas
dificultades al pensar en la traslacion de dos unidades, dado el error aritmético que
cometié en el apartado 2a) y la idea de afectar ambas componentes con la traslacion. En
la Figura 156 se puede apreciar algunos detalles de como E4 rectifica el error y define la
adicién no usual en S’. Si bien afirma que la ponderacién por escalar es la usual de R?,
no se siguid insistiendo en esa direccion dado que, dado el desempefio de éste era

factible que se haya percatado reflexionando sobre la traslacion.
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Figura 156: Sobre la definicion de una operacion no usual en S* para que sea un espacio vectorial.

Tabla N°76: EL fragmento 7 de la entrevista a E4, analizar si una operacion binaria y dos soluciones de
las ELH’s no equivalentes permiten obtener a todo R
3) ¢S6lo con la adicién de pares ordenados con dos soluciones de dos ecuaciones homogéneas no
equivalentes se puede obtener todo R*?

E4: ...deberia poderse (Se le insiste que es solo con la adicion y si es posible explicarlo
geométricamente)

E4: Con la adicion no es posible...si vemos la suma queremos ver la suma de dos vectores pues
tenemos dos elementos no nulos (dibuja dos vectores en el plano cartesiano no colineales ya que son
elementos de dos ecuaciones no equivalentes)

E4: ...como tenemos estos dos vectores no paralelos los podemos sumar y nos va a dar un tercer
vector (aplica el método del paralelogramo y dice que esa es toda la suma de los dos vectores)

E4: No nos da todo R? nos da un solo elemento de R? de infinitos...entonces necesitamos de otra
operacion un producto que nos...

I: Pero ese vector se puede sumar con ese y obtener otro (se le hace notar que puede seguir sumando
vectores inclusive el resultante consigo mismo)

E4: Ah yo no lo habia pensado asi...pens¢ que solo podia suma estos dos solamente.

E4: (piensa un buen rato)...no, pues se va a presentar el mismo problema anterior, por ejemplo podria
hacer un abuso y usar un ejemplo, pues basta con un ejemplo para mostrar que no es posible (recurre a
la base canonica)

E4: ...cual va hacer el problema siempre que sumemos como son numeros enteros, éstos son cerrados
bajo la suma. Entonces cuando los sumemos siempre vamos a obtener un par cuyas componentes seran
nimeros enteros...

e
;5('{%; ‘L;‘]Eo’/o Cott Za aafrcrm e @5 ,Pc’ﬁf&fe.
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E4 en una primera instancia entiende que solo era posible sumar los dos elementos fijos,
pero se aclara que es posible sumar el vector suma consigo mismo y éste con los
vectores iniciales. Finalmente se centra en un ejemplo considerando los vectores

canénicos de R? situados en dos rectas particulares (ejes coordenados) y hace notar que
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al suma y como sus componentes son numeros enteros el vector suma tendrd siempre
coordenadas enteras. Lo anterior evidencia una concepcion objeto de (Z,+) como grupo.
Finalmente se le pregunta si solo con la multiplicacién es posible obtener a todos los
elementos de R? a partir de los dos elementos fijos, argumentos que se pueden apreciar
en la Tabla N°77.

Tabla N°77: Fragmento 6 de la entrevista a E4.

3) ¢Solo con la ponderacion por escalar y dos soluciones de dos ecuaciones homogéneas no
equivalentes se puede obtener todo R*?

E4: Yo pienso que no, y de hecho me voy a valer del mismo ejemplo anterior para ver que no se puede
(Dibuja los ejes coordenados y los vectores candnicos haciendo ver que cada uno de ellos genera sélo a
los ejes coordenados como dos rectas vectoriales, haciendo notar que la unién de dichos conjuntos es
distinto del conjunto R?.)

E4: De hecho esto es una propiedad bésica que se suele pasar en los cursos de algebra lineal de que la
unién de dos sub-espacios no necesariamente es un sub-espacio vectorial

Qo> U<y 2
[y

E4, seglin lo que expresa en la Tabla N°77, relaciona los vectores candnicos de R? para
elaborar un contraejemplo y mostrar que solo con la ponderacion por escalar y dos
elementos fijos no es posible obtener todos los elementos de R Para ello argumenta
que cada vector de la base canénica genera un sub-espacio vectorial de R? indicando
ademas que la union de dos sub-espacios vectoriales no necesariamente es un sub-
espacio vectorial, aludiendo a una propiedad de los espacios vectoriales. Lo expresado
evidencia que relacionar propiedades de un espacio vectorial y comparar sub-espacios
vectoriales de R® da cuenta de una concepcién objeto de espacio vectorial. Por otro
lado, evidencia la desencapsulacién del objeto espacio vectorial R? en el proceso sub-

espacio vectorial de R?.

En la Tabla N° 78 se muestran los argumentos de E4 para determinar si existe un sub-
espacio de R? que contenga dos puntos de éste.
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Tabla N°78: Fragmento 5 de la entrevista a E9, determinar un sub-espacio vectorial de R? que incluya los
elementos (2,5) y (5,5).
4) ¢Existira un sub-espacio de R® que incluya a los elementos (2,5) y (5,5)?

E9: bueno de que existe, existe, ;porque no me estan preguntando por un espacio no trivial o
cualesquiera?

I: No, bueno, no es el R? (se le hace ver que no es un sub-espacio trivial de R?)

E9: (Dibuja los ejes coordenados y dos puntos en el primer cuadrante a la misma altura y luego los
vectores anclados al origen y asociados a dichos puntos ...) yo pienso que no, no se puede por el
argumento que dije antes si tengo un sub-espacio de R? y otro sub-espacio de R? la Ginica forma que de
que la unién de éstos sea un sub-espacio uno de los dos esté contenido en el otro...y si tenemos el
conjunto generado por éstos (refiriéndose a los conjuntos generados por los vectores asociados a los
puntos dados) podemos ver que ninguno estd contenido en el otro. Son dos rectas no paralelas, dos
rectas distintas por lo tanto ninguno de los conjuntos esta contenido en el otro...la Gnica posibilidad es
que el sub-espacio sea el trivial, entonces no hay otro sub-espacio de R? que contenga a ambos puntos.
E9: Una manera geométrica de saber si dos puntos de R? estan contenidos en un sub-espacio e que
ambos puntos y el origen deberian ser colineales (hace notar que los puntos dados no pertenecen a una
recta vectorial, para ello traza una receta paralela al eje X).

A R GCER
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E4 argumenta, considerando dos sub-espacios vectoriales de R?, que no es posible que
exista un sub-espacio vectorial no trivial que contenga a los dos puntos dados, pues
asocia cada punto a un sub-espacio vectorial de R? una recta vectorial. Inclusive
establece condiciones para que esos dos sub-espacios puedan contener a los dos puntos
dados, aludiendo a la colinealidad de los puntos con el origen del sistema de
coordenadas. Esto evidencia una coordinacién de la construccién proceso recta
vectorial con la construccion proceso plano cartesiano para dar paso a la construccién

proceso cartesiano R?.

4.3.4.2.3.-Algunos hallazgos a las entrevistas del E9 y E4 para indagar en la

construccién objeto del concepto espacio vectorial R?

Otro de los aspectos que se evidencid, al realizar la entrevista al E9 caso 2, para indagar
en la articulacion de las estructuras algebraicas asociadas al CSELH y CSELNH, es la
desencapsulacion del objeto plano cartesiano en el proceso traslacion de ejes, desde un
cambio de variable, para coordinarla con la construccion proceso adicion de pares

ordenados y dar paso a la construccion proceso conjunto solucion de una ELNH. En la
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Figura 157 se presenta un analisis a priori que se esperaba evidenciar respecto de las
construcciones y mecanismos mentales desde los posibles argumentos del E9 a la

pregunta 2 de la entrevista.

ELNH
Analisis A priori iConjunto solucion de 3y +5v=3
Entrevista E9, Caso 2 Una ELNH? ' Ea
ELH

5'={(5a+1-3a)/ac R}
{(5a,-3a)+(1,0)/ae R}

qmm 3x'+5y=0con x'=x-1

icon la adicidn usuales un grupo?

En caso negativo, ise puede definir

una adicidn no usual para que lo anterior
Sea posible?

+1 5w = 5

((a.5).)(c.d)) = (a.b)+(c.d)=(a+c+Lb+d)

(5'.4)

Plano cartesiano
(construccion Objeto)

Desencapsular

coordinar .
Traslacion de ejes «——> Adicidnde paresordenados
[construccion Proceso) [construccidn Process)

C coordinar

Conjunto solucién de la ELNH €——> Operacionbinaria interna

i [construccion Proceso)
(construccion Froceso) Estructura del CSELNH
[construccion Proceso)
Figura 157: La desencapsulacion del objeto plano cartesiano y la coordinacién de algunos procesos un a
priori

En primer lugar, como se aprecia en la Figura 157, se hizo un anélisis a priori de esta
pregunta estableciéndose una correspondencia entre el posible desempefio matematico
del estudiante y las construcciones y mecanismos mentales asociadas, dejando de
manifiesto que el transformar una ELNH en una ELH, asociando un cambio de variable,
actia como mecanismo de desencapsulacion de la construccion objeto plano cartesiano

en la construccién proceso ejes coordenados.

Por otro lado, relacionar la recta vectorial con la recta afin desde una traslacion,
asociando soluciones y respectivos conjunto solucion desde las ecuaciones asociadas,
actia como mecanismo de coordinacién entre la construccion proceso CSELNH y la
construccion proceso estructura del CSELH para dar paso a la construccion proceso
operacion no usual de soluciones. En la Figura 158 se muestra el desempefio del E9 en
sintonia con los elementos que se habia establecido de antemano desde el guion de la

entrevista.
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Plano cartesiano
[construccién Objeto)

Desencapsular

coordinar e
Traslacidon de ejes «—— Adicion de paresordenados
[construccion Procesc) [construccidn Process)

C coordinar

Conjuntosolucién de la ELNH €—— Operacion binariainterna

[construccién Proceso) [construccign Proceso)

Estructura del CSELNH

|construccion Procesc)

Figura 158: Desencapsulacién del objeto plano cartesiano y la coordinacion de procesos por parte del E9

El desempefio del E9 pone de manifiesto una concepcion objeto de operacién binaria
pues es capaz de definir una operacion binaria interna no usual en el CSELNH, desde la
traslacion paralela de los ejes coordenados, para dar cuenta asi de una estructura de
espacio vectorial para dicho conjunto. Por otro lado, queda de manifiesto la necesidad
de articular dos operaciones binarias en el CSELH para generar todos los elementos de

dicho conjunto.

Es importante hacer notar que tanto E4 como E9 hacen uso de una interpretacion
geométrica para describir y argumentar las distintas preguntas de la entrevista, haciendo
referencia a la recta vectorial y recta afin desde la ecuacidon de la recta. Destaca la
relacion entre la pendiente y la direccion de un vector que establece E9, lo que
evidencia una concepcién objeto de plano cartesiano y, por otro lado, pone de

manifiesto la construccién proceso cartesiano R?.

El E4 compara sub-espacios no triviales de R? con las operaciones usuales y hace uso
de propiedades de un espacio vectorial para argumentar las peguntas 3) y 4) de la
entrevista, en particular que la union de dos sub-espacios no siempre es un sub-espacio
vectorial. Ademas relaciona un punto del plano cartesiano y un vector del espacio
vectorial R?, lo que manifiesta una concepcién objeto de espacio vectorial R? y una

construccién proceso cartesiano R®.
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Por otro lado, tanto E4 como E9 evidencian una concepcion proceso de operacion
binaria no usual para un sub-espacio vectorial de R, cuando definen la adicién no usual
para CSELNH desde la traslacion paralela y el cambio de variable, lo que ademas pone
de relieve una concepcidon objeto de operacién binaria. Ademas, evidencia que el
comparar estructura entre el CSELH y CSELNH y R? permite encapsular la

construccién proceso cartesiano R? en la construccion objeto espacio vectorial R%

Tanto E4 como E9 hacen notar que la suma de una solucion consigo misma permite
obtener un mdaltiplo entero de una solucion lo que evidenciar la construccion proceso
ponderacion de una solucion por un mdaltiplo escalar, la que se puede revertir en la
construccion proceso ponderacion por la unidad, desde las propiedades de R-{0} como
grupo multiplicativo desde las componentes de una solucidn. A su vez, ésta se coordina
con la construccion proceso operacion binaria externa para dar paso a la construccién
proceso algebra de soluciones. Luego la coordinacion entre la construccion proceso
algebra de soluciones con la construccion proceso producto cartesiano da paso a la
construccion proceso algebra de pares ordenados. La construccion proceso algebra de
pares ordenados se puede coordinar con la construccién proceso plano cartesiano para
obtener la construccién proceso cartesiano R® Finalmente la construccién proceso

cartesiano R? se puede encapsular en la construccién objeto espacio vectorial R

Lo anterior pone de relieve la importancia de atender a ciertas construcciones accion a
tener en cuenta, para luego ir dando paso a construcciones proceso desde una
interiorizacion. Por ejemplo si pensamos en el conjunto solucién, atendiendo a lo
manifestado tanto por el E4 y E9, es posible poner de relieve la construccion accion
relacionar aditivamente una solucién con un nimero entero positivo, la cual se puede

interiorizar en la construccion proceso ponderacion escalar de una solucion.

Ateniendo a este andlisis de las entrevistas y el andlisis a las respuestas de las preguntas
del cuestionario 1 por parte de los estudiantes del caso 1y 2, si bien se muestra que la
DG propuesta es viable es posible re-direccionar de mejor manera las construcciones y
mecanismos mentales que se dispusieron en la DG original preliminar, resaltando el
papel de una ELNH vy su respectivo conjunto solucién en la construccion del espacio
vectorial R%
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4.4.- Una nueva mirada a la DG del espacio vectorial R?

En el diagrama de la Figura 159 se explicitan aquellas construcciones y mecanismos
mentales hipotéticos que un estudiante universitario debe mostrar para reconstruir

cognitivamente el R? espacio vectorial a la luz de los antecedentes recopilados.

Asignar nimeros
reales a ELNH
(Accion)

QOperacidn
binaria
(Objeto)

Asignar nimeros
reales a ELH
(Accion)

R? espacio
vectorial
(Objeto)

nterioriza

Interioriza / Desencapsula
Soluciones S—
Soluciones ELH Operar con pares Encapsula
ELNH Encapsula (Proceso) ordenados -
(Proceso) / (Proceso) 24 )
CSELNH E | \ (Proceso)
Objeto) neapsuia Coordinar

Coordinar )

Combinacion
lineal
(Proceso)

Estructura
CSELH
(Proceso)

y
paralelogramo Coordina
(Proceso)
Coordina
: d G
Rectas coordenadas
Coordina Par ordenado
D — (Proceso)

Coordenadas Sistema de

Rectangulares Coordenadas

(Proceso)

Vectorial

(Proceso)

oblicuas
(Proceso)

de un punto

(Proceso)

+ Ejes Coordina Paralelismo de
Coordinar Coordenados rectas
(Proceso) (Proceso)

Direccion
del plano
(Proceso)

Desencapsula .
Plano Cartesiano

(Objeto)

Figura 159: Construcciones y mecanismos mentales hipotéticos que debe mostrar un estudiante
universitario para la reconstruccion del R? espacio vectorial a partir del plano cartesiano.

Por otro lado, es necesario contar con los siguientes conceptos previos atendiendo a una
determinada concepcion, en términos de la teoria APOE, Tabla 1:

Tabla N°79: Concepcién de los conceptos previos asociados a la construccion del R? espacio vectorial
desde el plano cartesiano.

Concepcion del concepto previo

Conceptos Previos Accion | proceso | Objeto Esquema
Plano Cartesiano X
Paralelismo de rectas X
Paralelogramo X

Funcién Lineal
Funciéon Afin
Operacion binaria

XXX
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4.4.1.-Un punto de partida para la construcciéon del R® espacio vectorial: La
desencapsulacién del Objeto Plano Cartesiano en el proceso ejes coordenados

El punto de partida para reconstruir cognitivamente el R? espacio vectorial es
desencapsular el objeto plano cartesiano en el proceso ejes coordenados. Abordando,
por ejemplo, el problema de determinar las coordenadas de un punto del plano a partir
de las coordenadas de otro punto, en ausencia de los ejes coordenados; donde el
proceso ejes coordenados se traduce en una orientacion en el plano que permite
localizar un punto, asociando dos distancias. Luego, el proceso ejes coordenados se
revierte en el proceso direccion del plano, reparando en lo horizontal y lo vertical,
donde el proceso direccion del plano se reflexiona desde la posicion arbitraria y relativa
de lo horizontal y lo vertical. Asi la posicion de los ejes coordenados en el plano
cartesiano, Figura 160, queda en funcion de la posicion relativa de dos rectas

perpendiculares en el plano euclidiano.

X

Figura 160: Posicion relativa de los ejes perpendiculares en el plano euclidiano en funcion de la posicion
de un par de rectas perpendiculares.

El proceso ejes coordenados se coordina con el proceso paralelismo de rectas,
asociando rectas paralelas a cada uno de los ejes coordenados, para obtener el proceso
rectas coordenadas de un punto, que consiste en asociar un par de rectas con distinta
direccién a un punto del plano. Por otro lado, el proceso coordenadas rectangulares de
un punto se coordina con el proceso par ordenado, considerando a una coordenada
como el desplazamiento horizontal o vertical de los respectivos ejes, para obtener el
proceso sistema de coordenadas rectangulares, asociando a cada punto del plano
euclidiano un par de rectas paralelas a los ejes coordenados y, por ende, con un par
ordenado de numeros reales. Asi, el proceso sistema de coordenadas rectangulares se
revierte, desde la posibilidad de trazar dos ejes no perpendiculares, para obtener el

proceso sistema de coordenadas oblicuas.
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4.4.2.-El proceso recta vectorial y el proceso recta afin

El proceso coordenadas rectangulares de un punto se puede coordinar con el proceso
paralelogramo para obtener el proceso segmento dirigido, al comparar la diagonal de un
paralelogramo (rectangulo), desde un par de vértices opuestos, con el segmento que
determinan el origen O del sistema de coordenadas rectangulares y un punto P

cualesquiera del plano cartesiano, Figura 161.

Figura 161: Relacion entre las coordenadas de un punto, rectas afines y vectoriales

El proceso segmento dirigido se coordina con el proceso direccion en el plano, para
obtener el proceso recta vectorial oblicua, Figura 162, como una direccion asociada al
origen de un sistema de coordenadas. El proceso recta vectorial oblicua se puede
revertir en el proceso recta afin, Figura 163, al comparar las rectas vectoriales

horizontal o vertical con sus respectivas coordenadas.

fo

. . . 2 . . .
Figura 162: Rectas vectoriales en el R plano Figura 163: Rectas afines asociadas a una recta
cartesiano vectorial

4.4.3.-Los objetos CSELHy CSELNH y la construccién proceso (R +, «g)

La accion obtener una solucion de una Ecuacion Lineal Homogeénea (ELH), asignando
un par de nameros reales a los términos de la ELH se interioriza, desde el uso de
conectivos logicos, un cuantificador universal y un parametro, en el proceso obtener
todas las soluciones de la ELH. Por otro lado, el comparar el conjunto de todas las
soluciones de una ELH, como un todo, con el conjunto de todas las soluciones de otra

ELH permite encapsular dicho proceso en el objeto Conjunto Solucion de una ELH
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(CSELH); de la misma manera se puede construir cognitivamente el objeto Conjunto
Solucién de una ELNH (CSELNH).

El objeto funcion lineal se desencapsula en el proceso grafico, al comparar la gréfica de
la funcidn lineal con la recta vectorial oblicua en el plano cartesiano. El proceso grafico
relaciona el conjunto de todos los pares ordenados que se asocia, desde la expresion
analitica que la define, a la funcion lineal con el CSELH; analogamente para el objeto

funcién afin.

4.4.4.-E| proceso (R? +, - r) desde una coordinacion de varios procesos

El objeto operacion binaria se desencapsula en el proceso operar con pares ordenados,
comparando y relacionando elementos del CSELH; por ejemplo, el par de pares
ordenados que se obtienen al asignar un par de numeros reales, uno inverso aditivo del
otro, a los términos de una ELH. El proceso operar con pares ordenados consiste en
obtener pares ordenados del CSELH o del CSELNH, verificando si el nuevo elemento
pertenece 0 no al respectivo conjunto solucion. El proceso operar pares ordenados se
coordina con el proceso axiomas de una operacién binaria interna para obtener el
proceso estructura CSELH. Donde el proceso estructura CSELH consiste en averiguar y
relacionar las propiedades que satisfacen las operaciones definidas en dicho conjunto y
relacionando las operaciones usuales de R como cuerpo. El proceso estructura CSELH
se coordina con el proceso paralelogramo para obtener el proceso combinacion lineal,
al relacionar pares ordenados del conjunto solucion de una ELH y comparar con el
CSELNH, Figura 164.

3x—4y=0

Figura 164: Relacion de los pares ordenados de los conjuntos solucion de ELH.
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Por otro lado, el proceso combinacion lineal se coordina con el proceso operar con
pares ordenados para obtener el proceso (R?, +, - g), al comparar los elementos de los

conjuntos de Rx{0} y {0}xR para describir elementos de R

4.4.5.-La encapsulacion del proceso (R? +,-r) en el objeto R? espacio vectorial

Por Gltimo, el proceso (R?, +, -r) se encapsula en el objeto R? espacio vectorial cuando

se compara el CSELH, el CSELNH y subconjuntos de R® en cuanto a estructura,
reparando en la combinacion lineal como una descomposicion de un objeto matematico
en otros que pertenecen a un mismo conjunto y averiguando axiomas en relacién con el
cuerpo de los nimeros reales para garantizar dicha descomposicion. Relacionar la
combinacion lineal en el CSELH con el método del paralelogramo, Figura 165, pone

de relieve aspectos geométricos que se pueden involucrar.

Figura 165: La relacion entre pares ordenados del conjunto solucién de tres ELH que se asocian
aditivamente.

En las proyecciones de este trabajo se presenta la utilizacion de software Geometer’s
Sketchpad para el disefio de actividades y fortalecer los aspectos geométricos que se han

manifestado.

4.5.-Sobre la aplicacion de clases a la luz del ciclo ACE

Una vez validada la DG preliminar para construir el espacio vectorial R? y realizado los
ajustes necesarios para precisar ain mas respecto de las construcciones y mecanismos
mentales dispuestas en ella, en funcion de lo que se observd del desempefio de los

estudiantes, en que se indicaron en los apartados anteriores; se adapté un curso de la
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malla curricular de los estudiantes de la carrera de pedagogia en matematica de U3, el
cual se denomina “Optativo Il1l: Matematicas Especificas”.

Para esta oportunidad dicho curso se enfoco al trabajo de las operaciones binarias, el
conjunto solucién de una ecuacion lineal homogénea y no homogénea de dos incégnitas
y el plano cartesiano para indagar en la concepcion de cartesiano R? y algunos aspectos
de la construccion del espacio vectorial R? que tenfan estos estudiantes, a la luz de la
teoria APOE, aplicando para ello el ciclo ACE (Arnon, et al; 2014, p. 58-59). En los
anexos se presenta una planificacion de los distintos aspectos que se trabajaron.

4.5.1.-Sobre la clasificacion jerarquicay la seleccion de informantes del caso 3 para
una entrevista al final del curso.

Una de las primeras actividades fue indagar el tipo de concepcién que tenian los
estudiantes del concepto operacion binaria en términos de las construcciones y
mecanismos mentales. Para ello se elabord un cuestionario que se le aplic6 como un
diagnostico antes de comenzar a desarrollar las actividades, ejercicios y la discusion en
clase; todo lo anterior desde un trabajo colaborativo al interior del aula. En el CD que se
adjunta a este trabajo se pueden revisar tanto las actividades desarrolladas por los
distintos estudiantes como las grabaciones de audio y video que se generaron, evidencia
del desarrollo de este curso. A continuacion las tres preguntas que se aplicaron para

luego analizar la clasificacion jerarquica de éstos estudiantes desde un dendograma.

1) Dada la operacion binaria A definida en el conjunto A = {1, 2, 3, 4} la cual se define por medio de la
tabla de doble entrada:

elemento neutro, existencia de elemento inverso. Justifique su respuesta.

b) Resuelvax A 2 =1, justifique su respuesta

c) Resuelvax A 4 =1 A 3, explique su respuesta

d) Existira un B, subconjunto de A, tal que (B, A) cumpla con existencia de
clausura, existencia de elemento neutro, existencia de elemento inverso.
Justifique sus respuestas.

e) Redefina A para que cumpla con el apartado 1a).

a) Determine si (A,A) cumple con: Existencia de clausura, existencia de |
1
2
3
4

B W N R e
N o= = NN
W e W W
P N T

2) Sea A={e/e:ax+by=0;a,b,x, ycR}. Definimos las operaciones +y @ como sigue:
+:AxA—>A; (e,e,) >e +e,:(a, +a,)x+ (b +b,)y=0.Siendo e :ax+by=0Ye,:a,x+b,y=0
e-:RxA— A;talque (k,e) > kee:a“x+b*y =0 con R como cuerpo.

a) Determine si (A, +) cumple con: existencia de clausura y existencia de elemento neutro. Justifique su
respuesta.
b) Si e:x+2y =0 Determine 2ee + 3ee + €. Explique su respuesta

c) Determine 6ee. Explique su respuesta.
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d) ¢De cuantas formas puede resolverse la expresion kee,+ kee, ? Explique.

e) ¢Qué tipo de operacion es e ? Explique

f) Averiglie si la operacion (A, eg) cumple con: existencia de clausura, existencia de elemento neutro,
existencia de elemento inverso, existencia de asociatividad, existencia de distributividad. Explique.

3) Defina una operacion,®:BxB — B en el conjunto B={(a,b)/a,beR"}tal que se cumpla la
propiedad de clausura y elemento neutro. Explique en cada caso.

A continuacién, en la tabla N° 77, se presenta un analisis a priori de los posibles
argumentos (respuestas) que podrian desplegar los estudiantes en funcion de las
construcciones mentales que se asociaron.

Tabla N°80: Sobre las construcciones mentales y las acciones que realizan los estudiantes del caso 3.

Pregunta Argumentos Clave Construccion
mental
.- Lista todos los casos que garantizan la propiedad de ArlPla A
i) clausura.
.-Averigua la propiedad de clausura comparando los Ar2Pla P

elementos del conjunto A con los elementos que genera la
tabla de doble entrada.

.- Lista todos los casos que garantizan la existencia de un Ar3Pla A
i) | elemento neutro para (A, A).
1a) .-Relaciona la interseccion de una fila y columna, reflejo de ArdPla P

las dos entradas de la tabla, con un elemento neutro.

.-Verifica si todos los elementos de A tienen un elemento Ar5Pla A
inverso determinando un contraejemplo y concluir que no
iii) | posee la propiedad de elemento inverso.

.- Relaciona los pares simétricos de la tabla con el elemento AréPla P
neutro y la posibilidad de que algunos elementos tengan
mas un inverso de inversos o bien inverso por derecha o por

izquierda.
.-Determina, por medio de la tabla, el o los valores de la ArlP1b A
incognita o bien aplica un inverso, por izquierda, sin
1b) considerar la propiedad asociativa; verificando finalmente el
resultado. Ar2P1b P

.-Relaciona que la aplicacion de inversos, para transformar
una ecuacion y resolverla, requiere de la propiedad

asociativa.

.-Determina, utilizando la informacién de la tabla de doble ArlPlc A
1c) entrada, la no solucidn de la ecuacion.

.-Determina que la no existencia de un inverso no Ar2Pl1c P

imposibilita la solucién de una ecuacion.

.-Transfiere la estructura de (A, A) a cualquier subconjunto ArlP1d A
1d) de A.
.-Reduce la matriz de la tabla y chequea las propiedades Ar2P1d P
para un subconjunto de A, observando regularidades de la
tabla.
le) .-Redefine la imagen de aquel par simétrico que no esté ArlP1le P

asociado con el elemento neutro.
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Pregunta Argumento Clave Construccion
mental

-Verifica la clausura atendiendo a la forma de los elementos | ArlP2a A
de Ay la propiedad elemento neutro atendiendo a la
estructura de (R,+).

2a) .-Verifica si se cumplen las dos propiedades, utilizando Ar2P2a P
elementos genéricos, relacionando la estructura de (R,+) con
la operacion definida en A.
-Define una correspondencia entre un elemento de Ay Ry Ar3P2a 0]
sugiere una operacion para R”.
.-Resuelve, aplicando las operaciones segln el orden: e y + ArlP2b A

2b) -Reduce la expresion algebraica verificando que VeeA, lee | Ar2P2b P
=g,

2¢) .-Resuelve aplicando la definicion de la operacidn binaria. ArlP2c
.-Opera segun un el orden usual en el cuerpo de los nimeros | ArlP2d
reales.

2d .-Averigua si se puede distribuir un reducir la expresion en Ar2pP2d P
términos de las operaciones que intervienen.
.-Argumenta que ambas operaciones no son compatibles Ar3pP2d O

2e) .-Reconoce una operacion binaria interna de una externa. ArlP2e P
-Trasfiere la propiedad de un cuerpo a las operaciones Ar1pP2f A
involucradas

2f) .- Relaciona y enuncia propiedades de una operacion Binaria | Ar2P2f P
Interna para la operacién binaria externa en cuestion.

Pregunta Argumento Clave Construccion
mental

.-Define una operacién binaria Para un subconjunto finito de
B ArlP3 A

3) .-Define una operacién binaria interna que cumple sélo Ar2P3 P
clausura.
~-Define una operacion binaria interna no usual de R? para B Ar3P3 (@)
con ambas propiedades.

Una vez aplicado el cuestionario se tabularon las respuestas de los 12 estudiantes que
formaron parte de éste curso taller segun las claves que se indican en la tabla N° 78 que
se presenta a continuacion:

Tabla N°81: Tabulacién del desempefio, por parte de los estudiantes caso 3, en el cuestionario y su
relacion las construcciones mentales.

12 | la | 1la
Estudiante | i) | ii) | iii)

1c 1d le & 2b 2C 2d 2 | 2f| 3

E10 2 1

N

E1ll

E12

E13

El4

E15

E16

El7

E18

E19

NIRRT
NN
== =1 =N
N I R DN
NI
N[O NN N[N N[N = | N
NI
R
olr|o|lr|r|IN|IN|IN|N| k|-
[=1i=1=11 N1} 1} 1} S =1 =11 N1} V)
o|lo|o|Nv|k|o|o|k| k| k|-

E20

NIOIFR|IOININIFEINNINININ
RINO|IO|IFR IFPIOIOINFIFIN
OO0 |0|0O|0O|0|O|Fkr|Oo|o|w

E21 111 2 1 1 2 1 1 1 0 1

Claves: NC (No contesta o No corresponde): 0/ Accion (A): 1/ Proceso (P): 2 / Objeto (O): 3
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Una vez tabulada la informacion se procedidé a la elaboracion de un dendograma
utilizando el software libre PAST para establecer, via este procedimiento estadistico,
una clasificacién jerarquica de los estudiantes considerando sus respuestas en funcion
de las construcciones mentales que se establecieron a priori en la tabla N°78. El
dendograma, en la Figura 166, se elabord considerando la métrica euclideana y el

criterio de agregacion grupo de pares. En los anexos una explicacion mas detallada.

I~ T T - S S S X "
- - i

Distance

Figura 166: Dendograma estudiantes del caso 3 respecto del concepto operacién binaria

Para analizar la clasificacion jerarquica dada por el software a un nivel de similaridad
se ha considerado tres grupos de estudiantes, Grupol (G1), Grupo2 (G2) y Grupo3 (G3)
a un nivel de significacion del 3,5. Los cuales quedaron conformados por los estudiantes
Gl: E18y E20; G2: E13y E10; G3: E11, E12, E14, E15, E16, E17, E18, E19y E21.

De los tres grupos iniciales se presto atencion en el G2 compuesto por E10 y E13.,
quienes ademas de ser muy similares en funcion de sus respuestas al desempefio del
cuestionario en términos de la teoria APOE manifiestan una concepcion objeto de
operacion, no asi los estudiantes de los G2 y G3. En particular los estudiantes de G1
manifiestan una concepcion accion del concepto de operacién binaria y los estudiantes
del G3 manifiestan una concepcion proceso de esta. Una vez finalizado el trabajo de
clases, se entrevisto al estudiante E13 del G2. En los anexos se puede encontrar mas

detalles del curso y de los recursos que se utilizaron.
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4.5.2.-Entrevista a E13 una vez culminado el curso optativo a Estudiantes U3

Una vez terminado el curso que se adaptd para los estudiantes de pedagogia en
matematica y computacion de la U3, se solicitd una entrevista a E13 y E10 accediendo
voluntariamente s6lo E13, considerandose las preguntas de la entrevista que se
utilizaron con E4. A continuacion algunos fragmentos de la entrevista a E13 y su

respectivo analisis.

Esta comienza con la siguiente solicitud, determine la ELH asociada a la solucion (-
3,2), en la Figura 167 se puede apreciar el proceder del E13 quien manifiesta dos

posibles caminos para obtener la ELH.

i&j E_?J '\&lj t‘}\}{\ + égj?’;—ﬁ/ 2_ _5% J‘_“?('j =
G X by =0 = /,_LJ =D
Do + '?L?g' o LeX T BC’L‘:‘B_--? 5 ©7e ?2@33
="+ dlp = P f 4
2ih= 25 2% +E’>=3_jf‘_’_
-
2

Figura 167: Determinacién de una ELH a partir de una solucion de ésta

En la Tabla N°82 el fragmento 1 a la entrevista a E13 respecto de la obtencion de una
ELH a partir de una solucion de ésta.
Tabla N°82: Fragmento 1 de la entrevista a E13, obtener a todos los elementos del CSELH a partir de un

elemento con la adicién de soluciones en el CSELH.
1b) Dada la solucioén (-3, 2) de una ELH sera posible, a partir de ese elemento, obtener la ELH.

E13: ...todas las homogéneas son ax + by = 0

I: Porqué xey, porquenoz,wo't

E13: ...pues siempre las letras que se vienen a la mente en cuanto a formar una ecuaciénes x e'y...

I: Y por qué dos y no tres

E13: por ser un par ordenado...entonces en este caso reemplazariamos el par ordenado (trabaja en la
hoja)

E13: Entonces yo idearia la forma de despejar uno de los dos valores o también podria inmediatamente
escribir -3x + 2y =0y en el otro caso... (retoma el primer procedimiento para obtener la ELH, despeja
y reemplaza)

E13: ...n0 sé por qué no seria...(duda respecto de las dos respuestas distintas que obtiene)

o) (22) o+ %:Y"D/-z_ e
axx'mé:o 7 Boy =@ S n4o B!
- P 2Up =L (’D\x jj_———&——’. ! * 3 =
oy T o
=3 T
2-
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En primer lugar, a E13 se le presentan dudas al pasar directamente de la solucion (-3,2)
a la ELH -3x + 2y = 0 al verificar luego que dicha solucién satisface 2x + 3y = 0, lo que
pone de manifiesto la construccion accion relacionar coeficientes de una ELH con las
componentes de una solucidn de ésta. Finalmente E13 muestra que es posible obtener
una ELH a partir de una de sus soluciones, poniendo de manifiesto la construccion

accion solucién de una ELH.

En la Tabla N°83, los argumentos E13 para mostrar que no es posible que a partir de un
elemento del CSELH Yy la adicion usual no es posible obtener a todos los elementos de
éste.

Tabla N°83: El fragmento 2 de la entrevista a E13, obtener a todos los elementos del CSELH a partir de
un elemento con la adicién de soluciones en el CSELH.

1b) Dada la solucion (-3, 2) de una ELH sera posible, a partir de ese elemento, obtener a todos los
elementos del CSELH.

E13: ...en total no (escribe la forma de sumar usual en R?)

E13:... entonces esto seria sumar siempre el mismo par ordenado... entonces (-3, 2) + (-3, 2) = (-6, 4)
I: Y ese elemento perteneceré al conjunto solucion (se le indica por el par ordenado suma)

E13: Si, pues al evaluar en la ELH que se obtuvo...da cero

I: Pero con ese puedo obtener otro, si pero no va a ser todos, pues va aquedar obviamente un resto de
elementos que no van a ser...pues vamos a encontrar los multiplos de dos, los multiplos de tres
respecto de su posicion. Pero no en general.

E13: Por ejemplo si tenemos el (-3/2, 1) al sumar los otros nunca nos va a dar aunque igual pertenece
(se le pide que lo registre y lo explique en la hoja de papel).

o) (0. b+ (c, o) = (nxe, brsd)
(-3 Iz]T-[:_—B,?) = (’Cf"r q‘/\

/ gusele B S|
-El— @‘[LQ ‘I\J %-[ F{—L

]
/

Se hace notar que E13 exhibe un tipo de solucion que también muestra E9. Solucion
que incorpora en sus componentes a la pendiente de la recta vectorial asociada a la
ELH, evidencia de la construccion proceso asociar un ndmero real a una de las
incégnitas de una ELH. Por otro lado, el hecho de que el E13 construya un contra-
ejemplo para hacer ver que no es posible obtener sélo con la suma usual de R® y un
elemento fijo del CSELH todos los elementos de éste, evidencia una concepcion
proceso de cartesiano R? y a la vez pone de manifiesto la construccién proceso mdltiplo

escalar de una solucion.
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Cabe destacar nuevamente, que el sumar un elemento consigo mismo actia como
mecanismo de coordinacion entre la construccién proceso suma de soluciones con la
construccion proceso todas las soluciones de una ELH para dar paso a la construccién

proceso ponderacion multiplo escalar de una solucion.

En la Tabla N°84 se presentan algunos de los argumentos, por parte del E13, a la
pregunta de si es posible obtener todos los elementos del CSELH desde un elemento

fijo y la ponderacion por escalar.

Tabla N 84: El fragmento 3 de la entrevista a E13, obtener a todos los elementos del CSELH a partir de
un elemento y la ponderacidn de una solucién del CSELH por un escalar.

1c) Dada la solucién (-3,2) de una ELH sera posible, a partir de ese elemento, obtener a todos los
elementos del CSELH con la ponderacidn por escalar.

E13: Depende si el escalar pertenece a los naturales o los enteros o si el escalar pertenece a R, si 0 si
me va a dar todos los elementos del conjunto.

I: Efectivamente, estamos pensando en un nimero real como escalar

E13: Entonces seria ese escalar por el vector (escribe la relacion)

E13: Si uno ve la parte de la suma (aludiendo a los multiplos escalares) el “alfa” va a tomar esos
numeros 2, 3, ...al multiplicarlos obviamente nos va a dar la suma y si o si va estar éste (refiriéndose al
vector pendiente) al multiplicar por 1/2 y va a poder generar a todos...

I: Geométricamente, ¢qué significara eso?, ;Como lo puede explicar geométricamente? (piensa un rato)
E13: Tomaria este elemento como un vector (dibuja un sistema de coordenadas y describe donde estara
el vector)

E13: Entonces como es una ELH obviamente el par (0,0) pertenece también...tenemos ese vector. el
alfa va ir dando la longitud...si el alfa es pequeno, el vector se va a ir achicando y si el alfa es mas
grande, obviamente el vector va ir agrandandose...(se le explica que el alfa permitiria un tipo de
barrido)

E13: ...también el alfa puede ser negativo entonces va ir para el otro lado...

(-2,2)

1955 a(s2)

o (8

Lo expresado por E13, pone de manifiesto una concepcion proceso de R-{0} como
grupo multiplicativo. Por otro lado, relacionar la ponderacion de una solucion con la
dilatacion y contraccion de un segmento dirigido, da cuenta de una concepcion proceso

de vector en el plano cartesiano.

En la Tabla N°85 la respuesta del E13 a la relacién entre las soluciones y los escalares

en una ecuacion lineal homogénea con pares ordenados.
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Tabla N°85: El fragmento 4 de la entrevista a E13, interpretar escalares y soluciones de una ELH de pares
ordenados.

1e) ¢Queé podemos decir de los escalares en la ELH siendo (a, b) y (c, d) soluciones de ésta? Y
coémo podriamos interpretar geométricamente las posibilidades de esos escalares.

E13: ...tenemos el caso obvio que este par sea cero y este otro sea cero

I: Ud. dice que podriamos considerar casos

E13: Lo que pienso en el caso que estos no fueran los nulos, fueran cualquier elemento del conjunto
solucién (pregunta si ambos elementos pertenecen al mismo conjunto solucién y se le responde que
si...luego escribe una ecuacién homogénea con las soluciones particulares obtenidas y dice que
resolvera un sistema de ecuaciones )

E13: ... existen alfa y beta si los elementos son del mismo conjunto solucion...pues van a tratar de
eliminarse esos tamafios... (plantea y resuelve un sistema de coordenadas para explicar con
vectores...)

’)g\@( Qi‘rﬁ + ﬁ( @400 = (ori)) ‘LJ t:lr‘{-&.'z) -+f§‘_’5(_-;‘ 1) - (o)

i\ (.E"rb‘] = COrOB Mo, d )= lo o) Uy f ~ Dol 4= '%@) =0 /' -C{g\\:ﬁ'
o v B we tzeos zrsecca _:‘E’ﬁ;’_ o LB =0 ) ~HA Trod =0

E13 analiza un caso particular y determina que el sistema de ecuaciones es consistente,
es decir que tendra solucion distiénta de la trivial, permitiendo que los vectores en
cuestion puedan anularse aditivamente dada la posibilidad de contraccion, dilatacion o

inversion de éstos, lo que evidencia una concepcion proceso de cartesiano R®.

En la Tabla N°86 algunos argumentos del estudiante E13 a la posibilidad de transformar
una ELNH en ELH.

Tabla N°86: El fragmento 5 de la entrevista a E13, transformar una ELNH en una ELH.

2a) ¢Podria trasformar la ELNH 5x+3y = 2 en una ELH?

E4: ...Creo que si...buscaria que nuestros elementos estén igualados a cero (escribe en la hoja de
trabajo, para ello factoriza y hace luego un cambio de variable escribiendo una ELH, luego se le pide
que piense si hay otra posibilidad de hacer o mismo)

E4: ...repitiendo el mismo procedimiento y haciendo un cambio de variable (se le pide que realice lo
que indica)

?) pariy=S s SEoBu

Sx+dg 5= | SXxDy =0

l’.,——"'_r__

Sr [iv g = e S
- ) 7 5 Vo
s(x-nrrg e | Ixi8ly-5)eC
X1 = W=t | [T_ kj - §
AN 7o 3

\ = ——
[‘5_)( v3 ‘:3__/@ S =1 ZS" -0
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E13 hace mencién a la forma estandar de una ELH para luego, aplicando un inverso,
factorizando una expresion y haciendo uso de un cambio de variable, obtiene una ELH a
partir de la ELNH. Lo anterior pone de manifiesto una concepcion proceso del plano

cartesiano y ademas una concepcién proceso de R como cuerpo.

En la Tabla N°87 los argumentos E13 a una interpretacion geométrica a la
transformacion de la ELNH en ELH.

Tabla N°87: El fragmento 5 de la entrevista a E13, transformar una ELNH en una ELH.

2a) ¢Podria trasformar la ELNH 5x+3y =5 en una ELH?

E13: lo que yo veo geométricamente haciendo un esbozo (dibuja ejes, gradtia y luego grafica...)

E13: Ambas rectas son paralelas al hacer el cambio de variable es lo mismo pero lo trasladé al
origen...(no habla de traslacion de un eje con el cambio de variable)

I: Algln elemento matematico que me hable del paralelismo

E13: Si, sus pendientes...sus pendientes son iguales, entonces si

Ao = S x5
\S o
L Bk v
JI_'*_gi: B
Sx' = o

En definitiva el E13 grafica la ELNH y luego la ELH asociada por medio del cambio de
variable, poniendo de manifiesto una traslacion paralela entre dos rectas; no asociando
el cambio de variable con la traslacion de ejes. Por otro lado, E13 transforma la ELNH
y ELH en la ecuacion particular de la recta y luego compara las pendientes de las rectas

asociadas a éstas ecuaciones, evidenciando una concepcion proceso de plano cartesiano.

En la Tabla N°88 se presentan algunos argumentos del E13 a la pregunta, ¢el CSENH

con las operaciones usuales de R? es un espacio vectorial?
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Tabla N°88: El fragmento 6 de la entrevista a E13, el CSELNH serd un espacio vectorial.
2b) El conjunto solucién de una ELNH con las operaciones usuales ¢serd un espacio vectorial?

E4: ... mi conjunto solucién seria un “a” por... tomando un representante del conjunto (-3,5) y le
agregariamos el vector de traslado.

I: Correcto, porque Ud. esta diciendo que las rectas son paralelas, entonces estan vinculadas desde una
traslacion.

E13: Exacto, entonces ahora solamente tendria que ser el vector de traslado que seria (0,5/3)

I:...podria yo verificar si para un “a” cualesquiera Se obtiene una solucidon de la ELNH

E13: Tomemos el mas facil con a = 1 (hace calculo y se percata de un error de signo rectificando luego
el vector traslacion)

I: ... S’ con las operaciones usuales de R? seré un espacio vectorial (se le presenta los axiomas que
definen a un espacio vectorial)

E13: ...tendriamos que corroborar con las propiedades... la pregunta es si tengo que probar que es un
grupo (se le explica que si bien es necesario tener un grupo podria existir procedimientos que acorten
la verificacion de ser grupo con una operacién binaria...)

E13: (después de pensar bastante y en el intertanto insistir en la pregunta y enfocarse en las
propiedades de grupo)...sea a = 5/3 para no ser tan entero (determina un nuevo elemento del CSELH)

e ==
&C\ ,?

(ﬂ6'{ 2'% ) ||I (_ %R '5?
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E13, si bien entiende que (S’,+) debe ser un grupo, le cuesta tomar la iniciativa respecto
del chequear propiedades, pues podria estar pensando en demostrar, aspecto que no se
consulté y se pasé por alto en la entrevista. Finalmente, suma dos elementos
cualesquiera y verifica que la suma no pertenece a S’ manifestando que no es un grupo
con la adicién usual de R?. De acuerdo a lo manifestado por E13, éste evidencia una

concepcion proceso de espacio vectorial R?.
En la Tabla N°89 se aprecia los argumentos de E13 para responder a la pregunta si es

posible definir operaciones usuales para que S’ sea un espacio vectorial, manifestando

que su sospecha estaba el (0,5/3) que hace que varie el CSELH
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Tabla N°89: El fragmento 6 de la entrevista a E13, el CSELNH serd un espacio vectorial.
2b) ¢El conjunto solucién de una ELNH con las operaciones usuales sera un espacio vectorial?
I: Recuerde que en una pregunta anterior Ud. definié la adicién usual en R? (se le muestra la hoja de
trabajo)
E4: ...entonces lo que yo haria ahora... viendo si se puede o no, restaria el a(-3,5) con (0, 5/3)... para
poder volver al mundo original (pensando en el CSELH, ya que este es un espacio vectorial)...
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e’ . s
(OIbB_(wa:’B :(B»{ b 3)
S

3.
4.
%l [-g 22 -8
_ Lo \
- ( %/ __§/|

gg?’ CowplEneowe EBOUE RIS OFERNciesdss

( Jarna DLQIZES Y EOLTLPISEs e PEY asm«:ﬂ?)_

E13, si bien no define en términos formales la adicion no usual para S’, se aproxima a
dicha operacion. Para ello tiene presente que el CSELH es un espacio vectorial, luego
deshaciendo la traslacion podria recuperar las propiedades que si se satisfacen para el
CSELH. Lo anterior evidencia una concepcién proceso de operacion binaria interna en

vias de encapsular en un objeto operacion binaria.

En la Tabla N°90 se presentan algunos argumentos del E13 a la pregunta, ¢es posible
obtener todo R? a partir de dos elementos fijos de dos ELH no equivalentes y una
operacion usual?

Tabla N°90: El fragmento 7 de la entrevista a E13, analizar si una operacion binaria y dos soluciones de
dos ELH’s no equivalentes permiten obtener a todo R,

3) ¢Sélo con la adicion de pares ordenados con dos soluciones de dos ecuaciones homogéneas no
equivalentes se puede obtener todo R”.

I: ...Sera posible obtener todos los elementos del CSELH con sélo dos elementos de dos ELH’s no
equivalentes s6lo con una operacidn usual, en particular pensemos en la adicion usual (se le indican los
dos elementos fijos arbitrarios)

E13: ...bueno sumaria para ver...cual es ¢l comportamiento de ellos (hace calculos en su hoja de
trabajo)

E13: No, pienso que no, no...estoy pensando en algo geométrico...pienso en vectores (dibuja vectores
en el plano cartesiano)

E13: Entonces la suma va estar en el medio, por la suma de vectores... como estas son dos rectas van a
desarrollar otra recta pero R? en toral no (se le trata de explicar que si bien obtiene un nuevo vector con
el método del paralelogramo piense en la posibilidad de seguir sumando y que parezcan otros).
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E13 entiende que con la suma usual y la ponderacién por escalar de R* es posible
considerando dos soluciones fijas, asociadas a dos ELH’s no equivalentes, pero no logra
un argumento convincente que justifique la imposibilidad de obtener a todo R? con sélo
una operacion usual de R?. Lo anterior pone de manifiesto que necesita coordinar
construccion proceso suma de vectores con la construccion proceso suma pares

ordenados.

Finalmente en la Tabla N°91 los argumentos a le pregunta si s6lo con la multiplicacion

es posible obtener a todos los elementos de R? a partir de los dos elementos fijos.

Tabla N°91: Fragmento 6 de la entrevista a E13.

4) ¢Existira un sub-espacio vectorial que contenga los puntos A (2,5) y B (5,5)?

E13: ...Si pienso que si porque el espacio vectorial R® contiene a todos los elementos espacios
vectoriales de R? (se le indica que es para un sub-espacio vectorial de R?)

E13: Dentro de todos esos sub-espacios va a estar el que contiene al (2,5) o el (5,5).

I:...Indiqueme un sub-espacio conocido de R?...

E13: Serian las ELH...tendriamos el S; que seria el del A (escribe el CSELH asociado a la solucion
(2,5)

D _ { . -{{‘1 (o]
@/’51"10@5),%3 /&ekl
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En primera instancia E13 manifiesta que R contiene a los puntos dados pero no asocia
a R? como sub-espacio de si mismo. Luego se centra en la idea de exhibir sub-espacios
de R? y considera los que genera una solucién de una ELH, asf se enfoca en el vector
(2,5) escribiendo el CSELH. Luego como no logra ver que el otro vector (5,5) plantea
una ELH con pares ordenados y luego resuelve un sistema de ecuaciones homogéneo
para determinar que los vectores son linealmente independientes. E13 muestra
evidencia que esta en vias de encapsular la construccién proceso cartesiano R? en la

construccién objeto espacio vectorial R

En general, considerando los desempefios del E13 en el desarrollo del curso optativo
matematicas especificas y sus argumentos en la entrevista, se puede declarar que si bien
logran coordinar procesos que permiten mostrar evidencia de la construccién proceso
cartesiano R? est4 en vias de una encapsulacion del espacio vectorial R?. Es importante
destacar que dado el conjunto de actividades y la reflexion en éstas permiti6 dar cuenta

de aquellas coordinaciones que se indicaron en los parrafos anteriores.
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4.6.- Una DG tedrica para el espacio vectorial R®

En esta seccion se presenta una DG preliminar para construir el espacio vectorial R® y
ademas se detalla la validacién de ésta desde la aplicacion de un cuestionario. Cabe
mencionar, al igual que para el espacio vectorial R? la importancia de trabajar
algebraicamente tanto con una ELH y su respectivo conjunto solucion como una ELNH,
para construir el proceso cartesiano R® y asi encapsular dicho proceso en la
construccién objeto espacio vectorial R®, poniendo de relieve las construcciones y

mecanismos mentales que se explicitan en la DG.

4.6.1.-Sobre la DG del espacio vectorial R®

En el diagrama, Figura 168, se declaran, en términos tedricos, aquellas construcciones y
mecanismos mentales que un estudiante universitario requiere para construir el espacio

vectorial R® a partir del cartesiano R® y del espacio vectorial R.

Espacio vectorial R?
[Objeto)

Encapsular
|Chequear Axiomas; dar ejemplos

Sistemna de ¥ contraejemplos)

ecuaciones lineales

R3 Bpal:u:r vectorial
{Pru-l: eso)
Reversion
Ejes coordenados

R-* Plano Coordinar
Cartesiano R* Plano afin
{PFDE esa) Pa rametrizacitn {Procesa)

Combinacion lineal
Bp-al:ln- vectarial R Paralelismo
Objet
{ jeto] x=g5 y=t=z=lk-s+k-1
Desen:apsular = 8= {[52‘:{] s+k- 2‘}'=R3 SE"=R}
|Combinacion lineal)
\ Conjunto solucign

Ecuacion lineal homogéneay no
homaogénea de tres incognitas
{Proceso)

coordinar

Sub-espacio vectorial
[Procesa)

{l:umhmal:lun lineal y
Parametrizacidn)

ax+dy+ez=0vax+by+ez=d
Figura 168: Construcciones y mecanismos mentales para la construccién cognitiva de R® espacio
vectorial.

El punto de partida para construir el espacio vectorial R® es centrar la atencién en la
resolucion de una ELH de tres incognitas para poner de manifiesto la construccion
proceso asociar nimeros a las incognitas de una ELH y determinar una solucién de ésta.

Dicha construccion proceso se debe coordinar con la construccion proceso asociar
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parametros a las cantidades asociadas a las incognitas para dar paso a la construccion
proceso todas las soluciones de una ELH, donde el asignar orden a las cantidades actla

como mecanismo de coordinacion.

Formar un conjunto con todas las soluciones de una ELH, desde el uso de un
cuantificador, actla como mecanismo para encapsular la construccion proceso todas

las soluciones, de una ELH de tres incognitas, en la construccion objeto CSELH.

Asociar un solo parametro a dos de las tres incégnitas de una ELH permite
desencapsular la construccion objeto CSELH en la construccion proceso todas las
soluciones, dicha construccién proceso se coordina con la construccion proceso recta
vectorial, desde la relacién que se establece entre un parametro y una solucion del
CSELH, para dar paso a la construccion proceso ponderacion de una solucion por un
escalar. Por otro lado, comparar todas las soluciones para uno y dos parametros vy,
ademas, todas las soluciones de una ELNH permite coordinar la construccion proceso
todas las soluciones con la construccién proceso operacién binaria y obtener la

construccion proceso adicion de soluciones.

Analizar cudl es el nimero minimo de soluciones que se requiere para obtener todas las
soluciones del CSELH desde la ponderacion de una solucién por un escalar y/o la
adicion de soluciones permite coordinar la construccion proceso ponderacion de una
solucion por un escalar y la construccion proceso adicion de soluciones en la
construccion proceso algebra de soluciones del CSELH. Por otro lado, comprar
estructura en el CSELH, CSELNH y R® permite encapsular la construccién objeto
estructura del CSELH.

Comparar rectas y planos vectoriales con rectas y plano afines como subconjuntos de R®
permite desencapsular la construccion objeto estructura del CSELH en la construccion
proceso algebra de soluciones para coordinarlo con la construccion proceso espacio

cartesiano y asf dar paso a la construccién proceso cartesiano R®.

Comparar subconjuntos plano vectoriales como subconjunto de R® con estructura de R?
espacio vectorial permite encapsular la construccién proceso cartesiano R® en la

construccién objeto espacio vectorial R®.
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4.6.2.-Aplicacion del cuestionario

Para indagar en las construcciones y mecanismos mentales que inciden en la
construccion del espacio vectorial R® se disefi6 un cuestionario, considerando la DG
tedrica del apartado anterior, que incluye cinco preguntas cuyo analisis a priori se

presenta a continuacion.

4.?.2.1.-Anélisis a priori de las preguntas del cuestionario para el espacio vectorial
R

1) Sabiendo que S = {(t, k,3t+2k)eR®/k,te R} es el conjunto solucion de una Ecuacion Lineal

Homogeénea (ELH) de tres incognitas, responda a lo siguiente:

a) Determine una ELH y dos elementos que pertenezcan a su conjunto solucion.

b) (Qué describe, geométricamente, el conjunto S? Comente

c) Sabiendo que S, con las operaciones usuales para R®, es un espacio vectorial. Muestre un sub-espacio
vectorial de S.

Anélisis de la pregunta

En general, se pretende indagar en el tipo de concepcion que un estudiante tiene del
concepto conjunto solucion de una ELH de tres incégnitas y ademas evidenciar aquella
construccidn accion y/o construccion proceso que esta involucrado en la determinacién
de la ELH a partir de su conjunto su solucion. En la Tabla N°92 se presentan de manera

preliminar lo que se espera en cuanto a las construcciones y mecanismos mentales.

Tabla N°92: Sobre las construcciones y mecanismos mentales y la concepcion de conceptos involucrados
en la preguntal.

la) Relacionar las componentes de un trio

ordenado con variables evidencia una concepcion

proceso de n-upla y a la vez actlla como un ‘ _
. ., desencapsular Relacionar parametros con
mecanismo para desencapsular la construccion veriables

Relacionando variables con las

objeto CSELH en la construccion proceso todas companentes de par ordenado ﬂ
Revertir Asociar ecuaciones

las soluciones y revertirlo a la construccion i
proceso asociar ecuaciones a una ELH. (proceso) (proceso)

1b) Descomponer el vector que representa a todas

las soluciones de un ELH evidencia una Flano vectorial
concepcién proceso de cartesiano R® y a la vez (proceso)

actlia como mecanismo de coordinacién entre la

construccion proceso recta vectorial con la Recta vectorial Coordinar Combinacién lineal
., . ., . e——
construccion proceso combinacion lineal para pracesa) Descomponer el (pracesa)

vector todas las

dar paso a la construccion proceso plano soluciones
vectorial.

1c) Comparar subconjuntos de S con la estructura CSELH
de espacio vectorial desde las operaciones (Objeta)
usuales de R® evidencia una concepcion proceso desencapsular

Comparar subconjunto de §

de cartesiano R® y actlla como mecanismo para

desencapsular el objeto CSELH en el proceso Todas las soluciones
todas las soluciones. (proceso)
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2) Considere el conjunto M ={ve R*/v=(011) + A(L0,2) + £(2,3,0); 1, S < R}
a) ¢Qué describe, geométricamente, el conjunto M? Comente
b) El conjunto M, con las operaciones usuales de R®, ;es un espacio vectorial? Explique.

Anélisis de la pregunta

En general, indagar en el tipo de concepcion que un estudiante tiene del concepto
CSELNH vy su relacion con el CSELH desde una estructura algebraica. En la Tabla N°
93 se presentan de manera preliminar lo que se espera en cuanto a las construcciones y

mecanismos mentales.

Tabla N°93: Sobre las construcciones y mecanismos mentales y la concepcién de aquellos conceptos
involucrados en la pregunta 2.

1a) Escribir el vector todas las soluciones de una
ELNH asociada, evidencia una concepcion Recta vectorial
proceso de cartesiano R® y actla como (proceso)
mecanismo  de  coordinacion  entre la

construccién proceso espacio cartesiano 'y - " ‘
o pacio cartesiano CSELH
construccién proceso CSELNH para dar paso a @(_’Emirel o (proceso)

la construccidn proceso recta vectorial. todas las solucione

1b) Comparar estructura de M desde las
Espacio vectorial
(Objeto)

operaciones usuales de R® evidencia una
concepcién proceso de cartesiano R® y actlia
como mecanismo para Desencapsular el objeto
. . . desencapsular
espacio vectorial el proceso chequear axiomas. Comparar estructura algebraica

Chequear axiomas
(proceso)

3) Considere los puntos P (1,-1,-1), Q(-2,1,3) y R(-1, 1, -1). ¢Existira un sub-espacio vectorial de R* que
contenga los puntos dados? Explique.

Analisis de la pregunta

En general, indagar en el tipo de concepcidn que un estudiante tiene del concepto plano
vectorial. En la Tabla N°94 se presentan de manera preliminar lo que se espera en
cuanto a las construcciones y mecanismos mentales.

Tabla N°94: Sobre las construcciones y mecanismos mentales y la concepcion de aquellos conceptos
involucrados en la pregunta 3.

Relacionar vectores asociados a puntos y escribir
una ecuacion de una recta o un plano vectorial

evidencia una concepcidon objeto de plano
vectorial y actla como mecanismo para
desencapsular el objeto espacio vectorial R* en el
proceso subestructura.

Espacio vectorial
(Objeto)

desencapsular
Comparar estructura algebraica

Subestructura
(proceso)
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4) Dada la ELH ax+by+cz =0 con a,b,c e R. Analice el conjunto solucion en funcion de los

parametros que la definen. Explique geométricamente cada caso.

a) Conjunto solucion cuandoa=hb=c=0

Explicacién geométrica

b) Conjunto solucién cuandoa=b =0

Explicacién geométrica

¢) Conjunto solucién cuando a =0

Explicacién geométrica

Analisis de la pregunta

En general, indagar en el tipo de concepcion que un estudiante tiene de los subconjuntos

de R® en términos de un conjunto solucién desde valores especificos asociados a los

parametros de una ELH. En la Tabla N° 95 se presentan de manera preliminar lo que se

espera en cuanto a las construcciones y mecanismos mentales.

Tabla N°95: Sobre las construcciones y mecanismos mentales y la concepcion de aquellos conceptos

involucrados en la pregunta 4.

Relacionar una recta con un subconjunto de R® a
través de una ELH evidencia una concepcion
objeto de espacio cartesiano y actia como
mecanismo para desencapsular el objeto espacio
cartesiano en el proceso vectorial.

Espacio cartesiano
(Objeto)

desencapsular
Comparar estructura algebraica

Subconjunto
(proceso)

5) Considere el conjunto W = {(a,b,O) eR%®/a,be R} y la funcidn biyectiva f : R?2 — v tal que:

(a,b) - f(a,b) = (a,b,0).

a) ¢W, con las operaciones usuales de R®, es un sub-espacio vectorial de R*? Explique

b) ¢Es f unisomorfismo? Explique.

¢) Si el apartado b) es afirmativo, muestre otros sub-espacios isomorfos a R%

Analisis de la pregunta

En general, indagar el tipo de concepcion que un estudiante tiene del concepto de sub-

espacio vectorial y el de espacios vectoriales isomorfos. En la Tabla N°96 se presentan

de manera preliminar lo que se espera en cuanto a las construcciones y mecanismos

mentales.

Tabla N°96: Sobre las construcciones y mecanismos mentales y la concepcion de aquellos conceptos

involucrados en la pregunta 5.

Comparar dimension de espacios vectoriales para
establecer una correspondencia entre el espacio
vectorial R? y sub-espacios vectoriales de R®
evidencia una concepcién objeto de espacio
vectorial ademas actla como mecanismo para
encapsular el cartesiano R® en el objeto espacio
vectorial R,

Espacio vectorial R?
(Objeto)

Encapsular
Comparar estructura algebraica

Proceso Cartesiano R?
(proceso)
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4.6.3.-Analisis de las respuestas al cuestionario 2 por parte de los E3 y E4 caso 1

A continuacién se analiza cada una de las respuestas de E3 y E4 al cuestionario
disefiado para indagar las construcciones y mecanismos mentales que intervienen en la

construccion del espacio vectorial R®. En los anexos los desarrollos de los cuestionarios

4.6.3.1.-Analisis de las respuestas de E3 y E4

Tabla N°97: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1a) y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 1: apartado 1a)
Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. que se manifiestan desde las acciones.

Segun la Figura 169:
ArlE3P1la: Obtiene el vector todas las | ArlE8P3la y Ar2E3Pla evidencia una
E3 soluciones del CSELH. concepcion proceso del cartesiano R®,
Ar2E3P1la: Relaciona sus componentes
con variables para luego escribir la ELH.

a)(t,k, 2t +2k) , Ktelk
(x3.®) = (x,3, >x42y)
%:%Mz\a

ELH dxi2q-2=0 (14,9 (2.2,40) €S
Figura 169: Respuesta de E3 a la pregunta 1a)

Segun la Figura 170:
E4 ArlE4P1la: Relaciona las componentes | ArlE4Pla evidencia una concepcion

del vector todas las soluciones del | proceso del cartesiano R®.
CSELH con variables.

\) xX= _2 3 Y= k ’:‘_:V--j"i + lK

> J b d

Coweo 552 4 ‘et ;JJQ {/) J‘Y’{I"V\?j roes i ol 24P *‘3}" /e 0o (-]

; ,f;_/J.J (".,V/?_-,f »'wlﬁ; % Fl}‘-;.{

B eiwitsa. ke valoyoe Jo 5 oL A /\-/';" ya R cuacivn

K2 rze 1 V&/opps Je y eunla 2z

. e
> 9 -
=% 4 EE I £ 2}, /~// v € ]F\;

Figura 170: Respuesta de E4 a la pregunta 1a)
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Comentarios a las respuestas de E3 y E4 caso 1

Tanto el E3 como el E4 relacionan el vector todas las soluciones de la ELH con las
variables asociadas a dicha ecuacion, escribiendo las ecuaciones paramétricas.

Evidencia de una concepcién proceso de espacio cartesiano R®,

Tabla N°98: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1b) y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 1: apartado 1b)

Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. gue se manifiestan desde las acciones.

Segun la Figura 171:

E3 Ar3E3P1b: Genera todos los puntos de | Ar3E3P1b evidencia una concepcion
R® desde la combinacion de dos vectores | proceso del plano cartesiano 'y del
del plano. cartesiano R®.

k) + (/,olgﬁfk(ol.ﬁ,ﬂ

) VITATIN | ?QQA»D oo poa A onrgim 4 log ?:.w\Os (2,0,3) .,k(a,\
Gus wlel i T

Figura 171: Respuesta de E3 a la pregunta 1b)

ArlE4Pla evidencia una concepcion
Segun la Figura 172: proceso del espacio cartesiano.

E4 Ar2E4P1la: Relaciona las componentes
del vector todas las soluciones con la
dimension del espacio R®.

b) Eota ecuscin duerbe o puifes de unplavo, ya ope
> - i y > - 3
QA 'L/ AL a0 % \(‘K;’ SRR AJ &;’S(:-d = ’T\ bl

1, =5 Va ‘ orlsS

-

v () L,Jb,x\ -V

Figura 172: Respuesta de E4 a la pregunta 1b)

Comentarios a las respuestas de E3 y E4 caso 1

El E3 escribe la combinacion lineal de dos vectores, desde el vector todas las
soluciones, que interpreta como el plano que contiene el origen del sistema de
coordenadas, plano que determinan dos rectas vectoriales. Evidencia de la construccién

proceso cartesiano R®. Por otro lado E4 relaciona el conjunto dado con un plano, sub-
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espacio de R®, desde la dimensién de dicho sub-espacio. Evidencia una concepcion
objeto de espacio vectorial R°.
Tabla N°99: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1c) y su

relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 1: apartado 1c)

Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. gue se manifiestan desde las acciones.
E3 Segun la Figura 173:
Ar4e3P1c: Considera una recta | Ar4dE3P1c evidencia una concepcion
vectorial del plano XZ. proceso del espacio cartesiano.

[’) M ML%?&@O do S AQ/\LO-%wn %‘ﬁp w M=k (t,0, 51'767,23/1,&,”2%

Figura 173: Respuesta de E3 a la pregunta 1c)

Segun la Figura 174:
E4 Ar3E4P1c: Considera una recta | Ar3E4P1c y Ar4E4Pl1c evidencia una
vectorial del plano XY. concepcion proceso de espacio cartesiano.
Ar4E4P1c: Verifica que el conjunto que
define la recta vectorial es un sub-espacio
vectorial.

~ s = \ —— -
“) o 2, lwtge 0z Buizy TP ~2y=Dx

L

< ri::n eesS *Yﬁ“(‘?ﬂf'«-: < }%./\: é/\ (K y ’-;‘ = , ’j\) // & n"l —

\/gy;( \)}/'u s Si S A &5 A ‘,Mxﬁ as fa_,; Vo J({ .'S
<

Sea ~<€IR SYPEY, <t ey ~ 5 "
- * ‘V{L" e 6 il ! vad: (‘—\L/N%'V‘/O} \ ‘/.« = (\// ,% v !O)
> - -
¢ (1 i o =2 i
(%, 20) + (v, %, 0)
o (W - = ~ — " 2 . A
— ()LA +\ y 0'_.;.\14‘ ..p’i/ = ()3 (c-(m% vy ‘};( atut ) ;O ) ‘é S A

FigUra 174: Respuesta de E4 a la pregunta 1c)

Comentarios a las respuestas de E3 y E4 caso 1

E3, trabaja solo con un parametro para el vector todas las soluciones del conjunto S,
haciendo que sea k sea 0. Al parecer reconoce en este nuevo conjunto una recta
vectorial de R® que a su vez la asume como un sub-espacio vectorial de S. Evidencia de
una concepcién proceso de espacio vectorial R®. Por otro lado E4, asume en la ELH,
cuyo conjunto solucion es S, que la variable z es 0. Considerando con ello una recta

que es la interseccion del plano XY que con el plano asociado al conjunto S. Aunque
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no repara en el error del despeje que le hace definir el sub-espacio S1 de manera
incorrecta. E4, independiente del error, verifica que cualquier combinacion lineal de
vectores de S1 pertenece a S1, evidencia de una concepcion proceso espacio vectorial
R®. Ademas da cuenta de la concepcion proceso chequear axiomas.

Tabla N°100: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 2, apartado 2a) y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 2: apartado 2a)

Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. gue se manifiestan desde las acciones.

E3 Segun la Figura 175:
Ar5E3P2a: ldentifica en el conjunto M | Ar5E3P2a evidencia una concepcion
tres puntos que estan contenidos en un | accion del concepto plano.

plano.

a~ E' (,oq,\h,ww\‘o M L}jﬁw‘,ﬂ J P«QDWJ Msﬂhm@b ?On Los ﬁ\wxﬂ: (D,A,J\/
(4,97%) 4 (23,0)
Figura 175: Respuesta de E3 a la pregunta 2a)

Segun la Figura 176:
E4 Ar5E4P2a: Reconoce que la dimension | ArSE4P2a evidencia una concepcion
de un de un sub-espacio de R® esta | proceso de espacio vectorial R,

asociada a un plano.

\\ /l / , (;‘u‘ J ApnQ on ‘j xlnyi‘,l \..j > A ‘,/f/f' ki 'l')"'/ SQ r.Jo_Sf\ v L ¢ un
| i »

Ll wf o »}C, rw,d"ns do K, y [z Jime nsi 570 Je este
o0 \ AV - / "
‘,Lri"""’"‘;j > 0S s 'td') i e =) AN Q) f!f 2 &5 A // ' ?
' - k L - Ylano
L\ lr 2 ‘i’(‘f "";. o Ll Qe 'K » “~l)</‘~.'-,f\"_ (JQ Aol v &b 3¢ nc ” a ”"Q'“‘}'C pia :

Figura 176: Respuesta de E4 a la pregunta 2a)

Comentarios a las respuestas de E3 y E4 caso 1

E3 reconoce tres puntos no colineales, dos de los cuales estan asociados a los dos
vectores que generan a todo el conjunto. Evidencia de una concepcién accion plano. El
E4 asocia dimension dos al conjunto, considerandolo como un plano. Evidencia una

concepciodn proceso de plano.
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Tabla N°101: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 2, apartado 2b) y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 2: apartado 2b)

Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales que
estudiantes. se manifiestan desde las acciones.
E3 Segun la Figura 177:

Ar6E3P2b: No reconoce que el vector
todas las soluciones deja fuera a elemento
nulo de R®.

Ar6E3P2b evidencia una concepcion accién
de un conjunto generador.

52 S (mz,é%,.hsz,A+2706E5/7t,/56m\“
lommo ﬂ,,@eﬁ? MJ,% qwm <fU'>= mg
T Sw 7 4 ume combinacian [imeal e los veddow i | (0,4,1)

Ly, {uB®), Pow loew e pelian L s o Lt .
‘1 éo LOGMLQMQ Ae w,wo(fu/g{ Q we 3 L5 Uan opoire VQ(&Q’&DX

Figura 177: Respuesta de E3 a la pregunta 2b)

Segun la Figura 178:

E4 Ar6E4P2b:  Escribe una ecuacion | ArE4P2b y  Ar7E4P2b  evidencia una
vectorial. concepcién proceso de espacio cartesiano R® y
Ar7EP42b: Verifica que el neutro aditivo | una cuenta de una concepcién proceso de
de R® no pertenece al conjunto M. grupo aditivo.
| ) ane STe i \?.-»v\a pio PASH: PO Y BrigEN
/) /VJVLU"@'() )(WL 4 L‘F Gl \

(L‘/J/U\: (,47) *)\ (4/0/?) 1 ”-(_.?/,‘,’,‘;\
"Lo’mo ) ‘U’JV (‘) "' o 25 7L~.{ LA Q) “y Wo/ o 2X15 /Q,
“’\A)od"o para /g -Q{LU‘?,_.\Z;’\ Sumy

N A

{ ) O\
oo 5 S ﬁi‘ eV,
Figura 178: Respuesta de E4 a la pregunta 2b)

Comentarios a las respuestas de E3 y E4 caso 1

E3 indica que el conjunto S es todo R®, dado que asume que los tres vectores son
linealmente independientes, probablemente asociando que cada uno de ellos tiene una
componente cero que es distinta al resto. Evidencia una concepcién accion respecto de
conjunto linealmente independiente. EI E4 reconoce en el conjunto S un plano que no

considera el origen. Para ello escribe una escribe una ecuacion y determina que el vector
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nulo no pertenece al conjunto, asumiendo de esta manera que el conjunto S no es un R-
espacio vectorial. Esto evidencia una concepcion proceso de espacio vectorial espacio

vectorial R®.

Tabla N°102: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 3 y su relacién con las
construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 3
manifiestan  los

Construcciones y mecanismos mentales
que se manifiestan desde las acciones.

Estudiante | Argumentos

estudiantes.

que

Segun la Figura 179:

Ar7E3P3:  Escribe una  ecuacion
homogénea con vectores de R® para
determinar si el conjunto es linealmente
independiente.

Ar8E3P3: Establece que ningin sub-
espacio propio de R® contiene a los
puntos dado que los vectores asociados a
dichos puntos generan a éste.

Ar7E3P3 y Ar8E3P3 evidencia una
concepcidn accion de espacio vectorial R®.

E3

94(1,-4,—4) + ﬁ(-l,sr,‘s\ +A’4<*".A.-A7 =(0,0,0)

-

. T 0.0 Bonaidion G M\;w_\b? ,
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Sitoss g ke T, |

S T at fomus  tomo mbipotio ole R bk 1 wrndenduis 4 Lo

Q4 576,

veuldnin,

Figura 179: Respuesta de E3 a la pregunta 3)
Segun la Figura 180:

E4 Ar8E4P3:  Escribe una  ecuacion | Ar8E4P3 'y Ar9E9P3 evidencia una
vectorial. concepcion proceso de espacio cartesiano
Ar9E4P3: Verifica que el neutro aditivo | R® y da cuenta de una concepcién proceso
de R® no pertenece al conjunto M. de grupo aditivo.

B o
Phs (2,0)  PR-(=,2,0)
2ino u;u)@ Ser ')G‘S crl’r-lﬁ) }AQV Sl
Z -’"P{) % Pi) }0, 4 f’
, =3/ - oo ifls 5 =
S: ’:C)"V’ZB <[k / (,v,2) = (ﬂ (4, ) ’L '(j ( ~7//'/Lf’)‘f‘ r (/w:{/;'/o) /{/Vf/};'-;
{M\ % (f’.zuﬁi’) *é o

Recor dando Py ?\” =4 '4{—*9.5 ‘\(’“‘ULOS \F) SA L un Ui e JE WD/

() \)u\((‘,iz%aog _;\,U\J Wiy 2 N Min s« j/’ls ff.\.:4‘"o Vo 1}“"\]
n% ¥
h U ;",o-vx?iz‘f\q‘a a  fos v ‘\P”’“’L% Fadee

Figura‘180: Respuesta de E4 a la pregunta 3)
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Comentarios a las respuestas de E3 y E4 caso 1

E3 hace ver que los puntos dados estan asociados a un conjunto de vectores linealmente
independientes que determinan una base para R®. Concluye, de esta manera, que no
existe un sub-espacio propio de R® que contenga los tres puntos dados. Esto evidencia
una concepcion proceso de espacio vectorial R®. Ademas da cuenta de la construccion

proceso algebra de pares ordenados.

E4 construye dos vectores con un origen comun y determina el conjunto de todos los
vectores de R® con éstos. Hace ver que como dicho conjunto no contiene al vector nulo
no existe un sub-espacio propio de R® que contiene los puntos dados. Lo que evidencia
la construccion proceso cartesiano R® y evidencia una concepcién objeto de espacio

vectorial R®.

Tabla N°103: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 4 y su relacion con las
construcciones y mecanismos mentales.

T sy

Pregunta 4
Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. que se manifiestan desde las acciones.
Segun la Figura 181:
Ar9E3P4: Escribe los conjunto solucién | Ar9E3P4 y Arl0E3P4 evidencia una
E3 de la ELH en funcion de los valores nulos | concepcién proceso de plano y espacio
de los parametros. cartesiano.
Arl10E3P4: Representa graficamente el
espacio o plano utilizando  ejes
coordenados.
=0 O¥ rcE =V
: S DR YA
b:'-l (‘t,’b’, Me]p}/tjnr,w'cR}' g il r\l r_‘?‘ . Tl.\‘ '“ e
A ) RATERY & e w o) fi,wer)

de los parametros.

Arl1E4P4: Representa graficamente el
espacio o plano utilizando  ejes
coordenados.

) 8
\ado ¥
X
: L Ly
f
Figura 181: Respuesta de E3 a la pregunta 4)
Segun la Figura 182:
Ar10E4P4: Escribe los conjunto soluciéon | Arl0E4P4 y ArllE4P4 evidencia una
E4 de la E4H en funcién de los valores nulos | concepcién proceso de plano y espacio

cartesiano.
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Figura 182: Respuesta de E4 a la pregunta 4)

Comentarios a las respuestas de E3 y E4 caso 1

Tanto el E3 como E4, representan geométricamente el conjunto solucion de una ELH
de tres incognitas en funcion de los ceros que pueden asumir los parametros asociados a
los coeficientes de ésta, escribiendo, en los casos no triviales, el CSELH. Esto evidencia
una concepcion objeto de espacio cartesiano y da cuenta de la construccion proceso de
cartesiano R®. E3, asume en el apartado 4b) que el conjunto solucién es todo R?,
pudiendo generar alguna confusion el distinguir, por ejemplo, si R es 0 no un sub-
espacio de vectorial de R®. Por otro lado, E3 confunde los pardmetros con las constantes

obteniendo asi un espacio cuya dimension es mayor a la que le corresponde.

Tabla N°104: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 5, apartado 5a) y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 5, apartado 5a)
Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. que se manifiestan desde las acciones.

E3 Segun la Figura 183:
Arll1E3P4: Aplica un teorema para | Arl1E3P4 evidencia una concepcion
mostrar que W es un sub-espacio | proceso espacio vectorial R.

vectorial.
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b/
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Figura 183: Respuesta de E3 a la pregunta 5a)
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Segun la Figura 184:
Arl2E4P4: Aplica un teorema para | Arl2E4P4 evidencia una concepcion

E4 mostrar que W es un sub-espacio | proceso espacio vectorial R,
vectorial.
G- Mo M, Mew, el . A=(ab,0) - (cd,0)

ANVt (oL,afC,,oLb'f'd,O) e W
A 8w dow qw M{l—ofzm_\\f
W W
Figura 184: Respuesta de E4 a la pregunta 5b)

Comentarios a las respuestas de E3 y E4 caso 1

E3 y E4 aplican una propiedad para determinar si un subconjunto de un espacio
vectorial es un sub-espacio vectorial. Esto evidencia una concepcion objeto de espacio

vectorial R®.

Tabla N°105: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 5, apartado 5b) y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 5, apartado 5b)
Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. que se manifiestan desde las acciones.

Segun la Figura 185:
E3 Arl2E3P5b: Reconoce que f es un | Arl2E3P5b evidencia una concepcion
homomorfismo y a la vez una biyeccién. | objeto de funcién.

Mﬂetwwr ll\.o \)\-LK'.:S\- o \‘B.ﬂf\b

§ T c
'II-( WU:O]'M& Whe, VS Omalin ‘."\':WD l.""‘a'"'\-’l TLD_ _?I'r\".'
Figura 185: Respuesta de E3 a la pregunta 5b)

Segun la Figura 186:
Arl3E4P5b: Determina que f es | Arl3E4P5b evidencia una concepcion
E4 biyectiva desde la dimension del Ker(f) y | objeto de espacio vectorial R® y actla
la dimensidn de la Im(f). como mecanismo de desencapsulacion del
objeto espacio vectorial en el proceso
dimensién de un espacio.

1\,/,,;,; Vo St qgomerfisme,  dim (Ker@®\ khe oo

<
o

) = L &) > C ) ;
o (?} : "",{ ), _) § . ya e 4 (e)/.)) = () ‘,.)!()\ ‘

(e, drom (2i$)) =2 = symfOw )
Figura 186: Respuesta de E4 a la pregunta 5b)
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Comentarios a las respuestas de E3 y E4 caso 1

E3 reconoce que para que f sea un isomorfismo, ésta debe ser un homomorfismo y a la
vez ser biyectiva, lo que evidencia una concepcion objeto de funcion. E4 en cambio
determina si f es una biyeccidn estableciendo propiedades de una transformacion lineal,
analizando la dimension del Ker(f) y comparando la dimension de la Im(f) con la
dimensién de W. Lo que evidencia una concepcion objeto de R®.
Tabla N°106: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 5 y su relacién con las
construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 5, apartado 5c)

Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. que se manifiestan desde las acciones.

E3 Segun la Figura 187:
Arl13E3P5c: Da ejemplos de espacios | Arl3E3P5b evidencia una concepcion
isomorfos a R? que no son sub-espacios | objeto espacio vectorial.

de R®.

2 . ; 3 P
C> ‘ _'P‘ —/})— 'Hl(i"\_[z) \1‘1‘“ ‘:{UJ ‘g W— PR ﬂ!)‘(m\ LXQ./U) Vi, L wa \%KWL%.)

Gl %)

- M 2L N) / ool QY= (A,L),o,ﬂdﬁ/a./)eﬁ%

m ﬁ'/ TJ(— P Uébwé{l ‘L/\:é(&,élo,u’/o) (-;/zg/d/)/é//z}“
Figura 187: Respuesta de E3 a la pregunta 5c)

Segun la Figura 188:
Arl4E4P5c: Da ejemplos de espacios | Arl4E4P5c evidencia una concepcion

E4 isomorfos a R? que son sub-espacios de | objeto espacio vectorial.
R®.
\ : < > - ) |
< ) \"-YJ-"‘ o S« bty rj’x" o 150" af b o o Ik 3 "‘// “h ¥ { 5]

1{\-‘\ ;‘) ‘_f";ﬂ)\
‘[\‘:/J/ ») €l { :,—/Lf“"’H-. )

Figura 188: Respuesta de E4 a la pregunta 5c)

Comentarios a las respuestas

E3 construye ejemplos de sub-espacios isomorfos a R® que no son subconjuntos de R?,
lo que denota una concepcién objeto de espacio vectorial. En cambio E4 escribe un
sub-conjunto de R® que es isomorfo a R?, lo que evidencia una concepcién objeto de
espacio vectorial R®,
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4.6.3.2.-Analisis de las respuestas de E9 caso 2

Tabla N°107: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1a) y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 1: apartado 1a)

Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales que
estudiantes. se manifiestan desde las acciones.

Segun la Figura 189:
E9 ArlE9P1la: Obtiene el vector todas las | ArlE9P3la y Ar2E9Pla evidencia una
soluciones del CSELH. concepcion proceso del cartesiano R®.
Ar2E9P1la: Relaciona las componentes
del vector todas las soluciones con
variables para luego escribir la ELH.

o foa K=t2l (4,4,5) €S k=2, &=0 (024)¢g

Al CX88,2) L (6 U,3612K) Como 26 Aorogprtn s Fice qquo X6 o=k
Z -3tttk = Z2-3¢-2K=0. i fucm A Bk«

Figura 189: Respuesta de E9 a la pregunta 1a)

Comentarios a la respuesta de E9 caso 2

E9 asocia variables a las componentes del vector todas las soluciones para obtener
ecuaciones paramétricas asociadas a la ELH. Esto evidencia una concepcion proceso de
espacio cartesiano y da cuenta de la reversion de la construccion proceso todas las

soluciones con la construccion proceso separar una ecuacion.

Tabla N°108: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1b) vy su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 1: apartado 1b)
Estudiante | Acciones que  manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. que se manifiestan desde las acciones.

Segun la Figura 190:

E9 Ar3E9P1b: Relaciona el CSELH con un | Ar3E9P1b evidencia una concepcion
plano afin desde la pendiente de rectas | proceso del plano cartesiano.
afines.
bl ( I“"h K
‘ i )

ﬁ,om/'&”‘” inchimadle c/zm" o e penu-de 3 m o p e €
2 e 2l e Ae k..

Figura 190: Respuesta de E9 a la pregunta 1b)
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Comentarios a la respuesta de E9 caso 2

E9 asocia el conjunto dado con un plano inclinado, aunque no verifica si el plano
contiene el origen del sistema de coordenadas. Por otro lado le dificulta la
representacion en un sistema de coordenadas tridimensional, esto evidencia una

concepcidn proceso de espacio cartesiano.

Tabla N°109: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1c) y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 1: apartado 1c)
Estudiante | Acciones que  manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. gue se manifiestan desde las acciones.

E9 Segun la Figura 191:
ArdE9P1c: Muestra por medio de una | Ar4dE9P1c evidencia una concepcion
propiedad que S es un sub-espacio | proceso del espacio vectorial.

vectorial de R®.

<l Zamwm a S s L6, k,3€+2K) =
e(4d. 0 3) + K(©,4,2) € £ k€& K. Consedyorrnde L

e aommen e K 504,20),0 L0), (0014 S boto o 5 2 focuad
siden o  4,03) -(1,00)r3(004) 4 (g4,2)= (g4,0)2(e0
o o s s ool o bl ppills: 3k S gpropanded
(20 0)6s. fun S t=k-0 (6 0 30+2.0)=- (COO)
. (Ba annd pria Lo duna K o o stk o dipp €/R
(o, My, 3 a"nzﬂi) v (az, B, 3a524,) =
(as tpda L4 vaj—g/ 3o fZ,lA ;-E/Jag +2p- £y
= (asipae, Larpbe, 3ais paz) fZ(de‘Pglz)) Y
AppPrQz E/A 2, plee

Figura 191: Respuesta de E3 a la pregunta 1c)

Comentarios a la respuesta de E9 caso 2

E9 utiliza una propiedad de un espacio vectorial para verificar que el conjunto dado es
un sub-espacio vectorial de R®, esto da cuenta de una concepcién proceso espacio

vectorial R® y evidencia una construccién proceso de cartesiano R®.
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Tabla N°110: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 2, apartado 2a) y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 2: apartado 2a)

Estudiante | Acciones que  manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales que
estudiantes. se manifiestan desde las acciones.
Segun la Figura 192: Ar5E9P2a evidencia una concepcion accién
E9 Ar5E9P2a: Determina tres puntos del | del concepto plano.
conjunto S que estan contenidos en un
plano.
2

S=§(N+28, 188, 1+2))5

Ea tira e aﬂmw.ﬁe
o Jo g, G amcove sbhe o lote Lomia

Figura 192: Respuesta de E9 a la pregunta 2a)

Comentarios a la respuesta de E9 caso 2

E9 no logra asociar el vector todas las soluciones y escribir la ecuacion del plano afin.
Ademas no logra una representacion geométrica del conjunto. Evidencia una
construccion accion del concepto plano.

Tabla N°111: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 2, apartado 2b) y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 2: apartado 2b)

Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales que
estudiantes. se manifiestan desde las acciones.

E9 Segun la Figura 193:
Ar6E9P2b: Reconoce que el vector todas | Ar6E9P2b evidencia una concepcion proceso
las soluciones deja fuera a elemento nulo | de espacio vectorial.

de R®.

bl 7, pus (co0) ¢S. e
(Mz2B,113B 132z)\) = (© & ©)
A+2B =0 —p -¥t 2= 430

3
{138=0 => B=—4/3
1r2r=0 =2 H>= -1/,

Figura 193: Respuesta de E9 a la pregunta 2b)
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Comentarios a la respuesta de E9 caso 2

E9 verifica que el elemento nulo no pertenece al conjunto S, estableciendo que dicho
conjunto no es un sub-espacio vectorial de R?, lo que evidencia una concepcién objeto
de espacio vectorial R®.

Tabla N°112: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 3 y su relacién con las
construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 3
Estudiante | Argumentos que manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. gue se manifiestan desde las acciones.

Segun la Figura 194:
Ar7E9P3:  Escribe una  ecuacion | EI Ar7E9P3 y Ar8E9P3 evidencia una
E9 homogénea con vectores de R® para | concepcién accion de proceso de espacio
determinar si el conjunto es linealmente | vectorial R®.

independiente.

Ar8E9P3: Establece que ningin sub-
espacio propio de R® contiene a los
puntos dado que los vectores asociados a
dichos puntos generan a éste.

& Tevia 25 o s /ﬁdfyat erldae a e T
Ry & (aco) . by o pomts S Ao Gus Ae
awm. Mf'éww’ j‘yj (/"‘” Iy &J/C)

7 .&&t.,a,%w M%Zu,) e e o My, Al /ZQ /Z;,‘,A Cj//f"z('(—:aei-x/

Figura 194: Respuesta de E9 a la pregunta 3)

Comentarios a la respuesta de E9 caso 2

E9 se percata que R® es sub-espacio de si mismo, por otro lado muestra que no es
posible considerar un sub-espacio propio planteando una ecuacién homogénea de pares
ordenados, resolviendo luego un sistema homogéneo utilizando matrices. Esto evidencia

una concepcion objeto de espacio vectorial.
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Tabla N°113: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 4 y su relacién con las
construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 4
Estudiante | Acciones que  manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. gue se manifiestan desde las acciones.
Segun la Figura 195:
Ar9E3P4: Escribe los conjunto solucion | Ar9E3P4 y Arl0OE3P4 evidencia una
E3 de la ELH en funcion de los valores nulos | concepcién proceso de plano y espacio

de los parametros.

cartesiano.

Arl10E3P4: Representa graficamente el

espacio o plano utilizando  ejes
coordenados.
c:i.'-—.-l’i:c'_“c? aie ey i
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Figura 195: Respuesta de E3 a la pregunta 4)

Comentarios a la respuesta de E9 caso 2

E9 representa geométricamente cada una de las posibilidades de la ELH en cuanto a sus
parametros igualados a cero. Ademas escribe el respectivo conjunto solucion, lo que
evidencia una concepcion objeto de espacio cartesiano.

Tabla N°114: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 5 y su relacién con las
construcciones y mecanismos mentales.

Pregunta 5, apartado 5a)
manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
que se manifiestan desde las acciones.

Acciones
estudiantes.

Estudiante que

Segun la Figura 196:

E9 ArllE9P4: Aplica un teorema para | Arl1E9P4 evidencia una concepcion
mostrar que W es un sub-espacio | proceso espacio vectorial R>.
vectorial.

ujgﬂ%‘,ﬁ&/wﬁﬁ—x«c&wmuOo)(o;o)L
MM"&,& e ooty 2.
o B> W,ZWMWWM

Figura 196: Respuesta de E9 a la pregunta 5a)

«L‘.{W
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Comentarios a la respuesta de E9 caso 2

E9 determina que W es un sub-espacio vectorial de R® determinando dos vectores que
generan a dicho conjunto, los que compara con la base del espacio vectorial R®. Lo

anterior pone de relieve una concepcion proceso de sub-espacio vectorial.

Tabla N°115: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 5 apartado 5b) y su
relacion con las construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 5, apartado 5b)
Estudiante | Acciones que  manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. gue se manifiestan desde las acciones.

E3 Segun la Figura 197:
Arl12E3P5b: Reconoce que f es un | Arl2E3P5b evidencia una concepcion
homomorfismo 'y a la vez un | objeto de funcion.

isomorfismo.

(1,0) <> (i_, o o)
(0,4) &—> (0,4,0)

ge«Ja[M WM/’"’”{ AW’//HZ?“/ ‘M/?/'/n

Figura 197: Respuesta de E9 a la pregunta 5b)

Comentarios a la respuesta de E9 caso 2

E9 Al parecer esta planteando que como son dos espacios vectoriales de dimension dos

son isomorfos, lo que evidencia una concepcion objeto de espacio vectorial R®.

Tabla N°116: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 5 y su relacién con las
construcciones y mecanismos mentales.
Pregunta 5, apartado 5c¢)
Estudiante | Acciones que  manifiestan los | Construcciones y mecanismos mentales
estudiantes. que se manifiestan desde las acciones.

E9 Segun la Figura 198:
Arl3E9P5c: Da ejemplos de espacios | Arl3E9P5b evidencia una concepcion
isomgrfos a R? que no son sub-espacios | objeto espacio vectorial.

de R”.

$ta,o00e Bracen3; fol coef/d cend
Lomban it s S Ay tn plhone 0 S 4
Géon lerna & o[y’.th téﬁtvﬁ‘« A /3-,, ’WZ’

ita, 4, c‘uj»)é//’/c,/je//‘j o Lote  Ctvociod.
Figura 198: Respuesta de E9 a la pregunta 5c)
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Comentarios a la respuesta E9 caso 2

E9 muestra sub-espacios vectoriales de R* que son isomorfos al espacio vectorial R?.
Hace referencia a planos vectoriales y considera planos donde el vector todas las
soluciones es combinacion lineal de las otras dos componentes. Lo anterior evidencia
una construccion proceso de cartesiano R3. Ademés da cuenta de una concepcion objeto

de espacio vectorial R®.

4.6.4.- Entrevistas a E3 y E4 caso 1 espacio vectorial R

Para indagar en profundidad algunos aspectos del espacio vectorial R® desde las
respuestas del cuestionario 2 y hacer una aproximacion a la articulacién de los espacios
vectoriales R? y R® considerando el cartesiano R? y R®, a continuacién se presentan dos
instancias de entrevista. La primera corresponde al E4 del casol a quien, después de
concluida la entrevista para el espacio vectorial R?, se le hizo la siguiente pregunta, en

la Figura 199, relacionada con el espacio vectorial R®, la pregunta N°5.

5) Deo Ji R R®) (a)h) —> (a,b,0)
AU & una bigreasn 2 Expligue
by womcon do S Ciﬁal, T rR) fous eafm.a?: anag@ﬂ Como
e \aemed o piebe @) s B s oo cotitcclina,

U-%MC& Er&\f}ﬂmw

Figura 199: Pregunta N° de la entrevista a E4 respecto del espacio vectorial R®,

La segunda instancia correspondié a una entrevista que se le aplicé al E3 del casol,
preguntas que se pueden revisar en los anexos. A continuacion el analisis a cada una de

las respuestas de los E3 y E4, en el orden en que fueron aplicadas.

4.6.4.1.-Entrevista a E4 caso 1

I: Qué opina Ud. respecto de la siguiente pregunta o si percibe alguna intencién de ésta, pues Ud. algo
planteo en el cuestionario 1...

E4: La primera pregunta me dice si f es una biyeccion, entonces no es biyeccion si la definimos sobre R®
como conjunto de llegada... claramente no seria epiyectiva pues cada elemento de R* con coordenada no
nula no tendrian pre-imagen. Si la restringimos al conjunto R?x{0} (escribe en la hoja de trabajo).
Entonces calculamos ahora el kernel de la funcién (trabaja la definicién y escribe en la hoja de trabajo.

En la Figura 200 se puede apreciar la respuesta dada a la pregunta 5.
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Figura 199: Pregunta N° de la entrevista a E4 respecto del espacio vectorial R®.

En primer lugar establece restricciones para que f sea una funcion biyectiva, lo que
evidencia una concepcién objeto de funcién. Por otro lado da cuenta de la propiedad
inyectiva de f, asumiendo que es una transformacion lineal, pues analiza el ker(f), lo que

videncia una concepcion esquema de espacio vectorial.

I: ¢ También podriamos dotar de estructura a este conjunto ( se le indica a R?x{0})

E4: A ese (se refiere a R* x {0})

E4: De hecho es un espacio idéntico a éste va a tener una estructura e espacio vectorial idéntica al otro
conjunto.

I: Podriamos pensar en que hay sub-conjuntos de R® que son isomorfos a R?

E4: Si

I: y podriamos definir otros que sean isomorfos a R?, ;no tan sélo es el (inico?...y ,geométricamente con
quién asociamos éste?...si lo queremos mirar geométricamente...

E4: es que tomar esta funcion es como tomar un elemento del plano y verlo en la misma posicién en R®
pues tiene la tercera coordenada nula...podriamos hacer cualquier funciéon que nos generara una rotacion
del plano y ese plano seria un sub-espacio de R®.

El E4, interpreta asocia a la funcion como una relacién entre un punto del plano y uno
del espacio, ademas intenta ver un tipo de rotacion entre un plano hacia un plano
coordenado en el espacio. Lo anterior evidencia una concepcién esquema de funcién y

una concepcion objeto de espacio cartesiano.

A continuacion, se presentan las tres preguntas que se consideraron para trabajar la

entrevista con el E3 casol.

1) Sea 2X+ 3y +5z =0 una ELH.

a) Muestre una solucidn de la ELH indicando el procedimiento a utilizar.

b) Con la solucién anterior y s6lo con la adicion usual de pares ordenados, ¢es posible obtener las demas
soluciones del conjunto solucidn de la ELH? Explique

c¢) Con la solucién anterior y sélo con la multiplicacién usual de un escalar real y par ordenados, ¢es
posible obtener las demés soluciones del conjunto solucion de la ELH? Explique.

d) Cual es el minimo nimero de soluciones necesarias para que, utilizando las dos operaciones usuales,
sea posible obtener las demas soluciones del conjunto solucion de la ELH. Explique
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2) Sean los conjuntos S, ={(t,2t,3) eR° /te R}y S, = {(2a,b,3a—2b) e R*/a,b e R}
a) ¢S, = R® ? Explique
b) ¢S, = R® ? Explique

3) Sabiendo que R y R? son dos R espacios vectoriales (con las operaciones usuales). Considere las
siguientes funciones:

i) f:R—>Rx{0}x{0}a—(a,0,0) ii) f:R*—>R?x{0} (a,b)— (a,b,0)
a) Podemos afirmar que R x {O}x {0} y R?x {0} son R espacios vectoriales con las operaciones usuales

respectivas.

b) ¢Es R? un sub-espacio vectorial de R*? Explique

¢) ¢Es R?x {0} un sub-espacio vectorial de R*? Explique

d) ¢Cuales son los sub-espacios propios del R® espacio vectorial? Explique.

4.6.4.2.- Entrevista a E3 caso 1

A continuacién en la Tabla N°117 los argumentos del E3 caso 1 para indagar, pregunta
1, si con una operacion binaria y un elemento se pueden obtener todos los elementos
del CSELH.

Tabla N°117: Obtener todos los elementos del CSELH con una operacion binaria y un elemento fijo.
Desempefio del E3 a la pregunta 1 de la entrevista

I: Ya que el cuestionario 1 y 2 se centr6 en la ELH, la entrevista también comenzard por ahi, podria
Ud. mostrarme una solucion de esa ELH.

E3: La principal seria el (0,0,0)

E3: y otra solucion, tal vez una solucién particular puede ser x =1,y = 1y z = 1 (verifica que satisface
la ecuacion, ademas se le pide si existe otra forma de escribirla)

E3: Si...como vector (escribe en la hoja)

|- eplutom THuic, %0 =0 | 2=0

[ L Lo
’ (:?9'!«”"10“’” Wﬂl?ww X= -l ?1:_1 T -‘13{"‘"‘;“{}{\

I ...con una solucidn y la operacién suma usual de R® podriamos generar todas las demas

E3: O sea yo creo que si se puede tal vez

E3: Por ejemplo lo que habia pensado...si multiplicamos por un escalar (se le explica que sélo con la
suma usual de R®)

E3: ...haber deje intentar hacer algo...se supone que el conjunto solucion deberian ser... (escribe un
conjunto por comprension)

E3: Bueno ahi como que generaria...ah ya... si se podria sumando otro vector...haber deje ver bien
E3: Ya por ejemplo de aqui yo podria encontrar sumandolas ya que son combinaciones lineales

I: Ya estamos de acuerdo...ha obtenido el conjunto generador y desde ahi va ir obteniendo...

E3: Si, ya que esta que encontré deberia formarse con suma o multiplicacién con estas otras

I: Solamente con la que encontré podria obtener todo R® (se insiste en la condiciones de la pregunta)
E3: Yo diria que si pero no logro verlo... (se le pide que sume el elemento consigo mismo,
entendiendo finalmente lo que se le pide)

E3: ...Yo digo que no, por ejemplo este que es solucion (-1, 1, 0) yo sumandolo nunca voy a obtener
una fraccion...

E3: Yo puedo encontrar soluciones pero no todas...
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I: ¢S6lo con la multiplicacion por escalar y un elemento puedo generar a todos los elementos del
CSELH?

E3: No, porque bueno viendo esto (se refiere al conjunto generador) es claro que yo necesito el
generador de las soluciones tal vez uno linealmente independiente. No, necesariamente uno
linealmente independiente para poder generar... (se le pregunta si es posible interpretar
geométricamente el conjunto)

E3: Eso es un plano (se le pregunta si cualquier plano)...un plano que pasa por el cero (se le pregunta
ademas por el conjunto generado por un vector y la ponderacion por escalar)

E3: El plano si pero las otras soluciones se encuentran sobre el plano ( no piensa en las rectas
vectoriales )
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El E3, al argumentar su respuesta a la pregunta 1, evidencia una concepcién objeto de
espacio vectorial. Ademas muestra evidencia de la construccidén proceso ponderacion

multiplo escalar de una solucion al tener solo la suma usual de soluciones en el CSELH.

A continuacion en la tabla N°118 se dan a conocer los argumentos del E3 caso 1 en la,

pregunta 2.

Tabla N°118: Obtener todos los elementos del CSELH con una operacién binaria y un elemento fijo.
Desempefio del E3 a la pregunta 1 de la entrevista

I: Determine si S; 6 S; es igual a R®

E3: No, porque para ser R® tendria que tener una base y R® es de dimensién 3. Este conjunto tiene
dimension 1 y este conjunto tiene dimensién 2. Entonces por ejemplo, esta es una recta y este deber ser
un plano al igual que en el ejercicio anterior, entonces no puede ser R®.
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I: ...Ud. rapidamente identifico rectas y planos, entonces dijo en Sl...es una recta pues es de
dimensién 1. ;Si esa recta esté en el plano, esa recta pasa por el origen?

E3: No necesariamente

I:'Y como yo distingo si esa recta pasa por el origen

E3: Primero necesitaria...si, esta deberia pasar por el origen...viéndola geométricamente yo necesitaria
de otro ... un vector direccioén y un vector soporte (hace alusidn a la ecuacion vectorial de una recta)
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E3, trabaja sobre el vector todas las soluciones de cada uno de los conjuntos S; y S,.
Para luego determinar las soluciones generadoras, de cada conjunto. Luego determina la
dimension de cada espacio, comparando con la dimensién del espacio vectorial R®. Lo
anterior evidencia una concepcién objeto de R®. Ademas da cuenta de una concepcion
proceso de cartesiano R®. Por otro lado el hecho de relacionar rectas y planos
vectoriales en cada conjunto, da cuenta de una concepcion proceso de espacio

cartesiano.

Tabla N°119: Obtener todos los elementos del CSELH con una operacion binaria y un elemento fijo.
Desempefio del E3 a la pregunta 1 de la entrevista

I: Dadas estas dos funciones seran biyectivas

E3:Buenos son biyectivas...se pueden ver como proyecciones ...no me acuerdo si el nombre es
proyecciones...entonces si serian... aca con el (0,0) no se mueven y el a se mueve, seria como una
identidad para la primera variable

I: El conjunto de llegada es un subconjunto de R®...podriamos decir que R es isomorfo a un sub-
conjunto de R®,

E3: Seria bien fome...aca se representaria como el Eje X.

I: Podriamos decir que los conjuntos asociados a la funcién son R espacios vectoriales

E3: Como decimos que son isomorfos son espacio vectorial R

(responde lo mismo para la otra funcion)

E3: Si también los dos serian R espacios vectoriales...incluso si lo hacemos por la definicién, en
ambos esta la funcion nula...ah pero también lo puedo ver como sub-espacios.
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I: R? ser& un sub-espacio vectorial de R

E3: lo puedo ver evidente este es un subconjunto de R®. (Duda un poco...) ya no lo veo tan evidente...
(termina de escribir lo anterior)

E3: Si lo veo como, s, si lo veo primero que R? es un subconjunto de R® yo serfa que el espacio donde
la tercera coordenada es cero, es decir el plano XY y ahi tengo que R? es un subconjunto de R%y si
tomo dos vectores de R? y lo sumo pues estan en el mismo plano, la suma deberia estar en el mismo
plano...entonces sabemos que estd la clausura...entonces podria verlo por definicion...yo diria que si.
E3: es que lo vi como subconjunto...

I: Para que sea subconjunto

E3: Tiene que tener elementos ...igual es como raro ... pucha es que tiene que tener elementos ...

I: el (a, b) no pertenece a R, pero si lo veo como espacio. ..

E3: ...decir de lo de subconjunto que como raro...R*® podria restringirlo y llevarlo a R?...tendria
elementos de la forma (a,b,0) que no pertenecen a R?...yo juraba que eso era...(se conversan las ideas
desplegadas)
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E3: Es cerrado con la suma y la multiplicacion, es un sub-espacio...
E3: El (0, 0, 0) pertenece...pero el (0, 0, 0) en realidad es distinto de vacio...
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I: ¢Cuéles son los sub-espacios propios de R%?

E3: A qué se refiere con los sub-espacios propios de R®... ;los triviales?

I: Pues los sub-espacios vectoriales son...

E3: El (0,0,0) y el R®...pucha hay muchos, por ejemplo hay varios subconjuntos que cumplirian
I:Cuéles

E3: Donde todas las coordenadas s ahhh no, no cumplirian estaba pensando en un ejemplo que no
cumplia (se le indica que con operaciones usuales)

E3: ...Donde todas las coordenadas son pares...si los sumo da par y se multiplico por escalar dar
par...si

I: Y geométricamente...Ud. ha hablado de rectas y planos...

E3: Si cualquier recta que pase por el origen, cualquier plano que pase por el origen...

I: A parte de las rectas que pasan por el origen y los planos que pasan por el origen Ud. dice que pueden
existir otros. ..

E3: Si vamos a catalogarlas serian rectas y planos, por ejemplo yo antes dije una pero esa pertenecen a
una...puede estar en una recta o en un plano (se hace notar respecto de las rectas y planos vectoriales)
E3: ...viéndolo en la parte de la dimension deberian tener dimensién una o dos porque R® tiene
dimension 3, entonces solamente serian las rectas y los planos.

I: Atendiendo a la dimension...
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A la luz de los argumentos que entrega el E3, en los apartados a), ¢) y d) de la pregunta
3, en la tabla 116, se evidencia una concepcion objeto de espacio vectorial y una
concepcion objeto de funcion. Por otro lado, considerando la pregunta 3b, es iluminador
el hecho de que el estudiante en una primera instancia argumente que R* es un sub-
espacio de R®. Necesita un tiempo para poder reconciliar su idea de que R? no es un
sub-espacio vectorial de R® y que en definitiva hay sub-espacios vectoriales que son
isomorfos al espacio vectorial. Un hecho que hace que se produzca la duda es que se da
cuenta de que R’zR®. Es probable que la idea geométrica de plano cartesiano y espacio

cartesiano, con los planos coordenados, genere esa confusion.

Es probable, atendiendo a lo que manifiesta el E3 que sea necesario coordinar
previamente la construccion proceso cartesiano R®> con la construccién proceso
cartesiano R® para obtener la construccién proceso sub-espacios isomorfos y luego
pensar en articular el espacio vectorial R y espacio vectorial R? con el espacio vectorial

R? a través de la comparacion de su estructura desde sub-conjuntos isomorfos.
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5.-CONCLUSIONES Y PROYECCIONES DE ESTA INVESTIGACION

En primer lugar se hace notar que en esta investigacion se indagd, desde una postura
cognitiva, principalmente en las construcciones y los mecanismos mentales
considerados fundamentales, a la luz del analisis teérico que propone el ciclo
metodoldgico de la teoria APOE, para dar cuenta de la construccion de los conceptos
espacio vectorial R? y R® desde aquellas nociones e ideas matematicas més elementales
como son: Ecuacion lineal homogénea, ecuacion lineal no homogénea, sistema de
ecuaciones lineales homogéneo, sistema de ecuaciones lineales no homogéneo, conjunto
solucién de ecuaciones lineales homogéneas, conjunto solucién de ecuaciones lineales

no homogeéneas.

Los datos que aportaron los informantes de los tres casos de estudio, desde los
argumentos que se desplegaron a través de las respuestas a los cuestionarios, entrevistas
y las distintas actividades en la experiencia de aula, dan cuenta de la importancia de
comenzar a construir el espacio vectorial R? atendiendo a la relacién entre los términos
de una ecuacion lineal homogénea y un par de numeros reales especificos, como punto
de partida. Luego se da paso, gradualmente, a la obtencion de todas las soluciones de
una ecuacién lineal homogénea, al igual que para una ecuacién lineal no homogénea, y
pensar en dotar de operaciones tanto al conjunto solucion de una ecuacién lineal
homogénea como al conjunto solucion de una ecuacion lineal no homogénea, e instalar

asi una operatoria de soluciones para establecer un algebra de soluciones.

Los resultados encontrados muestran con claridad que las construcciones de los
estudiantes estan en sintonia con las construcciones y mecanismos mentales dispuestos
en la descomposicion genética y dan cuenta de la pertinencia de comenzar la
construccién de los espacios vectoriales aludidos desde la construccion del cartesiano
R?y cartesiano R®. Se encontré evidencia de que el relacionar un pardmetro con un par
de inversos aditivos actia como mecanismo de interiorizacion y a la vez permite
reescribir la definicion de conjunto solucion de una ELH, al tiempo que posibilitan el

trabajo con el algebra de soluciones y sus propiedades.
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5.1.-Sobre los aspectos matematicos y cognitivos que se activan con la
manipulacién algebraica de una ELH y el CSELH

Desde un punto de vista matematico, manipular algebraicamente una ecuacion lineal
homogénea para obtener una solucién de ésta, pone de relieve no tan solo la estructura
de R como cuerpo sino que ademas permite conectar con la funcion lineal y, por ende,
con su grafico y su respectiva representacion grafica al relacionar la ponderacién por un
escalar con la dilatacion y contraccion de un segmento dirigido; lo que a su vez se
relaciona con el conjunto soluciéon de una ecuacion lineal homogénea. Por otro lado,
desde un punto de vista cognitivo, se pone de manifiesto la construccion accién asociar
un numero real a una de las incognitas de la ecuacion lineal homogénea. Esta accion
permite relacionar las variables de una ecuacién mediante dos ecuaciones paramétricas
de tal forma que el uso del pardametro actia como mecanismo de interiorizacion,
mientras que reescribir el conjunto solucion en términos de la relacion de las variables
en un par ordenado actia como mecanismo de coordinacién, permitiendo avanzar a la

construccion proceso ponderacion de una solucion.

La relacion grafica entre las soluciones de una ecuacion lineal homogénea y la ecuacion
lineal no homogénea asociada, pone de relieve aspectos geométricos como la traslacion
de una recta en el plano cartesiano, o bien, la relacion entre una recta vectorial y las
respectivas rectas afines asociadas con las ecuaciones que las representan resaltando, de

esta manera, el concepto de pendiente de una recta.

Por otro lado, la posibilidad de realizar un cambio de variable para trasformar una
ecuacion lineal no homogénea en una homogénea pone de manifiesto la traslacion de
los ejes coordenados, lo cual permite articular la adicién de pares ordenados con la
traslacion paralela en el plano cartesiano, rescatando aspectos geomeétricos desde una
geometria sintética y una geometria analitica, en un sentido clasico de los términos.
Desde el punto de vista cognitivo, estas relaciones estan asociadas a la concepcion

objeto de plano cartesiano.

En definitiva, se hace notar que los conceptos elementales mencionados al comienzo de
este capitulo y los conceptos previos que se dieron a conocer en el capitulo 4, pagina 80,
constituyen un nacleo de conceptos que inciden fuertemente en la construccion del

concepto espacio vectorial R?. Conceptos que ameritan ser considerados y articulados
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desde un punto de vista matematico, atendiendo a su definicion, notacion vy,
fundamentalmente, poniendo énfasis en su relacion con aquellas construcciones y
mecanismos mentales declaradas en la Descomposicion Genética para la construccion

del espacio vectorial R®.

5.2.- Sobre las construcciones y mecanismos mentales en la construccion del
concepto espacio vectorial R?

Desde un punto de vista cognitivo, a la luz de la teoria APOE, cabe destacar desde los
resultados que se dieron a conocer en el capitulo 4, la importancia que cobran las
construcciones accién y las construcciones proceso, como punto de partida, para dar
paso, de manera gradual a la construccion objeto del espacio vectorial R?. Es importante
resaltar que en este trabajo se entrega evidencia, como se aprecia en la pagina 164, de
algunas construccion accion que permiten dar inicio las construcciones dispuestas en la
Descomposicion Genética a partir de los conceptos previos considerados relevantes en
la construccion del espacio vectorial R?, como son el concepto de grupo y el concepto

de operacion binaria.

Dentro de las construcciones que juegan un papel importante en la construccién proceso
cartesiano R? se encuentra la coordinacion del proceso de considerar todos los
elementos del conjunto solucion de una ecuacion lineal homogénea con el proceso
operacion binaria, misma que permite finalmente, la construccion objeto espacio
vectorial R% Desde un punto de vista matematico se estarfan articulando aspectos
geométricos y algebraicos desde los segmentos dirigidos y el algebra de pares

ordenados en atencion a los conceptos producto cartesiano y plano cartesiano.

Como resultado de esta investigacion queda claro que los conceptos de ecuacion lineal
homogénea y ecuacion lineal no homogénea y sus respectivos conjuntos solucion
resultan ser el punto de partida para construir el concepto espacio vectorial R? a la par
del concepto sub-espacio vectorial; sub-espacios que pueden ser vistos como rectas

vectoriales.

En suma, la encapsulacion de la construccién objeto espacio vectorial R? esté sujeta la
construccién proceso cartesiano R? desde la coordinacion de construcciones proceso

que estan asociadas a la construcciones objeto conjunto solucion de una ecuacion lineal
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homogénea y conjunto solucion de una ecuacion lineal no homogénea. Donde la
construccion objeto plano cartesiano juega un papel preponderante para coordinar
construcciones proceso que atiendan a cuestiones de orden geométrico, como la
dilatacion y construccion de un vector desde la ponderacion escalar de una solucion del
conjunto solucidn de una ecuacion lineal homogénea.

5.3.-El caracter de la Descomposicion Genética para la construccion del espacio
vectorial R?

Atendiendo a los distintos elementos que se desplegaron en los parrafos anteriores se
puede decir, desde un punto de vista matematico y cognitivo, que la DG disefiada,
siguiendo el ciclo de investigacion que propone APOE, describe de manera adecuada
las construcciones y mecanismos mentales que son necesarios para modelar el
aprendizaje del concepto espacio vectorial R En esta construccién lo geométrico y lo
algebraico conviven de manera armoniosa; lo que esta en sintonia con los aspectos
epistemoldgicos del periodo 1630 a 1888, donde se pone de relieve la bisqueda de un
nuevo calculo geométrico que decanta en la axiomatizacion de un espacio vectorial

(capitulo I, pagina 14).

Los resultados de este estudio contribuyen al campo de la educacion matematica al
proveer y validar una posible descomposicion genética para la construccién del espacio
vectorial R? que ha sido ademés, puesta a prueba exitosamente a través del trabajo

experimental del que se ha dado cuenta en la misma investigacion.

5.4.-Sobre los instrumentos disefiados para la validacion de la DG del espacio
vectorial R?

En particular, el cuestionario que se disefié y que luego se valido a través de la opinidn
de expertos, se puso en sintonia con los distintos aspectos que se trazaron en la DG
(paginas 90 a 99). Aunque, cabe hacer notar que, independiente de lo anterior, el
apartado 2d) de la pregunta 2 del cuestionario 1 no fue interpretada como se supuso,

generando una respuesta no esperada por parte de los estudiantes del caso 1.

Por esa razon se considerd la posibilidad de refinar el modelo, pero a la luz de los
resultados de las entrevistas fue posible observar que no era necesario, dado que, por un

lado, para salvaguardar la validez de los resultados algunos de los estudiantes
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entrevistados corresponden a aquellos que ofrecieron una adherencia menor a la
Descomposicion Genética en sus respuestas al cuestionario; y por otro, que con estos
informantes se logro verificar, a partir de la entrevista, que la Descomposicion Genética
cumplié con su rol de describir las construcciones mentales necesarias para la

(re)construccion del concepto espacio vectorial R?.

5.5.-Importancia de haber construido el espacio vectorial R? a partir de acciones
asociadas a una ecuacion lineal homogénea y su conjunto solucion

En primer lugar, dada la evidencia que se recopilé a través de los tres casos de estudio,
se reconoce la importancia de las construcciones objeto conjunto solucion de una
ecuacion lineal homogénea y conjunto solucion de una ecuacion lineal no homogénea
como un eslabén en la construccién objeto del espacio vectorial R% Por otro lado la
construccién proceso cartesiano R? resulta importante como eslabén a considerar.
Teniendo en cuenta que es importante desencapsular la construccion objeto plano
cartesiano en la construccién proceso sistema de coordenadas para revertirlo en la
construccion proceso recta vectorial y coordinarlo con la construccién proceso algebra
de soluciones para obtener la construccién proceso cartesiano R?. Para, finalmente,

encapsular la construccién proceso cartesiano R? en el objeto espacio vectorial R?.

Lo anterior permite mostrar que el espacio vectorial R? y el sub-espacio vectorial R? se
construyen en forma paralela en la construccion de los conjuntos solucion de la
ecuacion lineal homogénea y la ecuacion lineal no homogeénea y, de esta manera, poder
articular los conceptos conocidos por los estudiantes que subyacen al concepto de
espacio vectorial R% Esto nos permite dar respuesta a la primera pregunta de

investigacion (pagina 34).

5.6.-Sobre las consideraciones a los conceptos matematicos y su respectiva
articulacion en la construccion del concepto espacio vectorial R®

Un primer aspecto a considerar, desde un punto de vista matematico, es la distincion
que un estudiante debe establecer entre un punto, un par ordenado, un segmento dirigido
y un vector geométrico para dar paso, gradualmente, a la construccion del cartesiano R?
y del cartesiano R®, poniendo de relieve la operacién. Por otro lado, un estudiante debe

familiarizarse con el trabajo de relaciones de incidencia entre conjuntos de puntos,
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conjunto de lineas rectas y conjuntos de planos; las cuales son necesarias para articular
el concepto de sub-espacio vectorial con el concepto de recta y plano vectorial; y de esta
manera acceder, cognitivamente hablando, a una representacion geométrica para
conceptos como dependencia lineal, conjunto generador, base y dimension en el espacio

vectorial R®.

Articular el cartesiano R® con el espacio cartesiano desde el conjunto solucién de una
ecuacion lineal homogénea o el de una ecuacion lineal no homogénea, pone de relieve
el concepto de operacion binaria y el concepto de estructura. Obtener todas las
soluciones del conjunto solucion de una ecuacion lineal homogénea, desde una o mas
soluciones con la adicion y ponderacion por escalar, permite replicar lo ya planteado
para el espacio vectorial R?, permitiendo ademés relacionar sub-espacios isomorfos a
sub-conjuntos de R®, donde el concepto de funcién, en su especificidad desde el
concepto de homomorfismo y funcion biyectiva, puede propiciar el transito del espacio
vectorial R? al espacio vectorial R®. Los resultados obtenidos ponen de manifiesto la
importancia de la construccién proceso sub-espacio isomorfo a R? para promover dicho
transito, activando desde el cartesiano R® la construccion proceso sub-espacio vectorial
R,

El uso de parametros en los conjuntos solucion es la antesala para avanzar y poner de
relieve conceptos como combinacion lineal, conjuntos generador, base y dimension de
un espacio vectorial. Junto con ello dar paso a la construccion de un espacio vectorial
con operaciones usuales y operaciones no usuales de dimensién tres, desde la traslacion
y el cambio de variable al transformar algebraicamente una ecuacién lineal no

homogénea en una homogénea.

Considerando lo expresado en los parrafos anteriores y atendiendo a los antecedentes
recopilados en las paginas 208 a 231, respecto de la segunda pregunta de investigacion
se puede decir que hay por lo menos dos elementos a tener en cuenta para avanzar en la
construccion del espacio vectorial R3, en términos cognitivos. Lo primero es poner de
relieve el representar objetos tridimensionales en objetos bidimensionales en un plano,
donde la proyeccion ortogonal permite, indirectamente, estimular el transito entre los
espacios vectoriales R y R® pues pone de relieve, de manera sutil, desde las

coordenadas la incorporacién de operaciones a R® para pensar asf en el cartesiano R®,
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resaltando el papel de las rectas afines y vectoriales como un sistema organizado que
pone en juego relaciones de incidencia tanto en el espacio como en el plano.

Por otro lado, manipular algebraicamente una ecuacion lineal homogénea asignando
numeros reales a sus incognitas da paso a la construccion accion asociar numeros reales
a las incognitas de una ecuacion lineal homogénea para que, desde el uso de parametros
y escribiendo ecuaciones paramétricas, interiorice en la construccion proceso todas las
soluciones y se fomente la articulacién del concepto recta vectorial con el de espacio
cartesiano desde el espacio vectorial R?, al ponerse de relieve la combinacion lineal de
dos componentes del par ordenado todas las soluciones, de una ecuacion lineal
homogénea, respecto de la tercera componente y asi avanzar a la estructura del conjunto

de todas soluciones de una ecuacion lineal homogénea.

5.7.-Proyecciones de esta investigacion

A continuacion se listan y detallan un conjunto de iniciativas que se consideran como

proyecciones de investigacion ya concluida, a saber:

e Profundizar, desde la nocion de homomorfismo, en el transito de los espacios
vectoriales R? y R® para describir en detalle cuales son las construcciones y
mecanismos mentales en términos de la teoria APOE que intervienen y que
estarian favoreciendo la articulacion de éstos dos espacios vectoriales ya
estudiados. Teniendo en claro que la idea de isomorfismo, como se documento

con los estudiantes del caso 1, da pistas para profundizar en este transito.

e Disefiar y validar fichas explicativas, de ejecucion y de resolucién de problemas,
fundidas en un texto, que vayan en apoyo a un curso de algebra lineal inicial,
fundamentalmente para trabajar los conceptos: CSELH, CSELNH, plano
cartesiano, espacio cartesiano, Cartesiano R? Cartesiano R® y espacios
vectoriales R? y R®. Para promover la construccién esquema espacio vectorial
R? y esquema espacio R®. Incorporando el uso de actividades, problemas y
situaciones problematicas que fomenten la activacion de mecanismos mentales y
se dé paso, de esta manera a construcciones mentales donde el uso de un

software es un aspecto a tener en cuenta.
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Disefiar un curso taller, a nivel universitario para distintas carreras, en particular
para pedagogias que consideren la ensefianza de estos conceptos, que fomente la
construccion de conceptos matematicos basicos ligados al algebra lineal como
son: CSELH, CSELNH, plano cartesiano, espacio cartesiano, cartesiano R?,
cartesiano R®, espacio vectorial R? y espacio vectorial R®. Instancia que
permitird seguir estudiando las construcciones y mecanismos mentales y
fundamentalmente coleccionar construcciones accion y construcciones proceso
para abordar la construccion cognitiva de otros conceptos matematicos ligados

por ejemplo al algebra abstracta.

Incorporar el uso de la estadistica implicativa para que desde el disefio de un
arbol de similaridad y un arbol jerarquico se establezcan criterios para
seleccionar los informantes desde el trabajo de aula a la luz del ciclo ACE.
Ademas incorporar el analisis del grafo implicativo para ver la incidencia de
construcciones acciones y construcciones proceso en la construccion objeto de

alguna porcion de conocimiento matematico.

Desarrollar una actividad que se proyecta como una iniciativa en base a esta
investigacion que ayudaria al transito del espacio vectorial R al espacio

vectorial R? utilizando una aplicacién a la fisica.

Sistematizar un conjunto de actividades que pongan de relieve el trabajo sobre el
rol de los sistemas de proyecciéon ortogonal y no ortogonal para representar
objetos tridimensionales en objetos bidimensionales en un plano y que a la vez

permitan estimular el transito entre los espacios vectoriales R? y R®.
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ANEXOS 1
Cuestionarios
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Cuadernillo de Trabajo:

Nombre: Fecha:

Instrucciones: Considere la siguiente informacion, que a continuacién se presenta, para
responder algunas de las preguntas del cuestionario que le precede.

a).-Debe usar lapiz pasta para desarrollar el cuestionario
b).-No un hay tiempo limite para trabajar el cuestionario.

I) Procedimiento para obtener pares ordenados del conjunto solucién de una ecuacién
lineal homogénea.

Tablal: Procedimiento para obtener elementos del conjunto solucion de una ELH.

Ecuacion lineal homogénea: 3x+2y =0

Procedimiento

Consideremos un par de nimeros reales, uno el inverso aditivo del otro. Para
simplicidad en los célculos consideremos 5 y -5. Luego la ecuacion lineal homogénea se
puede descomponer de la siguiente manera:

/\YZ_TS v 3X:—5/\3y:5:>x:_?5/\y:§

3X=5A2y=-5=x= >

91wl o

_ -5 . .
Donde, (%75] y (?Ej son dos elementos del conjunto solucién de la ELH:

S={(x,y)eRxR/3x+2y=0}

I1) Dado un conjunto G no vacio y K= R un cuerpo. Si (G,+) es un grupo y ademas una
operacion e:KxG — G, (p,v) = pev que cumple con las siguientes propiedades:

() (pa)ev=pe(qgev); p.qeK;veG

(i) (p+qg)ev=pev+qgev; p,geK;veG
(ilf) lev=v;leK;veG

(iv) pe(v+w)=pev+pew; peK;v,weG

G, con las operaciones dadas, es un R espacio vectorial.
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1) Dada la Ecuacion Lineal Homogénea (ELH) 3x +5y =0, y su conjunto solucion

S= {(x, y) e R? /3x+5y = O}, responda las siguientes preguntas:

a) Determine, utilizando el procedimiento de la tabla 1, cinco pares ordenados que
pertenezcan al conjunto solucion de la ELH.

b) Considerando el apartado a), reescriba el conjunto solucién de la ELH.

c) ¢Existird una ecuacion lineal homogénea de dos incognitas cuyo conjunto solucion
sea el conjunto vacio? Explique.

d) Considerando los pares ordenados del apartado a), y el conjunto solucion de apartado
b), ¢qué operaciones binarias se sugieren para el conjunto S? Explique.
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2) Sean Sy, S, Y S3, los conjuntos solucion de tres ELH distintas. Cada uno de los
siguientes pares ordenados (-4,3), (-3,1) y (-1,2) pertenecen a Sy, S; y Ss,
respectivamente.

a) ¢Como explica, geométricamente, la igualdad (-4,3) = -1(3,-1) + 1(-1,2)? Explique en
la Figura 1.

b) Determine otro elemento de S, y de Sz y luego escriba, de acuerdo a lo explicitado en
el inciso a), una nueva igualdad para (-4,3). Comente lo realizado.

c¢) Considerando dos pares ordenados de Sy, escriba una igualdad para el par ordenado
(0,0).

d) Repita el inciso c) pero considerando un par ordenados de S, y otro de Ss. (Qué
puede conjeturar? Explique.

e) Determine las ELH asociadas a S;, S, y Ss, respectivamente, y establezca una relacién
entre ellas. Explique.

£+

Figural
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3) Dada la ecuacion lineal homogénea ax+by=0con a, be R, responda a las
siguientes preguntas:

a) Determine el conjunto solucion para dicha ecuacion. Explique

b) ¢Qué describe la ecuacion (a, b) = (a, 0) + (0, b) = a(1,0) + b(0,1); V(a, b) € RxR ?
c) ¢Es la funcion biyectiva f : R - Rx{0}; a— f(a) = (a,0) unisomorfismo?
Argumente.
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4) Considere la Figura 2 para responder lo siguiente:

a) Determine 5 pares ordenados asociados a la grafica de la Figura 2.

b) ¢ Qué relacion percibe Ud. de f :Rx{(1,—3)} —> R?; te(1,—3) = (t,~3t) y la gréfica
de la Figura 2? Explique.

c) ¢Cémo interpreta el recorrido de la funcion f ?

d) Interprete geométricamente el hecho que la ELH 3x+ 2y =0 escriba aditivamente
en términos de las dos ecuaciones homogéneas: x+y =0y 2x+y=0.

Y

I
-1 !

|

|

I

|

|

|

|

i QU —

Figura 2
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5) En la Figura 3, A, B, Cy D son los vértices de un paralelogramo. El lado AB se
divide en cuatro partes iguales y el lado DC en tres partes iguales.

D H
Figura 3
a) Siendo
AB=a, A E F G B
AD =b,

DE :G, CF =v y GH = w. Escriba cada uno de los vectores u ,\7 y W en
funcion de ayb.
b) Escriba w en términosde u y v
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6) Sea V = {(a, b)/a,beR" } Se define:
i) (a,b)+(a;,b,) =(aa,,bb,); para todo (a, b); (az, b1) en V
ii) p(a,b) =(a’,b”); paratodo p € R ;paratodo (a, b) enV

Determine si V , con las operaciones definidas anteriormente, €s 0 no un espacio
vectorial sobre R .
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Entrevistas
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Entrevista para el espacio vectorial R?

1) Si (-3,-2) es una solucion de una ELH.

a) Determine una ELH que tenga por solucién a (-3,-2)

b) Se pueden obtener todas las soluciones de la ELH a partir de un elemento cualquiera
de S, utilizando la adicion. Explique.

c) Repita la pregunta anterior pensando en la otra operacion usual, multiplicacién por
escalar, de R*. Explique.

d)Si S= {(5a,—3a) eR?/ac R}, ¢es S todo R?? Explique.

e) Para dos elementos cualesquiera de S, ¢qué puede decir de los escalares « y £ en
la ecuacion «-(a,b)+ £-(c,d)=(0,0) . Explique geométricamente

2) Dada la Ecuacion Lineal No Homogénea (ELNH) 3x+5y=5y S’ el CSLNH

a) Transforme dicha ecuacion en una ELH. Expliqgue geométricamente dicha
transformacion.

b) (S’, +, 'r) €s un R espacio vectorial. Explique.

c) Es posible definir operaciones no usuales a las de R? en S’ para que se obtenga todas
las soluciones de S’. Ejemplifique y explique lo realizado.

3) Tenga en cuenta las dos operaciones usuales de R? y dos elementos no nulos de los
conjuntos solucion de dos ELH no equivalentes. Responda.

a) ¢Se pueden obtener todos los elementos de R? considerando sélo una operacion
binaria usual? Explique geomeétricamente.

b) Cémo se podria nombrar la estructura que permite obtener todos los elementos de R®.
Explique.

4) ¢Existira un sub-espacio vectorial de R* que contengan los puntos A(2,5) y B(5,5)?
Explique.
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Entrevista espacio vectorial R

Tenga presente las operaciones de adicion de pares ordenados y multiplicacion de un par
ordenado y un escalar.

1) Sea 2x+ 3y +5z =0 una ELH.

a) Muestre una solucion de la ELH indicando el procedimiento a utilizar.

b) Con la solucion anterior y solo con la adicion usual de pares ordenados, ¢es posible obtener
las demas soluciones del conjunto solucion de la ELH? Explique

¢) Con la solucidn anterior y solo con la multiplicacién usual de un escalar real y par ordenados,
¢es posible obtener las demas soluciones del conjunto solucion de la ELH? Explique.

d) Cuél es el minimo nimero de soluciones necesarias para que, utilizando las dos operaciones
usuales, sea posible obtener las demas soluciones del conjunto solucién de la ELH. Explique

2) Sean los conjuntos S, = {(t, 2t,3t) e R®/t e R}y S, = {(2a, b,3a—2b)eR*/a,be R}
a) S, = R® ? Explique
b) ¢S, = R® ? Explique

3) Sabiendo que R y R?son dos R espacios vectoriales (con las operaciones usuales). Considere
las siguientes funciones:

i) f:R—>Rx{0}x{0}a—(a,0,0) ii f:R*—>R*x{0}; (a,b)—(a,b,0)
a) Podemos afirmar que Rx{0}x{0} y R?x{0} son R espacios vectoriales con las

operaciones usuales respectivas.

b) ¢Es R? un sub-espacio vectorial de R*? Explique

c) ¢Es R?x {0} un sub-espacio vectorial de R*? Explique

d) ¢Cuéles son los sub-espacios propios del R* espacio vectorial? Explique
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Ficha Resumen
Asignatura Optativo I1: Taller Fundamental de Matematica

Objetivos del Taller
Objetivo General:
Analizar estructura en subconjuntos de R?

Objetivos especificos:

.-Establecer el rol de una operacion binaria, desde el trabajo de una Ecuacion Lineal
Homogénea (ELNH), en el conjunto solucion de ésta.

.-Dotar de estructura al CSELH comparando el CSELNH.

~-Caracterizar el cartesiano R? desde el trabajo de una ELH y su respectivo conjuntos solucién
(CSELH) desde el plano cartesiano.

Horario: 9:30- 11:00 / 11:10a12:20 Duracion: Un semestre académico (16 semanas)

Unidades Tematicas

1.-Operaciones Binarias 3.-El plano cartesiano

.-Tablas de doble entrada y operaciones | .-Ejes coordenados

binarias en conjuntos finitos .-Sistema de coordenadas rectangulares
.-Operacion binaria interna y externa - Subconjuntos de R?.

.- Estructura algebraica (Estructura de grupo) | .-Rectas vectoriales y afines

2.-Ecuacion lineal homogénea y no 4.-El espacio vectorial R

homogénea. ~-El cartesiano R” y su estructura algebraica
.-Técnicas para resolver una ELH .-Segmentos dirigidos en el plano cartesiano,
.-Solucién de una ELH y una ELNH la dilatacion y contraccién de un segmento
.-Conjunto solucién de una ELH y Conjunto .-La estructura de espacio vectorial

Solucién de una ELNH -Conexién con las ELH, ELNH, SELH,
.-Estructura del CSELH y CSELNH SELNH

Forma de trabajo: Trabajo grupal e individual. Utilizacion de fichas didécticas y discusion de
clases.

Sobre las evaluaciones: Las evaluaciones se focalizaran en indagar como se aplica los distintos
aspectos referidos a los conceptos matematicos a trabajar. El nivel de exigencia es de un 60%.
Requisito: 100% asistencia, excepto situaciones médicas y de fuerza mayor debidamente
justificadas en los plazos establecidos por el reglamento de la carrera.

Calendario de Evaluaciones:
Certamenl: 08 de Octubre / Certamen2: 12 de Noviembre / Certamen3: 03 de Diciembre /
Examen: 10 de Diciembre

Observaciones al Curso Optativo

.- Se informa que el curso que se dictara estd adaptado para sustentar un proceso investigativo.

.- Los certdmenes corresponderan actividades que realizaran de manera individual o grupal lo
gue se ira comunicando en cada instancia.

.- Se aplicard una evaluacion diagndstica para indagar respecto de los conceptos previos
operacion binaria.
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ANEXOS 4
Modelos de fichas didacticas
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Programa de Doctorado

Didactica de la Matematica FICHA EXPLICATIVA

Pontificia Universidad Cat6lica Valparaiso

Objetivo: Identificar los elementos estructurales de un plano cartesiano

Para recordar:

-La geometria euclidiana plana se estructura en base a conceptos primitivos,
definiciones, postulados, axiomas y teoremas.

.-Un Lugar Geométrico (L.G.), en el plano o espacio, es el conjunto de todos los puntos
que satisfacen una 0 mas condiciones a la vez.

Para trabajar

1) En el plano se tiene el punto A(3,4) y el punto P. ;Cuéles son las coordenadas del
punto P? Explique

A (3.4)

2) Represente el LG de todos los puntos del plano que tienen abscisa cero para cualquier
valor real de su ordenada. Exprese en notacion conjuntista dicho conjunto.

3) Represente geométricamente el siguiente conjunto

a) 13,5]x[L3 by A={(x,y)/x,y R}
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Programa de Doctorado

Didactica de la Matematica FICHA EJ ECUC|ON

Pontificia Universidad Catolica Valparaiso
Objetivo: Identificar los elementos estructurales de un plano cartesiano

Para discutir: En relacion al plano cartesiano, discutan cada una de las preguntas y
organicen las distintas ideas para luego responder individualmente cada una de ellas:

1.- ; Qué rol desemperfia un par de ejes perpendiculares en un plano cartesiano? Explique

3.- ¢Qué son las coordenadas de un punto en el plano cartesiano? Explique.

4.- ¢Qué es un sistema de coordenadas rectangulares en el plano cartesiano? Explique

5.- ¢Qué es el plano cartesiano?
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6.-Para cada una de las expresiones matematicas, dé una representacion geométrica

(a b) R x {0} R

Xx=0,yeR y=3,xeR y=0,xe R)A(x=0,y e R)

7.- Para localizar puntos en el plano euclidiano, ¢;es necesario utilizar mas de dos ejes?
¢ Es necesario que los ejes sean perpendiculares? Comente y explique.

8.- ¢Cuadl es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan de una
recta L? Explique.

9.- Coloque, en la linea que antecede a cada proposicién, una V si la proposicién es
verdadera o una F si esta es falsa. En caso de que su respuesta sea falsa justifique su
respuesta.

1. SiAesunapunto de unarecta L, por dicho punto es posible trazar infinitas
rectas perpendiculares a L.

2. La Unica manera de localizar un punto en el plano euclidiano es haciendo
referencia a dos rectas secantes.

3. En la geometria euclidiana la idea de punto sugiere posicion y la idea de recta
direccion
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Programa de Doctorado }
Didactica de la Matematica FICHA DE RESOLUCION DE PROBLEMAS

Pontificia Universidad Catolica Valparaiso

1) Considere el punto P(2,5) en el plano cartesiano. Si se trasladan los ejes coordenados
paralelamente ;cOmo se expresaria el punto P desde este nuevo sistema de
coordenadas? Explique.

2) Sean M1(1,2); M»(4,3) y M3(2,5) los puntos medios de los lados de un triangulo.
Determine los veértices de dicho triangulo.

3) Muestre y explique, por lo menos, tres procedimientos distintos para obtener una
solucion de la ecuacion lineal homogénea 5x + 3y =0
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Programa de Doctorado

Didactica de la Matematica FICHA EXPLICATIVA

Pontificia Universidad Cat6lica Valparaiso
Objetivo: Reconocer operaciones binarias y averiguar propiedades.

Para recordar:

(1) Una operacion binaria se dice interna o ley de composicion interna si:

®:AxA—> A (a,a,) >a, ®a,=a, Va;,a, e A

(2) Una operacidn binaria se dice externa o ley de composicion externa si se da algunos
de los siguientes casos:

@ BxA—>A; ®:BxA—>B; ®:AxA—>B; ®:AxB->C

Observacion:

(3) Las operaciones binarias pueden cumplir ciertas propiedades, a saber: Clausura,
asociativa, elemento neutro, elemento inverso, conmutativa y distributiva (en el caso de
dos operaciones binarias).

(4) Un conjunto con una o dos operaciones binarias puede determinar una estructura
algebraica; por ejemplo un grupo, un anillo.

Para discutir: Considere el conjunto A ={a,b,c} y la operacién binaria «en dicho
conjunto, la que se define por la tabla de doble entrada, Figura 1.

a) ¢Por qué la tabla, Figura 1, representa una operacion binaria interna?

Explique. «| a b ¢

gl @ c b

_ b| ¢ b a

b) Determine (a«b) « b cl b a ¢
Figura 1

c¢) Averigle las propiedades que satisface «. Explique

Considere el conjunto A={(x,y)/x,y € R"} y la operacion binaria, para dicho
conjunto, definida por:

k® (x, y) =: (X y) con keR.

a) ¢Por qué ® es una operacion binaria externa? Explique.

b) Como resolveria 2-3® (1,2). Explique (donde - es la operacion usual en R)

c) ¢Qué propiedades cumple ® ? Explique
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Programa de Doctorado

Didactica de la Matematica FICHA EJ ECUC|ON

Pontificia Universidad Catolica Valparaiso

Objetivo: Reconocer operaciones binarias y averiguar propiedades.

1) Sea A={a,b,c,d} y la operacion & definida sobre A. Determine si (A, ) es un
grupo conmutativo. Explique.

«|a b ¢ d
al|la b ¢ d
b | b a dc
c|le d a b
d|d ¢ b a

2) Sea B ={a,b}un conjunto dadas las operaciones % y ¢ definidas sobre B. Determine
las propiedades que satisfacen en (B, ¥, ¢ ). Explique.

T ale
T a9
Q o|T
T oo
o alQ
o a|oT

3) Sea A={a,b,c,d,e} y la operacion ¢ definida sobre A, tabla adjunta. Tal que (A, 0)
es un grupo

Considerando que 3a=a ¢ a ¢ a, resuelva las siguientes ecuaciones:

a)x03c=2e90b b)x0a=a c)x02c0d=2a

mnan ool
QO og nla
® QN 5ol
Q v g o oo
oQ m Q0|

4) Defina una operacion no usual para R y averigie qué operaciones satisfacen.
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Programa de Doctorado

Didéctica de la Matemética FICHA DE RESOLUCION DE PROBLEMAS

Pontificia Universidad Catolica Valparaiso
Objetivo: Reconocer operaciones binarias y averiguar propiedades.

1) Considere un cuadrado que gira, con centro de giro el centro del cuadrado, segun las
manecillas del reloj en 90°, 180° y 270°. Siendo la posicion (a) la rotacion cero, (b)
la rotacion 90°, (c) rotacién 180° y (d) rotacién 270°, Figura 1.

L] ||
[] ]

(a) 5) (e) (d)

Figura 1: Rotaciones de un cuadrado segun las manecillas del reloj.
a) Defina una operacion [ para las letras asociadas a la Figura 1 y luego determine:

)b d i) b1b iiiyd b iv) al
b

b) ¢Qué propiedades satisface [ ? Explique

2) Sea R el conjunto de los numero reales, ¢(R, -) sera un grupo? ¢Existira un
subconjunto, S, finito de R tal que (S, -r) sean tambien un grupo. Explique.

3) Sean u, vy w tres vectores geométricos. Se define u + v = w como se muestra en la
figura de la derecha:

a) Investigue que propiedades tiene la suma de vectores. Explique u/ W
b) Qué ocurririaconu +v si u=v. Explique

c) Si se define k- u, con k en R. ¢(Como clasifica dicha operacion?
¢Interprete geométricamente?
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Programa de Doctorado

Didactica de la Matematica FICHA EXPLICATIVA

Pontificia Universidad Catélica VValparaiso

Objetivo: Escribir por comprension el conjunto solucion de una Ecuacion Lineal
Homogénea (ELH) y una Ecuacién Lineal no Homogénea (ELNH) en
términos de un parametro.

1.- Considere el siguiente procedimiento para obtener soluciones de la ELH 3x+5y =0

Procedimiento

Considere los nimeros reales 4 y -4 para descomponer la ecuacion lineal homogénea en dos
ecuaciones:

i)3x:4/\5y:—4:x=ﬁ/\y:_—4 0 bien i) 3x=—4/\5y=4:>x=_—4/\y=ﬂ
3 5 3 5
4 -4

Donde, | —, y ;4& son dos soluciones de la ELH
3 5 35

a) ¢Qué propiedad permite justificar el procedimiento anterior? Explique.
b) ¢ Cuéntas soluciones tendra la ELH en cuestion? Explique.

c¢) Determine, utilizando el procedimiento dado, otras 5 soluciones para la ELH
3x+5y=0.

5|50

d) Escriba por comprension el conjunto solucion de 3x+5y = 0. Explique

2.- Considere la ELNH 3x+5y = 2, ajuste el procedimiento dado en la pregunta 1 para

obtener dos soluciones de la ELNH. Ademas escriba por comprension el conjunto
solucion de esta.

3.- Escriba por comprensién el CSELH de 3x—2y =0 y el CSELNH de 3x -2y =1.
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Objetivo: Determinar el conjunto solucion de una Ecuacion Lineal Homogénea (ELH)
1.-Para cada ELH o ELNH, escriba por comprension el conjunto solucién de estas.

ELH Conjunto Solucién

5x+4y=0

3x-2y=0

5x+4y =3

3x—-2y=4

2 1
—X+—-y=0
3 2y

2 1
—X+=y=2
3 2y

2.-Determine el conjunto solucion de una ELH y una ELNH en términos de los
parametros que las definen:

a) ax+by=0con a,beR b) ax+by=c con a,b,ceR; c#0

3.- Asigne un numero real a una de las incognitas de una ELH o una ELNH para
obtener una solucion.

Ecuacién Procedimiento Solucion

3Xx+2y=0

3X+2y=1

4.-Escriba por comprension el CSELH y CSELNH de las ecuaciones en 3) considerando
este nuevo procedimiento.
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1) Si el par ordenado (2,-5) es una solucién de una ELH, indique otras dos soluciones
sin recurrir a ningun procedimiento. ;Cudl es la ELH? Explique en cada caso.

2) Considere la ELH 3x+5y =0, de la cual se pueden obtener, por ejemplo pares de
ELH como se presentan a continuacion.
X+2y=0 A 2X+3y=0; X+2y=2 A 2X+3y=-2 ; x+2y:% A 2x+3y:_71.

a) ¢Como esto es posible? Explique.

b) ¢Qué relacidn existe entre las soluciones de las ecuaciones que se desprenden y las
soluciones de la ELH? Conjeture.

3) Considere la ELH 3x+ 2y =0 de la cual se pueden obtener por ejemplo 6x+4y =0

3
i —X+y=0
5 y

a) (Como esto es posible? Explique

b) ¢ Qué relacion existe entre las soluciones del CSELH y las ELH que se obtienen a
partir de ELH original? Conjeture.
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Fecha:
Nombre Alumno: Carrera:

Objetivo: Identificar los elementos estructurales de un plano cartesiano

Para utilizar:

Un mapa conceptual de un concepto, es un
diagrama que muestra relaciones conceptuales.
En la Figura 1, se presenta el modelo
Ausubeliano que se caracteriza por establecer
niveles jerarquicos entre los conceptos de
acuerdo al grado de inclusividad de estos, con la
posibilidad de establecer relaciones cruzadas. La
inclusividad se explicita a través de
preposiciones entre los conceptos. Un mapa
conceptual no es Unico.

Actividad 1:
Liste conceptos ligados al concepto plano
cartesiano.

Concepto
General
/ N

Relacion Relacion

Concepto 1?.2?555202
inclusivo 1
/ \ Relacién cruzada \

Relacién

\

Concepto
Especifico 3

Relacidn
/

Concepto
Especifico 1

Relacidn

Concepto
Especifica 2

Figura 1: Modelo Ausubeliano de un mapa
conceptual.

Elabore un mapa conceptual para el
concepto plano cartesiano.

Para discutir: En relacién a la geometria euclideana, geometria analitica y el plano

cartesiano, responda lo siguiente:

1.- Elabore un cuadro comparativo, con los elementos mas representativos, en relacion a
la geometria euclideana plana y la geometria analitica plana.

2.- ¢ Cudl es el rol que juegan un par de ejes

en un plano cartesiano? Explique

3.- ;Como define las coordenadas de un
punto? Explique.
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Fecha:
Nombre Alumno: Carrera:

Objetivo: Identificar los elementos estructurales de un plano cartesiano
1.-Para cada una de las expresiones matematicas, dé una representacion geométrica

(a b) R x {0} R

Xx=0,VyeR y=3,xeR y=0,xeR)A(x=0,y € R)

2.-Javiera plantea que para localizar puntos en el plano euclidiano es necesario utilizar
mas de dos ejes. ¢Javiera estara en lo correcto? Comente y explique.

3.- ¢Cuadl es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan de una
recta L? Explique.

4) Coloque, delante de cada proposicion, una V si la proposicion es verdadera o una F si
ésta es falsa. En caso de ser falsa justifique su respuesta.

a.___ SiAesunapunto de una recta L, por dicho punto es posible trazar infinitas
rectas perpendiculares a L.

b. La Unica manera de localizar un punto en el plano euclidiano es haciendo
referencia a dos rectas secantes.

C. En la geometria euclideana la idea de punto sugiere posicion y la idea de recta
direccion
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Fecha:
Nombre Alumno: Carrera:

1) Considere el punto P(3,4) en el plano cartesiano. Si se trasladan los ejes coordenados
paralelamente, ;,como se denotaria el punto P desde este nuevo sistema de coordenada.
Explique.

2) Sean M1(1,2); M2(4,3) y M3(2,5) los puntos medios de los lados de un triangulo.
Determine los vértices de dicho triangulo.

3) Muestre y explique, por lo menos, tres procedimientos distintos para obtener una
solucion de la ecuacion lineal homogénea 5x + 3y =0
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2) Sean 8y, 52 ¥ 8, los conjuntos solucién de tres ELH distintas. Cada uno de los siguientes
pares ordenados (-4,3), (43;1) v {-1,2) pertenecen a 5, 52 y 55, respectivamente.

a) ,Como explica, geomémricaments, la ecuacién (-4,3) = -TR=] + 1(-1,2) 7 Explique en la
Figur 1. Ly et o 441y

b) Determine otro elemento de 5: ¥ de 5 v escriba, de acuerdo a lo explicitado en el inciso a),
wnd nueva ecuacion para (-4,3). Comente lo realizado.

c) Considerande dos pares ordenados de &), escriba una ecuacion para el par erdenado (0,0),

d) Repita el inciso ¢) pam un par ordenados de 5 v otro de 5. ;Qué puede conjeturar?
Explique.

¢) Determine las ELH asociadas a &), 5z v 85, respectivamente, v establezca una relacitn entre
ellas. Expligue.

9 s (dij.a LS Bt . l‘.-‘..:'l.;
15*: (aWeS = i €5 ‘5;-'ﬂ11|ll'r-6:h JIRE y
e ,_,;Ml"u iulru-:» ekh-‘?(. 1%%54 59455

S (9165, n (DS,

(49 AN A ()
o © OA ﬁnmw (o qalmtages,

"ru;:Tb'"L- Boketn m?..*.- a imeyins Figuml
ey LEI*»:;ELI_FL N ‘h:‘a :::J?"m whutian delotn Inalasn L-#;u.‘"ﬂd:‘f.l as: s ableS D (gb)ed
W . WL FES e

& . oA
\Im i" ™ hh v Ile"-"L--.r Lok Uﬂn’t(ﬁ“\“"*‘lﬂwtﬂ\[ o L,qv__

W (43S ey (000 SN 4 104)

 wor

J‘ . o (..xj:,ﬂ rhl'ﬂlfSl JJ)“[‘ {UEC-] , 1|r‘-"},4j + ‘L{ ﬂ?,“']
swon LD (170065, ﬁn.u.hs_\ (e,0) - {[-4D aA{1,-2).

dew dods di dueeida Aol oG ke LW & da Tncoyn
s, by e LD Limvel s LM"}". [asa Wu’.m-a—km‘
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3) Dada la ecuacién lineal homogénea ax+by =0con a, be R. Responda a las siguientes
preguntas:
a) Determine el conjunto solucion para dicha ecuacion. Explique

b) ;Qué describe la ecuacion (a, b) = (a, 0) + (0, b) = a(1,0) + 5(0,1); V(a, b) € RxR?
¢) ;Es la funcion biyectiva f: R — Rx{0}; a — f(a) = (a,0) un isomorfismo? Argumente.

\Q‘ O L)(%,V)evll ) qnalysd jab c—lllg
g il b
: l)(xl\)\elkl/ N LT 1of

= 5«,\9:{) =5 S*U’LL

AN

L)\ (‘(»;M’ oAt o W\(L RL? :
43 w\;;mo;sz (inaed o

T

T deds b bane o
l\‘ﬁ"" awc\l‘w\\"‘h“z’ deds

| h — X(m . (Z\‘O)

' Lhe 7 s N
. e Nt .
wvw\"w o WMQ\‘SM R
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4) Considere la Figura 2 para responder lo siguiente:

a) Determme 5 pares ordenados asociados a la grifica de la Figum 2.

b) ;Qué relacién percibe Ud de f: Rx §1,-3)} = R?, re(1,-3) = (1,-3¢) y la grifica de la
Figura 2?7 Explique.

¢) ,Coémo interpreta el recomido de la funcion 7

d) Interprete geométricamente ¢l hecho que la ELH 3x+2y=0 se pueda escribir
aditivamente en términos de las dos ecuaciones homogéneas: x+y =0y 2x+y=0_

YA

D, b k]

R B R
({'Jh P\\;N: " ;gu ,\\L "'-LQ\A, WL‘ WP =i S %

oo oo
w (..\1’\

Q) Aremsd i HlEH) 1o bR} K L

dl Haxy:0 = Y='%‘
X0 == <Y
Lx+y-0 =y Ax.

Yois
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Figura 3

A E

a)Siendo AB=a, AD=b, DE=u, CF=v y GH =w. Escriba cada uno de los «\‘f"
vectores #,v y w en funcién de ay b.
b)Escnhowenté!mmsdc;y;
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6)Sea ¥ = [a,b)/a,be R' | Se define:
n (a’b)"'(alvb‘) =(m|-bb|);mm(a, b). (a|, b|)en V
1) pla,b) =(a” .b"), para todo p & R: para todo (a, b) en 1

Determine si V', con las operaciones definidas antenormente, es 0 no un espacio vectorial
sobre R.
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ANEXOS 6
Respuestas E2 Casol Cuestionario 1
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a) Siendo AB=a, AD=b, DE=u, CF=v y GH=w,Escribacada uno de los
vectores u,v y w en funcion de ayz.
b)Escdba;entéminosde;y;'

o)
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- {fb.g"l‘l'fﬂi,ﬁz}: {a-as.,,f_,ﬂl}; (Qg.. P -é's-.ﬁj £ fab}i]* (:-.g—z ”

{(a by (@ o) - @) (e e dad): (a-avae, bdide)
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ANEXOS 11
Respuestas E3 Casol Cuestionario 2
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1) Sabiendo que § = {[r, k42K e R Mkt e .ﬂ} es el conjunto solucion de una Ecuacién Lineal
Homogénea (ELH) de tres incdgnitas, responda a lo siguiente:

) Determine la ELH y dos clementos que perienezcan a su conjunto solucid.

b) i Qué deseribe, geométricamente, el conjunto $7 Comente,

) Sabiendo que S, con las operaciones usuales para B, es un cspacio vectorial. Muesire.
explicitamente un sub-espacio vectorial de S.

a) (t k3t 426)  kieR
(x03.2) = (x4, 3%42 )
=22y
ELR Dx424 -2 =0 (1 4,9) ;) (2.2,0) €S
b) ¢ (40,2)tk(o,4,2)

| SYIATEN | ?ﬂ,m nﬂtjﬂﬂ*ﬁlﬂ pon J GO"%{M ) loe ?u»‘l\m U.Dl"ﬂqﬁ{a,p}
Qur wlely g T

(J M Mbmwm ds S m?m iiﬁlm‘:lo w M=% (¢, 0, h«t)::m?/-teﬁz‘r

2) Considere el conjunto M ={ve £ /v=(0L1)+ A(10.2) + (23,05 4, F = R},
a) J0ué describe, geométricamente, el conjunte M7 Comente.
b) El conjunto 5, con las operaciones usuales de B, jes un espacio veclorial? Explique.

a~ El m»r»}ro Hodioche ?RMD neslumico pon Los M‘: [“H.ﬂ:
( 1,02) 4 (213,0)
b M (mz]s,iu,a;nzﬂ)e'fﬁa/?tlﬁei'k'f

Lomo ﬁ,ﬁaﬁ? 4{%%& qwbm <"U'>=ﬁ21
T 3w 7 L WM Ombimacom Liawenl oo los vecdows Ji (0,0,
(4,0,2) 1(23,0), Pon loGw soos vecdow, fon meann una- bast pos

rfl"{-.
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3) Considere los puntos P (1,-1,-1), §-2,1,3) ¥ &(-1, 1, -1}, (Existird un sub-espacio vectorial de
R’ que contenga a los tres puntos dados? Explique.

A4, 1,-4) + pl-1,1,3) +§={'*.ﬂ, -l =(0,0,0)

1 3 = = 4y 2 =2
(oo difummmank 40 2 A psk megml:ﬂ Ymg Wioe molue
por 1o que dile mn e e
i

T B onen e Lm?am-ﬂf

Do lo ambinion ne cliclna Qus nwo ey U w\huimjn vechonse
P.w-im dﬂfﬂ?’ gl m% a e 3 ?w»l;ﬁs [ e que » Loy Lowmkim

% a2 fore como e biaapotio a{e’ﬁiﬁk M wmlndiia s o

e Alla
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4) Dada fa ELH ax+ by + ez =0 con a.b,c e R. Analice ¢l conjunto solucién en funcién de los
pasimetros que fa definen. Explique geométricamente cada caso,

1) Conjunto solucion cuando a = b = ¢ = 0

S=) (1,4, wWeR? /¢, wek}

b) Conjunto solucién cusndo a = b = {)
Cx=0

Sel(tr,0) e® Sl ek Y
G- %{(:,o)o) + 4 (0,4,0) /c,nre‘rc}

¢) Conjunto solucidn cuando a = 0 Explicacion gecenétrica
5*5 =0 a
2= -b
=9

S=h(¢,w,~¢v) J weR) :

5-;{(4,a,o)+'¢'(°.‘,'é)/‘l,reu2)‘ /? (

:;f (If 0'0) "r(olll 0) —% (010'1) t”l(‘:emY
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ANEXQOS 12
Respuestas E4 Casol Cuestionario 2

315



) =1, yk =3t+ 2Kk
o (A
=% tione o S Ar iy os 5“‘}%"?»4:‘5;-7’& eidre
:7/ Qdo Gry Uf”"JQ 3 uia el

-Qgpmf/uo I3 v e x ¢ ¢ eula forcoyn Rcaacsa
G- 2w 3x 4+ 2y [ny {‘R}
3ta X=4 | y=o
¥= 34 120z 3
lage (30, 3 S

"0\ Es‘}?ﬁ Cos Cibw Jaeribe l"S \OWd"? Jo_\m"o'zw;' 3 ogzq,
lon valores y&‘*ewm$ Wr'h'\w« ) mpace [ .

v J u.‘&.t-,da %.q_ +£r~9--os +.u. diwensiEn 2= 3_&‘

I

C,) Sea B2 | luta, B
' 0= Bxizy T “2y=Dx

tdones tnems B 5052y, 0) /xeRY < S

Vevf"‘!f%wos S 55 S un s«harwu JesS

Sea XER | Wy ¥, 6 S | Wy (o 2w,0) - (v, -2v,0)
(w,240) + (v,"%v,0)

= (v e2udy, 0) = (umivr-Z(euiv) o) € B,

XS

ademss, y, p*“*" %%°) f&si

g Dy S

316



oY 5e JQ)( r’.Le un

P [ ¢ ua) , "3 Feansd anler A
\ ‘ '-‘3}:: Jo.y:w\‘fos . r e y N W Jo este
u:,?uﬁ}o Qs ==X E5+D ,rJ'«-a W Q) ""“‘j

hperplone  do By gt desminanmss e

\A-Vl: 95 WA
”'awb\*(-; Pldlﬂo

b) N.”!.MS ‘k"’l f’(v)-\m MPBSQ (M"V!.) avietia,
i (o41) *)\ {4/°12) 1 (5(3/3',03
(0/':,”")1 )\4(4,0’2\ *F(-‘?ﬁ"”\

>\+2e.:() N+ze=0 |
3p=-3 =y e=-t |
ZA=N A= =By |

P‘Q_Q W\(laza"‘JO oW ‘\) "‘e,.a,m-us-_

N 1'2‘(' ,._s):b
o

(oms & Pwdb (9,0,9) Vo =T J(.«q) f":i“'“f“, o axiste

vers pars (o opradir suwe,

biego ; S o & wn (R-ev

317



ﬁ= (_1}!’2-' ﬂ) Fﬁ=("11215)

fwﬂu e) IaJwLa r'-"hit ser Joscrbo | e (s geua.im
0

B° ":!_“'"’ﬂfmgfr&""]’ (e7e,-¢) + €C32,4)0r(2,2,0) /f,vﬂfﬁ?
Vo 31t-as srd) ‘i’"’d“ (9,0} wii <a o camurto,

9,0) = (4,271 + s,z 4) tr(220)
i:*fl,’?,-ﬂ‘} = ‘f‘f":',zr'-r} +v[-‘a,,a‘uj

1=1
o = +2
""F.L_ —_'E Laf % 2 = =k
b | I~
TR T
_1.”_3;=_2r 1
- | _:2..;
— T
e _'j- T
il
4 =V
]

leas, (200) £ S

Recodands ame por tres pudos |pSa ua Wuie 1,:::]'@.;—-;.,

318



_a) Conjunto solucién cuandoa=h=c¢ =10

Explicacion geométrica

5t 8T b=€=0 sc e
05{)/ Ccanciow w
Sesatisface ;Aa]yaur fuda-
'_“gq.;,’ l; 33(‘-4;-.25"\ o 40Jo .-J

lf_‘, (g\q » m’s .

b) Conjunto solucién cuando @ = b = 0

Explicacion geométrica

o 3= h= o,
‘.3 Braundin
cCz=0

Se +iene

S; &=0, Gq titne o) aisean

de S [

E - Jo.'ho,

B0

St c:/--),
'p—‘.v>

Tvdinas,

5% @rn
satisfacet \a @ ouTeid N,
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(pars x o r walysgvidey  sabisfae ls mﬂ*}
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R — \oy
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fe
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ANEXO 13
Respuestas E9 Caso2 Cuestionario 2
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2) Considere el conjunto M = {ve R /v= (0,1,1)+ A(1,0,2) + B(2,3,0:: 2, f e R).

a) ;Qué describe, geométricamente, ¢l conjunto M7 Comente.
b) El conjunto S, con las operaciones usuales de RY, jes un espacio vectorial? Explique.

H-£(n+28, 148, 112))5

bl s, poss (000) & H. e

(M2B,1438 1+2)) = (C. & ©)
—p -t 2L - -4 40

A+23;0
{+38=0 => B=-4/

112r=0 =2>>: -1/

Fro Lok o puieh v dabaspnce pechouel, s AT m ppboee

3) Considere los puntos P (1,-1,-1), Q(-2,1,3) y #(-1, 1, -1). ;Existird un sub-espacio vectorial de
R’ que contenga a los tres puntos dados? Expligue.

tods Lo sahespmcm propees e 1 e [lone
Pals o CQC{,G)-_%&M#;&?‘,M

Ailosrmina. mf-ém-v Sy cpi v e 2l ©
poidlinsec o _eal .

ﬂi etld,-4 -1) + Bro-4,3)+dlog-2) =(&a o}
2

8,72] =5 i,0,-1 i, 0 © , o ®
'D__, -.J'J i =2 o, ".i,ﬂ‘ == [ Ao
o, o,-1 o, 0,-4 o o -4

A E

(=4 .ﬁi_aﬁdﬂa L R Y T J& _{2_,@ G':ejr‘i_;(fﬂ'ﬂl'i)
o il

(p-2a=R, ~prath, -psas-R) = teg ey
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a) Conjunto solucién cuandoa=b=c=10

Explicacién geométrica

arkh-c-0 Ex.0-yrO-2:0, Vamzd

%k {CV;"L z)/ Vxn,,ec-//l_;

b) Conjunto solucion cuaaoa “bh=0

= X

Explicacion geométrica

os=d=0 O-x18-ny v C:3=0 Vi zek
C-z-0O

-> [E=3]
{eteow
S, n,0)/ v, u e RS

1-

>

AR

\\‘\__

bod S ple ¥

¢) Conjunto solucion cuando a « 0 Explicacién geométrica
*=o O-x s b-yrczzo, Yy2 z
»
Suics=-0 i

{tx, a5, 2)/ Voo ze s, basca=08

X
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ANEXO 14
Analisis del arbol de similaridad
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Se comienza asumiendo que la referencia es donde se aglomeran todos los estudiantes al
final, es decir, cuando todos los alumnos constituyen un s6lo grupo, corresponde al
momento distancia 4. La distancia en este caso corresponde a la maxima distancia
euclidea que se obtiene de una matriz de distancias calculada. Es la distancia mas
grande entre los sujetos, y en consecuencia, es la distancia que se aglomerara al final del
proceso.

Una vez calculada la matriz de distancias por el procedimiento seleccionado, es
necesario realizar la aglomeracion con base en el algoritmo. Como en esta situacion se
ha elegido “Paired Group” entonces dicha distancia se calcula sobre la base de la
distancia promedio de entre todos los miembros de dos grupos (que podrian ser
aglomerados). El valor 4 proviene del calculo de esa distancia promedio, obtenida por
fases hasta llegar al Gltimo caso o sujeto a agrupar. Aqui un ejemplo de dicho célculo
(los valores iniciales son obtenidos de la matriz de distancias euclidianas elegida -u
otra)

A B C D E

Bl 2
i dist(a,B),C STB( 2 =4
i C 4 4 ="  4ist(a,B),D \ StB 2 =9

dist(A,B),E = (distAE + distB 2. = 6

| D 6 6 6 dist(A,B) ,F = (distAF + distBF 2=

E 6 6| 6| 4

F 8 8 8 8| 8 l

AB| C| D| E

*Se elige el par mas cercano, ‘ C| 4 |
*Se unen entre si 'D| 6 6
sconstruye una nueva matriz de distancias E 6 6 4

F 8/ 8 8 8

En consecuencia, la distancia 4 es un valor obtenido de la aplicacién del método Paired
Groups, que el caso de PAST corresponde a pares agrupados no ponderados. Es una
medida de distancia y no puede interpretarse como las puntuaciones originales. En
Gltima instancia podria interpretarse como el valor medio de la distancia euclidiana
entre pares de grupos.

En este caso el proceso comienza desde la disimilaridad total (todos los casos son
diferentes) hasta la similaridad total (todos los casos constituyen un unico grupo). Es un
proceso de clasificacion jerarquica de tipo aglomerativo.

En la situacion aglomerativa, los casos pueden interpretarse como grupos (N=1)
separados, que conforman grupos que progresivamente aumentan el valor de N. En este
caso y dado que se estan agrupando sujetos, lo que se esta buscando es la generacion de
tipologias de estudiantes en base a su desempefio.

Los casos E18 y E20 denotan un desemperfio disimil respecto del resto de los casos.
Algo parecido ocurre con los casos E10 y E13. Si se observan sus puntuaciones, lo que
se obtiene es que los dos primeros casos evidencian un bajo desempefio y los dos
altimos un desempefio muy bueno. Los restantes estdn con desempefios regulares.
Infortunadamente no hay un criterio estadistico, al menos en el dendograma, que
permita definir donde debe estar el corte. Dado que se observa que E13 y E10 tienen
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buenos desemperios pero el ultimo tiene un leve mejor desempefio que E13, entonces el
corte se podria considerar justo por encima de 3.5.

i & i G G i G

0,34
0,84

0,594

1,24

1,54
1,8+

2,14

2,4
J

2,7+

Distance

3,04

3,34

364

3,84

4,24

4,54

4,8+

Con el corte en dicha posicidn, se tiene un grupo (E18 y E20) de bajo desempefio, dos
estudiantes con altos desempefios (E10 y E13), pero uno méas que otro (E10) y un grupo
grande con desemperios regulares.

Aunqgue la distancia es una métrica obtenida de la aplicacion del algoritmo elegido,
ciertamente que alude a la varianza en las respuestas, si se observan los perfiles-fila de
los sujetos en la matriz de datos original, se observara que los sujetos similares tienen
perfiles-fila de datos similares entre si, en consecuencia, hay similitud en términos de
variabilidad o varianza, hay menos varianza entre ellos que respecto de otros casos.
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ANEXOS 15
Entrevista P1
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I: Pensando en un curso de algebra lineal en pregrado qué importancia le asigna Ud. a
los espacios vectoriales R? y R®

P1: Yo creo que importante, los espacios vectoriales en general en el algebra lineal
tienden a ser cuestiones fundamentalmente tedricas. Toma un vector hago operatoria
con los vectores y decir estos son espacios vectoriales y sus elementos se llaman
vectores. Y qué importancia en R? y R® es que ahi uno ve los vectores de manera mas
concreta. Entonces tienen ejemplos, la ponderacién de un vector, lo ve en el plano,
alarga encoje el vector, la suma lo ve geométricamente, y las cosas aparecen
naturalmente, la idea de combinacion lineal, que sean linealmente independiente y
linealmente dependiente, etc, etc, yo creo que todo esos conceptos basicos dentro de los
espacios vectoriales en el plano y en espacio tienen una cosa mas concreta.

I: Por lo que logro percibir, en una primera etapa hay una descripcién de la estructura de
un espacio vectorial en términos generales, definiendo un conjunto cuyos elementos son
vectores, ciertas operaciones y después R? y R, dentro de la experiencia, utilizarlos
para aterrizar.

P1: Como ejemplos concretos, pero puede ser al revés también...porque uno puede fijar
los vectores en el plano y en el espacio y a partir de alli decir esto corresponde a tener
una estructura tedrica y abstracta que cumpla con esas condiciones que se dan con los
vectores en R? y R®.

I: Cudles son los énfasis matematicos que Ud. resalta en dichos espacios vectoriales

P1: Haber voy a focalizarme en R?, entonces si uno lo mira como R? entonces es el
producto cartesiano RXR y en RXR viven pares ordenados...puntos, ese es como una
primera cosa...entonces yo encuentro en esta cuestion matematica uno después dice ahh
pero también tiene R? mirado como espacio vectorial...por lo tanto como un conjunto
de vectores cumplen con ciertas operaciones y determinadas propiedades, entonces
también puede ser considerado un conjunto de vectores pero si uno lo mira es un
conjunto de puntos...es importante enfatizar que si bien hay un punto también hay un
vector.

P1: en el plano viven muchos vectores, pero que distingue a un vector direccion,
magnitud y sentido. Bajo una relacion de equivalencia entonces todos los vectores que
tienen e igual magnitud y sentido son equivalentes. Entonces este vector que esta aqui
(dibuja en una hoja) es el mismo que esta aca. Luego todos ellos los puedo considerar
teniendo un punto inicial teniendo un origen. Entonces tengo un punto pero este punto
también me identifica o determina el vector. Con este vector puedo hacer todas las
operaciones, multiplicacion, suma etc. Entonces me gusta hacer notar este hecho sobre
todo cuando uno va a trabajar por ejemplo campos vectoriales.

I: ¢ Cual es el Rol de los axiomas?

P1: Si uno lo ve desde el punto de vista geométrico sumo dos vectores, tengo su
geometria, y la suma me resulta otro vector, lo cual esta establecido geométricamente.
Cuando uno tiene una operacion siempre estad pensando en propiedades y se cumplen
ciertas propiedades se pueden pensar en un algebra, puedo pensar en un elemento neutro
y elementos inverso y entonces me permite avanzar en ese sentido. Entonces uno dice
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con la suma necesito un grupo abeliano...se cumple una estructura basica. Pero ademas
hay otra operacion posible esto de alargar o acortar los vectores...la ponderacion por
escalar y luego ver la compatibilidad con la otra operacion...por ejemplo 2v es v + v?
entonces de ahi la generalizacion.

I: Qué requisitos son necesarios para trabajar R* y R® como espacios vectoriales

P1: Pensar en los requisitos minimos matematicos por ejemplo conocer R?* y R® desde
el punto de vista geométrico, la operatoria algebraica que se genera alli, no es necesario
que se diga que es grupo abeliano, solo bastaria decir que se cumplen ciertas
propiedades.

Segundo grupo de preguntas en relacién al plano y espacio cartesiano

I: ;Qué elementos del plano cartesiano se deben articular en el aprendizaje del espacio
vectorial R*? ;Qué dificultades visualiza?

P1: La dificultad est4 en que un vector de R? y R® la notacién para un punto y un vector
es la misma cuando en realidad son cosas diferentes. Alli hay una dificultad. Cuando
uno esté haciendo la geometria analitica en R? no hay problema en la notacién entre par
ordenado y punto. Tiempo después se esta haciendo el algebra lineal. Esas dos ideas se
juntan en un campo vectorial. Al alumno le surge claramente la confusion y uno no sabe
si es un punto o un vector.

P1: No se tiene una operatoria con los puntos...tengo el punto (1,2) y el punto (2,3) y

cuanto es (1,2) + (2,3) qué puede significar la suma de puntos pero si se mira como
vector claramente tiene si tiene sentido.
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ANEXQOS 16
Entrevista P5
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1.- (Qué es para Ud. el cartesiano R??,...Comente lo que estd pensando para
responder

Yo lo veo como el plano de los griegos vestido de coordenadas por Descartes...o sea el
plano coordinatizado. En eso estaria pensando... y ahi parece que es bien crucial la
representacion que uno tiene de él. Porque conjuntistamente es RxR nomas... pero uno
podria calcular a ciegas en RxR Ahora cuando uno dice el cartesiano R® yo entiendo
eso como el plano cartesiano.

2.- ¢ Qué elementos constituyen este cartesiano R??2... ;por qué?

Si R?es un conjunto, los elementos son los puntos, son los elementos del conjunto.

Me parece que la palabra elementos esta tomada desde un punto de vista cognitivo.
Como quien dice, los ingredientes...O las componentes. Ahora cuando dice que
elementos constituyen estd tomando una postura, una postura idealista y haciendo
abstraccion del observador...como que estd R? y hay elementos que lo constituyen y
entonces o0 no hay observador

3.- Hay diferencias entre RxR y el cartesiano R*?

Algunos mateméticos dirfan que R? es simplemente RxR, pero que es lo que yo hago en
RxR 0 R? puede ser un poco distinto cuando uno dice el cartesiano R? uno esté
pensando en el plano y las coordenadas cartesianas, creo yo...aunque también cartesiano
R? podria no aludir a Descartes como coordenadas cartesianas sino que al producto
cartesiano o a la potencia cartesiana, entonces ahi cartesiano no quiere decir
practicamente nada salvo RxR...porque uno hace el producto cartesiano de dos
conjuntos cualquiera sin ninguna intuicion o representacion geométrica...Entonces,
ahora que me percato, yo haria una critica linguistica...que la palabra cartesiano es
ambigua. Puede querer decir simplemente producto cartesiano que es producto cruz o
potencia cartesiana...O bien puede estar aludiendo a la geometria Ilamada analitica de
Descartes. Yo lo tomé como que era una alusién a la geometria cartesiana.

4.- ¢El cartesiano R* es concebido como una estructura matematica?...podria
comentar al respecto.

Hay gente que lo concibe como un caso particular de una estructura matematica...

la estructura no estd dada de antemano, no hay una visén estructuralista... mientras yo
tengo un R? yo estoy entretenido con el R%...pero cuando uno dice estructura uno esta
pensando en una abstraccion en un concepto abstracto, por ejemplo un espacio vectorial
de dimension dos.

Pero mientras yo esté feliz con R? no veo como yo accedo a la estructura...Yo calculo
de manera intuitiva u operacional o heuristica...0 puede ser incluso rigurosa sin mucho
problema...
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5.- Qué distingue para Ud. lo sintético de lo analitico, desde un punto de vista
geométrico....;Es lo mismo?

Como nomenclatura...sintético es lo que uno hace intuitivamente con Figuras o con
propiedades geométricas como basicas...en el fondo podrian ser incluso con geometria
axiomatica. Y lo analitico desde el punto de vista de Descartes. De lo que se llamaba
geometria analitica. Una idea reduccionista. Lo sintético quiere decir que uno trabaja
globalmente con rectas y puntos y... podriamos decir con sus propiedades... sin
coordenadas.

6.- ¢Ve alguna relacion entre el cartesiano R? y la(s) geometria (s)?...nos puede
comentar con algun detalle

En qué geometria estan pensando. Bueno en cierto sentido el cartesiano R? sirve como
escenario lo Unico que para la geometria proyectiva hay que mirar para el infinito. Y la
geometria vectorial equivale a otra manera de trabajar ahi, claro ahi en el fondo el
cartesiano...R? sirve como escenario. Pero en un escenario se pueden hacer mucha
cosas...puede representar un drama o una comedia...No tanto como modelo, como
simple escenario.

7.- ¢Cual es el rol que se le asigna al cartesiano R? para llegar a construir el
espacio vectorial R*?

(Pregunta perversa) por qué me da la impresién que si uno esta instalado en R? no tiene
practicamente casi ninguna motivacién de construir el espacio vectorial R% El transito
del plano cartesiano al plano vectorial no tiene un objeto concreto entre manos que es el
plano y uno vivia en él... o como decir uno dialogaba con el plano en forma analitica,
cartesiana con las coordenadas y estaba feliz ahi. yo creo que no tenia, en principio, una
motivacién para explorar algo mas. Un problema en la matematica, ¢cémo ser creativo
si se est4 contento?

En vez de espacio vectorial R? yo dirfa plano vectorial...Se podria ver como trabajo
experimentalmente que hay gente que puede trabajar en el plano de manera cartesiana o
vectorial.

Por ejemplo, la mediatrices o transversales de gravedad concurren a un mismo punto:
Eso es algo que uno puede conjeturar haciendo dibujitos...y uno después quiere
demostrarlo, convencer a cualquier escéptico y uno lo podria verificar de manera
cartesiana...lo cual no es lo mas habil quizas...Pero ese mismo problemas es posible
abordarlo vectorialmente...uno toma los vectores posicion de los vértices que se llaman
u, V'y wW...y no necesita coordenadas...y el punto medio es (u + v) / 2...y uno puede
describir ahi paramétricamente la ecuacion vectorial de la recta y uno ve
instantaneamente una solucién comun...y uno no usa coordenadas, usa la suma
vectorial...Un plano vectorial se puede caracterizar operacionalmente, por ejemplo los
puntos se ubican por los vectores posicion

y construyen puntos haciendo operacion con los vectores, con la suma

vectorial...entonces por el camino descubren la suma vectorial...desde el otro caso
estaban sumando pares de puntos...pares de componentes...ahora como la gente podria
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transitar de manera natural de una manera a otra...mirarlo como modo mas que como
estructura...un modus operandi cartesiano y un modus operandi vectorial...

8.- ¢Sin el cartesiano R? se podria construir el concepto de espacio vectorial
R??...pensando en un curso inicial de algebra lineal.

(El plano vectorial, avatares del plano)

Primer objetivo...aprender a trabajar vectorialmente en el plano...como descubrir
trabajar vectorialmente para no ahogarse... Después se puede dar cuenta que puede
trabajar de la misma manera en R®...y a lo mejor en otros ambiente y ahf podria emerger
la idea de una estructura abstracta. Para ello basta tener una ciertas propiedades
bésicas...el plano cartesiano y plano vectorial son objetos relevantes pues ocurren cosas
interesantes...pero se tiende a exagerar el rol de R® para que emerja el algebra
lineal...por ejemplo via estado de sistema...Superposicion una idea clave...es como
Ilaman los fisicos a la suma vectorial...superposicion lineal...
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ANEXOS 17
Perfil Académico Estudiantes
Caso 1,2y 3
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FICHA PERFIL ACADEMICO ESTUDIANTES CASOS 1,2y 3

Observacion: Para organizar el perfil académico de los estudiantes de los tres casos de
estudio se ha considerado, dado que las universidades trabajan con distintas escalas de
calificacion, cuatro categorias para situar a cada uno de los estudiantes:

Categorias para distribuir el desempefio de los estudiantes

Categoria Clave Descriptor

Insuficiente | Reprueba la asignatura

Suficiente S Aprueba con los requerimientos minimos la asignatura
Bueno B Aprueba con un desempefio aceptable la asignatura
Muy Bueno MB Aprueba con un desempefio destacado la asignatura

Asignaturas del plan de estudios asociadas a los conceptos en estudio y los conceptos
previos.

Asignatura Clave Asignatura Clave
Algebra y Geometria | 1 Fisica general | 4
Geometria y computacion 2 Estructuras Algebraicas 5
Algebra Lineal o algebra y geometria Il 3 Geometria Euclideana Plana 6

Perfil académico en funcidon de asignatura y categoria de cada uno de los estudiantes del
casol,2vy3.

Asignatura
1 2 | 3 ] 4 5 6
Categoria

I|S|B|{M [I|S|BM|I|[S|B|M|Il |S|B|M|Il|S|BM|[I |S|B|M
B B B B B B

Estudiante

E1l X X
E2 X X
E3 X X
E4 X X
E5 X X
E6
E7
E8
E9
E10
E11 X
E12
E13
El4
E15
E16
E17
E18
E19
E20 X| X X X
E21 X X | X

XXX | X [X
x

x
x

x
XXX [X[X X | X | X
x

X [ XXX
XX [ X | X
XXX | X [X|X

x
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