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Introduccion

En este escrito estudiamos dos problemas muy relacionados entre si. Uno de ellos, es
el principio de divisibilidad local-global sobre un grupo algebraico conmutativo definido
sobre un cuerpo de nimeros. Y el otro, es una pregunta de Cassels sobre la divisibilidad

del grupo de Tate-Shafarevich.

El principio de divisibilidad local-global, considera a A un grupo algebraico conmu-
tativo definido sobre un cuerpo de nimeros k y ¢ un entero positivo. Supongamos que
P € A(k) es un punto tal que, para todas las completaciones v de k, existe D € A(k,)
tal que P = ¢D. ;Cudndo podemos concluir que existe D € A(k) tal que P = ¢D?

Los primeros en estudiar el principio de divisibilidad local-global sobre grupos al-
gebraicos conmutativos son Dvornicich y Zannier [8, 9]. Ellos obtuvieron respuestas
parciales al problema trabajando particularmente con curvas elipticas. Creutz [6] tam-
bién estudia este problema sobre curvas elipticas y presenta un contraejemplo donde

el principio de divisibilidad local global no tiene respuesta afirmativa cuando p € {2, 3}.

Por otro lado, sea A una variedad abeliana definida sobre un cuerpo de nimeros
k. Para todo nimero primo p decimos que el grupo de Tate-Shafarevich IIT'(Gy, A) es
p—divisible en el grupo H'(Gy, A(k)) si y solo si

HIY(Gy, A(k)) C p"HY (G, A(k)),Vn € N*,

La pregunta de Cassels es: jcudl es el conjunto de niimeros primos p tales que el grupo

de Tate-Shafarevich es p—divisible?

En el ano 2.013, Creutz presenta un contraejemplo donde el grupo de Tate-Shafarevich
no es 2-divisible [5]. Posteriormente, Ciperiani y Stix trabajan en este problema y dan
un acercamiento a una respuesta positiva, estudiando la trivialidad del grupo de Tate-
Shafarevich. También, Gillibert y Ranieri [10] estudian ambas preguntas principalmente
sobre variedades abelianas polarizadas y determinan condiciones para que ambos pro-

blemas tengan una respuesta positiva.
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Los dos problemas mencionados, pueden ser tratados utilizando herramientas de
cohomologia las cuales se encuentran en el capitulo 1 y el apendice de este escrito. Es
importante mencionar, que los dos problemas tienen una interpretacion en comun, es
decir, con la ayuda de la cohomologia nos reducimos a un tnico problema. Lo anterior

se explica en profundidad en el capitulo 2, donde nos reducimos a estudiar el principio

de divisibilidad local-global sobre H" (G, A(k)).

En el capitulo 3, presentaremos el siguiente criterio que nos permite dar una res-
puesta parcial a los dos problemas expuestos anteriormente, en el caso particular de las

curvas elipticas definidas sobre un cuerpo de nimeros k.

Criterio. Sea p un numero primo. Sea k un cuerpo de niumeros que no contiene a
Q(¢ —i—C_p). Sea E una curva eliptica definida sobre k tal que para toda E' curva eliptica
definida sobre k, k-isogena a E, tal que E'[p| N E'(k) = {0}. Entonces, para todo n € N

Hy,(Gal(k(E[p"]) /k), E[p"]) = 0.

También vamos a explicar como a partir del criterio anterior y de unos resultados

muy profundos de Merel [13] se cumple el siguiente teorema:

Teorema. Para todo entero d > 1 existe una constante C(d) que depende de d, tal
que para todo cuerpo de nimeros k que cumple [k : Q] < d y para toda curva eliptica
definida sobre k y para todo nimero primo p > C(d), el principio de divisibilidad local-

global para p™ sobre E(k) se sostiene y se cumple que el grupo de Tate-Shafarevich es

p—divisible.

Este criterio ya ha sido demostrado independientemente para Paladino, Ranieri y
Viada [17]. Pero, la demostracién presentada en esta tesis es mas simple y elemental

pues, las herramientas utilizadas son en gran parte teoria basica de grupos.



Capitulo 1

Definicion de los Grupos de

Cohomologia

En este primer capitulo, definiremos los Grupos de Cohomologia a través de las ca-
denas no homogéneas. Para esto es necesario recordar algunas definiciones, propiedades
y teoremas importantes de la categoria de los G-mddulos, los cuales quedan sin demos-
tracién pero pueden ser consultados en [14] y [16]. También, se presentaran distintos
homomorfismos definidos sobre los Grupos de Cohomologia, entre ellos el de Restriccién,
Inflacién y Corestriccion, quienes seran ttiles en los proximos capitulos. Finalmente,
es importante destacar que en el apéndice se mostrard la definicion de los Grupos de
Cohomologia via Funtores Derivados. Esta definicion que utiliza resoluciones inyectivas

es equivalente a la definicion por cadenas no homogéneas.

1.1. Categorias de G-moddulos

Definicién 1.1. Sea G un grupo. Un G—mddulo izquierdo es un grupo abeliano M con

una funcion

e : GxM — M
(gm) — gem

que satisface que, ¥g,q9" € G,m,m’' € M

a) ge(m+m')=gem-+gem'.

b) ge (g em)=(gg9')em , lgem=m.
De forma equivalente, un G—modulo izquierdo es un grupo abeliano M con un
homomorfismo de grupos
o G — Aut(M)
g — O, M — M

m— geim.
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Observaciéon 1.2. A menos que se diga de otro modo, consideramos de ahora en ade-

lante a todo G—maodulo como izquierdo.

Definicién 1.3. Sea G un grupo y sean M, N G—mddulos. Un homomorfismo de

G—madulos es una funcion o : M — N que satisface las siguientes condiciones:

a) a(m+m') = a(m) +a(m'), Vm,m' e M. Es decir, a es un homomorfismo de

grupos abelianos.

b) a(gem)=ge(a(m)), VgeG meM.

1.2. Definicién de H" via cadenas no homogéneas
Para esta seccién consideremos M un G—moddulo.
Definicién 1.4. Una cadena no homogénea de grado r es una funcion

Y:GExXGEX...xG— M.

r—Uveces

El conjunto de todas las r cadenas no homogéneas se denota C"(G, M) y es un

grupo de forma natural con la suma de funciones.
Observacién 1.5. El conjunto G° = 1¢, entonces C°(G, M) = M.

Definicién 1.6. Sea ¢ € C"(G, M) se define la funcion

&' C"(G, M) — C" (G, M)

por

r

(dTT/})(gla ) g7‘+1) = gll/)(g?a ) g7‘+1)+z<_1)1¢(glv vy GitJit 1y ooy g?“+1)+(_]‘)r+1¢(gla ) gT)

i=1

Ademds, se define el grupo r—cociclos no homogéneos por Z" (G, M) = Ker(d") y el
grupo de los r—cobordes no homogéneos por B"(G, M) = Im(d™1). Como se cumple
que d" o d" = 0,Vr € N se obtiene que B"(G, M) es un subgrupo de Z" (G, M).

Con todas las definiciones y propiedades anteriores estamos en condiciones de pre-
sentar la definicién de los Grupos de Cohomologia via cadenas no homogéneas.

Definicién 1.7. Para r > 0 el grupo

Z7(G, M)

H (G,M) := m

es llamado el r-ésimo Grupo de Cohomologia de G con coeficientes en M.
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’ 0 ZO<G7 M) . ez
Para r = 0 el Grupo de Cohomologia H°(G, M) = m. Por definicién de los

cobordes no homogéneos, BY(G, M) = Im(d™!) que por convencién es 0. De esta forma,

el 0—Grupo de Cohomologia admite la siguiente interpretacién:
HY(G, M) = ZY(G, M)
Ker(d")
= {meM:gem=m,Vg e G}
= ME.

Es decir, el Grupo H°(G, M) son los elementos dejados fijos por la accién de G.

Para r = 1, el Primer Grupo de Cohomologia es

ZY G, M)

HY G, M) = BC D

Mediante la definicién de d' obtenemos que el grupo de 1—cociclos no homogéneos es:

ZY G, M) = {:G— M:(d")(g1,92) =0}
= {Y:G = M:¢(g192) = g1 ®¥(g2) +¥(91)}

Las funciones que cumplen la condicién 1(g1g2) = g1 ® ¥(g2) + ¥(g1) son llamadas ho-

momorfismos cruzados.

Ahora, describiremos los elementos de B(G, M). Dado m € M = C°(G, M) tene-
mos que
d(m) : G — M
g — (d(m))(g) =gem—m.

Las funciones anteriores son llamadas homomorfismo cruzados principales.

De lo anterior, el Primer Grupo de Cohomologia tiene la siguiente interpretacion:

Homomorfismos Cruzados

HY (G, M) =

Homomorfismos Cruzados Principales

Observacion 1.8. Si la accion de G sobre M es trivial tenemos que:

gem—m=0,Ym e M.
V(9192) = g1 @ Y(g2) + ¥(g1) = ¥(g2) + (1)

Entonces, B' (G, M) =0 y Z'(G, M) = Hom(G, M), es decir,

HY(G, M) = Hom(G, M).
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Lema 1.9. Sea G un grupo ciciclo de orden m con o un generador de G. Sea M un
G—mddulo. Definamos Nmg : M — M por Nmg(m) = Z o em. Entonces, 1 — (o)

oeG
define un isomorfismo entre

Ker(Nmg)

HY G, M) — CE;

Demostracion. Sea 1) un homomorfismo cruzado, entonces cumple lo siguiente:

Y(le) = v(lg - 1g) = Lo y(lg) +¥(lg) = 2¢(1e)

v(le) =0 (1)
Entonces,
P(o?) = op(o) + (o)
P(o®) = o?1(0) + o(o) + (o)

P(e™) = o™ (o) + ... + oY(o) + (o) = Nmg(¢(0)).

Como o es un generador del grupo G entonces 0™ = 1¢. Utilizando (1), se obtiene que
0 =1(c™) = Nmg(¢(0)). De esta forma, ¥(0) € Ker(Nmg). Observemos que:

¥ es homomorfismo cruzado principal < (o) = cem—m para algin m < (o) € (c—1)M.

Usando el primer Teorema de Homomorfismos de Grupos podemos concluir que

Ker(Nmg)

H' (G, M) ~ o 1M

1.3. Funciones definidas sobre los Grupos de Coho-
mologia

A continuacion mostraremos algunas de las funciones més importantes definidas so-

bre los Grupos de Cohomologia.

Sean GG, G’ grupos y sean M y M’ G y respectivamente G’ médulos. Sean
a:G -G  B:M—= M
homomorfismos de grupos. Diremos que son compatibles si verifican que

Blalg') em) =g e (B(m)),Ym € M, g € G".
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Entonces, (a, ) entre los complejos C*(G, M) y C*(G', M’) definen los siguientes ho-

momorfismos (para definiciéon de complejos ver [7, Section 17.1])

Fl, : C'(G,M) — C"(G',M')
¢ —+ fogoa”

que hacen que el siguiente diagrama conmute.

oG, M) —L oY G M) ——..—= (G, M) —L~ Y G, M) —

1
Fg,@l F;,Bj Fz;ﬁ[ m l

CY(G', M") — cla¢,M) —s..—= C'(G M) — CY G, M) —-
Ademas, inducen homomorfismos entre los Grupos de Cohomologia

o - H'(G,M) — H"'(G' M)
[Z] — [BoZoa ]

Definicién 1.10. Sea H un subgrupo de G, « la inclusion de H en G y (B la identidad
del G—maodulo M. Los homomorfismos o y B son compatibles e inducen en los grupos

de cohomologia el homomorfismo restriccion.
Res: H"(G,M)— H"(H,M).

Definicién 1.11. Sea H subgrupo normal de G, o : G — G/H la proyeccion candnica
y sea 3 la inclusién de M en M. Los homomorfismos o y 3 son compatibles e inducen

en los grupos de cohomologia el homomorfismo inflacion.
Inf: H(G/H,M") — H"(G, M).

Para definir otro homomorfismo sobre los Grupos de Cohomologia es importante
conocer la definicién de los médulos inducidos y el Lema de Shapiro, que se presentaran

a continuacion.

Definicién 1.12. Sea G un grupo y H < G. Sea M un H—mddulo se define el siguiente
conjunto de funciones Ind$;(M) = {¢ : G — M : ¢(hg) = h e ¢(g), Vh € H}.

Ejemplo 1.13. El conjunto Indg(M) es un G—maodulo con las siguientes operaciones:
a) (¢+)(x) = d(x) +¥(x), Vo,v € Ind(M),¥x € G.
b) (90 9)(x) = $lzg), Vo € Indij(M),Vx,g € G.

Lema 1.14 (Lema de Shapiro). Sea H un subgrupo de G. Para cualquier H-mddulo

N, existe un isomorfismo canonico entre

H"(G,Ind§(N)) ~ H'(H,N),  Vr>0.
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Demostracion. Ver [14, Proposition 1.11]. O

Definicién 1.15. Sea M un G—mddulo y sabemos que Ind§ (M) es también un G—mddu-
lo. Sea H un subgrupo de indice finito de G y sea S el conjunto de representantes de las
coclases izquierdas de H en G. Consideremos o como la identidad de G y consideremos

B como el isomorfismo canonico de G—mdodulos dado por

g Ind§(M) — M
o) — Zsogb(s_l).

ses

Los homomorfismos o y B son compatibles por lo tanto tememos un homomorfismo
entre los Grupos de Cohomologia ®" : H'(G,Indf;(M)) — H*(G,M). Ademds, por el
Lema de Shapiro 1.14 tenemos que H™(H, M) ~ H"(G,Ind$(M)). Entonces se define
el homomorfismo corestriccion como la composicion del isomorfismo de Shapiro

con ®". Es decir,
Cor: H'(H,M) — H"(G,M).

Teorema 1.16 (Inflacién - Restriccion). Sea H un subgrupo normal de G, y sea M un
G— mddulo. Sea r un entero, con v > 0. Si H'(H, M) = 0 para todo i con 0 < i <r
entonces la secuencia

0— H(G/H,M") - H"(G,M) — H"(H, M)
es exacta.
Demostracion. Ver [14, Proposition 1.34]. O
Teorema 1.17. Sea H un subgrupo de G de indice finito. La composicion
CoroRes: H (G,M) — H" (G, M)
es multiplicacion por |G : H|.
Demostracion. Ver [14, Proposition 1.30]. O

A continuacién, presentaremos un resultado muy importante, que sera utilizado en

varias ocasiones en los siguientes capitulos.

Corolario 1.18. Sea G un grupo y M un G—modulo. St G y M son grupos finitos y
m.c.d(|G|,|]M|) =1 entonces H" (G, M) = 0,Vr > 1.

Demostracion. Consideremos H subgrupo de G igual a la identidad. Al realizar la
composicion de los homomorfismos restriccion y corestriccion se obtiene por Teorema

1.17, lo siguiente:

CoroRes(Z)=|G: H|Z =|G|Z, ¥YZe€ H'(G,M).
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Por Corolario 1.12 de [14] se cumple H"(H, M) = 0,Vr > 1, si H = 1. Entonces, se
cumple que Cor o Res(Z) = 0 para todo cociclo Z € H"(G, M). De ambas igualdades
concluimos que |G|H"(G, M) = 0. Por otro lado, sea Z € H"(G, M) se cumple que
Vr > 1y VYo € G",Z, € M entonces |M|Z, = 0, lo que nos permite concluir que
|M|H"™(G, M) =0,Vr > 1.

Luego (m.c.d(|M[, |G|))H"(G,M) = 0,Vr > 1, como el maximo comun divisor es 1
por hipétesis, podemos concluir que H" (G, M) = 0,Vr > 1. ]

Para finalizar, daremos un ejemplo del Corolario 1.18, que sera citado en los capitulos

siguientes.

Ejemplo 1.19. Sea G < GLy(Z/pZ) y sea M un G—mddulo. Si p no divide al orden
de G entonces H' (G, M) = 0.

Demostracion. Como M es un G—moédulo cumple que p"M = 0,Vn € N. Si Z €
H' (G, M), se cumple que p"Z, = 0,Yo € G,n € N, entonces p"H'(G, M) = 0. Por
demostracién del Corolario 1.18 tenemos que (m.c.d(p, |G|))H' (G, M) = 0. Como p no
divide a |G|, entonces el maximo comun divisor entre p™ y |G| es 1, lo que implica que
HY(G, M) = 0. O



Capitulo 2

Algunas preguntas sobre el Grupo
de Tate-Shafarevich

En este segundo capitulo presentaremos la definicion de la sucesion de Kummer y el
grupo de Tate-Shafarevich que se encuentran en [4]. Luego, expondremos el Principio
de Divisibilidad Local-Global, haciendo énfasis en los casos particulares de este que son
el Problema de Grunwald-Wang y el Problema de Cassels. Ademds, daremos a conocer
los resultados més importantes sobre estos problemas y explicitaremos la relacion entre
ellos mediante un Teorema de Sansuc. Lo anterior puede ser consultado en [4], [9] y
[10].

2.1. Definicién de la Sucesiéon de Kummer y el Gru-

po de Tate Shafarevich

Comenzaremos esta seccién con la definicién de la sucesion de Kummer. Para esto,
es importante considerar a L cuerpo perfecto y L su clausura algebraica. Presentaremos

la siguiente notacion que sera utilizada desde esta secciéon en adelante.
Notacion 2.1.
o G :=Gal(L/L).

Sea nm un entero positivo tal que n > 2 y sea A una variedad abeliana definida
sobre L. Sea A[n] = {P € A(L) : nP = 0} el subgrupo de los puntos de n—torsién de
A(L). Consideremos i como la inclusién y -n como la multiplicacién por n. La siguiente

sucesion es exacta

0— Aln] 5 A(L) 3 A(L) - 0 (2.1)

y es llamada sucesion de Kummer.

12
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La sucesién de Kummer es una sucesion exacta de G —moddulos, a la cual podemos
asociar una sucesién exacta larga formada por los grupos de cohomologia (para mas

detalles revisar la propiedad (4.4, d) del dpendice), donde obtenemos lo siguiente:

0— A[n)(L) & A(L) 3 A(L) — HY (G, A[n)) » HY(G1, A(L)) = ... » H'(Gy,, A(L)) —

De la sucesion exacta larga anterior, podemos construir la siguiente sucesion exacta

corta
0% A(L)/nA(L) = HY(Gp, Aln)) 2 HY(Gp,A(L))[n] — 0

Sea ahora k cuerpo de niimeros y consideremos las siguientes notaciones:
Notaciones 2.2.

o M, conjuntos de los lugares de k.

e G, := Gal(k/k).

o Vv € My, Gy, := Gal(k, /ky).

Podemos construir la sucesion de Kummer para k y para todas las completaciones k,
de k. Realizando el mismo proceso anterior obtenemos las siguientes sucesiones exactas

cortas:
05 A(k)/nA(k) S HY(Gy, Aln]) 5 HY(Gr, AR))[n] — 0 . (2.2)

05 A(k,)/nA(k,) = HYGy,, Aln]) 5 HY(Gy,, A(R))[n] — 0,Yv € M. (2.3)

Aplicando el homomorfismo restriccion [Definicién 1.10] entre la sucesién (2.2) y el
producto de la sucesién (2.3) para cada lugar v € My, obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo:

0 —— A(k)/nA(k) < H(Gy, Aln]) & HY(GYy, A(k))[n] ——0

I, v I1, resu [1, reso
0—— [ Atk,)/nA(k,)—~ ] HY(Gy,, Aln]) —"~ I 7Gx, A(k))In] —=0

ve My, ve My, veMjp,

Definiremos el grupo de Tate-Shafarevich para los puntos de n—torsién de una variedad
abeliana A como el kernel del primer homomorfismo [], res, del diagrama anterior, es

decir,

LGy, Aln]) = Ker(Hl(Gk,A[n](E)) | Hl(GkV,A[n](k_V)))

VGMk
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con los homomorfismos restriccion res, inducidos por la incrustacién de k — k,. La

definicién anterior del Grupo de Tate-Shafarevich es equivalente a

I (G, Aln]) = (1) Ker(H! (G, Aln(K)) “ ! (Gi, A (K,)).
vEM;
Por lo tanto, podemos entender al Grupo de Tate-Shafarevich como los elementos del

grupo H'(Gy, A[n]) que se vuelven triviales en todas las completaciones v de k.

Para finalizar esta seccion, definiremos también, el grupo de Tate-Shafarevich para

A(k) por lo siguiente:

I (G, AR)) = Ker(Hl(Gk,A( ) S TT HY(Gh AR ))).

vEMi

2.2. Problema de Grunwald-Wang y Problema de

Cassels

Consideremos k un cuerpo de niimeros, k su clausura algebraica, A una variedad abe-
liana definida sobre el cuerpo k y n y r enteros no negativos. Diremos que un elemento
p del grupo de cohomologia H" (G}, A(k)) es divisible por n si existe o' € H" (G}, A(k))
tal que np’ = p. Ademas, p es localmente divisible por n si, para todos los lugares v de
k, existe p! € H"(Gy,, A(k)) tal que np), = res,(p). La pregunta natural que surge en
este momento es, jtodo elemento localmente divisible por n es globalmente divisible?
Cuando se tiene respuesta positiva a esta pregunta, diremos que el principio de divisi-
bilidad local-global para n se sostiene sobre H"(Gy, A(k)) [Ver 6).

A continuacion, daremos condiciones necesarias para que el principio de divisibilidad
local-global tenga una respuesta positiva. Para lograr este objetivo, es necesario extender
las definiciones de los grupos de Tate-Shafarevich, presentadas en la seccién anterior,
para r > 1. Por lo tanto, se define el r-ésimo grupo de Tate-Shafarevich para una

variedad abeliana A definida sobre un cuerpo de numeros k como:
r - r H resy .
1 (G, A()) = Ker(H (G, AK)) I] (G, Ak ))).
veMy
Y se define el r—ésimo grupo de Tate-Shafarevich para A[n] como:
I (Gy, Aln]) = Ker (H(G, Alu] (k) R | H' (G, Aln](K))).
veMy

También, consideremos el siguiente diagrama conmutativo formada por dos sucesiones
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de Kummer, cuyos grupos son Gy, y G, médulos respectivamente:

0 Aln] d A

ve My, veMj, veMj,

Por propiedad (4.4, e) del dpendice, podemos asociar a cada sucesiéon de Kummer
una sucesién exacta larga formada por grupos de cohomologia, los cuales respetan la

conmutatividad del diagrama, es decir, obtenemos lo siguiente:

H" (G, A(R)) —— " H" (G, A(K)) ——2— H™ (G}, Aln])

[1, resv I1, resv [1, resv

o [ #(Gr AG) == ] 1 (G AGR) = [T (G Aln]) — .

veE My vEMj, vE My

Notar que p € H"(Gy, A(k)) es divisible por n si existe p' € H"(Gy, A(k)) tal que
np' = p, entonces por la exactitud de la sucesion tenemos que p € Ker(d,), es decir,
dn(p) = 0. En cambio, p es localmente divisible si para todos los lugares v de k, existe
pl, € H(Gy,, A(k,)) tal que n,p,, = res,(p), nuevamente por la exactitud de la sucesién,
se cumple que res,(p) € Ker(d,,). Usando la conmutatividad del diagrama se obtiene
que 6,(p) € Ker(res,), para todo v € My, es decir, 6,(p) € I (G}, A[n]). Por lo
tanto, podemos concluir que el principio de divisibilidad local-global para n se sostiene

sobre H" (G}, A(k)), si el grupo II"™(Gy, An]) es trivial.

Es importante mencionar, que si 7 > 2 el principio de divisibilidad local-global sobre
H"(GY, A(k)) se sostiene [22, Theorem 3.1]. Debido a esta razén, nos interesa estudiar
los casos en que r = 0 o r = 1. Para ello, expondremos los resultados de los autores

(iperiani y Stix, Dvornicich y Zannier, Gillibert y Ranieri.

Para contestar la pregunta del principio de divisibilidad local-global para cualquier
entero positivo ¢, nos interesa estudiar los grupos I (Gy, Alq]) v II*(Gy, Alq]). Por
la identidad de Bézout, basta resolverlo para potencias de primos, es decir, para los
grupos [T (G}, A[p"]) y IIT*(G},, A[p™]). Consideremos ahora, A! la variedad dual de A
[15, Definition 2.8, page 74]. Un profundo Teorema llamado dualidad de Poitou-Tate
[16, Theorem 8.6.7] nos dice que si IIT* (G, A'[p"]) es trivial entonces I?(Gy, A[p"]) es

trivial.



CAPITULO 2. ALGUNAS PREGUNTAS SOBRE EL GRUPO II'(Gy, A(K)) 16

Por lo tanto, la pregunta natural que nos surge en estos momentos es, jcémo asegura-
mos la trivialidad de IIT' (G}, A[p"])? Para dar una respuesta, expondremos la siguiente
definicién de Sansuc que puede ser encontrada en [19]:

Consideremos ¥ un subconjunto de lugares de My, se define

ML (G, Ap])) = (] Ker(H! (G Alp™]) = H' (G, AD?)) v
vy’
WL(Gr, Ap)) = | TI(Gr, AP™)).
3 finito
Sansuc observé que L (Gy, A[p"]) es un grupo y es claro que, III'(Gy, A[p"]) es un
subgrupo de I} (Gy, A[p"]) para todo n € N*. Entonces, nos reducimos a estudiar la
trivialidad de I (G, A[p"]).

Sansuc [19, Lemme 1.2] y Dvornicich y Zannier [8] muestran que IIIL (G, A[p"]) es
isomorfo a un cierto subgrupo de H'(Gal(k(A[p"]), k), A[p"]) lamado H._(Gal(k(A[p"])/k), A[p"]),
definido de la siguiente forma:

Hy,(Gal(k(A[p"])/k), A[p"]) = () Ker(H'(Gal(k(A[p"])/k), A[p"]) — H'(C, Ap")).

C<Gal(k(A[ph])/k)

ciclico

Ademas, los autores Dvornicich y Zannier [8] dan una definicién equivalente al grupo

Hi (Gal(k(A[p"])/k), A[p"]). Para ello, explican que un coclico Z € H'(Gal(k(A[p"])/k), A[p"])
satisface la condicién local si para todo v € Gal(k(A[p"])/k) existe un m, € A[p"] tal

que Z, = v ®m, — m.,. El conjunto de todas las clases de cociclos que satisfacen la
condicién local es el grupo HL. (Gal(k(Alq])/k), Alq]).

Gracias al resultado anterior de Sansuc, podemos presentar un teorema y un corola-
rio que dan una respuesta positiva al principio de divisibilidad local-global para » = 0

yr=1.

Teorema 2.3. Sea k un cuerpo de nimeros, A una variedad abeliana definida sobre k y

A" la variedad dual de A. Sea p nimero primo yn € N*. Entonces, si H. (Gal(k(A[p"])/k), A[p"])
es trivial, el principio de divisibilidad local-global para p™ se sostiene sobre H*(Gy,, A[p"]).
Ademds, si H} . (Gal(k(A*[p"])/k), A*[p"]) = 0, el principio de divisibilidad local-global

para p" se sostiene sobre H'(Gy, A[p"]).

Corolario 2.4. Con las mismas notaciones del Teorema 2.3. Sea E una curva eliptica
definida sobre k. Entonces si H. (Gal(k(E[p"])/k),E[p"]) = 0, la divisibilidad local-
global para p" se sostiene sobre H°(Gal(k(E[p"])/k), E[p"]) y sobre H'(Gal(k(E[p"])/k), E[p"]).

Demostracion. Toda curva eliptica es autodual. O
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Para finalizar esta seccién, expondremos un poco de historia sobre el estudio del
problema de divisibilidad local-global. Para ello, mostraremos algunos resultados de los

autores mencionados anteriormente.

Cuando r = 0, el principio anterior es conocido como el problema de Grunwald-
Wang. Los autores Dvornicich y Zannier son unos de los primeros en trabajar este
problema sobre curvas elipticas, con la diferencia de que ellos consideran el problema

de la divisibilidad local-global, para todos los lugares, salvo una cantidad finita [8, 9].

Por otro lado, Ciperiani y Stix [4] trabajan el siguiente Problema de Cassels: sea k
un cuerpo de nimeros y A una variedad abeliana definida sobre k. Para todo nimero
primo p decimos que el Grupo de Tate-Shafarevich I1I'(Gy, A(k)) es p-divisible en el
Grupo H(Gy, A(k)) si y solo si

I (Gy, A(k)) C p"H' (Gy, A(k)), ¥n € N*.

La pregunta que surge es, jcual es el conjunto de numeros primos p tales que el
Grupo de Tate-Shafarevich es p—divisible? Los autores dan un acercamiento a res-
ponder este problema estudiando la trivialidad del grupo IIT*(Gy, A(k)). Notar que si
II' (G, A(k)) = 0 el problema de Cassels tiene respuesta afirmativa y el problema de
divisibilidad local-global para p" se sostiene sobre H°(G},, A(k)).

Ademss, los autores Ciperiani y Stix presentan la siguiente proposicién que también
da una respuesta positiva al problema de Cassels: Si A es una variedad abeliana definida
sobre un cuerpo de ntimeros k, A® variedad abeliana dual de A, p un niimero primo. Si
para todo n € N tenemos que IIT'(Gy, A'[p"]) = 0. Entonces

II' (G}, A) es p divisible sobre H' (G, A(k))  [4, Proposition 13].

Notar que si IIT'(Gy, A'[p"]) = 0 por la dualidad de Poitou-Tate [16, Theorem 8.6.7] te-
nemos que II%(Gy, A[p"]) = 0, es decir, si el problema de divisibilidad local global para

p" se sostiene sobre H'(GYy, A[p"]) implica respuesta positiva al problema de Cassels.

Finalmente, Gillibert y Ranieri [10] profundizan en estos temas trabajando princi-
palmente en variedades abelianas polarizadas. Explicitan también, utilizando el teorema
de Sansuc la relacién entre el Problema de Cassels y el Problema Grunwald-Wang que
fue estudiado por Ciperiani y Stix [4] previamente. Los autores establecen que, al de-
mostrar que el grupo H{ (Gal(k(A[p"])/k), A[p"]) es trivial o que I} (G, A[p"])) lo es,
tenemos respuesta positiva tanto al problema de Grunwald-Wang como al problema de

Cassels.



Capitulo 3

Demostracion de los principales

resultados

En el segundo capitulo hemos demostrado que si k es un cuerpo de numeros, A
una variedad abeliana definida sobre k, p un ntmero primo y n € N, el problema de
Grunwald-Wang tiene respuesta positiva si el grupo I} (Gy, A[p"]) es trivial. También,
hemos demostrado que si ITII(Gy, A*[p”]) = 0 para todo n € N, entonces el problema de
Cassels tiene respuesta afirmativa. Es por eso, que en esta seccién queremos encontrar
un criterio para que el grupo IIIL (Gy, E[p"]) sea trivial, donde E es una curva eliptica

definida sobre el cuerpo de nimeros k.

Mas precisamente, vamos a demostrar que fuera de un conjunto finito de niimeros
primos S que depende sélo del grado de la extension de k/Q, para toda curva eliptica E,
para todo niimero primo p ¢ Sy para todo n € N, el grupo H} .(Gal(k(E[p"])/k), E[p"])
es trivial. Es decir, fuera del conjunto finito S tenemos respuesta positiva tanto al

problema de Cassels como al problema de Grunwald-Wang.

3.1. Teorema de Dvornicich-Zannier

A continuacion se presentarda una generalizacion de un teorema de Dvornicich y

Zannier que puede ser consultado en [9].

Teorema 3.1. Sea p un nimero primo, sea , una raiz p—ésima primitiva de la unidad,
sea k un cuerpo de nimeros que no contiene a Q(C, + ?p) Sea E una curva eliptica
definida sobre k tal que E no admite una isogenia de grado p definida sobre k. Entonces,

tenemos que para todo n € N

Hyoo(Gal(k(E[p"]) /), E[p"]) = 0.
Demostracion. Sea q = p", sea K = k(F]q|) el cuerpo k adjuntado el grupo de los
puntos de g—torsién de la curva eliptica. Considerando o € Gal(K/k) y P € E(q) se

18
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cumple que

0=0(0)=0(¢P) =o(q)o(P) = qo(P)

es decir, o(P) es un punto de ¢g— torsién. Por lo tanto, la extensién K /k es una exten-

sion de Galois.

Por Corolario 2.4 basta probar que H. (Gal(K/k),E[q]) = 0. En este caso pro-
baremos que H!'(Gal(K/k),E[q]) es trivial, lo que es una condicién més fuerte pues
H (Gal(K/k),E[q]) es un subgrupo de H'(Gal(K/k), E[q]).

Sabemos que Elq] ~ (Z/qZ)?, es decir, si P € E|[q] existe un tnico (z,y) € (Z/qZ)*
tal que P ~ (x,y) y viceversa. Entonces, debido al isomorfismo anterior podemos definir

un homomorfismo inyectivo ® de la siguiente forma:

d : Gal(K/k) — Aut((Z/qZ)?) ~ Aut(E[q))
o — O, 7/q7 — 7./ qZ
(z,y) = (o(z),0(y)) = o(P).

Como Aut((Z/qZ)?) ~ Glo(Z/qZ) por el homomorfismo anterior ® se cumple que
cualquier subgrupo G del grupo de Galois Gal(K/k) se representa como un subgrupo

de las matrices GLy(Z/qZ), que por abuso de notacién se llamard también G.

Consideremos el siguiente homomorfismo ¢ llamado reduccién médulo p

¢ : ZL)qZ —  Z/pZ
x — x mod p.

Aplicando el homomorfismo ¢ a cada coeficiente de las matrices del grupo G, obtene-
mos un subgrupo de GLy(Z/pZ) que llamaremos Gy, y su imagen en PGLy(Z/pZ) la

llamaremos Hj.

Por [21, Corollary 8.1.1] los cuerpos k(E[p]) y K contienen a la raiz p—ésima primiti-
va de la unidad (,. Las propiedades basicas del emparejamiento de Weil [21, Proposition

= ¢%*®) para todo

I11:8.1] implican que la accién de G sobre (, esta dada por ¢((,)
g € G. Declaramos que como k no contiene a Q(¢, + ?p) la imagen del determinante
tiene por lo menos 3 elementos. En efecto, si k£ no contiene al cuerpo Q(¢, + ng) en-
tonces (, + ¢, & k, por lo tanto el grado de la extensién de cuerpos [k((, + () : ]
es mayor que 1. Supongamos entonces que el grado de la extensién k(¢, + (,)/k es 2
y sabemos que todo o € Gal(k((,)/k) cumple que o((,) = Q;. Como el grado de la
extension es 2 es igual al grado del polinomio irreducible de ¢, + ng sobre k, el cual es
(z = Q)@ —0a(G) =2 = (G + C;)ﬂl? + C;H para algin o € Gal(k(¢y)/k). Sii = —1
tenemos que (, + Cf, =Gt G U= (,+( € k, lo que es una contradiccién. Ahora, si
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i # —1 se debe cumplir que (, € k para que C; € k, lo que también es una contradiccion.
Por lo tanto, el grado de la extensién de k(¢, + (,)/k es mayor o igual a 3, ya que de lo
contrario concluimos que ¢, o ¢, + ng pertenecen a k por ser coeficientes del polinomio
irreducible.

Recordemos que Gal(k(E[p])/k) es isomorfo a un subgrupo de GLy(Z/pZ) entonces
podemos definir el homomorfismo determinante via el homomorfismo anterior, desde
Gal(k(E[p])/k) a (Z/pZ)* donde Ker(det) = {o € Gal(k(E[p])/k) : det(c) = 1}. Apli-

cando el primer teorema de homomorfismo de grupos, concluimos que
Im(det) ~ Gal(k(E[p])/k)/Ker(det).

Declaramos que Ker(det) = Gal(k(E[p])/k(¢p)), pues si o € Ker(det) tenemos que (] =
Cge“ 7 = (, por el emparejamiento de Weil [21, Proposition 8.1] entonces o pertenece
a Gal(k(E[p])/k(¢y)). La otra inclusion es andloga pues, si 0 € Gal(k(E[p])/k(¢,)) se
cumple que (7 = (, lo que implica det(c) = 1. Por lo tanto, concluimos que

Im(det) ~ Gal(k(¢,)/k)

entonces la imagen del homomorfismo determinante es mayor o igual que 3.

Comenzaremos con el caso en que G contiene un multiplo no trivial de la matriz
identidad. Esto sucede cuando G contiene un elemento g congruente médulo p a un
miltiplo no trivial de la identidad, es decir, g = Aglo mod p, con g € (Z/pZ)* y
Ao # 1. Sea d el orden de A\ entonces d > 1y d divide al orden del grupo (Z/pZ)* que

/
0

0 N
y B € My(Z/qZ). Declaramos que el grupo generado por g contiene un elemento ¢’ de

es p— 1. Como g = A\g mod p se cumple que g = < + pB con \j = A\ mod p

orden d, donde la reduccién médulo p de ¢' serd una matriz escalar. En efecto, basta
considerar ¢’ = ¢g* con u una potencia adecuada de p, entonces por el Teorema del

binomio obtenemos que
J =g"= ()\612 —|—pB)“ = (\y)*I2 mod p"

donde llamaremos py = (Aj)*. De esta forma ¢’ es una matriz escalar médulo p. Lo
que nos falta probar es que el orden de ¢’ es d. Para esto sabemos que A\ = \g mod p
entonces se cumple que (Ay)* = g mod p, es decir, ug = A9 mod p, lo que implica que
ord () = ord(\g) - p® entonces ,ugb = )\g mod p lo que implica que ord(ugb) = ord ().
Es decir, la potencia adecuada de g es considerar p = p® asf se cumple que ¢’ tiene el

mismo orden de Ay que es d y ¢’ es una matriz escalar.
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En particular el subgrupo generado por g, son matrices escalares que estan conte-

nidas en el centro de G, entonces (g) es un subgrupo normal de G.

Usando Inflaccién-Restriccién tenemos la siguiente sucesién exacta [ver Teorema
1.16]
0 — H'(G/{g), E[a)') — H'(G. Blq]) — H'({9). Elq))

El grupo H'((g), E[q]) = 0 pues el ord(g) = ord()\) = d, que es coprimo con p entonces
es coprimo con ¢, [ver Ejemplo 1.19]. Por lo tanto, la sucesion anterior queda de la

siguiente forma:
0 — H'(G/(9), Elg])) — H'(G, Elq]) — 0

Por lo tanto, H*(G/{g), E[q]')) ~ H'(G, E[q]). Como g — I, = (A — 1)1 tiene kernel
trivial en (Z/qZ)? pues A # 1, entonces E[q]*” = 0 lo que implica que H*(G, E[q]) = 0.

Entonces podemos suponer que Gy no contiene una matriz escalar no trivial, lo que
implica que la funcién Gy — PGLs(Z/pZ) es inyectiva, es decir, Gy ~ Hy. Usaremos
la clasificacion de Serre sobre los subgrupos de PG Ly(Z/pZ) que la podemos encontrar
en [20, Proposition 15 and Proposition 16]. Supongamos primero que p divide al orden
de G, entonces puede suceder que Gy contiene a SLy(Z/pZ) o que Gy esta contenido
en un subgrupo de Borel. Si G contiene a SLy(Z/pZ) contiene a —I5 lo que implica
que contiene a una matriz escalar no trivial, lo que es una contradicciéon. Ahora, su-
pongamos que Gq esta contenido en un subgrupo de Borel, por [21, Proposition 4.12 y
Remark 4.13.2] existe ¢ isogenia de grado p definida sobre k tal que Ker¢ = (P) con

P € Elp|, lo que es una contradiccion.

Supongamos que Gy ~ Hy y que p no divide al orden de G,. Entonces por la
clasificacion de Serre [20, Proposition 15 and Proposition 16] el grupo Hy puede ser
ciclico, diédrico o isomorfo a A4, A5 0 S5. Analicemos cada uno de los casos anteriores.

Supongamos primero que Gy es el grupo diédrico, es decir,

2

Go=D,=(s,r:85=r"ANsr=7r"1s) = (5,57 : s8> =r" ANsr =1"'s)

Notar que los elementos s, sr tienen orden 2 entonces det(s) = £1 y det(sr) = +1
entonces det(Gg) C {£1}, lo que implica que la imagen de la funcién determinante es
menor o igual que 2, esto contradice el hecho que la imagen del determinante es mayor

o igual que 3, por lo tanto, Gy no puede ser el grupo diédrico.

Supongamos ahora que Gy es isomorfo a Ay, A5 0 S5, como Ay C A; C S5, Gy
contiene a un subgrupo isomorfo A,. El conjunto L = {(12)(34), (13)(24), (14)(23),1}
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es un subgrupo de Ay, que es isomorfo a Z /27 x Z/27 entonces G contiene al siguien-

- 10y (-1 o) (-1 0\ (1 0 § .
€ subgrupo ue contiene a — ue es
PN o 1) Vo =)o 1) o =) 2

una matriz escalar no trivial, lo que es una contradiccion, de esta forma Gy no puede

ser isomorfo a Ay, A5 0 Ss.

Finalmente, supongamos que G es un grupo ciclico generado por g € GGy. Tenemos
dos posibilidades, la primera de ellas es que al menos un autovalor de g esta en Z/pZ,
lo que implica que el otro autovalor también pertenece a Z/pZ, esto permite que g se
escriba como una matriz diagonal pues su orden es primo relativo con p entonces G esta
contenido en un subgrupo de Borel, lo que implica que £ admite una isogenia de grado
p definida sobre k, lo que es una contradiccion. La otra posibilidad es que los valores
propios A, 1 € Fp2 y no a Z/pZ entonces son conjugados sobre Z/pZ, es decir, A = pP.
Ahora, P = X p = det(g) en Z/pZ pero \PT! = (pP)Pt = (uPt)r = Pt en Z/pZ
entonces gP™! tiene dos valores propios iguales en (Z/pZ)*. Como g es diagonalizable
entonces gP! también lo es, pero es una matriz escalar sobre Z/pZ, por la suposicién de
que Gy no contiene matrices escalares no triviales concluimos que g?*! = I, entonces,
1 = det(gP™!) = (det(g))?*" , lo que equivale a que det(g) = 1. Por lo tanto, la imagen de

G por el homomorfismo determinante tiene cardinal uno, que es una contradiccién. [

Lema 3.2. Sea p un ndmero primo, sea k un cuerpo de nimeros que no contie-
ne a Q(¢ + (_p) y sea E curva eliptica definida sobre k. Si existe n € N tal que
H} _(Gal(k(E[p"])/k), E[p"]) # 0 entonces existe una base de E[p| tal que Gal(k(E[p])/k)

A1 0O 11
' >>, con A\, Ay € (Z/pZ)*.

es un subgrupo de 0 an) \o 1
Demostracion. Sea G = Gal(k(E[p"])/k). Si H. (Gal(k(E[p"])/k), E[p"]) # 0 enton-
ces E tiene una isogenia ciclica de grado p definida sobre k [ver Teorema 3.1]. Por
[21, Proposition 4.12 and Remark 4.13.2] se cumple que la reduccién de G médulo p,
que llamaremos Gy, estd contenido en un subgrupo de Borel. Si GGy contiene matrices
escalares distintas de las triviales, implica que H} .(Gal(k(E[p"])/k), E[p"]) = 0, por de-
mostracion del teorema 3.1, esto contradice nuestra hipotesis. De esta forma, el grupo
G no contiene matrices escalares no triviales. Demostraremos la siguiente afirmacién

que nos permitird concluir el resultado:

Afirmacién 1. Sea T el subgrupo de las matrices diagonales de GLy(Z/pZ). Si D <T

tal que mo contiene matrices escalares no triviales entonces D es ciclico.

Demostracion. Como T es el subgrupo de las matrices diagonales de G Ly(Z/pZ) se
cumple que T' ~ (Z/pZ)* x (Z/pZ)*. Supongamos que D no es un subgrupo ciclico,
entonces existe [ nimero primo tal que [ divide a p — 1 y D contiene a un subgrupo

isomorfo a Z/IZ x Z/IZ, entonces D contiene a todas las matrices de orden [ en T.
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A0
Entonces, sea A € (Z/pZ)* de orden [ entonces 0 ) € D, lo que es una contradiccién

pues, D no contienen matrices escalares no triviales. De esta forma, D debe ser ciclico.
O

Entonces, como G estd contenido en un subgrupo de Borel, el cual es generado por

el siguiente conjunto

11 by 0 1 0 X
()63 ) onerr)

Por la Afirmacién 1, tenemos que las matrices diagonales que no contienen matrices

escalares no triviales es un subgrupo ciclico, lo que implica que Gy es un subgrupo de

N0 (11 .
<(O )\2),<0 1>>,Con)\1,)\2€(Z/pZ). H

Observacién 3.3. Se tienen contrajemplos donde el principio de divisibilidad local-
global no se sostiene, cuando el cuerpo de numeros k contiene a Q(Cp—i—g_p) [18, Theorem
2].

3.2. Lemas importantes

A continuacion se presentaran algunos teoremas, lemas, corolarios y proposiciones
que se encuentran en el articulo de Gillibert y Ranieri [10] que son necesarios para
el criterio de la siguiente secciéon. Estos resultados permiten demostrar que si existe
p numero primo, n € N, k cuerpo de nimeros que no contiene a Q(¢, + ?p) y E
curva eliptica definida sobre k tal que H{ _(Gal(k(E[p"])/k),E[p"]) # 0 entonces si
Gal(k(E[p])/k) contiene una matriz diagonal, esta matriz tiene por lo menos un valor

propio igual a 1.

Proposicién 3.4. Sea V, 4 el grupo (Z/p"Z)* y sea G un subgrupo de GLog(Z/p"Z)
quien actia sobre V,, 4 de la forma usual. Supongamos que el normalizador del p—Sylow
subgrupo H de G' contiene un elemento g de orden que divide a p — 1 tal que g — Isq €s
biyectiva. Entonces Hi (G, V,4) =0

Para demostrar la Proposicion 3.4 son necesarios algunos elementos previos, que se

presentan a continuacion:

Definicién 3.5. Sea H un p—grupo. El subgrupo de Frattini ¢(H) de H es la intersec-

cion de todos los subgrupos maximales de H .

Proposicién 3.6. Sea p un nimero primo y sea G un grupo finito tal que G = (g, H),

donde H<G y H es un p—Sylow de G y g tiene orden que divide a p—1. Entonces existe
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r € N y un conjunto generador {hy, ha,...,h.} de H tales que, para todo 1 < i < r,
existe \; € Z tales que
ghig™t = h}"

Demostracion. Supongamos que |H| = p™, m € N. La demostracién serd por induccién
sobre m.

Si m = 1 tenemos que H es un grupo ciclico generado por h;. Por hipétesis H es un
subgrupo normal de G entonces se cumple que ghig~! = hi\l para \; € Z, asi que no
hay nada que probar. Supongamos que asumimos que la proposicion es cierta para todo
numero natural j < m. Declaramos que el grupo de Frattini ¢(H) es normal en H y
que H/¢(H) es p—elementalmente abeliano, es decir, es isomorfo a un producto fini-

to de grupos isomorfos a Z/pZ. Para probar lo anterior utilizaremos los siguientes lemas:

Lema 3.6.1 Todo subgrupo mazimal de un p—grupo G es de indice p y normal en

G.
Demostracion. Ver [7, Section 6.1]. O

Lema 3.6.2 Sea G un grupo y H un subgrupo de G. El conmutador de G, G es

un subgrupo de H si y solo si H es un subgrupo normal de G y G/H es abeliano.
Demostracion. Ver |2, Section 8.8]. O

Como H es un p—grupo y M un subgrupo maximal de H entonces por el Lema
3.6.1 tenemos que [H : M] =py que M es un subgrupo normal de H. Entonces ¢(H)
es normal en H, pues cada subgrupo M lo es. Ademéds, como [H : M| = p tenemos que
H/M ~ Z/pZ, es decir, el cuociente es abeliano para todo subgrupo maximal de H,
entonces usando el Lema 3.6.2 tenemos que H) es un subgrupo de M, para todo M,
entonces H es un subgrupo de ¢(H). Usando nuevamente el Lema 3.6.2 tenemos que
¢(H) es normal en H y H/¢(H) es abeliano. Finalmente, como H/M ~ Z/pZ, h? € M,
para todo h € H, y para todo M subgrupo maximal de H, entonces h? € ¢(H ), lo que
prueba que H/¢(H) es p—elementalmente abeliano.

Ahora probaremos que ¢(H ) es un subgrupo normal de G, para esto notar que para

todo g € G se cumple que

go(H)g = () gMg'= () M=q¢(H)

M<H M<H
M maximal M maximal

pues es solo aplicar la accion de conjugacion sobre los subgrupos maximales de H.
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Ahora usaremos el siguiente resultado bien conocido:

Teorema 3.6.3 (Burnside basis Theorem). Sea H un p—grupo finito. Un subcon-
gunto de H es un conjunto de generadores para H si y solo si su imagen en H/¢(H) es

un conjunto de generadores para H/p(H ).

Considere H/¢(H), como ¢(H) es normal en Gy H/¢(H) es abeliano la siguiente
funcién es un Z/pZ—isomorfismo lineal:

fi H/¢(H) —  H/¢(H)
ho(H) — ghg~'o(H).

En efecto, la funcién f esta bien definida y es inyectiva pues, si

f(ho(H)) = f(to(H))
= ghg'¢(H) = gtg 'o(H)
=  hgTl'e(H) = tg'¢(H)
— gt 'hgT'o(H) =  ¢(H)
= (t'h)g'o(H) = g '¢(H)
— (t'h)e(H)g™' = g '¢(H)
= t'ho(H) = g '¢(H)g
— tT'ho(H) = ¢(H)
— ho(H) = to(H).

Ademas, la funcién f es sobreyectiva pues para cada ho(H) € H/¢(H) existe g~ hgo(H)
preimagen tal que f(g 'hgod(H)) = hé(H). Sea \ € Z/pZ entonces

f((ho(H))Y) = f(Bo(H)) = gh*g'¢(H) = (ghg™")*¢(H) = f(ho(H))*

De esta forma, f es un Z/pZ isomorfismo lineal.

Por hipétesis g tiene orden que divide a p — 1 entonces el orden de f también divide
ap—1y f es diagonalizable en el Z/pZ—espacio vectorial H/¢(H). Entonces existen
vy, Vg, .., v € H tales que {v;p(H) : 1 < i < k} es una Z/pZ—base de H/¢(H) y
existen \; € Z tales que gv;g~'¢(H) = v} (H).

Supongamos que k = 1 entonces H/¢(H) tiene un tnico generador v1¢(H). Por el
Teorema 3.6.3, H es generado por vy y es ciclico. Como H es normal en GG tenemos que
guig~! = v} para A € Z, que es la tesis. Ahora supongamos que A > 1, consideremos
los subgrupos Hy, Hy C H tales que

H1 = <’U1,¢(H)> H2 = <U27 7Uk>¢(H)>
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Entonces los conjuntos I'y = (g, H1) y T's = (g, Hy) son subgrupos de G. Declaramos
que H; es normal en I'; para ¢ = 1,2. En efecto, todo elemento de H; es de la forma
v2h con h € ¢(H ) entonces gvthg™t = (gvbg~1)(ghg™') = vi't, con t € ¢(H), donde se
utilizé que gv1g~! = v} y que ¢(H) es normal en G. De forma andloga se prueba que

I'y es normal en Hs.

Demostraremos que I'1,I's no son G. Como H; y Hs son normales a I'y y I'y respec-
tivamente y I';, 'y son grupos generados por el elemento g que no es divisible por p y
por los subgrupos H;, Hy tenemos que H; es el unico p-Sylow de I'y y Hy es el tnico
p—Sylow de I'y. Como Hy, Hy estan contenidos de forma propia en H entonces I'y, 1
estan contenidos de forma propia en G, de esta forma podemos aplicar la hipdtesis
de induccién sobre I'y y I'y. Como H es generado por Hy; y Hs la unién del conjunto
de generadores de H; con el conjunto de generadores de H, nos da un conjunto de

generadores para H, lo que concluye la demostracion. O

Demostracion. (Proposicién 3.4) Considere las dos restricciones (Definicién 1.10)
HY (G, Voa) = H' ({9, H), Vo) = H'(H, V. 0)

Notar que res : H'(G,V,4) — H'(H,V,4) es un homomorfismo inyectivo pues V, 4
es un p-grupo y H es el p—Sylow subgrupo de G [14, Corollary 1.33]. Entonces de-
ducimos que res : H'(G,V,,4) — H'({g, H),V,,4) es también inyectivo. Més ain, los
homomorfismos restriccion anteriores inducen un mapeo sobre los primeros grupos de
cohomologfa local. Entonces, el homomorfismo res : HL (G, V,4) — HL.({(g, H), Vi.a)

es también inyectivo.

Para probar la proposicién es suficiente probar que H}.({g, H), V;,4) = 0. Aplicare-
mos la Proposicién 3.6 al grupo (g, H). Entonces existe r € N y generadores hy, ho, ....h,
en H tales que para todo 1 < i < r se cumple que gh;g~ ' = h;\" para algiun \; € Z.
Entonces, para todo 1 < i < r, consideremos I'; = (g,h;) vy H; = (h;). Para todo
i de 1 a r tenemos que H; es el p-Sylow de I';, usando [14, Corollary 1.33] tenemos
que HE Ty, Voa) — HL . (H;, V,a) es inyectiva. Como H; es ciclico, se cumple que
H} (H;,V,q) = 0 entonces H (T, V,a) = 0,¥i = {1,...,r} . Sea Z un cociclo de
(g9, H) que satisface la condicién local [ver seccién 2.2] entonces para todo 1 <i <r, Z
es un coborde sobre I';, es decir, existe v; € I'; y existe v; € V,, 4 tal que Z,, = v, (v;) — .
Como g € I'; para todo 1 < 4,5 <r, tenemos que Z, = g(v;) —v; = g(v;) — v; lo que es
equivalente a (g — Id)(v;) = (g — Id)(v;). Por hipétesis la funcién g — Id es biyectiva
entonces v; = v;, Vi, j. Como g, hq, ....h, generan a (g, H) tenemos que Z es un coborde
sobre (g, H),es decir , H} ({9, H), Vs,.a) = 0 lo que implica que H}. (G, V,.4) = 0, lo que

concluye la demostracion. O
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Lema 3.7. Sea G un grupo, sea N un subgrupo normal de G y sea H el p—Sylow
subgrupo de G. Sea g un elemento de G tal que su clase en G/N esta en el normalizador
del p—Sylow subgrupo HN/N de G/N. Entonces existe un elemento de la clase gN que

esta en el normalizador de H.

Demostracion. Sea ¢’ la clase de g médulo N, por hipétesis ¢’ pertenece al normalizador
de HN/N, es decir, ¢'(HN/N)g~' = HN/N. Observemos el siguiente conjunto

¢d(HN/N)g=' = {gN(hnN)g~'N :he H,ne N} en GN/N
= {ghNnNg~'N:he Hne N}
{ghn'g"*N :h e Hn' € N}
(gHNg™)/N.

Entonces gHNg~!/N = HN/N que implica que gHNg~' = HN y como N es normal
en G, tenemos que gHg !N = HN. Observar que por la normalidad de N en G se
cumple que N es normal en H, entonces HN = NH. Como gHg ' yv H son dos
subgrupos de p—Sylow de HN, entonces ellos son conjugados entre si, es decir, existe

x € HN y existen h € H,n € N tal que x = nh y se cumple que

gHg™t = rHz™!
< gHg' = (nh)H(nh)™!
= H = g 'nHn g
< (n'g)H = H(n™'g).

Entonces n™!g pertenece al normalizador de H y n~'g € Ng que es la misma clase que

gN, pues N es normal en (G, esto concluye la demostracion. O

Observaciéon 3.8. Sea N el subgrupo normal de G que consiste en los elementos con-
gruentes a la identidad mddulo p. Si existe ¢ € Gy = G/N tal que g esta en el
normalizador del p—Sylow de G1, ¢ tiene orden que divide a p—1 y g — I es biyectiva,
entonces por el Lema 3.7 existe g € G tal que g esta en el normalizador del p—Sylow

subgrupo de G, tiene orden que divide a p—1 y g — I es biyectiva.

3.3. Criterio

Criterio 3.9. Sea p un numero primo. Sea k un cuerpo de numeros que no contiene a
Q(¢ —|—?p). Sea E una curva eliptica definida sobre k tal que para toda E' curva eliptica
definida sobre k, k-isogena a F, tal que E'[p]N E'(k) = {0}. Entonces, para todo n € N

Hio,(Gal(k(E[p"]) /k), E[p"]) = 0.

Demostracion. Sea Gy subgrupo de Gal(k(E[p])/k). Analizaremos los casos en que G

estd contenido en un subgrupo de Borel, pues los otros casos se encuentran en la de-

11
mostracion del Teorema 3.1. Por Lema 3.2 tenemos que G; < (0, 7) con o = (0 1) y
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A0
= , A1, Ao € (Z)pZ)*.
T (0 M) 1 € (2/p2)

Consideremos H = (o) es un p—grupo, mas aun es el p—Sylow subgrupo de Gj.
El orden de 7 divide a p — 1, pues el orden de A\, Ay lo hacen, ademéds 7 pertenece al
normalizador del grupo H y 7 — I3 es una funcién biyectiva si y solo si A\ # 1y Ay # 1.
Estas son las hipétesis de la Proposicién 3.4 entonces H. (G4, E[p]) = 0, lo que implica
que se tiene respuesta positiva al problema de divisibilidad local-global y al problema

de Cassels.

Ahora probaremos que G, = Gal(k(E[p"])/k, E[p"]) cumple todas las hipdtesis de
la Proposicién 3.4. Para esto, recordar que las extensiones k(E[p"])/k vy k(E[p])/k son

de Galois, por lo tanto se cumple que

Gy = G/ (Gal(k(E[p*]) /k(E[p])))

Debido al isomorfismo anterior, como 7 € G y cumple todas las hipotesis de la Pro-
posicién 3.4 via isomorfismo existe 7, € G,,/(Gal(k(E[p"])/k(E[p]))), tal que su orden
divide a p — 1, pertenece al normalizador del p—Sylow de G, /(Gal(k(E[p"])/k(E[p])))
y cumple 7,, — Iy es biyectiva, para todo n € N*. Luego, aplicando la Observacion 3.8 a
T, tenemos que existe 7, € (G,, que satisface todas las hipétesis de la Proposicién 3.4,

entonces H. (G, E[p"]) = 0, para todo n € N* lo que implica que se tiene respuesta

loc

positiva al problema de divisibilidad local-global y al problema de Cassels.

Ahora debemos analizar el caso en que 7 — I no es biyectiva, lo cual sucede cuando

A =16 Ay = 1. Comencemos con el caso en que A\; = 1, entonces

i< (1) (3 2) neenmr )

1 1 1 0

Notar que o = 0 1)Y=y, fijan al elemento (1,0) € (Z/pZ)* entonces el
2

grupo G fija a (1,0). Como El[p| ~ (Z/pZ)? existe P punto de p—torsién de la curva

eliptica E definida sobre el cuerpo k.

11 A
Supongamos que G; < <(0 1) , (01 [1)> M\ € (Z)pZ)* — {1}>, probaremos

que existe F’ curva eliptica definida sobre k, tal que es k—isogenia a F y E’ tiene
un punto de p—torsién sobre k. Sea P el punto (1,0) via isomorfismo, se cumple que
(P) es un G;—modulo pues si v € G tenemos que ¥(1,0) es un multiplo de (1,0).
Entonces, por [21, Proposition 4.12 and Remark 4.13.2] existe una curva eliptica F’

definida sobre k que es k—isogenia a I y el kernel de esta isogenia ¢ : ' — FE’ es
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(P). Como las isogenias no constantes son sobreyectivas aplicando el primer teorema

de homomorfismo de grupos tenemos que
E' = E/ker(¢)

Consideremos ¢(Q)) con @ el punto (0, 1) via isomorfismo. Observamos que 7(Q) = @
pero o(Q) # (0,1) y que ¢(Q) tiene orden p pues Q ¢ Ker(¢) y @ tiene orden p. Sea

v € Gy, para todo T punto de torsién de orden una potencia de p en E(k) se cumple

lo siguiente:
19(T) = ¢("T)

Entonces 7¢(Q) = ¢(yQ), como @ tiene orden p basta ver la restriccién de v a Gj.
/\b
Todo elemento de GG; es de la forma 01 j) con b € Z,c € Z/pZ. Entonces

G- e

= ¢((¢,0)+(0,1))

= 0(¢,0)+¢(0,1)

cp(P) +6(Q)
$(Q).

Por lo tanto, v¢(Q) = ¢(Q), es decir, ¢(Q) es un punto de p—torsiéon y es dejado fijo
por G.

]

A continuacion, presentaremos un teorema de Merel sobre curvas elipticas, el cual
nos permitird demostrar que fuera de un conjunto finito de primos, el problema de

Grunwald-Wang y el problema de Cassels tienen respuesta positiva.

Teorema 3.10 (Teorema de Merel). Para todo d € N, tal que d > 1 existe una constante
C(d) que depende de d, tal que para todo cuerpo de nimeros k que cumple [k : Q] < d,
para toda curva elipitica definida sobre k y para todo nimero primo p > C(d). Entonces,
se sostiene que Elp| N E(k) = {0}.

El teorema de Merel nos permite demostrar el siguiente corolario:

Corolario 3.11. Para todo d € N con d > 1, existe una constante C(d) que depende
solo de d tal que para todo cuerpo de nimeros k que cumple [k : Q| < d, para toda curva

eliptica definida sobre k y para todo niumero primo p. Entonces, para todo n € N

Hio, (Gal(k(E[p"]) /k), E[p"]) = 0.
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Demostracion. Sea k cuerpo de ntumeros tal que [k : Q] < d y sea p > C(d). Entonces
para toda curva eliptica definida sobre el cuerpo k, por teorema de Merel se cumple que
E[p| N E(k) = {0}. Usando el Criterio 3.9 concluimos que

Hioo(Gal(k(E[p"]) /k), E[p"]) = 0.



Capitulo 4

Definicion de H' via Funtores

Derivados

En esta seccion, definiremos los grupos de cohomologia via funtores derivados uti-
lizando resoluciones inyectivas. Para lograr este objetivo, es necesario recordar algunas
definiciones y propiedades de la categoria de los G—modulos y de los funtores derivados.
Como se mencioné en el primer capitulo esta definicién es equivalente a la por cadenas

no homogéneas [14].

Definicién 4.1. Sea M un G—mddulo se define MS como el conjunto de todos los

elementos de M dejados fijos por la accion de G,es decir,
ME={mecM:gem=m,VgcG}.

Sea Modg la categoria de los G—mddulos y sea Ab la categoria de los grupos abe-

lianos. Definiremos el siguiente funtor covariante [11, Definition 1.2]

F MOdG — Ab
M = MC¢

Si f: M — N homomorfismo de G—mddulos se define

F(f) + M¢ — NG
m = F(f)(m)=f(m)

Se cumple que F'(f) es un homomorfismo de grupos bien definido, pues si consideramos

m e M%y g € G se cumple que
ge f(m)=f(gem)= f(m).

Por lo tanto, f(m) e N¢.

Ademas, se cumplen las siguientes dos condiciones:

31
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a) F(Idy) = Idpu para todo M € Obj(Modg).
b) Si f € Homg(M,N) y h € Homg(N, T) entonces F(ho f) = F(h) o F(f).

Consideremos la siguiente sucesion exacta corta de G-mdodulos

oML M=o (4.1)
se cumple que
0 — (M) 2 pe 2 (e (4.2)

es una sucesion exacta corta. En efecto, como f es un homomorfismo inyectivo tenemos
que F(f) también lo es, ya que es simplemente la restriccion de f a M’¢. Debemos
probar también que Im(F(f)) = Ker(F(h )), para ello consideremos m € Ker(F(h )),
es decir, m € M® y F(h)(m) = h(m) = 0, como la primera sucesién es exacta existe
m' € M’ tal que f(m’) = m, debemos probar que m’ € M'“. Para esto consideremos

g € GG, se cumple que

flgem')=gef(m')=gem=m

entonces f(gem’) = f(m') paratodo g € G como f es inyectiva tenemos que gem' = m/,
es decir, m’ € M'Y. Para la otra inclusién consideremos m € Im(F(f)), es decir,
m € MY y existe m’ € M'C tal que f(m') = m, por la exactitud de la primera
sucesién se cumple que h(m) = 0 entonces m € Ker(F(h)). Lo anterior demuestra que

el funtor I’ es exacto izquierdo.

A continuacién presentaremos dos definiciones que pueden ser consultadas en |3,
Capitule 6] y [14, page 72| respectivamente.

Definicién 4.2. Sea C una categoria abeliana [3, Section 5] y Q un objeto de C. Diremos
que Q) es inyectivo si para todo monomorfismo a : A" — A y para todo morfismo

u: A" — Q existe un morfismo v: A — Q tal que vaw = u.

Definicién 4.3. Sea C una categoria abeliana. Sea M un objeto de C. Una resolucion

de M es una sucesion exacta larga
0—=M—=I1°=T"— .. =1 — ..

St 1" son objetos inyectivos de C,Vr € N, diremos que es una resolucion inyectiva de

M.

La categoria de G-mdédulos y la categoria de Grupos abelianos son categorias abelia-

nas [3, Capitule 5] y la categoria de los G—mddulos tiene suficientes objetos inyectivos.
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Esto significa que dado un G—mddulo M podemos elegir una resolucién inyectiva /° de

M, la cual es una sucesion exacta larga formada por objetos inyectivos:

. dO dl d2 d'rfl dr
0—->MS0S PSS S rSrtto

A cada uno de los objetos anteriores le podemos aplicar el funtor F' definido anterior-

mente, donde obtenemos el siguiente complejo
05 (1905 (1M 5 (12)8 S D (e L (e L (4.3)

que no es una sucesion exacta larga pues el funtor aplicado es sélo exacto izquierdo.

Por lo tanto, se construyo una secuencia de funtores covariantes de la categoria de
los G—moddulos a la categoria de los grupos abelianos, los cuales son RVF, R'F, R*F, ...

llamados funtores derivados derechos de F', que se definen por
Ker(d")
R'F)YM)=H"(G,M) .= ———=
( )( ) ( ) ) ]m(d*‘l)
La definicién anterior se conoce como el r—ésimo Grupo de Cohomologia de G con

coeficientes en M. Y es importante mencionar, que esta definicién es equivalente a la

dada en el capitulo 1 [14, Proposition 1.17].

Explicitaremos, como los funtores anteriores actiian sobre las flechas de la cate-
gorfa de los G—mddulos. Para esto considere f € Homg(M,N) se define (R"F)(f) :
(RTF)(M) — (R"F)(N) que es un funtor covariante para todo r € N.

A continuacién se presentaran algunas de las propiedades mas importantes de los
grupos de cohomologia:
Propiedades 4.4.

a) El grupo de cohomologia H°(G, M) = M¢.

Demostracion. Por definicion

HOG, M) = Ker(d”)  Ker(d°)

- - — Ker(d?).
Tm(d1) 0 er(d’)

Por otro lado, al considerar una resolucién inyectiva [° de M y aplicar el funtor
I se obtiene que
s 0
0— ME 5 (196 5 (118

es exacta. Es decir, Ker(d’) = Im(i) = M®. Por lo tanto, H*(G, M) = M%. O

b) Si I es un G—mddulo inyectivo entonces H"(G,1) = 0,Vr > 0.
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Demostracion. Dado I un G—mdédulo inyectivo su resolucién inyectiva es la si-
guiente:

0TS T15 05 157 .

Entonces, H"(G, 1) = 0,Yr > 0. O

Para cualquier homomorfismo de G—mddulos o« : M — N y cualquieras reso-

luciones inyectivas I° de M y J° de N, a se puede extender a una funcion de

complejos
M— 1
N——s J

y a un homomorfismo H" (@) : H"(I°) — H"(J°).
Demostracion. Para demostrar esta propiedad es necesario utilizar el siguiente
lema:

Lema 4.5. Una resolucion inyectiva I° de M existe y si J° es otra resolucion
inyectiva de M existe un homomorfismo de I° a J° que hace que el siguiente

diagrama conmute:

0 M I° It I?

A

0 M JO J! J?

Demostracion. Sea M un G—modulo, como esta categoria tiene suficientes inyec-

tivos existe I° elemento inyectivo de la categoria e 4 la inclusién, tales que
0— M5 10

Consideremos B! como el cokernel de i, es decir, B* = I°/Tm(i) este es un objeto

en la categorfa entonces existe I' inyectivo e 4 la inclusién tales que
i
0— B' 51
Ahora, la siguiente sucesion es exacta

0— M —1°— 1!

Sea B? = Coker(B! — I') y continuamos de la misma manera.
El homomorfismo entre las resoluciones se construye paso a paso usando la defi-

nicion de objeto inyectivo. O]
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d)

Consideremos las resoluciones inyectivas de M y NN, construidas como en el Lema
anterior:
% T . 7
0 M ——=1°—=[°/Im(iy) — [ — ...

PR

0 N s g0 200 J0/Im(i) —> Jt —— .

Como iy es un homomorfismo inyectivo, « o ¢, es un homomorfismo cualquiera e
J? es un objeto inyectivo entonces existe ag : I® — JY tal que ag o ig = « o if.
Como Im(ig) C Ker(mj o ag) tenemos por teorema de homomorfismo que existe
B:1° Tm(ig) — J°/Im(z}), luego usando que J' es un objeto inyectivo podemos

construir oy : It — J! de la misma forma que antes.

Realizando lo anterior, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 M I° It I?

R

0 N J° J! J?

Aplicando el funtor F', obtenemos que

0 1

0—1= (1)~ (16— (12)6 £

lao aq [e %5}

0 —4= (J0)F s (1) s (2)6 £

donde se cumple que a1 0d" = d" o ., Vr € N, es decir, el diagrama es conmu-

tativo, entonces se define

H'@) : H(G,M) — H(G,N)
[z] = | ()]

Para mas detalles ver [14]. O

Dada una sucesion exacta de G-modulos
0—-M —M—M"—0
se puede asociar una sucesion exacta larga de grupos de cohomologia

0— HG,M') = ... = H(G,M) = H"(G,M") 25 H™\(G, M) — ...
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Demostracion. Consideremos las resoluciones inyectivas 1'°, I°, I de los G—mddu-

los M', M, M" respectivamente. Entonces obtenemos el siguiente diagrama

0 0 0

Aplicando la propiedad anterior y la exactitud de las sucesiones del diagrama
obtenemos la sucesién exacta larga buscada. Para mas detalles consultar [16]. [

e) Silas sucesiones son exactas y siguiente diagrama de G-mddulos es conmutativo

0 M’ M M" 0
0 N’ N N" 0

entonces el diagrama siguiente

0 M'© M€ M"¢ —~ HY(G,M') — ...——= H"(G, M) — ...

T

0 NG NG N"¢ — ~ HY(G,N')—= ' — = H"(G,N) — ...

es conmutativo para todo r € N.

Demostracion. Aplicar propiedad c) y d). [16, Proposition 1.3.3] O
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